SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE
ET DU PREMIER DEGRE DONT L’INTEGRALE GENERALE EST
A POINTS CRITIQUES FIXES.

PAR

B. GAMBIER

A MONTPELLIER.

Introduetion.

1. — Objet de ce mémoire. — M. PAINLEVE a indiqué une méthode pour
déterminer toutes les équations différentielles (algébriques) du second ordre dont
les points critiques sont fixes et il a développé cette methode explicitement dans
le cas ot I'équation est de la forme

(1) y'=R(y, y, )

R rationnel en y', algébrique en y, algébrique ou analytique en z.

Un mémoire publié dans les Acta Mathematica (1902) renferme le tablean
de toutes les équations (r) & points critiques fixes.

Ayant commencé, sur les conseils de M. PaINLEVE, I'application de sa mé-
thode aux équations qui sont non plus du premier degré mais du second en y",
j’ai été conduit & réviser I’énumération des équations (1) et j’ai constaté que les
tableaux dressés par M. PAINLEVE présentaient une lacune que je comblerai dans
le présent mémoire. Cette lacune provient de ce que dans la discussion des cas
nombreux que la méthode conduit & distinguer, M. PAINLEVE en a laissé échap-
per un, qui se trouve correspondre A des types nombreux et importants. Je
préciserai d’abord cette omission.
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2. On peut toujours mettre ’équation sous la forme

(2) y'=oly,y, u, z)

o étant rationnel en ¢, y, u et u étant lié a y par une relation algébrique qui
dépend analytiquement de x soit

(3) H(u, y, x)=o.

M. PaiNLEVE montre d’abord que pour z arbitraire la relation (3) entre y et u
doit étre de genre o ou 1. Dans le cas out elle est de genre 1 les tableaux de
M. PAINLEVE sont complets: je n’y reviendrai plus. Dans le cas ol elle est de
genre zéro on peut toujours moyennant un changement de variable trés simple
supposer que R (y, y, x) est rationnel en ' et y. Dans ce cas, je vais indiquer
pourquoi les tableaux de M. PAINLEVE doivent étre notablement complétés.

M. PaINLEVE établit d’abord que I'équation (1) est de la forme

(4) y'=A4(y, 2)y* + Bly, )y’ + C(y, 2),
ou 4 (y, x) est I'une des 9 expressions ¢

a (I + l) ¢ (1——l
a a c n nl

o @ﬁ; ay+b cy+d; ay+b cy+d’

I ¢ e 2( a ¢ e\
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e
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a,b,..., h, désignent des fonctions de x qui peuvent étre identiquement nulles
ou se réduire a des constantes, n désigne un entier positif supérieur & 1. En

effectuant sur y la transformation homographique Y =y ou Y = E—y};_i) on
s cy+d , _laf—be) (cy+d) . . ore
Y= ay+b u ¥ ~(cf—de) lay £ b) suivant que A coincide avec la 1°™ de ces

expressions, ou la seconde, ou avec la 3*m® et 42m, ou enfin avec 'une quelconque

LY

des suivantes, on est ramené & une équation analogue
(5) Y'=A(Y,X)Y*+ B(Y, X)Y' + C(Y, X),

ou A, B, C sont rationnels en Y et ou A coincide avec une des 8 expressions 6'
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H désignant soit une constante numérique « soit X.

M. PaiNLEVE étudie ensuite les équations correspondant & chacune de ces
8 formes de 4. Or Pénumération de M. PAINLEVE est compléte pour les 2 for-

I
I— —

mes 4A=o et AE»%,— mais le cas AE-Y1 présente une lacune importante et

comme la discussion relative & ce cas retentit sur Ja discussion des 5 derniers,

cette lacune entraine l’existence de lacunes correspondantes dans les 5 derniers
tableaux.

3. Ce n’est donc pas une erreur dans la méthode mais une omission dans
Papplication de la méthode qui explique les lacunes des tableaux de M. Paix-
LEVE et c’est par l'application méme de cette méthode que j’ai comblé ces
lacunes.

Cette méthode se décompose en deux méthodes distinctes:

1° une méthode qui fournit un certain ensemble de conditions nécessaires
pour que I'équation ait ses points critiques fixes.

2° une méthode qui démontre que ces conditions sont suffisantes.

L’application de la méthode aux cas omis par M. PAINLEVE n’était pas
toutefois sans présenter des difficultés. Tout d’abord des complications de calcul,
si les conditions étaient formées maladroitement. Ensuite il n’était pas certain
que les conditions ainsi obtenues fussent intégrables, c’est-a-dire qu’on pfit écrire
explicitement & l'aide d’un certain nombre de fonctions de x arbitraires toutes
les équations cherchées. Enfin parmi les équations obtenues, les unes sont inté-
grables, j'entends réductibles aux équations linéaires et aux quadratures, les
autres sont irréductibles. Il fallait distinguer ces deux classes et notamment
intégrer les équations intégrables, ce qui, comme on le verra plus loin, était pour
certaines d’entre elles assez malaisé.

Je résume d’abord les résultats de cette discussion minutieuse. Les plus
importants concernent les équations urréductibles, qui engendrent des transcen-
dantes nouvelles.

4. Transcendentes nouvelles engendrées par les équations différentielles du se-
cond ordre.
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Il existe 6 types et 6 seulement d’équations différentielles (1) & points cri-
tiques fixes qui sont irréductibles au sens le plus rigoureux du terme (sens de
M. DgracH). Ces 6 types peuvent recevoir les formes canoniques qui suivent
[a, 3, 7, 0 désignent des constantes numériques]

( I y'=6yt+=
I ¢y'=z2¢+2y+ea

e ! 6
m oy =YY +:I;(ay2 +8)+ vy + "

Y x
v y”=£+§y3+4xy2+2(x’——a)y+£
2y 2 y
Y B S S U4 (?/"fﬁ[ li] LY L O0yly+ 1)
V y'=y (2y+y——1) z T ay+y +yyt —1

VI y”=~"—"(£+ I+ 2 )—(5+——I~+—5—)y’+
2 \y y—1 y—=x x r—1 Yy—=x
yly—1(y—=) —1 x(x—l)]

o X x
T w1y ["‘“”’yﬂ”(y—x)’“r (y—ay

Par suite de I'omission signalée, M. PAINLEVE n’avait obtenu que 3 types distincts
d’équations irréductibles, a4 savoir les 3 premiers. Les tableaux qu’il avait for-
més ne contenaient pas ’équation IV; ils contenaient I'équation V dans le cas

2
ou a =g =0, auquel cas la transformation y = (:—E) permet de la ramener au

type III, tandis que si «, § ne sont pas nuls tous deux elle est irréductible au
type III; de méme I’équation VI ne figurait dans les tableaux de M. PAINLEVE

que dans le cas ol a=f=y=o, 6=§ auquel cas elle est intégrable, tandis

que dans le cas général elle est irréductible.

L'intégrale générale y (x) des équations I, II, IV est uniforme; celle des
équations III et V admet x =0 et x = 0 comme points critiques transcendants;
si l'on effectue, pour ces 2 types la transformation x = eX, la fonction y(X) est
une transcendante uniforme. Enfin Pintégrale générale y(x) de I'équation VI
admet les points eritiques transcendants x =o0, x =1, x = .

8. La méthode employée par M. PAINLEVE pour montrer que l'équation
y'=—6y*+ x a ses points critiques fixes [Bulletin des Sciences Math. 1900]
g'applique d’elle méme aux autres équations. Dans une note des Comptes Ren-
dus, 24 Décembre 1906, M. PAINLEVE a fait lui-mé&me cette extension. Il a de
plus montré que le type VI contient comme dégénérescences les 5 premiers:
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V est dégénérescence de VI; III et IV dégénérescences de V; II dégénérescence
de III ou IV et enfin I est dégénérescence de IL.

M. PaiNpLEvE Détablit de la fa(;on: suivante: faisons dans VI d=g§-,

7:—5—;-%%‘, z=1+¢X, y=1Y d’ol une équation
12 )Y (Y Yy o¥(r+un, .
Fi= 1’@Y+Y : X+ X [Y+y]yx+ y—r Tt

qui a ses points critiques fixes en méme temps que V1 pour toute valeur nu-
mérique non nulle donnée & ¢, et par suite encore pour e =o: or elle se rédait
a V pour ¢=o. L’application du méme principe donne en faisant dans V

f=— ‘8;: €;+ L, y=y¢e d=d,¢, y=14+eY, 2=X

la dégénérescence
Y Y Y2 v 24,
n__. - _ el 1 iy
V=y-—xtxatzaN+ty+y
qui donne III en posant X =§% Y =&,
De méme si dans V on fait

1 —1 1 J ,
O VT "-:“(ﬁh‘z')» y—e¥, a=r+ek

on a la dégénérescence
Yl

YH Y +

3Y3+0XY=+Y( +5) %

qui donne IV en posant X =&V2,y =Y V2,
On pose maintenant dans III

1 _—I
4&%’ ERPYA

r=1+4+¢eX, y=1+2¢7Y

y=—20= 3= 6[1+4p’

on a la dégénérescence ¥Y"=2¥Y3+ XY + 3, ou IL.
De méme dans IV

I 1 1 . v .1
B=—rm o= — 5t y=5(+28Y), z=eX—g5

on a Y'=8Y34+4XY +a, et en posant 2X =E&V2, ;= Y Vz on a le type 1L
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Enfin la substitution y=¢Y + EI;,,— r=8X "5’6’ a=3

BE transforme II en
Y'=6Y*+ X +¢e(2Y3+ XY) ce qui conduit bien & I comme dégénérescence.

Or M. PAINLEVE a montré aux Comptes Rendus que 'équation y"=6y%+2x
est irréductible au sens le plus rigoureux du terme (sens de M. Dracn). Il en
résulte que les 5 suivantes sont aussi absolument irréductibles sauf peut-étre

pour des valeurs exceptionnelles des constantes «, 3, ¥, 0.

6. Formation des conditions nécessaires pour que Uégquation (1) ait ses points
critiques fixes.

Je voudrais indiquer maintenant la fagon précise dont j’ai appliqué la mé-
thode de M. PaAINLEVE pour former les conditions nécessaires que vérifie toute
équation (1) & points critiques fixes. L’équation a étudier est de la forme

(5) y'=Ay, 2)y*+ Bly, )y + Cly, 2)

ot A est I'une des expressions #. Les expressions B et C sont des fonctions
rationnelles en y, dont les poles, d’aprés un résultat de M. PAINLEVS, sont sim-
ples et coincident avec les poles de 4; la transformation y ¥ =1 limite le degré
de B et C en y par Papplication de ce méme résultat au pole ¥ = o.

Jemploie alors la substitution de M. PAINLEVE: 2 =2z, + ¢« X, ¥ =«y d’olt
une équation dont Uintégrale générale est a points critiques fixes quelque soit «,
sauf peut-8tre pour «=o, donc encore pour «=o: cette équation ol « a été
annulé, ou éguation simplifiée est du type suivant

(6) YV =a,yy + by’ si A=o

H__g’_s ! 3 1 :£
(7) y' =" +ayy +by’ s A=

<

5]
(8) y"-=%—(1—%) +a,yy + b,y® pour les 6 derniéres formes de A4

(n entier =o, différent de o ou de %+ 1; a,, b, désignent les valeurs pour x =gz,
de deux fonctions a(x), b(x) calculées rationnellement au moyen des coefficients
de l'équation proposée.)

Cest dans P’étude de la simplifiée (8) que M. PAINLEVE a laissé échapper
un cas important; cela explique comment les résultats de M. PAINLEVE étaient
complets pour les 2 premiéres formes de 4; la simplifiée (8) rentre dans les
équations o 4 a la 3*me forme possible, et on voit comment les 5 derniéres for-
mes de 4 conduisant & la méme forme simplifiée, une telle omission pour la
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3*me forme de 4 entraine des omissions correspondantes pour les formes suivan-
tes de A.

En tous les cas les 3 simplifiées s’étudient de la méme fagon: la variable
indépendante = manque, d’ou résulte que si I'intégrale générale de cette simplifiée
est a points critiques fixes, elle doit &tre de plus uniforme. Cette intégrale
s’obtient par quadratures: si on écrit ' =wuy?, u vérifie une équation v’ =u't f(u)
ou | est rationnelle en u et on a en méme temps y = ¢ (u, u'), p étant rationnelle
en u et u': or BRioT et BoUQUET ont déterminé toutes les formes possibles que
peut avoir la fraction f(u). L’application de leurs résultats donne ou bien
a(x)=b(x)=o0 ou bien ca®+ fb=o, « et p étant deux constantes numériques
non nulles toutes deux.

Occupons-nous d’abord de la seconde hypothése «a® + pb=o; a(x), b(x) ne
sont pas nuls tous 2 identiquement. Cherchons s’il n’existe pas, pour une valeur
quelconque x, attribuée & z, une intégrale de P'équation, non simplifiée, qui est
étudiée

(5) y'=A(y, )y + By, 2)y' + C(y, 2)

qui admette x —xz, comme pdle. Si cela a lieu cette intégrale est représentée
par un développement

= al az PPN
© RPN RN
ol a,, @, ... sont des constantes, : un entier positif. KEn substituant dans
Péquation (5) on doit avoir une identité; les termes polaires de degré le plus
élevé sont respectivement

y o Yy ¥
i+2 14+2 20+1 31

Il faut nécessairement que <=1 sinon ¢+ 2< 2%+ 1< 3¢ sans égalité: si b=-o
le terme de degré 3¢ si ¢>1 ne pourrait disparaitre; si b=o, on aurait a==o
et alors le terme de degré 24 + 1 ne pourrait disparaitre.

Nous faisons ¢=1 et substituons: a, est donné par une équation du pre-
mier degré si b=o0, du second si b:=zo; puis a, a,, ... s’expriment tous au
moyen des coefficients précédents par une équation du premier degré, sauf peut-
étre I'un d’eux et un seulement qui disparait de I'’équation qui devrait le four-
nir: mais alors il reste une relation qui est nécessaire pour que ce pdle existe:
cette relation devant &tre vérifiée quel que soit z, entraine une identité entre
les coefficients de I'équation (s).
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Si 'on prend la premiére hypothése a(z)=b(r)=o0, on arrive & un résultat
semblable. Je forme dans ce cas une nouvelle simplifiée en posant dans (5)
r=x,+aX, ¥Y=cy, dolt par le méme mécanisme

(6 Dbis) y'=e si A=
. .
bis =Yy e si =I
(7 bis) y=" tey y
r2
(8 bis) y" :% (I———Iﬁ) + e, y® pour les 6 derniéres formes de A4

(n désigne le méme entier pour (8) et (8 bis), e, est la valeur pour z—x, d’une
fonction e (x) calculée rationnellement au moyen des coefficients de I’équation 5).

Cette nouvelle simplifiée s’intégre encore par quadrature. J’emploie d’ail-
leurs lartifice suivant, je pose y' =zy d’ott y=f(z, 2') ol { est rationnel en z
et z' et I’équation

10) 2 =yz2' 4§28

ol 7 et J sont des constantes numériques: cette équation (10) est précisément
du type de la simplifiée (6) dont on a déterminé toutes les formes possibles.
La conclusion est celle-ci: dans (6 bis) et (7 bis), e(x) peut étre identiquement
nul ou non; dans (8 bis), e(x) est identiquement nul, si n n’est égal ni & 2, ni
a 4, ni & —4; pour ces derniéres valeurs de n, e(x) peut &tre ou non identique-
ment nul.

Si e(x)=o I'étude est finie.

Si e(x)z=o nous remontons comme plus haut de la simplifiée & I’équation
(5): je cherche comme plus haut, si pour z =z, ou z, est quelcongue, 8’il existe
une intégrale admettant x, pour pdle. Pour des raisons semblables ¢+ =2, a, est
donné par une équation du premier degré; les coefficients successifs se calculent
comme plus haut et on arrive par le méme mécanisme & une identité entre les
coefficients de (3).

Cela fait on a épuisé tout ce que cette méthode peut donner pour la valeur
y=oc; il reste & faire, suivant la forme de .4 une étude semblable pour les
autres valeurs singuliéres de %" considérées comme fonction de ¥, a savoir
y=o0,1I, ou x. On raméne cette étude & celle de y'= o par une substitution
faite sur (3)

I I - I

Y= on ¥=
Yy
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7. Une question se pose ici: j’ai exprimé que les équations étudiées ad-
mettent des pdles mobiles {ou des zéros, ou des unités mobiles). Mais ces condi-
tions sont-elles nécessaires pour que ’équation ait ses points critiques fixes?

La réponse est affirmative. M. PAINLEVE a donné P'énoncé général de ce
théoréme et 'a démontré en détail dans le cas ol 4:=o0 (Bulletin des Sciences
mathématiques 1900). J’en donne une démonstration explicite pour I'un des cas
nouveaux que je propose (voir plus loin, page 49). La démonstration employée
montre qu'elle s’étend aux autres cas. Je supposeral donc ce point acquis.

Rendons nous compte du nombre de conditions obtenues: il suffit de rai-
sonner pour y = o ; il y avait 3 cas & considérer, d’aprés la nature des fonctions
a(z), b(x), e(x).

1% «a® + Bb=0, sans que a et b soient identiquement nuls tous 2.

Suivant que « est nul ou non, il y a une ou deux familles de pdles mobi-
les simples, et comme une famille de pdles mobiles peut ou non conduire & une
identité entre les coefficients de (5), nous avons en comptant «a®+ fbz=0 au
plus 3 relations identiquement vérifiées.

2°) a(r)=b(x)=o, e(x)==0, une famille de pdles doubles mobiles, donc
comprenant a(x)=o, b(x) =o au plus 3 relations.

3°) a(zx)=b(x)=e(x)=0. Cela fait exactement 3 relations. Je vais mont-
rer ici comment ce dernier cas, ol nous avons cessé d’aller plus loin, se rattache
Jui-méme & Vexistence de pdles mobiles: je développe ’équation (5) suivant les
puissances décroissantes de y: elle est alors (n entier =o, o0, # —1 mais pou-
vant étre o)

g — [r— 1) ¥ Y v
v = (=2 e ra @+

Wl

!
T @Y + by ()] 4 ba(2) Tyt

=

+e(x)y + e (x) + es;x)

Si Pon admet I'existence d’un pdle, on a en appelant ¢ I'ordre de ce pole et en
prenant le terme de degré le plus élevé dans chaque ligne: & la premiére deux
termes de degré polaire ¢ + 2, & la seconde un de degré ¢+ 1, & la 3*™° un de
degré i: les deux termes de- degré i + z se détruiront donc, d’ou la relation
= —mn; donc le pdle ne peut exister que si n est fini et négatif: je fais y =27
et vérifie que z vérifie une équation du second ordre pour laquelle z = o est une
valeur ordinaire; donc pour z =z, il existe une intégrale z pour laquelle z, = o
Acta mathematica. 33. Imprimé le 9 juin 1909. 2
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r

et 2/, est arbitraire, antrement dit I'équation (5) admet Pintégrale ¢ ~ =z
¢
ou 4 est arbitraire.
En répétant cette étude pour y=o0, 1 ou z s’il y a lien, on voit done
gqu’on obtient un nombre fini de relations différentielles algébriques entre les

coefficients de ’équation (5), par un procédé régulier de calcul.

8. — Le résultat trés remarquable obtenu pour les équations du second
ordre et du premier degré, rationnelles en ¥, est que 'ensemble des conditions
nécessaires obtenues par ce procédé est en méme temps suffisant pour que Pin-
tégrale soit & points critiques fixes.

Dans le cas ou l'équation contient 7 non plus rationnellement, mais algé-
briquement, sans &tre susceptible d’étre ramenée & une autre ol ¥ figure ration-
nellement, ¢’est-d-dire ol la relation H(y, u)=o dont il a été question plus haut
est de genre 1, il n’en est plus de méme, comme M. PAINLEVE l'avait montré
pour I'équation

:I/H:y_ PN T —

fa{y[zk‘-’y~-(X+k2)] . 1 :
=)=k V=)
sur cet exemple, lintégration seule montre qu'on doit écrirc une relation cette
fois transcendante et non plus algébrique, que la méthode précédente ne peut
donner.

9. Formation explicite de toules les équations (1) & points critiques fixes.
Les équations indiquées par M. PaINLevE étaient explicitement connues,

par exemple y' =642, 4" =06 y2— 234 ou ' =06y® + =, sauf une seule équation

(E) YV'=—yy +y*—129()y + 12 ¢ (%)

ou g(z) vérifie U'équation ¢’ =G g% + = qui est I'une de celles précédemment citées.
Si donc on regarde comme connues les transcendantes engendrées par les équa-
tions algébrigues du 28me ordre et du 1°* degré A points critiques fixes, cette
équation (E) est donnée explicitement.

Mais dans les cas nouveaux que j’ai mis en évidence je rencontrais des
systémes de conditions différentielles dont lintégration était, quoiqu’au fond
bien simple, assez difficile & apercevoir. Prenons par exemple Iéquation
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[
Yy —

1L 2P e ( b__ )
] 3(y+y-1)y + ay+y I+d’y+

38 3¢ k _L].
+y(y—1)[3a2y+? (y_1)2+h+?/+y_1

Sur cette forme d’équation ou a, b, ...l désignent 7 fonctions analytiques de z
on a déja exprimé toutes les conditions que 'on peut obtenir par les équations
simplifiées. Il y a ensuite & étudier les valeurs singuliéres o, o, 1 de y: il y a
deux familles de pdles mobiles donnant chacune une relation, de méme deux
familles de zéros et d'unités mobiles, donnant chacune une relation; on obtient
ainsi le systéme

h+3(ad +a®*—a)=o0

k+3d+bc+b2—0b)=o0

I+ 3(ca+cb+ced+ct—c¢)=o0

(zh+36%)*+6(ah'—2ha')—qga’(b—c) +6a*(k +1)=o0

(2k+ 3024+ 6(bk'—2kb)—9gbla+c)+6b2(h—l—3c)=0
(2l4+3¢3)*+6(cd—z2l)—qgc*(b—a)+ 6c*(—3a:—h—k—3b%)=o0.

On verra plus loin comment ces 6 équations permettent d’exprimer les 7
fonctions inconnues au moyen d’une fonction auxiliaire arbitraire et de plus cet
exemple montre d’une fagon frappante comment, par un mécanisme qui est géné-
ral, mais qui il était difficile de prévoir, la résolution de ce premier probléme,
intégration des conditions telles que (11) est intimement liée & 'intégration de
Péquation différentielle (1) elle méme quand cette intégration est possible ou a
la réduction de I’équation & un des 6 types irréductibles I & VI.

D’une maniére précise, les relations nécessaires [{(r1) ou analogues] se lais-
sent intégrer explicitement, en ne considérant comme connus que les éléments
analytiques suivants: fonctions rationnelles, exponentielles ou elliptiques, inté-
grales des 6 équations irréductibles que j'ai données plus haut.

Ces relations nécessaires sont d’ailleurs suffisantes: toute équation du second
ordre répondant & ce. conditions se raméne soit 4 une équation linéaire (d’ordre
2, 3 ou 4) soit & une équation intégrable (par quadratures, ou par les fonctions
elliptiques et dégénérescences), soit & Yun des 6 types irréductibles I & VI.

Pour les équations intégrables, la fixité des points critiques résulte de I'inté-
gration méme, pour les autres elle résulte de ce fait que les 6 équations irré-
ductibles I & VI ont, comme nous V'avons dit, leurs points critiques fixes.

Je citerai, parmi celles dont Uintégration etait le plus cachée les équations
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Y = (I—I—)?ﬁ—f— (m +b+9)1’- na’ Y+ ey® + fi +g+l"
R T gl Tt T Y y
pour lesquelles j’ai d’ailleurs donné deux méthodes d’intégration.
10. — Je vais maintenant donner plusieurs tableanx de types canoniques,

différents suivant le¢ but que Pon se propose.

Je donne d'abord un tableau 7T d’équations, Y"=F(Y', ¥, X) ou F est

rationnel en Y et Y', qui permet d’obtenir toutes les équations ¥’ = f(¢', y, )
ou f est rationnel en y et y, dont Uintégrale générale est & points critiques fixes.!

St dans le tableau T qui va suivre jeffectue la transformation -homographique

la plus générale

@)y +m()

=@yt gy ~—*@

o I, m, p, g, ¢ sont des fonctions analytigues quelconques de x jobtiens toutes les
équations du second ordre et du premier degré en ¥, rationnelles en y dont Dinté-
grale générale est & points critiques fixes.

Ces équations du tableau T sont de la forme

Y'=A(Y, X)Y*+ B(Y, X)Y' +O(Y, X),

ou 4 est I'une des 8 expressions 6.

Dans ce qui suit a, 8, 7, 6, & sont des constantes numériques; ¢(X), r(X), ..

des fonctions analytiques de X.

A=o

(1) Y=o

(2) Y'=671?

(3) Y'=o6¥'—~

(4) Y'=6Yt+X

(5) Y'=—3YY Y+ q(X)(Y'+Y?
6) Y=—2YY +¢(X)Y +¢(X)Y
(7) Y'=27Y®

(8) Y'=2Y3+aY +8

! Je rappelle que le cas ol f est rationnel en y a seul hesoin d'étre complété. Clest le

seul dont je m'occupe dans tout ce mémoire.
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(9) YN'=2Y4+ XY 4«

(r0) Y=—YY + Y3 —12q(X)Y +12¢'(X) avec q'}'p_:qu_*_s’s_____()’ ’_—ZII_ ou X.
=y
2
(11) Y”*—YT
12
(12) Y”=~I—7Y—+aY3+ﬂYﬂ+y+%
) y': Yy I s
nm__- = el 2 3
(13) Y'="Fp—F +x@l*+8)+77+

k1

f
(14) Y'= 1; +q§—q’+r¥¥'+r’¥2

Y: Y dr

M T b sy ~L

{15) Y vy Ty +rY Yer
y's

R | 1 __ Ve I
(16) Y 4 7YY —q¢"'Y+¢q %

AE(I——E) l, n entier > 1
nl Y

@) ¥'= (1%

"=Y_,B 2
(18) Y'="3+47Y

"=ﬁ 8
(19) Y'=>5+4Y 427

H,_:Y_'2 2
(20) Y'= +4Y2+2XY

2Y
13
(21) Y"=3;I~;~,—+3Y’
"_3yrz_
(22) Y—4Y 1

2
(23) Y"=34LY+3 Y?+aY +8

1 Ces 2 tableaux pour A=o0et 4 =§ étaient complets chez M. PAINLEVE; je les reproduis

ici pour la clarté de ce qui suit. Les modifications que jai apportées a ces 2 tableaux m'ont été
suggérées aussi pour la simplification des équations que jajoute dans les autres tableaux.
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Y2 ng? ng'
YW |1 — =) o b M s, My
(24) (1 )Y+qYY (n+2)2Y t oY
12 3 i
(25) Y"ziy?_gyy'—{*’Jrzq—(Y’ntYZ)—HY+(1
(26) Y”=%§:+6q ;f +3Y%+ quY——-If)q —325;, g'=6¢g+8, S=o, }:OUX
| Y n—zY nfs .
o 7y ! A Al 3
(27) Y (I e + fulg, VY Y +pa(g, 1) Y — Y i o Y

I

n[fn—"fn(/’n] Y2+ (q’ T) Y — P — n_Y

n+2

(fs, @u, Yo étant 3 fonctions rationnelles de z fonctions arbitraires ¢, r et de
leurs dérivées dont le calcul sera indiqué dans le texte, page 54)

2 3 2 2
(28) ¥ =¥ +qY*+£—qu2+3(q’+-q—-)Y—Z-ZL
2 2 2 Y
— T __ V!
(avec r:&-z—&, q= I;,z ——gi et V, et V, étant deux intégrales quelconques
27 Va2

de V'=6V24+ 8, S=o, ;;: ou X)

(29) Y= 2;+32Ys

(30) Y'= :; Y+4€cY“+2ﬁY——§,;,

(31) Y”=Z~'~;+3zl+4XY!+2(X2—a)Y_2ﬁ;,

(32) Y”—Y:%I

(33) Y”—£§£+4I*+a}

(34) Y”=Z—:~;—I+4aY2-XY

(35) Y'= })X}—’f—\YY' "3ql”+r§j+§Y3——I—%—q—Y2+(4q'+r+8§2)y

2qr__ 37
+3[ 3 r] Y
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oulonaqg' =2¢"+8¢g+7T, r=——'—3s:——§(q’ + ¢°) et 2¢"+ Sg + T désigne Pune

quelconque des 3 expressions 2¢% 2¢° +ag + 3, 2¢° + Xg+ «

7io 7§ 2
(36) Y'= ‘:4}7“—2 Yy —9y 4 }— pAys MOy (1‘~ 3¢ + 6_(]) Y
5 1 3 ) } 5 5 5
_gr_ 57 51®
3 3 g Y

R 7. R VRt
avec g = —I;Z:—IK/:, r = 73—2 V, + 339 V,— q,[K?_%_V,!J

V. et V, désignant 2 intégrales quelconques de V'=6V?+ 8, §S=o, —-% ou X.

Si V, tend vers V, (cette remarque s’applique & tous les cas analogues) que

A 741
faut-il entendre par I—V”— g‘? Soit V(X, «, 8) I'intégrale générale de V'=06V2+X
27"y

par exemple; V, est obtenu en donnant & « et 2 les valeurs numériques «, et

. ~dV . L0V e ey
©y; soit de méme (,TU(X, a, 3) jappellerai 7}{«‘ (X, «, 3) cette dérivée on j’ai rem-
13
placé « et 2 par «, et 5,: dans ces conditions si V, tend vers ¥V, on considérera
.02V, N v,
V,—V, : JedX T MI3IX ..
7 comme représentant — —————"--- ol Z et u sont deux constantes
V,—V, ;‘”1+ iV,
Tda T 08

numeériques arbitraires.

(38) Y"':Y’“’(zI +—I——)+ Y(Y—x)[a(Y—I)+,397-_I)+4/4+J*]

Y Y—1 Y T Y —1 (Y —1)2
. v I _ I . }_7, ( ¥ — I)g - lﬁf " Y (SZ(Z;F_I)
(39) 1—1%T+Y:ﬂ x* X"(”*Y*“X*“Y—{‘

s wief I I 2(qY +7) o, (Y —1)? - t)
o) Yr=yr(Ep e ) 2y B ey

+2[g*—r—(¢' + 7)Y
avec 8 —2¢s=o0, ' + 2fr=o0
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2 I
A:d?+7t3)
(47) Y”==§(I +-3;§;J y
n__2(1 I r1e ro o r 8 _q+7+3 1
(42) ¥ 3(Y+Y—1)I +[9)+Y Y1 2 ]Y
I L _
+11Y—~ﬂ[3¢1 £330 38 g qw+s-)+3r 2 reTd
vi ¥ 1 T3¢ 1 Y
38’—3;(4+8+r)
+
Y—1
avec
4 E
5q~—I7~V+T/—20
4 E
3r=y+V+5+2C
33=2V
pr— +3V3+40V°+2DV——Ea
2V V

+

]

cette derniére équation représentant I'une quelconque des équations rencontrées

précédemment
'VI! ZI]I/ 3va
V72 3 2
e’ __ 2 Vs 2 —
4 2V+2V taaVi 425V 2 V
" V'ﬁ ﬁ?
Vi 43 V3+4XV?+2(X2—a)V—2—V.
A=3 5+ gl
3L 1 i
(43) ¥ ~4(Y+ Y_I)YE
(44) Y"=§(§+71_—I) ¥y Y(Y—x)[-;Jr?_—IJrzy(z Y——I)]
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TH ‘L 12 b (]
(45) 1 (y g I)Y+( YT Y~1)Y

, b2 2 h k
V=V v, — V',
avee D= =2t b—e=—2(V, + V), a= il
3V
b+ c= SV T

h=2b +ab, k=2¢ +ac

et V,, V, étant deux intégrales quelconques de 1'une des 3 équations V" =2 J*
oun V'=2V*+aV+g V'=2V*+ XV +a.

, Ko3W 1
II=_ . 2_ 1
46) ¥ 4(Y+Y )Y [h+ “,_I]Y

8 g _g) YA b, (3R _ 9k”) ! ] g
o == s v B H=)
avec ¢'=2¢*+aq+p, h=2(¢ +¢) +a

u__f i . ’!2___75 3___1_ o
I e S = R A LRSS

1\* ’
8(a+_) ' " 2
U2 I} 9 (R)\? 1 h (3k gh) I -
+[ X (Y 2) 4(h) Tyt 115t AT
avec ¢"=2¢"+ Xqg +tu«, h=2(¢ +¢%) + X.

~ifr ., r .1
A—2(1’+Y—I+Y—a)

Y2z I 1
m__ -t o [
(48) Y_*Z(Y{—Y—Iﬂ-Yv—a)Jr

+Y(Y——I)(Y——a)[p) (Y I)z—f‘(*},—_()‘:;);‘f‘E]

1z 1 I
AZ;(?* YT 7v—_x

u___Ylg I I I ’ I I
(49) Y—?(?“”Trﬁy—x) Y[x X3 +‘*‘y_x}
Y(Y-x)(Y—X)[a_g+y(X~x) (G—I)X(X—_x)]
2 X¥(X —1)? Y? (Y —1) (Y — X)®

Acta mathematica. 33. Imprimé le 9 juin 1808. 3

+
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2 I
A:3Y+z( —1)
1" 10| 2 I €Y v
(50) Y'=Y (3Y+2(Y I))+(aY+b+Y)I +
308y .36, h Kk Jﬁ] _
+[‘8“I+f1—*y~2+(y FtyTsr—p)f¥—0

H‘l
avec a=—2(t+u),c=——‘1(u—2t),b=2t+5u,7 2
9 9 C 2

— r__ — 2 — ?3 N _ﬂ:
2k=6(c'—bc)—3¢c, f 2(a ab) P
t— [V'Z — Vi, Y, _i"l] H= [V'z —Vi_Vi— V’x] __H
V,—V, V,— V., ) V,—V, V,— V.1 H

V., V, V, étant 3 intégrales particuliéres de V'=6V?+ 8, 8 =o, %—f, ou X.!

11. — Probléme inverse.

Etant donnée une équation y" = P(y', y, x) olt P est rationnel en y' et y com-
ment reconnailre si elle a ses points critiques fixes?

11 suffit de vérifier si une transformation

l(x)y + m(x)
p(x)y + q(x)’

X =q(z)
permet de ramener I'équation & l'une des formes donnée dans le tableau 7.
Mais comment se calculent les coefficients I, m, p, ¢, ¢ de cette transformation?
Pour les transcendantes irréductibles, I, m, p, ¢, ¢ sont des combinaisons
algébriques de Péquation proposée. Mais pour les autres il n’en est plus de
méme, au moins en général; I, m, p, ¢ s’expriment algébriquement au moyen de
¢ et ¢'; quant & la fonction ¢ elle est donnée soit par une ou deux quadratures
soit par lintégration d’une équation différentielle du second ordre. Les opéra-
tions qu’exige le calcul de cette transformation sont d’ailleurs les mémes que cel-
les qu’exige l'intégration de 1’équation elle méme: intégration qui se raméne,

1 8i V, ou V, tendent vers V,, ou si V, et V; tendent simultanément vers V, ousi Ty
tend vers V,, on aura & trouver pour ¢, H ou u les valeurs limites de quotients de fonctions

0
prenant la forme ;. Cette limite sera indiguée dans le texte et se fait comme il a été indi-

qué précédemment, page 15. On voit que pour I'équation (50) il y aura un nombre considéra-
de types particuliers.
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nous l'avons vu, soit & des quadratures soit & l'intégration d'une équation liné-
aire d’ordre 4 au plus.

II est alors plus avantageux, pour traiter le probléme inverse, de dresser
un nouveau tableau @ des types canoniques auxquels les équations y" = P(y', y, x)
se laissent ramener algébriquement par une transformation

L@y + u(z)

a@yra@) 5@

L, u, 7w, y, ¢ se calculant cette fois algébriquement. Ce tableau @ est trop con-
sidérable pour pouvoir le donner explicitement: il faudrait reprendre chacune
des 50 types du tableau 7' et lui faire correspondre dans le tableau @ un cer-
tain nombre d'équations en nombre considérable: la derniére équation (50) par
exemple conduit &4 plus de 100 types. — Les équations (28), (35), (36), (42), (45):
(46), (47) donnent aussi un nombre considérable d’équations correspondantes dans
le tableau 6.

Je me bornerai done & prendre comme exemple les équations (29), (30), (31)-
Le raisonnement étant le méme pour toutes, le genre de calcul le méme, il suffira
de quelques indications rapides pour permettre de reconstituer les types @ dans
tous les cas.

12. — Je vais maintenant extraire du tableau T un tableau (¢), dont il suf-
fit d’indiquer la nature de chaque équation pour en déduire immédiatement la
nature de toutes les équations 7' et en donner l'intégration effective, quand on
regarde comme complétement connus les éléments analytiques du tableau (f).
C’est le tableau suivant!

(1) Y'=o0

(z) Y'=67Y?

(3 Y'=6y'—~

(4) Y=6Y:+X

(5) Y'=—3YY —Y'+qX)Y +Y¥
6) Y'=—2YY +¢(X)Y +¢(X)Y

(7) Y'=2¥8
(8) Y=—2Y+a¥ +4

' Voir pour chaque équation (f) ce qui en a été dit au tableau T.
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(9) Y =2Y+XY +a

e

(o) ¥'=27
y®

(1) ¥'= 4aY g+ )

Y Y 1 )
(12) Y= F—gryparen sy

] 1
(13) Y'= I;/nLq%—q+rYY'+rY2

(14) Y”*(‘“;)Y Yy ™M _ys, ™M p

Y (n + 2)* n+ 2
yr _n—2Y nf;
(- __ f Lo £
(r5) Y (I n) +f,,(q, nYy + ¢nlg, 1) Y n Y (n+2)2y
n(f'n— fnifn) X
+Tyz+wn(g’r)y Pn — nY
we) o Y, aY
2 2
. Yy?® 3% 7
"n__ 2 — L
(17) 1} 7t 2 +4aYt+28Y 27
13
(18) Y= ZY},+§—ZI;+4XY’+2(X’—<1)Y-—£1Y
, Yyei—g
(G
(19) ¥ 2y

(20) Y'=¥" (L + )

(21) Y”=Y’2( ! +Y— >+ Y(Y-I)[G(Y—IH ﬂ(Y + y y +(Y-(—§-I)]

(2) ¥'=¥r( Lo I)_Z+Q§gwy+ﬁ%_§+i< +1)

2 Y—1 X Y —1
Yz by 1
" = (= .
(23) Y'== (Y+Y—1+HY—7)+

€

+Y(Y—I)(Y——a)[/f+}’}, (Y" )+(Y_“)]
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”~~_}_”_2 I 1 I | I I I
(24) ¥'=— (1f+y—1+ y_x)*y[jz*“x“:;*y*_ﬁz]
Y(Y_I)(Y_X)[a_,ﬁx (X —1) (6—I)X(X—I)]'

2 X2(X — 1) Ty =T (Y —Xxp

+

Remarquons en passant que les coefficients de toutes les équations (£) sont
explicitement connus. Ces coefficients sont rationnels en X, sauf pour 5 d’entre
elles: (5), (6), (13), (14), (15) ou figurent des fonctions analytiques g, 7 arbitraires
de X et leurs dérivées jusqu'a un ordre fini. Ces 5 équations sont d’ailleurs
intégrables.

13. — Toute équation de 7 non contenue dans (¢) dérive d’une équation
du tableau (¢) par le procédé suivant.

Pour abréger le langage j’appellerai équation secondaire 'équation ¥Y' =
p(Y', Y, X) considérée dans T et V"= P(V', V, X), I'équation de () & laquelle
elle se raméne, (pour la clarté j'ai remplacé Y par V pour I'équation de t), sera
dite équation primaire.

J’apprends & former pour 1’équation secondaire Y" =p(Y', ¥, X) une fonc-
tion V=F(Y', ¥, X) rationnelle en Y' et Y telle qu’inversement j'aie ¥ =
p(V', ¥V, X), ¢ étant rationnelle en V' et V. Le systéme différentiel

{V=F(Y’, Y, X)
Y —g(V', V, X)

équivaut 3 Péquation secondaire, qu’on obtient par élimination de V, tandis que
Pélimination de Y conduit 4 ’équation primaire.

Or l'équation primaire a ses coefficients explicitement connus; voyons com-
ment on obtient les coefficients des fractions rationnelles ¢ (V', V, X), F(Y', Y, X)
et p(Y', ¥, X): Appelons V (X, a, ) l'intégrale générale du type canonique
primaire et V; lintégrale particuliére correspondant aux valeurs numériques «;
et f3; données & « et #; soient de méme %I—;é, %—Zj, g;z%, 0_0;_(% , ... les dérivées de
V ou lon fait o=, #=p;; la fonction ¢(V', ¥, X) rationnelle en ¥V et V' a
pour coefficients des combinaisons rationnelles de 3 (au plus) intégrales parti-
v, WV, | PV
X’ O’  0Xdo
étant au plus du 3@ ordre; or quand on fait sur ’équation primaire V"=
P(V', ¥V, X) une telle transformation ¥ — ¢ (V', V, X) il est bien clair que I'équa-
tion secondaire obtenue Y' = p(Y’, ¥, X) a ses coefficients nécessairement tran-
scendants et que ces coefficients s’expriment d’une fagon toute sembable au moyen

culidres V;, soient V,, V, et V, et des dérivées - les dérivées
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de V,, V,, V,. Cest ce que lon constate immédiatement sur le tableau 7.
Ceci explique aussi ce que j’annongais au paragraphe 9, & savoir que la déter-
mination des coefficients des équations étudiées [c’est-a-dire intégration de syste-
mes différentiels tels que 11] et que lintégration de I'équation elle méme, si
cette intégration est possible, ou la réduction de cette équation & un type irré-
ductible, constituent en réalité le méme probléme: tant qu’on n’avait pas apergu

cette identité des 2 questions, difficile & priori & apercevoir, les efforts pour ré-
soudre I'une ou l'autre devaient rester stériles.

14. Conclusion. Il est trés remarquable que les équations 3" = R(y', y, @)
ol R est rationuel en y', algébrique ou rationnel en y dont Pintégrale géndrale
est & points critiques fixes puissent &tre définies evplicitement soit a aide de
types canoniques algébriques soit a 'aide de types canoniques renfermant la vari-
able X sous forme transcendante mais alors exprimables rationnellement au moyen
des transcendantes engendrées par les types canoniques algébriques.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici & M. PAINLEVE toute la reconnaissance
que je lui dois pour les conseils et les encouragements qu’il m’a prodigués au
cours de mes recherches.

CHAPITRE 1.
: 1 1\y'" !
Equations ¢ = I—ﬁ) v + By, 2)y' + C(y, 2).

1. — B et C doivent étre des fractions rationnelles en y n’ayant d’autre
pole que ¥ ==o, donc BEP—(??/’—Q:_)’ C;Q—%ﬂ o P et @ sont deux polyndémes en
y. La transformation y Y = 1 montre immédiatement que P est du second degré,
@ du 3*me. On peut donc écrire 'équation sous la forme (a, b,... & étant ana-
lytiques en z),

(1) y":(x~£)y—,—z+y'(a +b+9)+dy3+ey2+fy+g+zl'
nly y y v’

sl I'on pose yY =1 elle devient
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d

e ) r® | d &
(2) Y —ﬁ(I‘*'n) +Y(CY+b+— VL

i Y)——hYs—gYE—fY—e—
Ceci montre bien qu’il est inutile de considérer les valeurs négatives de l'entier
n; pourtant dans la discussion il y a quelquefois avantage a laisser indéterminé
le signe de n: ceci permettra par exemple de déduire immédiatement I'étude de
la valeur y = o de I’étude de y = «: car en appliquant les résultats trouvés pour
y=oo & Déquation (2) on obtient les résultats relatifs & y =0 pour I’équation
(1). Ce n’est qu’en fin de discussion que l'on se bornera au cas dec n positif.

La simplifiée que T'on doit former avant I'étude de y = w s’obtient par
=2, + «X, Y =qy, substituant dans (1) et annulant ensuite «. On a [a,=a(2,),
dy = d(x,)].

y*

I
(3) y' = (1—;) Yy Ty Aoyt

Je pose ¥' = uy®, comme j'ai dit dans lintroduction, d’ou I’équation
o
" —\ +1j2u +a,

(4) T + . -
—(ﬁ+1)u2+auu+d0 —(I+;L)u‘-’ + a,u + d,

k{2

Il suffit de décomposer le second membre de (4) en éléments simples, ce qui est
immédiat pour la 1% fraction, puis d’exprimer que ce second membre a 'unc
des formes de BrioT et BoUQUET: il suffit dans les expressions ¢ données plus
haut, page 2 de remplacer y par u. La discussion est extrémement simple, en
remarquant qu’ici je ne peux avoir que deux fractions au plus et que la somme

des résidus est égale & 1+ P Si par exemple je veux avoir la 6®¢ forme
. . cqe s 2] 1 I o e
de 0 je dois la réduire & = vt a3 et alors j’ai immédiatement n — 2,
. 3\u—a  wu—

a, = o c’est-a-dire n =2, a{x)=o0 et de méme dans les autres cas. Je donne ici
le résumé de la discussion.

2. Si n est quelconque on peut avoir 'une ou 'autre des hypothéses sui-
vantes

a(z)=d(@)=o0 ou d(z)=—

Tl existe trois valeurs particuliéres de n qui, en outre de I'une ou 'autre de ces
hypothéses, peuvent donner d’autres hypothéses admissibles:
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a’
Pour n =2 on peut avoir ou a(z)=o0,d==0 ou d(x)z;.

2

3a
Pour n =3 on peut avoir d= ——T.

Pour n =5 on peut avoir d=5a2
D'aprés la remarque faite plus haut cette discussion sert en méme temps a in-
diquer les relations possibles entre ¢ et & qui sont:

pour n quelconque ou ¢=h=o0 ou h=—

nct 7
———— et pour n=z20uc=h=o0
(n—2)*

ou ¢=o0, h==0. On remarquera d’ailleurs qu’ici le cas de n =2 ne donne somme
toute rien de distinct, pour ¢ et %, du cas de n quelconque.

3. 8Si 'on a a=d=o, il faut former la seconde simplifiée en substituant
x=x,+«X, ¥V =0y dans (1):

(s) yi= (-2 5

nl Y

e(x)=o est une solution acceptable, sinon on pose Y'=nu Y d’olie, ¥ =n[u'+u?],

w'=(n—2)uu +nud. Cette équation en u donne, d’aprés les résultats de M.

PAINLEVE les 3 cas: =2, n=4, n=—4, en écartant n — + 1.

+e, Y2,

Donce a=d=o0 entraine ¢=o sauf si n =2 ou si n =4 et de méme c==h=o0
entraine g==o sauf si n =4.

4. Les résultats précédents conduisent & écrire 14 types et 14 seulement

[y

d’équations & étudier

y'= %(I—~)+by +1y
12
(1) <y'= y‘J+bJ+6y +1y
u_‘_‘?/'2 by 9
y~4y+ Yt+eytiytyg
1o 9
y”:?i/ (I_") *‘(ay'i'b) (,n :_lo)a 3+e?/ +fy
(2) ‘
n_3’l/’2
y—w (a1/+b)J~§y +ey*+fy+yg
2 2
n_ Y _ 1 net 1 o
y ./(I ) (b+ )y+f*’+g m—opy =2
(3)
g 39" c) 2 <
¥y (b+yy+ey+fy+g y
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/2 ’ 3
oy I ¢ na ne' 1
— Y —_ b _) / A —
(4) yay(l n)+(ay+ Y n+2),y tey*+fy+g— i—2)y

2

2
(5) y”=g—y+(ay+b)y’+%y“’ tey' +fy

(6) y”z?ﬁ+(ay+b)y’+9—’y”+ey*+fy+g+}—’
2y 2 Yy

ir
(n = yy+by +dyP+eyr+fy

)]
(8) y”=Z—?—/+by’+dy3+ey2+fy+g+;—L

2

h
(9) n__ Y b + et p hd
9 y*z_y Yy ?/‘if.ligly

2
WY _a h
(r0) ¥y 2JJr(fM/wLb)y 8y + ey? +fy+9+y

(x1) o' = 3?;+(ay+b)y+3 Y ey +fy

] 2
(12) y”-23yy +(ay+b+§)y’+3*; Y orey+ly+g—3"
(13) y'= 4 +(ay+b)y +5ay +ey? + [y
2
(19) y'=* (a +b+£)1'+ Aty + eyt + fy +g—o .
9 Y= Yy vty yv*+fy+yg oy

Sous cette forme on a déjd exprimé toutes les conditions provenant des
simplifiées; il n’y a plus qu’a écrire celles qui correspondent aux zéros ou aux
poles mobiles. On verra plus loin que certains types dont les simplifiées sont
distinctes s’étudient ensemble: telles les équations (5) et (6), ou encore (7) et (8),
ou encore (11) et (12), ou enfin (13) et (14).

Je ferai remarquer que I'équation

(E) y"=(r—i)?’—{'~2+(ay+6+£)y’+ciy“+ey2+/y-‘Lg'wP’f
nly Y y

garde la méme forme par la transformation y =4(z) Y, X — ¢ (), qui nous sera

utile plus d’une fois pour établir entre les coefficients de cette équation une ou

deux relations convenablement choisies. Les coefficients de la nouvelle équation

"__ _in ¢y
Y—(r n) v +(a‘Y+b‘+T’

Acta mathematica. 33. Tmprimé le 9 juin 1909. 4

) Y' 4+ ... se calculent ainsi par les formules F
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a -—-g_l d ——d_le ¢ —-L h —-__h
1_(’)1 ’ 1—_(["1’ l—l(p" l_lg(plg
21/ ‘7)” !
bmui Ty _arwer 1t
() . 912——([7", A =g
Ao A\ d (v
| _f”z—;(z)—a—x(z“)_
| S (p’2

Dans ce qui suit j’indiquerai pour chaque type les équations qu’il donne
au tableau (7T'), Yintégration de cette équation, quand cette équation est inté-
grable, ou la réduction de cette équation & une équation du tableau (). Enfin
j’indiquerai, quand ce ne sera pas trop long, les types correspondants du tableau
O, avec la substitution, qui permet de passer du type du tablean @ au type
correspondant du tableau 7. C’est ici que doivent servir les formules (F).

Il sera bien entendu qu’une équation (E) sera réductible a 'un des types
T par une substitution y=4(z) ¥, X =¢(z) ol 1 et ¢ seront données par les
opérations indiquées pour chacune: pour léquation 7 j’emploierai les lettres
X, Y. Pour passer de I'équation (E) au type O il suffira d’une substitution
y=2»A(x)y, E=q@(x) ol 1 et se calculent algébriquement au moyen de a, b, ..., k.
Comme ce calcul est extrémement simple, je ne I'indiquerai pas et indiquerai
tout simplement les opérations & faire pour passer du type @ au type 7' cor-
respondant. On remarquera d’ailleurs que si le type @ ou 7 est intégrable, ces
opérations coincident toujours avec celles que I’'on doit faire pour intégrer le
type ©. Les lettres «, 3, 7, 0 désigneront des constantes numériques données, les
lettres ¢, 7, s,... des fonctions analytiques de la variable indépendante, K une
constante arbitraire.

5. Equations du premier type.

O P 4 P _( _i)zz'_"‘ &)
(I) Y ——(I n) Y no= I n ” +q(>)7} +nr(§)7/)
intégration: Y =27, Z"=o0; n=1_" {"=¢q{ + r{. Connaissant deux intégrales
ro(E
particuliéres {, et [, de {"=g¢ql'+ 7 on posera 7=-=({"(5)7Y, X=;’§;; pour
S1\S

passer du type @ au type 7. Si l'on préfére, connaissant deux intégrales de

n

Péquation @, 7, et 1, on pose n=r,(§) Y, X = ]/?Zz Ici le type () est Y"=o.
i1
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12 13
Y n_ Y

(2) Vie—g+41" o =g 39 Fant—2n(g +2%;

p(X,—1,0) + 5
Y=28, Z'=2Z* dou Z= ;
p(X,—1,0)—

p(u,——I,o)-i—l

"

n=1{% = S, L=—q(@).
p(u, —1,0)—=
2
i
On passe de @ & T par n=¢*(§) Y, X=rp(§),%=—q-

(3) Y — Y'® 14Vt 27 ”__ﬁ _*_i’ 14 g(4n® 4 2n);
_2Y 4 7]’—2,,1 zq" q\47 2n)s
a7z

VZ*+Z’+K;

Y=2* Z"=22%+ Z, fouctions elliptiques, d X =
=Y, dX=Vq@)d&.

2

(4) Y”=2£Y+4Y2+2XY, Y=2%, Z'—22%+ XZ (trans. II).

Yrg e
(s) Y”=34Y +3 7 n”=3;’~7,7—+2qn’+3n’+(zq’—3q2)n:
o w'®
V= PeX T o =17 T (w0 —1)

1=¢%E)Y, X=¢(),
@' =q.
17_3Y,2 2 u__?l'?" gr_r 2 .
(6) Y—4Y +3Y*4+aY + 8 '7_4;]“*'2?’7"'4(3'] +an+ B)
Y=2% 2*=7*+aZ*+4KZ—p, fonctions elliptiques;
=Y, X=g¢(§), ¢*(¢)=gq.

YVS '8
yro3¥ L 3
(7) 4 M=y T4
! Iy 2
I (b—b) , 4, et u, étant deux solutions de ' =gqu.
i Uy Uy

3
On peut remarquer ici qu’en posant n=1_2 on a CHS;T- + zq’;—-zic et qu’'en
k-]

différentiant 20("={"®+ 4¢i?—1 nous obtenons (" =4q¢ + 2¢4'f, équation
linéaire du 3*m¢ ordre. Pour intégrer cette équation du 3°@° ordre nous remar-
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quons qu’elle admet l'intégrale premiére 2{("={("?+ 4952+ K ol K est une

P

12
constante arbitraire; pour K nul on a précisément 1’équation "=§r +2¢{ ren-
P 2L

contrée au début de ce paragraphe de sorte que si u, et «, sont deux intégrales
de u'=qu, (K,u, + K,u,)? satisfait & " =495 + 2¢'C donc u?, ul et u, u, sont
trois intégrales de ("
diaire d’une équation différentielle du second ordre. C’est cette remarque qui
conduit aussi aisément au résultat simple indiqué pour 1.

Substitution de @ a T':

=4q8%' + 2¢'C qui se trouve ainsi intégrée par I'intermé-

n=u; ¥, X=%’, u, et u, intégrales de %’ —qu.
1

6. Equations du second type.

N . ﬁ 1 nQ? 3 n@Q' ye-
(x) Y '(I n)y+QYY mrzrl Tmral
intégration:
Y=(K1X1j' Kz)n’ ulz;b_;g(KlX_*_Kz)n;
type O:
i | _ I ?/;2 f P ng* 4 n T 2 .
y —(1 n)y teyy Y — oSt €T an Y A ey
intégration:
!
%—nngzy—:nz, 2+ 22—rz—s=o
d’olt
" M - "9 ..
Y=g V' —rv—sv=o, w=_—
substitution de © & T':
v
y=vrY, X=~f
v, et v, étant deux intégrales de v' —7rv' —sv=o0.
2 3 !
(2) Y”=i—%——g—YY'—%+zq—q(Y'+ YY) +7rY +gq;
Y — g u="
I ’ T3
2u +ut—Lu—r ¢
! 1" 7] r ]
tmzig_in+ (?‘-Fg———*q*,)t'-\‘- (’_+2__‘1_f)t
2q g q z 2 29

Ici le type T et @ coincident.
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7. Equations du troisiéme type.

Pour n quelconque ces équations rentrent dans le 43 type. Pour n =4
on a en plus des équations du cas général, oit n a été remplacé par 4, 'équation

12 ! re
Y”m%y7+6q f, +3Y2+12qY—12q”——3~§Y1— avec ¢ ' =6¢*+ 8

S =o, I ou X)
24
Intégration:

3Y =2V + V:—12q, V—~Z——~— Z'=6Z+ 8

Z—
Y =—12¢—2VY

Ici, par exception avec ce qui suivra, j'explicite les équations du type 7, et
donne les équations correspondantes du type O.

n_3Y? nl 2,2V 72 144
V=17 o3Vt —xx7
11 3’712 ( 87)’ s’?l ]
="—t2{st+ )y —128 =+ +
o T MK T3
2 ' SNy — ss( __i')__y_m_s“.
+(9.s T)q 24 s y
n=Yqg?), X=op(§), =8-
(yr_3Y% : g 30D
Y—4Y 6p (X, s,a)Y+3Y +12p(X, 6, ) Y — 127" v
I .
&==0 Ou 2 a=1 8l £§=0
(2) j
37 ¢ 6 1f (e” 12§) 361 S i E__ ..
n’='——~r + -+ + + (-5 ——)r—== = — &S —a;
P e e T3 e o T 488 —es

=Tj(4§3‘—€§—‘-a), §=p(X: €, U)-

12 153
(3) I”’—4—Y7+6Q'——+3Y2+12QY 12 Q" — 36@ , @'=6Q* + X.

Ici le type T et © coincident.

7. Equations du 4*™° type et du 1o*™® type (et du 3™ type).

Je consacre un chapitre spécial & ces équations. Je montrerai qu’elles
doivent étre réductibles & un type 7' ou @:
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Tie _ idl 1
P (=2 o @ YV 4 guqn 7 = B —

N [f'n—fnPnl] . I
+ mmY’+¢n(q, nY (l’n—”ny-

8. FBquations du 5™ et du 6™ type.

Il est trés simple d’écrire ici 'équation unique qui condense les nombreux
types T.
yr 721?

Y”=*-YY’+QY’+Z?—2qY’+3(q'+gf)Y———~——
2Y 2 2 Y

V=V V=V
o r="—"\ ¢=F =y

Pr—6V? + 8, (S=o, =I ou X)
24

V, et V, sont deux intégrales particuliéres de

L’intégration se fait en posant

Y+ Y2—3qY=12[V—~IL;’;—IQ]

d’ot :

6[V—V,1[V—V,]
V'—=6V2+8, Y = , d :
¥ RS P o =

2 2

L’énumération des types 7' étant pratiquement impossible, celle des types O I'est
& fortiori. Si V,=V,, r=o; si V,=V, r=o0 et g s'obtient en cherchant la
11!

limite du rapport YV;"fI—I%‘ quand V, tend vers V,.
De méme la formule qui donne Y devient illusoire si V est égal & V, ou

4 V,: on n’a qua chercher la limite de ce quotient si V tend vers V,.

9. FEquations du 7*™° et du 8™ type.

2 3 2 3 2
Intégration:
Y == ad o u'
“PeXton T pmon W T
Substitution:
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Ye 33 2

" 24 2 ____v_
(2) Y'=—5+ S TaeP Yt
8 t 2
=T+ ’+q[3’ + 4t +2ﬂ'7—;7—,7]
Intégration:
=Y+ 4aY3+48Y2+4KY 4+ 9%
dy Va
=Vqgd§.
Substitution: V;74+4ar,5 tapwtaknty q
7]=Y) X=¢(§), ¢'2(§)=9(§)-
43 2
(3) Y Y 3Y +4X Y”+2(X’—a)Y———

zY Y-

C'est la 4®™° transcendante irréductible; les types 7' ou @ coincident.

10. Equations du g¥™@° type.

g ‘e
Yi—1 , 7*-—1

Sy T 297

"=x
(1) Y 27

Equations rencontrées incidemment a propos de I'équation (7) du 1°* type.
_w_ U

Intégration: E v u ™ et u, étant deux intégrales quelconques de ' =—gqu.
1 2

Si u, et u, sont deux intégrales déterminées y=1u} Y, X =;’ fait passer

1
de @ 3 T.

YIQ___I T’2 4 T
" s o N9 2 _2
{2) Y'= 5y +4Y+aY g 277+2917 +q(471 +ay 77).
Intégration:

Y*=4Y*+20Y*+4KY +1;

dy Va
=Vgqd§.

Vard+20 + 4 Kn+1
Substitution: K AR _

=Y, X=9¢(&), ¢E=Vq.

12

(3) Y'= YY+4aY’ XY———Y, ao.
Intégration:

Y=—14+2V7, 2aY=V'+V’+%,

Vi=2V3+ XV —2 a——;} transcendante irréductible II.
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11. Equations du 11%™° type et du 12°™° fype.

Je condense encore en une seule équation les nombreuses équations de ce
type; je désigne par zu®+ Su + T I’'une quelconque, mais bien déterminée des
3 expressions 2u® 2ud+au+ @, 2u*+ 29+« Dans ces conditions le type
T est

Yt 2 2q Yy 2 10q
) V=2 Zyv iy, 42y ysy
(1) P 2 ;P Hry ] 3
2 2
+ 4q'+r+8—3q— Y+2qr~—3r’——§YL
ol 'on a
" S 2 ! 2
¢'=2¢+ 8¢+ T r=—=—2A¢+ )
Intégration:
Y+ Y —y4qY +3r=3[V—q]lY
Y=V'_q'+V2_q2 V'i=2V3+SV +T.
V—q

Pour V =g, un calcul de limite donnera la valeur de Y et par suite l'intégrale
générale de D’équation de Riccatt Y'+ Y?—4qY + 3r=o0. Nous sommes ra-
menés au type (f) connu V"'=2V3+ SV + T. Je fais remarquer que le type
V'=2V3*+ XV + « est la seconde équation irréductible. J’ai annoncé que pour
certaines valeurs numériques des paramétres qui y figurent ces équations pou-
vaient admettre des intégrales particuliéres qui ne sont plus des transcendantes
irréductibles. Ceci se présente ici et I’étude faite dans ce paragraphe d’équations
secondaires dérivées de 1’équation primaire V'=2V3+ XV 4 « met ce fait en
évidence. Quelle différence existe-t-il entre le type (11) et le type (12)?: c’est
que r est nul pour 11, non nul pour 12. On a & résoudre la question suivante:

si g est une intégrale de ¢" =2¢%+ X ¢ + «, la fonction ¢' + ¢* + %( est-elle nulle
ou pas? Si on écrit ¢ + ¢ + )2—(=o on en déduit ¢"+2q¢ + §= o d’ou

g — (2 g+ Xq-—% =0 donc pour « =—§ I’équation ¢" =2 ¢° + Xq—% admet
une famille d’intégrales ne dépendant que d’une constante, qui ne sont plus que
des transcendantes déja connues, & savoir les intégrales de ¢' + ¢* + ‘232' =o.

I y a ici une autre valeur remarquable pour «, c’est ¢ = o auquel cas
V =o0 est une intégrale de V"=2V3+ X V. 1l y a intérét & montrer que a=o

ot o =——2 se raménent 'un & 'autre. Prenons en effet
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n__ 3 "n__ 3 . 1
y' =20 txy, z =22°+ CLZ——E.

Je pose y=uy dou 29 =u+u*—, w' =2u"—2zu+ 1. Or en posant
8

1
u=—"VVz, X= ——xl/z on a V”—2V5+XV—- Les 2 types e ==o, o=
se correspondent donc bien. Comment se correspondent les deux groupes d’in-
tégrales pour y" =24y +ay, w'=2u’—2zu+ 1? A chaque intégrale u corres-
pond pour y l'une ou Pautre des racines carrées de ' + u®—uz, qui se trouve
étre le carré d’une fonction uniforme de z. Pour toutes les intégrales particu-

liéres u telles que ' + u*—ax==0 on a y=o0. — Inversement & chaque intégrale
1
y correspond pour u une seule intégrale ?7; pour l'intégrale y = o il y a une in-

2

finité d’intégrales pour u, & savoir celles de ' + u®—x=o0. Il est trés curieux
de voir que I'étude des équations secondaires met en évidence ces valeurs re-
marquables des paramétres pour les équations irréductibles. Ceci avait déja eu
lieu pour I'équation V"=2V3+ X V + «: (¢ =0 a été signalé par I’équation (3)

2
du premier type Y”=—Z—Y +4Y*+2XY quipar Y =2Z2donne Z'=22%+ X Z;

l
a=——;~ se trouve signalé encore par l'équation (3) du ¢*®® type: Y" =2Y—Y +
+48Y8-X Y——EEY qui, supposant g=o s’intégre par Y =—14+2V 7,
28Y=V'+ V2 + %( et V'=2V3+X V—;——zﬂ; pour g =o0 on retrouverait

Péquation (1) du g*®e type qui s’intégre tout simplement par V'+ V* + %I— =o0).

Nous retrouverons les mémes particularités pour les types secondaires dé-
rivant de I'équation irréductible IV.

12. Equations du treiziéme et quatorziéme type.
Je condense encore les équations du type T en désignant par 6 V2 + § les

3 expressions 6 V?, 6V — 7 6V:+ X.

1" 4_&__3 1 9 v Y 4 s 149 ve
(1) Y—SY 3YY Y+rY Y3+ 5 Y& +
g+ 8y T - L
+(r 3q+5)Y 3(gr~l—5r) e
_V,=7 36 V,—V'\%.
vy =LV (V——V)

V, et V, sont deux intégrales de V'=6 V2 + 8.
Acta mathematica. 33. Imprimé le 10 juin 1909. 5
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Intégration:
Y + ¥® 4 3q Y + 5;:——2 Y[Z—q]

_Z—q4 1
L'=—27'+2°~12V,(X)Z +12V',.
vV — v
L’intégrale de P'équation en Z est Z = % Vl’ V'i=6V*+ 8. Iciona
DA

deux calculs de limite & faire, si V, tend vers V, ou quand Z tend vers gq.

CHAPITRE IIL

: LT I I
Equations y"' =y (2 v + T—1

)+ B, x)y + Oy ).

1. L’équation doit &tre de la forme

I )+1,P(y,x) + Q(yvx)

T”= fg(i_*_ s
v=y yly—1) yly—1)

2y y—1

o P et ¢ sont des polynémes en y. La transformation y ¥ =1 ne change pas
la forme de l'équation et montre que P est du 3™ degré au plus en y, @ du
gdme  Roit alors

Ply,o)=a@) +y(--), Qly,2)=bx)+y();

en faisant la substitution z=2,+aX, y=a¥ on obtient la simplifiée

2 !
Y'= z_y? + ao—i;—%% qui est précisément l'une des équations étudiées au cha-
pitre 1. On voit ainsi I'importance que présente la discussion des équations
2
y' = % (1—%) +---. Les résultats obtenus au chapitre 1%, paragraphe 2z, nous

f
indiquent que le coefficient de z est nul; donec a(x,) = o, d’ou a(x)=o.
Done P(y,x) n’a pas de terme constant en y, non plus que de terme en
y® (la transformation y ¥ =1 dont il a été question, ou la simplifiée obtenue par
x=x,+aX, ¥ =cy le montrent).
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Avec un changement de notations j’écris 1'équation

n__ e L ylly—b o g Z”_ k ! ]
v =y (zy+y—1)+y y—1 Tyly I)[““'Jer/ng?/“L(y—r)“’ij—I'

La substitution y ¥ = 1 n’opére sur I’équation que P’échange suivant
a b e f g h k !
a g h e ! k k—1

12
Si g=o je forme une simplifiée par x ==z, +e¢X, y=ca'Y, Y”:EXY_}L" et
d’aprés les résultats du paragraphe 3 du Chapitre 1°* k(z)=0. De méme e=o
entraine f=o.

Il reste maintenant & former la simplifiée relative 4 la valeur 1 de y: on

(4] !
Vobtient par 2=z, +aX, y—1=0a¥ dod ¥Y'= YT + (ao—bo)%f,- + Ii};’ ce qui
4]
donne, d’aprés les résultats relatifs aux équations y' = y? +---, 3 cas possibles:

a—b=k=o0; a—b=o0, k==0; a—b==0, k=o.

2. L’étude des simplifiées ne donne rien de plus ici. Je n’entre pas dans
le détail des résultats fournis par I’étude des valeurs o, o ou r de y. Ces ré-
sultats se simplifient d’ailleurs beaucoup en remarquant qu’une substitution
X =¢(z), y=1Y ne change pas la forme de I’équation. On trouve ainsi 4 types
canoniques seulement.

(1) Y”=Y’2(2—II7+Y—I_~) 77”=17'2(—I~+ ! )+q(§)’7'

27 n—I1
Y”f—'—Y'?(ZLY-f-“Y‘i_‘I)-FY(Y*—-I)[C{(Y——I)-l-ﬂzf,;—{%—Y{_I-i‘(y_d_l)g]
@ o=t (5 i)+ LG
sq@nt—nfet—n+ g2 Tt ]

Y 1
@y =y )+ 2y o ey G balg—r (g4 Y

avec 2¢8—8 =0, z2rt+1=o.
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3. Pour la 3¢ équation, qui est P'une de nos équations irréductibles, le
type 7' suffit. Pour la derniére qui est réductible & une équation de Riccari,
je prends la forme T ou © identiques. Les deux premiéres équations s’intégrent

par les fonctions exponentielles et elliptiques. Pour la premiére on passe de O
"
4T parn=7Y, X = (%), %=q(§); pour la seconde on passe de @ & T par =17,

X =9(§), ¢*(&)=q()
Intégration de (1):

Y = Th(aX + 8), n=Thu, 5 = q(§).

Intégration de (2):

Y= Y(Y_I)»[zay_ﬂ?_._zl__ s

Y Y1 (Y—1)2+K]'

Intégration de (4): Péquation (4) équivaut a

!
y42@4n o,y
y—1
y—1_ wHzaru
Yy ua_f
4

L’élimination de y donne
d 4 t ] 2 t! !
a;(u +oruy=—2(u+27)(u +2m)+2(q+r)[u + u +2ru—2 + s(u' + 2 ru).

L’équation en u rentre dans les équations 3" = B(y, z)y' + C(y, ). On P'intégre

en écrivant

8z P
! 2 — o — == —_—
w+ut+2ru 4—2+su, p 2{(qg—r)

ce qui donne une quadrature, suivie d’une équation de Riccati pour avoir u et
par suite .

On remarquera que si ni s ni ¢ ne sont nuls, la quadrature est toute faite,

A . . t

car on a alors L.t ou z=Kts. On peut remarquer aussi que 8i u = +

la formule qui donne y est illusoire; il faut alors résoudre P’équation de Riccati

Yy +z(g+r)=(sy Fti{ly—1).
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CHAPITRE II1.

s, Ply,2)  Qyz)
)y”ry(y—l)y + yly—1)

Equations " =2 (5 NR
a y 3% y—1
1. — P et Q sont des polyndmes en y, dont la substitution y Y =1 donne
le degré: 3 pour P, 5 pour Q. J'écris donc I'équation

I
y—1I

c
Yy—1

u__g({ ) 19 ( b ) '
= + - — d
Y 3\y y'? 4 ay+y +dly +

f_ 9 LA ]
+ y(y—x)[ey + P G—1F +h+ v + —1
Les valeurs o, 1, o de y jouent ici le méme role. Si je fais par exemple 2= X,

y=1—1Y & la valeur y =1 correspond ¥ =o, la forme de 1’équation n’est pas
modifiée, il y a seulement les échanges suivants:

a b c d e f g h k l
—a c b a+d e g f e—h I k.

De méme par =X, yY =1 & y =0 correspond Y =o, la forme de I’équation
n’est pas modifiée, sauf les échanges

a b c d e ! g h k l
b a —c¢ d+c¢ | e g k h —l—g.

Il suffit done d’étudier une seule des 3 valeurs o, 1, ». Formons par exemple
les simplifiées relatives & y=o0. C’est la substitution x =z, + ¢ X, y =« ¥ qui
donne

2Y" Y f,

II______ o0,
Y=t vy

g ]
(C’est une équation du type 4" = (I-—i) % +--- ol m=3 et 'on sait d’aprés les

résultats obtenus au chapitre 1°*, paragraphe 2, que ou bien b,=f,=o0, ou
fo=130b;, c’est-a-dire ou bien b=f=o0, ou bien f(zx)=3b*(x).
Si b=f=o0, on forme une seconde simplifiée par z ==z, + oX, y=a®Y qui

12
est ¥'=2 Z——ko et d’aprds les résultats du chapitre 1, paragraphe 3, k, =o
37 P P

ou k=o.
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On en déduit immédiatement que ou bien a=e=h=0 ou bien e=3a® et
de méme ou bien c=g==l=0 ou bien g=3c?.

L’interprétation de b=f=k=o0 est trés simple: si I'on fait y —2% on a une
équation du second ordre et du premier degré en z' ou la valeur z=o est une
valeur ordinaire; donc d=f=k=o0 entraine l'existence d’une famille de zéros
triples mobiles.

Les résultats précédents conduisent 4 une équation obtenue en supposant

a=b=c=o, ¥ —g (@' + yb—) y'* + q(x)y’ qui est & points critiques fixes: en po-
I
sant y =Y, X =¢(z), %)——q on obtient Y= (;, + Y—— ) Y'? dont Vintégrale
/
générale est ¥ = plaX + 5’20’ —u I de sorte que TYintégrale générale de
n__ 2|1 " p'(u, 0, —1)+1 gﬁ_; .
Yy 3 (y y— )y + g(x)y' est y= . avec i =g¢. Il est facile

de vérifier que dans le cas actuel y, 1 —y, ; sont des cubes de fonctions & points

critigues fixes.
2. — Si nous supposons maintenant que a, b, ¢ ne sont pas nuls tous 3,
il faudra avoir recours aux développements correspondant soit aux poles, soit
aux zéros, soit aux unités de y. Je fais remarquer que la substitution y =Y,
) o\ 1
X =¢(x) ne change pas la forme de I’équation et remplace d par (d —;;;T)a;

a, b, c par b e, e f,...1 par ° <. Ceci nous servira plus tard.

¢’ ¢’ ¢ @ g
Puisque d’autre part y¥ =1, ou y + Y =1 ne change pas non plus la forme
de léquation, il est clair qu'une substitution X = ¢(x), y=0i(Y ) ou g; est 'une
. Y- Y
des 6 fractions ¢, =7, 92=%, os=1—1Y, ¢, = Y—I, 05 = Y’ 0 =F

ne change pas non plus la forme de Péquation. Il me sufflra donc d’indiquer,
pour le tableau 7', toutes les formes que I’on peut avoir en supposant ¢~ o,
car du moment que a, b, ¢ ne sont pas nuls tous 3 et que ¢ peut étre par 'une
de ces substitutions échangé avec b, ou a, le cas de ¢ o suffira.

Formons les conditions relatives aux poles si a = o. Il y a alors deux famil-

les de poles simples: la premiére y—:———— + A+ .- ou i sera arbitraire,
30,y

avec la relation A+ 3(ad—a' +a®)=o0; la seconde famille de’ pdles est

Yy = 3~Za— — + a, + A(x—x,) + --- ol 4 est arbitraire avec la relation (z 4 + 3 a?)?
0

+ 6(ah' —2 ha’) —gas(b—c) + 6a®(k +)=o0. On remarque en passant que si
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a(xr)=e(x) =h(x)=o, ces relations sont encore vérifiées, mais entrainent pour les
poles des conséquences différentes (une seule famille de poles triples). Ces résul-
tats s’étendent aux zéros et aux unités et on est donc conduit & écrire I'équation

b ¢
I "=?(5+ : ) ”’+(a +~———+d) '+
@y 3ty Ty—1/Y y y y—1 y
_ 2, 300 3¢ k l]
+ yl(y 1)[3ay+ " m I)‘~’+h+y+y .

avec le systéme de relations différentielles algébriques
h+ 3(ad +a*—a')=o0

(2) kE+3d+bc+b—b)=o0
l+3{ca+chb+edtet+ =0

(2h+3a) +6(ah—2ha')—qga*(b—c)+6a(k+1)=0
(3) (2k 4+ 36%) + 6(bA — 2kb)—gb%(a +¢) + 62 (h—1—3¢) =0
(2l+3e®)+6(cl—2l)—gc*(b—a)—6c2(h+ k+3a2+3b%) =0

que j’ai cité comme type dans Vintroduction, paragraphe 7.

Je vais profiter de cet exemple, pour montrer la méthode qui permet d’inté-
grer les relations (2), (3) et qui démontre qu’alors (1) a ses points critiques fixes,
donnant l'intégration de (1) si elle est intégrable ou la ramenant & un type déja
connu. J’ai dit aussi que si 'on prenait maladroitement le systéme (2), (3) on
ne pouvait rien en tirer; or pour les calculs qui suivent je vais montrer que
les 3 relations (3) sont inutiles, elles sont d’ailleurs assez difficiles & former, les
relations (2) au contraire trés simples, parce que le rang du coefficient indéter-
miné dans le développement polaire est moins élevé pour la 1*™ relation (z) que
pour la 1* relation (3). Cette remarque d’ailleurs est générale.

3. Je prends, en supposant a(x)==o0, le pdle mobile y = PRSI S R

3T — Xy
Pexpression ‘g——— 3ay est évidemment régulidre pour un tel pole, et la valeur

qu’elle prend pour ce pdle est arbitraire au méme titre que A, & savoir a',— 6 1a,.

Un pole de la seconde famille y=é—i—5—¥7 +--- est pour cette expression un
o T %
AT . R .Y +3b ST
pole simple de résidu —3. De méme Pexpression — si b= o, est régulidre

pour le zéro mobile y =-—3b,(x—=z,) + A(x—=x,)® +---, la valeur qu’elle prend
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alors étant arbitraire; 'autre zéro mobile y=3ij°(x—~x.,) + -+ est pour cette

2

expression un pdle mobile de résidu + 3. Je condense ces résultats en posant

y+3b—3ay’
=t 2 2= 1 A(x),
u 3 (x)

ot A(x) est une fonction arbitraire; le premier pdle et le premier zéro de y
laissent u réguliére avec une valeur arbitraire; le second pdle ou zéro de y sont
pour u un pdle de résidu — 1 ou + 1. Je choisis, pour la commodité des cal-

culs AE§+a—b. Je vérifie aisément, en me servant des relations (2) que

I'équation (1) équivaut au systéme

i - ]
u=y————-+3b 39Y L% fa—b
3y z
(4)
2u(u—3~c)
e 2
y—1 w—ul—au+ g

ol, pour abréger,

e=2b+2a—c+d

—p ¢ _k 1 ( _2)_( _g)’.

pg=b 2+2ac3 3db p b p
Nous éliminons y entre les équations (4): par exemple en remarquant que la rer

/ 3(1&—2)
Y . 2

y—1  y—1

peut s’écrire

+3(a+b——%+u) + 3a(y—1).

On obtient ainsi

u,_g_c' 3 u—2
uf 2 uf?_zuuF_ fu_auf+ 1 2
(5) wt Yin u,_us_“_au+p, £y 30 (W' —u—oau+ B)+
== 2u(u——7)

6au (u—gg)
2

c
+3(a+b~2+’u)+ma‘;—ﬂ'
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Si Pon remarque que

u—ﬁ)
3( 2 I I

2u(u~§—c) SR L
2 2
on voit immédiatement qu’en multipliant par w'— u® —au 4+ 3 les 2 membres de
Péquation, on obtient

3

W' =24 Pla, wu + Qs w;

donc P et @ ne peuvent admettre 14—32—6 comme pbdle: il suffit done, avant

multiplication, d’écrire que dans (5) u~32— n’existe pas en dénomipateur ou que

¥
le polyndme en u suivant, w—3% (0 —ut—au + B), est divisible par u—3° ,
poly 2 f p 2

!
ce qui donne la relation 8= 3; (a + 3;0 ) —3—22 - On vérifierait aisément que cette

relation est une conséquence des relations (3): or mon but est de prouver qu’il
est inutile de former ces relations (3), et que le cours des calculs doit les don-
ner, ou plutét donner 3 équations équivalentes, ou les coefficients sont mieux
groupés. Cette relation admise nous avons

2

3
(6) u”=;ia+ (@+b+c+2d)v +§§—+ 3(b—a—c)ut—

_ [3 « (02+ d)

0)2

+ﬂ—a’——9ac]u +pla+b+ec+2d)—p ™

Cette équation (6) résoud la question: nous P’avons étudiée, chapitre 1°T, para-
graphe 9. Nous savons méme, qu’il y a avantage pour avoir les types réduits,
a4 supposer a +b+c+2d=o0; on y arrive par y=Y, X=0p(), u=V¢'(x),
substitution qui laisse intacte les relations (4), o y et u sont remplacées par
Y et V, les coefficients de (1) étant remplacés par ceux de ’équation en ¥ et X.

" _a+b+c+zd

9 2

a ajouter aux 6 relations (2) et (3) la 7™ a + b + ¢ + 2d = o, difficile 4 prévoir

4 priori et qui va permettre de déterminer les 7 fonctions a, b, ¢, d, h, k, I des

types T; il suffit d’ailleurs de déterminer a, b, ¢, d en tenant compte des 3

relations (2). Il n’y a plus alors qu'a écrire que I'équation (6) coincide, moyen-

nant ¢ + b + ¢ + 2d =0 avec I'édquation
Acta mathematica. 33. Imprimé le 10 juin 1909, 6

11 suffit alors de déterminer ¢ par la relation , ce qui revient
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Ve 3 B
1
(7) Vie—g+- V0 +4C Vi+2 DV ——

ou le second membre désigne soit ZI—, +3 73, soit 227 3ps 4 qoVi+ 28V —

3
2 soit Lo 43 Vi XV’-#z(X’——a)V————fV, o
mériques. Cela donne des équations différentielles trés simples, donnant sans
! p
effort a, b, ¢, d.

8, y étant des constantes nu-

4. — Je donne le simple résultat: le tableau 7' se réduit (moyennant une
substitution auxiliaire ¥ =g;(Y,), dont il a été parlé, si c’est nécessaire) aux
2 équations

n__ 241 I v 2|1 2
(1) Y _3(1,-{- Y__I)Y” 7 3('] +'I I)q + q(§)y
b n__ 24X I )y L~*_L_q+r+s) -
(@) ¥ (Y Y—)I +(qY+Y Y—1 2 1
2 2
JrY(Y—I)[sq”’+3Yr2 Tt 3 +3 4t g) +
3r’——3f(r+s——q) 38’—-—32—8(q+r+s)
ey YTy =
avec
Vi _y L E 7 £
3qu1 V1+V1_—20» 3THT/;+V1+ V1+20:
(£] s E?
3s=2V,, V','=2—VT}—+3—~2&+4OVf+2DV,~—é—T/—I-
Intégration:
Y — 2
V- _i%r?&YJr +g—
Y 1 2 V(V—=V,)
V=V = (1= V) —2g +r—a)(V = V)
Ve 3 E2
" 3 ] =
V'= =77t V3+ 40Vt + 2DV . g

3

ou C, D, ¥ sont ou bien nulles toutes 3, ou égales & 3 constantes non nulles
ensemble, ou bien égales C & X, D &4 X?—a et E constante.
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8. — Je fais encore remarquer ici que les types dérivés de I’équation irré-

. s Y? 3Y% a2 .
ductible Y = % + 5 +4 XY+ 2(X+a) Y — 2 Y mettent encore en évidence

des valeurs particulidres de o« et @ pour lesquelles des intégrales particulidres
de cette équation sont des transcendantes banales. Il suffit de chercher si ¢ ou
r peut &tre nul, c’est-a-dire si les intégrales de l'une ou lautre équation de
Riccarr Y' + Y%+ 2 XY +8=0 ou Y'—Y?—2 XY+ =0 peuvent satisfaire
2
2 Y +32 y +4 XY®+ 2(X’—aY~£Y~; on trouve que si =
2(1 —a) toutes les solutions de la premiére équation de RrccaTi sont solutions
et 8i #=2(1 + a) toutes les intégrales de la seconde équation de Riccarr sont
solutions.

a 'équation Y =

CHAPITRE 1V.
Equations y' = X (; + 7= )y” + By, )y’ + C(y, ).

1. On voit aisément que 1’équation est de la forme

55
¥ (y y—

]

S

y y—1

b? c? h k
+y(y——1)[4d’(2y——1)+y—,—@—_—;)—§+1;+g—/j_——1]

avec da —d'==o0. La transformation 2= X, y + ¥ =1 laisse la forme de 1'équa-
tion invariable sauf échange de b et ¢, A et k. J’ai & inscrire au tableau 7' 3
classes d’équations.

2. D’abord deux équations qui s’intégrent par les fonctions elliptiques

(I) YH:%(}Y—{_T}:;)Y,Z 7]”=3(%+ni1) ’2+Q(§)

Intégration:

I !

T .
r= T Ml

1—pHaX + 8,0, 4)
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n3(1 I " _ a g _ -
@ =3y v v i el err—n)
Intégration:
Y: 1) u’%._.l:a.u__g,__ 7 +K]u(x——u3)
U U u—1

Le type @ est

H=§ I R P, ﬂgl, :[ﬁ ’g _ ]

i 4(77+17——1)77 +2q(§)72 + (&) n+~—-—q_1+27(2q 1)
Substitution:

n=Y, X=9(), ¢*E)=q().
3. Pour la seconde classe d’équations on a
da—d =0, 2b(a+c)—2b +2b+h=0 zcla+b—2c+2c¢+k=o.

11 suffit d'indiquer b, ¢, d si d=0 et b, ¢, @ si d=0. Je n’indique qu’un type
T condensant de nombreux types:

__ V'z“' V’:
A=A

a

=3 S Al SR Sl £
b—c¢= 2(I’]-{-V,), b+c= 2V, =7, 5
V, et V, étant deux intégrales particuliéres de V' =2 V3 + SV + T, ou le second
membre désigne soit 2 V3, soit 2 V34 aV + 8, s0it 2 V3 + XV + a.

Intégration:

r "
Y2l Xt v —7,—7))
V=2 VP4 SV +T.
2V =V, —V,—alz V—V,— V]

2¥—1= e AN A

4. Pour la dernidre catégorie I’une des deux fonctions & ou ¢ est nulle, et 'autre
non. A condition de changer ¢'il le faut ¥ en 1— Y je suppose b=o, ¢ o.

’

Dans ce cas on a alors h#o,a-f-c:—z—z, zac—z2c¢ +2¢c+k=o0,da—d =0

I'équation étant

no3(t, I )\, _ Spy—1)— O P _L].
On profite d’une substitution y =Y, X = ¢(x) pour réaliser Ia condition z ¢ +
3a=o0 qui simplifie les résultats et donne les types 7. On a 3 équations:
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1° V, désignant une intégrale de V" =2 V3 on aura
h=2(V,+ V), ¢=3V,, a=—2V, d=o, k=6(V,—V).

Intégration :

37T

vV —V,
ST AT — 4 VT + V', + V)’

V=V,

Y T +V+V, V=2V

2°) V, désignant une intégrale de V' =2 V3 + aV + 3 on prend

2 ) Sh'
R R 3
Intégration:
- 37 _V=v, Vv
Y_ZT'+2T2-(40+4d+2a)T+h’ T V—V,Jr v

V'i=2Vi+aV + 8.
3°) V, désignant une intégrale de V' =2 V3 + XV +«
1
ety L Y

h=2(Vi+ Vi) + X, d=—p=, a=—3, c= 3;

méme mode d’intégration que précédemment sauf que V satisfait & V" =2 V* +
XV +e.

CHAPITRE V.

Bauations y7 =2 4 !
quations y 3y 2(y—1)

]y" + By, )y’ + C(y, ).

1. On reconnait aisément que I’équation doit étre de la forme

n_ |2 I I f) '
y "[3y+2(y—-1)]y +(ay+b+yy+

3% 3.0 .2y 34,368, h © o 6(¢'—bc)—3 ¢ )3 ]
tyl I)[s y+2(a %) 4" * y +(y—~1)’ 2y 3(y—1)

avec 2h{a+b+c)—h =o.
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Si 'on fait le changement de fonction

Yy +3¢c  3ay
w+*——)—————~
3( 4 5 Yy 2

on obtient une équation qui résoud la question
W= — ' + w + (35‘3 +b+ 5) (w + 39) + 4 (@)w + B(g).

Il 'y a alors avantage & faire un changement de variables y== ¥, X = ¢(z),
w= W¢'(x) qui conduit & la forme la plus simple pour P'équation en W, & savoir

W'=—WW + W+ A (X)W + B,(X)
étudiée par M. PAINLEVE. Je pose, comme lindique la marche des calculs
q___;%:__%g’ 72_3?(1_3:0 et 2h=—gs* Je prends tout de suite le type

réduit 7' ol 'on suppose que %‘— +b+ 2 =0 et Pintégration est

3 (W —gqp—s*
2(W—q + (W=l —[(W— g — &)

'W=—MW“HW—HVJ+MV&WCW=6W+S,S=q€%ouX

les quantités ¢, r, s étant données par les formules

I (V,s_ V', + V,— er) s= I (V's_ Vll_ V,— Vll)
VoV, T V,=V,) T \V,=V, V,=V,)’

!

7= ——%, V, et V, étant 2 autres intégrales de V''=6 V2 + S.

Je rappelle d’ailleurs que I'équation en W s’intégre en écrivant

V-7,

W=V—m’

V=6V +8,

2. Dans ces formules il faut se livrer 4 un calcul de limites si V, tend
vers V,, quand on suppose V, différent de V, ou quand V, et V, tendent sé-
parément vers ¥, ou simultanément vers V,.

Soit V(X, o, B) lintégrale générale de V" =6 V?+ 8, ol « et § désignent
deux constantes arbitraires; si e =@, #=4, on a V,. Alors si V, tend vers V,
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on doit rempl erV -V, ar ,01‘1 (71 0V
plac .V V P ()#l
’ — ¥ !
tes arbitraires; de méme si V; tendait vers ¥, on remplacerait V — Vl par
1

% 0 V,
ou v==2»A A 1‘ + ¢ ¢ 5,

Ces formules donnent alors complétement la solution si V, et V, sont diffé-
rentes de V, et différentes entre elles, ou si I'une des quantités V, ou ¥V, a seule
tendu vers V, ou si elles sont toutes deux tendu vers V, avec Ay’ —ud' = o.

Si V, étant différent de V,, V, tend vers V, il faut donner des explica-
tions complémentaires pour r; de méme si V, a tendu vers V, ainsi que V, et que

ol A' et u' sont deux constantes arbitraires.

A —ul =0, cest-a-dire A=1', u=u' puisque i et u sont simplement détermi-
nés & un facteur prés de proportionalité.

'VI', VI
Prenons V,=V, et ¥V, tendant vers V,, alors q tend vers V-——V et r
! d IV
vers —% ot Pon calcule ¢ par lintermédiaire de la quantité u, =4 TV + 1 (dp’]
2 3
et par la formule ¢ = e (V — V)
Si V, et V, ont tendu toutes les deux vers V, et si =14, u'=pn on a
W v, oy, ¢ .
§=o0, ¢g=— oll u = l;——}-l 75, —éen posant cette fois
2V, 3V, (72V
=2+ 2}., S
P= e T ey, T T
, d
e=¥ g (2] + 5

Cet exemple montre combien doit étre minutieuse la formation de tous les
types T puisqu’il faut considérer 3 integrales V,, V,, ¥V, de la méme équation
V'—=6V*+ 8. Si je prends 8§=o0 j’ai par exemple les intégrales de V'=6V*

qui sont ou o ou ouc?p(aX + B, o, 1) ce qui fait en tout pbur V,V.,V,

1
(X—X,)2
un nombre considérable de combinaisons.
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CHAPITRE VL

Equations 3 =%—(&+y‘——1+y—71 + B(y,z) ¥ + Cly, ).

1. — Si 'on prend H — ¢ ol « est une constante, on obtient seulement deux
équations dont les formes 7' sont

Y T T
H___ (- — e
(1) Y=~ (Y+Y—I+Y—a)
&

w_ Y®(1 I I (¥ o ¥ d
(2) Y'=— 2 (-I—,'FT__—I-F—- )+1 Y—1)(¥— )I:p) Fys+(y__1)z+(y_a)2:|

et les formes @ correspondantes

2
(1) 72!727_72_ (;I]_*_;YZI_—I—{—’T_I_—&)JFQ@) i
N1 I !
R A
7, S
+ZI{§1 q(§ )7; ('_‘I) 7—0‘)[/3_}_ (17—1)2 +_('7“‘0‘)2]'

On passe du type @ au type T par y=Y, X =¢(§) ou ¢ est donné pour

1f
(1) par 2 quadratures %:q(g) et pour la seconde par une seule ¢'* = g(§).

L’intégrale de (1) s’obtient en écrivant Y2 =K Y (Y —1)(Y —«) et celle de

2d : +K] Y (Y —1) (Y —a).
«

. 19 — _ A__ ————
(2) en écrivant Y [ gY Y i G

2. — En supposant H — X on obtient le type irréductible VI qui est

Y”=%E(%+?: YIX) Y'(Y X+X+X~I—1)+
Y(Y—1)( Y—X)[ X, x-0 (§—I)X(X)——I)]'

XX — 1) Ty (Y —X)

Les substitutions Y ¥, =1, XX,=10u Y+ Y, =1, X+ X,=10u Y=XY,,
XX, =1 ne changent pas la forme de l'’équation et permutent entre elles les
constantes «, 8, 7, &

Pour «, 3, 7,0 nuls ensemble, M. PAINLEVE a donné I'intégration de cette
équation; pour «, 8, y, § quelconques cette équation est irréductible. —
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CHAPITRE VII
1. — Je prends ici 'exemple particulier (chapitre 1, paragraphe 8)

h

fa
sz ! 3 2
(1) Yy 2y+bg/+dy + ey +fy+y

Je vais chercher la condition nécessaire pour que l'intégrale générale admette des
poles mobiles et montrer que cette condition est nécessaire pour gue lintégrale
générale soit & points critiques fixes. Le mode de calcul s’étendra évidemment
a tous les autres cas et légitimera le résultat général énoncé dans le préface,
paragraphe 7.

Pour simplifier les calculs faisons, si besoin en est, b=o, dzg par une
substitution y =4{(2) Y, X =¢(x). Soit donc

2 3
n__y +ﬂ+ey2+1y+@_

(2) Y _Z/ > Y

Il y a deux familles de poles simples

&
(3) y=_—— 4+ B+ C@—2)+ Dz —)t+
x——Z,
2 f
ol é=-+1 ou —1, B=~%’, 0=%~—fﬂ—f”§ et D est arbitraire, il disparait
en effet de la relation obtenue en égalant les termes constants dans les 2 mem-
. . . . € €€
bres, mais cette relation entraine pour avoir un tel pdle %+a (/’0——"7493) =o,

ce qui entraine puisque z, est quelconque et que & peut étre + 1 ou —1 e=o0

,__ee .
= T Eecrivons alors

&
y x—x,

+B+C(@—z)+A(x—2)+ =

N -

(4) .,
y':—‘m-FC-i-Zl(x—xo)%—-”

ol B et C ont les valeurs indiquées. De la premiére équation on tire aisément

les développements en série pour z— z, et 3
Acta mathematica. 33. Imprimé le 11 juin 1909. 7
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8 3 3
(5) —e &e ee)
Y =?———E§f(§‘-’——e'o——/0£)1’4lez+~--

J’applique maintenant la formule

r-—2 x—2x,)*
P ) =+ 7 —2) = (@) — 22y (@) + T2 ).
d’out
—_ 2
eo=e—(x——x0)e'+(x—l—zﬁe”---
e, e . (e” eee')
—=-—te +2(—+ +oee
z  z 2 4
g ——fe=§£-—e’—fe—(a:—x)[E—cﬁ/—e"—f'e]Jr~~~
8 ] [ 8 0 4
2 !
=§—86~—e'—fe——ez[£ee ——e”—f’e]+---
J'ai finalement
e e & ) [»_3_82_’ 3¢’ ]
y=—"24z 2z+(8 ; fel +ez[44 3 +4+fe+

(6)

Le calcul ainsi préparé conduit alors & prendre comme inconnues les fonc-
tions u et z définies par

7) —& ee®  [ee?
4 —— ——— — —— e ——
+ ( 3 fe) + uz.

Ceci conduit au systéme
Z=e+4 zp(u, z)

w=[C e (f_%e')]g +¥(u, 2),

2

(8)

ol ¥ et ¢ sont deux polyndmes en u et z. Faisons maintenant dans le systéme
(8) équivalent & (2) la substitution z-=x,+ «X, z=aZ, u=U; le nouveau
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systéme a ses points critiques fixes comme (8) pour toute valeur non nulle de «,
donc encore pour ¢ =o0. Or pour a=o il se réduit &

Z'=¢
(9) T A PRRCATE:
o-{frefi)

2 -

re

!
qui ¢’intégre évidemment par un logarithme si %_;, € (j’o—%e—?) n'est pas nul.

On retrouve ainsi les résultats annoncés,

CHAPITRE VIII.
Equations

'8
y”=(1—%)%+ (ay+b+

¢\, __na 5 2 h
y)y (n+2)sy+ey+ly+g+y
avec a=o ou a0 et (n—2)*h + ne*=o.

1. — Je suppose d’abord n =2, alors je suppose ak==0, pour ne pas étu-
h!

ﬁb’
2e+ab—a’'=o0, g=o0. On peut par y=~4i(x)Y, X = ¢ (z) supposer @ =—2z,

I \
ha—é d’ou

dier de nouveau des équations rencontrées ailleurs. On a alors ¢=o, b=

] $
u__y__ !_?L __I_
(1) A 1 S 1y 2y
Intégration :
(2) y:_—iy z'”z':z_,_,’ + fz’l__z,z
z' 2 2’

Je dérive, d’ou
(3) z””=2fz”+f’z’——z.

On est ramené & une équation linéaire du 4° ordre; si on appelle z,, 2,, 2, 2,
4 solutions linéairement indépendantes de (2) on pourra écrire que I'intégrale de
(2), puisqu’elle vérifie (3) est de la forme
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2=0,2,+ C,2, + Cyz; + C, 2,

et en substituant dans (z) nous obtenons une relation entre les C de la forme
3 Ay Cy=o0, ol les A; sont des constantes, ¢ et j étant deux entiers différents
égaux & 1, 2, 3 ou 4. On voit donc que y s’exprime rationnellement an moyen
de 3 constantes arbitraires,
L’équation (1) pourra si 'on veut étre prise comme type 7', le type @ pourra
étre pris sous la forme
I3 A h

N
”=17____ f J.,_._‘__ o2 _
(4) 7 27 2nn + R P R +f17+7;

et on 'intégre de la méme fagcon. —

2. — Supposons n =2, ¢#0. Si a=o, on prend e=o (pour n= 4, on peut
supposer e=Z=o, j’ai étudié autre part ce cas). — Si a0 il y a deux familles

ntz 1 L. qui donne la relation

de pdles simples mobiles, un y = —
p p ’ y na, r—=x,

(n+2)e+ n(ab—a')=o0 et un autre

(n+1)(n+2) 1 a,
—_ =2y @y (—x))P
y na, x—a‘o+a’ f pra—y +ap ( o)

n-+2

qui ne donne pas de relation: pour le voir supposons a=— , on voit aisé-

ment que l'on a en égalant les termes en (x —,)?—3, (p+1)(p-+n+1)a,=
=@ (ap_1, @p—2,...a,) donc le multiplicateur de a, n’est jamais nul, car n est
un entier positif.

Si 'on veut s’occuper des zéros, on applique ce qui précéde en changeant y

en 5— et appelant —n =%’ d’ou I’équation
1

" \y"? 7y n'c? na 1
%2(I—W)%“:*‘C?/ly'ﬁ’by'1+aé‘l—*(—nrf;)—sy?—gllf—fyx—G“ME?Z~
. -2

Mais alors cette fois les deux zéros de y donuent chacun une relation, I'une est
(n—2)g—mn(ch—¢)=o0 et lautre est d’autant plus compliquée & écrire que
n est plus grand. Si nous ne tenons pas compte de cette relation j’ai une équa-

Y

tion qui est intégrable, et qui sera & points critiques fixes quand cette relation

non écrite sera satisfaite. Ecrivons en effet, {nous supposerons ¢ == — e
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v (. T\¥"® . ;_n—z2y  na* . nig'—abd) , I
(s) y (I n)y+ayy+by vy ettt ag Vvt
Je pose
gAY
© y—r— 3 =y
ce qui conduit au systéme
u’+u”—bu———2—a—»—£=o
) n{n+2) n
any?
y’—~n+y2—nuy——1=o.

Si azFo, j’ai deux équations de Riccati, si a =0 j’ai une équation de Riccati
!
suivie d’une équation linéaire. Si a=o0, je pose u= et en appelant v, et v,

fv

deux solutions de v”=bv’+?, on a

d
y=(C,v,+ Cyv)" [&, +ﬁ—ﬂiﬁ0—5ﬁ]

. . . Vo
Il v’y a qu’a exprimer que » étant solution de »"=b5bv + f—ﬁ— définie par v,=o, v/,

arbitraire pour ® ==z,, la quantité — a pour =z, son résidu nul, sinon y a une
o :

! !
. . . . . v n+2z
singularité logarithmique. Si az=0 on pose encore u= p et y=——-=d'obx

na z
”: ! _ﬂ__ ,/,
v bv+( ( 2)+ )v

z”—(g,—i-nz’)z’%- z==0.
a v n+2
Il v’y a qu’a appliquer les résultats de FucHs & ’équation en z pour voir qu’a
un zéro de » correspond pour z un point logarithmique (les racines de 'équation
caractéristique sont en effet o et n+ 1), & moins qu'une certaine condition ne
soit, remplie.

On retrouve ainsi la relation que nous avions formée plus haut par un
autre moyen.

Cette méthode a un inconvénient, c’est de ne pas donner les coefficients de
I'équation (5) explicitement. J’y arrive par un autre procédé.
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. — J’écris
(n—T)y'+1 _aln—1)y
) g = ——
d’ou
r a{zn—z—mn?) n—1 2.
(o) y[rep-tlroiamd) nety ] t—o.

On remarque que si n =2 'opération est terminée, car alors b=o et je retrouve
deux équations de Riccati. Sinon je pose

b+ﬁ—_—3§=9—_—2z, az—nb
n—1I n—1 n—z2
(xx) n—1 (n—1)? a(zn—z2—nf) n—1
= ' — 2 __ e M) T
g n——zb +(n——2)*b n(n+ 2) n !

J’ai exprimé y en {, donc en z et j’ai

w23 1 n ' en , pn—4)7 z3 an

(12) ‘ =7[1—n_2]—n_2zz P E“T;E_n—zzg
n— E_2n+2 an(n—2) afn , g

[a +a2n +‘8(n—1)(n—z) (n+2)(n——1)]z_[n—2J”g]_(n—z)z'

Si f=o, j’ai précisément une équation étudiée (chapitre 1°%, deuxiéme type),
dont lintégrale est & points critiques fixes et contient rationnellement les con-
stantes d’intégration: on sait que dans ce cas on a une équation linéaire du se-
cond ordre & résondre et (n—1) quadratures & faire ensuite. Si f=o, on re-
marque que les coefficients de (5) sont exprimés explicitement au moyen de deux
fonctions arbitraires a, b et de leurs dérivées. On remarque d’ailleurs que pour
n =13, B est nécessairement nul.!

Si #=50, on a une équation du méme type (ou1 le coefficient de 2% n’est pas
nul) mais ol 7 a été remplacé par n—z2. Il n’y a plus qu'a recommencer sur
elle. Si n=4, cette équation serait justement celle étudiée au premier para-
graphe de ce chapitre. Sinon on recommence l'application de la méthode.

Conclusion: si n est impair, ou bien #=o et alors 'application faite une
fois de la méthode suffit, ou bien #=o, alors on recommencera l'application et
on arrivera au bout d’un certain nombre de fois & une équation ou cette quan-
tité 8 sera nulle. Donc pour m—=zp+ 1, j'ai p types distincts suivant qu’il
faut appliquer la méthode 1, 2..., p fois.

to.
1 Pour n=3 jai 2'=—322' — 22 — 32(2' + 2") — [u +2d? -—-?—O] £, je pose z= F don
"+ Jat + [a' + 208 — i—s] ¥ =0, c'est bien une ¢quation linéaire du second ordre suivie d’une

quadrature.
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Si n est pair, ou bien 8 est nul pour I’équation et alors I’application de la
méthode faite une fois rameéne & un type connu (chapitre 1°f, deuxiéme type),
ou bien il sera nul pour I'une des équations suivantes, ce qui raméne toujours
& ce type, ou bien on arrivera 4 une équation du type étudié au 1°* paragraphe
de ce chapitre: donc pour n =2p, il y a p types distincts.

Il 'y a plus qu'a montrer que les coefficients de (5) peuvent &tre écrits
explicitement, quel que soit » au moyen de deux fonctions arbitraires et de leurs
dérivées d'ordre n — 2 au plus.

Si #=o0, c'est déja démontré. Si g=i=0, supposons que pour les valeurs nu-

mériques 2,3, ...7n—2 on sache obtenir ce résultat pour les équations étudiées:
!
r4 .
dans (12) le terme en , me donnera « ou b; le terme en 2 me donne 2, celui

en z me donne a, donc en rapprochant ces 2 résultats, j’ai f; j’ai donc obtenu
a,b,f; c’est un résultat vrai pour n =2, n = 3 donc il s'étend i toutes les va-
leurs positives de n.




