Ueber die Differentialgleichungen der F-Reihen dritter Ordnung.
Von

L. Poonmamuzer in Kiel.
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Die Differentialgleichung der allgemeineren F-Reihe
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die vom Verfasser im 38' Bande dieser Annalen®) aufgestellt worden
ist (X,,... Kn, Ly, ... L,y constant, m < u), lisst sich, wie er
in eimer weiteren Arbeit**) gezeigt hat, sowohl durch die Substitution

)
@) y==£ f—z)-cR T dt
als auch durch die Substitution
s Z
3) y==£ ERTdt

auf eine analog gebildete Differentialgleichung (n — 1)ter Ordnung
zurtickfihren. Die letstere Gleichung dient zur Bestimmung von 7 als
Function von #. Durch Wiederholung des Verfahrens gelangt man bis zu
einer durch einfache bestimmte Integrale losbaren Differentialgleichung
2t Ordnung. Die letztgenannte Arbeit (in Crelle’s J. Bd. 112) be-
schrénkt sich darauf, die Reductionsmethode zu entwickeln. In nach-

*) ,Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren F'-Reihe‘, Bd. 88,
pag. 887,

**) ,,Ueber die Reduction der Diffeventialgleichung der allgemeineren F-
Beihe®, Crelle’s Journal fiir Math. Bd, 112, pag, 58.
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stehendem Aufsatze soll nun auf den Fall » = 3 der Gleichung (1)

niher eingegangen und eine Uebersicht der bestimmten Doppelintegrale,

welche dann particulire Losungen von (1) sind, gegeben werden®).
Der Gleichung (1) geniigt eine eindeutige Potenzreihe
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deren Parameter o, ... %n, @;,...0s mit den Constanten K, ... Ka,
LiyoseLn-x durch algebraische Gleichungen verbunden sind*#). Die
n — 1 mehrdeutigen Hauptlosungen von (1) sind Producte aus je einer
Potenz von « und einer Reihe von der Form (4). Die Constanten
0iy 0; — @¢ werden als nicht ganzzahlig vorausgesetat.

Die bestimmten Doppelintegrale, welche hier als Losungen der
Gleichung (1) im Kall # = 3 abgeleitet werden sollen, entstehen aus
den soeben genannten Reihen dureh Multiplication mit franscendenten
Constanten. Als solche Constanten treten einerseits Euler’sche Integrale,
apdererseits die analog gebildeten Integrale mit complexem Integrations-
weg auf. Mit Ricksicht auf das Folgende mbgen zunichst einige
Bemerkungen Platz finden, die sich auf die Integration gewisser
Reihen beziehen.

Hat ein nach ¢ genommenes bestimmtes Integral

St Qo b b ) d

in welchem p, ¢, l,> 1, - . . als constant, z als unabhiingig von ¢ und
die Reihe I, - ;£ 4 - - - als convergent angenommen wird, zum Inte-
grationsweg eine geschlossene Curve, welche im Nullpunkt beginnt
und endigt und aus einem einmaligen positiven Umlauf um den Punkt 2
besteht, so liefert die Substitution

=gzz, die=2xdz,

als Weg der Variable z einen im Nullpunkt beginnenden Umlauf um
den Punkt 1. Fiir die geschlossenen Integrationswege wird hier, wie
in den fraheren Arbeiten des Verfassers, die abgekiirzte Bezeichnung
angewendet, welche in § 1 der Abhandlung ,,Ueber ein Integral mit
doppeltem Umlauf* (Bd. 35 dieser Annalen, pag. 472) angegeben ist.

*) Fiir m =n eutsteht aus (1) die Differentialgleichung der allgemeineren
hypergeometrischen Reihe mit 2 endlichen ginguliren Punkten, welche im 102tes
Bande des Crelle'schen Journals vom Verfasser ausfilbrlicher behandelt worden
ist. In vorliegender Arbeit bleibt der Fall m=n von der Betrachfung aus-
geschlossen.

#%) Ofr, Bd. 38 dieser Annalen, pag. 588—594,
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Man erhilt dann die Gleichung
G
ﬁ (t— 2y r=r r= (yp Lyt o )

-
= o [ e et G fae e ) d,

auf deren rechter Seite ausser ;den Constanten I, auch die Potenzen
von z vor die Integralzeichen treten. Nennt man nach Bd. 35 dieser

Annslen, pag. 510, E (a, b) das geschlossene Integral

_ (1)
) E(a, b) =j: e (z—1p-1de,
so ergiebt sich nach Anwendung der Reductionsformel

= a@+1D)...@fv—1) =
Elatv,0) = arpurstn... arogr—n £ (® D

(v positiv und ganzzahlig) die Gleichung
( (=)
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in der, mit Riicksicht auf die Integralgrenze O, der reelle Theil von p
positiv sein muss.

Beschreibt die Variable ¢ statt des in (6) vorausgesetzten Weges
einen Doppelumlauf um die Punkte z und O, in der Art dass zuerst z,
dann O im positiven Sinne, hierauf z im negativen und endlich 0 im
negativen Sinne umkreist werden, so entsteht durch die Substitution
{ == z# die zu (6) analoge Gleichung

) i’(z,o,x_ﬁ‘zt — gyt (L - L b L) dE

. 1)... —
—er ot 6(p,g—p) [+ G+ + R R ],

woselbst die Integralgrenze ¢ beliebig bleibt, und ©(a, b) nach Band 35
dieser Annalen, pag. 499, das Integral

1,0,1~,0 -)
(8) @(a’ b) == e—ﬂ‘(u—l—bi/; z"_‘(l—-z)b—l dz
bedeutet. In (7) kommt die Reductionsformel

. y a(a4-1)...(a-}v—1)
Cla+7.8) = -V GrHasory..wfstr—n °@® D)
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zur Anwendung, Fiir die Potenzen 2! und (1—g)*-! werden die in
Band 35, pag. 498 und 510, bezeichneten Zweige vorausgesetzt.

Fiir das entsprechende Integral mit geradlinigem, von O bis «
erstrecktem Integrationswege gilt, wenn unter E(a, b) das Kuler'sche
Integral erster Art

9) Ea, b) — ﬂ "am1(1 — 51 de

verstanden wird, die Formel
(10) j: (t— @yt te-1(ly -t L ) A=

—p—1 pg— 1)...(p+4r—1 "
(—1rr=ta3E(p, g—p) (b + 2l - 2D 04D o),
in der die reellen Theile von p und g — p positiv sein sollen.

Man nehme ferner an, dass die
Variable ¢ vom Nullpunkte in einer
Richtung, welcher der zum Punkte x
fiithrenden entgegengesetzt ist, ausgeht,
einen positiven Umlauf um den Nullpunkt
macht und zu letzterem lings der zuerst

durchlaufenen Strecke zuritickkehrt (Fig. 1).
Wird die Function

A%

e?tp~1(lo+lnt+”‘lvt”+"‘)

nach ¢ lings dieser Curve integrirt, so
ergiebt nach Band 41 dieser Annalen, pag. 171, die Substitution ¢ = 22
die Gleichung

Pig. 1.

(11) ji(jie‘_tl"l(lo—{-lit-{-...+l,t"+-~.) dt

lw

== ——_ z‘x . .0 -
=arT( p)(l°+p+1+ R TES e )

In derselben wird durch ¢ eine unendlich kleine positive reelle Constante,
und durch T(a) das Integral (Band 35, pag. 514)

_ (0)
(12) F(a) = f_ " euet du,

welches durch die Substitution ==2 die Form

_ ~o) >
(12a) I(a) ='f_‘_e e'zoldg
annimmt (Band 41, pag. 158), bezeichnet.
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Die Gleichung (1) gebt fiir m = n = 2 in die Differentialgleichung
der Gauss’schen hypergeometrischen Reihe

(13)  s@E—0TL 4 [(etp+Da—e] 4 apy=0
iiber. Im Falle n =2, m = 1 entsteht aus (1) die Gleichung

d
(14) daf;* = (z— Q) jg -+ ey,
der die Reihe

(15) F(«;@;w)==1+ff‘f~ex+f9‘2-§‘;%f£-1—)xﬁ+.--1nf

und eine analoge mit #*—¢ multiplicirte Reihe geniigen. Fiir die nach-
stehenden Rechnungen kommt ausserdem noch eine dritte Differential-
gleichung 2% Ordnung in Betracht, weleche dem Falle n =2, m =0
der Gleichung (1) entspricht némlich die Gleichung

(16) amz + 9 —Y =0,

Um das Folgende ubersmhthcher zu ‘tnachen, wird es nothwendig,
die bestimmten Integrale, welche die Losungen der Differentialglei-
chungen (13), (14), (16) darstellen, in Kiirze anzugeben, Nennt man
¢ die Function

(17 & = (u—2x)—6 ub-e(y— 1)e-o—1
und C,, ... C; die Constanten
Oy = ¢"0-0G(L — ¢, 0 — @),
O, = et-o-PE( — o+ 1, 1— ),
Gy — e 0GB — o+ 10— a— f),
O, = eit-DE(p — o, 1 — ),
O =GB — o0+ 1, ¢ — @),
Oy = e NGB — @, 1 — f),

so sind die Hauptlosungen von (13) im allgemeinen Falle gleich den
Ausdriicken (Band 35 dieser Annalen, pag. 517—526):

1, %—, 1)
J Odu = C,F(a, §; 0; »),

o

(18)

I

(=, 0,2~;0~)

®du = Ca—eFla—o+1,—o0+1;2—¢; 2),

<

{

B0, B, 0)
Pdu=0CyF(a,8; ¢+ —0+1; 1 —a2),
(19)

(”’ Lz—1-)

=

Pdu = O (1—aR—*"fF(o—w,0—Pf; 9—a—p+1;1—a),
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(1:0;1"10_) 1
Lﬁ ¢du=05m“ﬂF(ﬁ,ﬁ——g+l;ﬁ~0¢+155):
(20)

(€ 8—x—)
j e Odu = Cyp—e F oc,lx-—9+15“""ﬁ+1;:%)'

Unter %, B, € werden Linien verstanden, die von 0 zu z, resp. von
1 zu z und von O zu 1 gezogen sind; ¢ ist ein beliebiger, jedoch von
0 und 1 verschiedener Punkt der u-Ebene. Die Umkreisung der Linien
A, B, € wird in derselben Weise wie die der einzelnen singuliren
Punkte bezeichuet. Die Integrale (18), (19), (20) bebalten fiir beliebige
Werthe der Constanten «, 8, ¢ einen bestimmten Sinn. In den
speciellen Fillen, wo eins oder mehrere dieser Integrale identisch ver-
schwinden, hat man statt des Doppelumlaufs eine einfache geschlossene
Curve, resp. eine geradlinige Strecke als Integrationsweg zu wihlen.

Die Differentialgleichung (14) wird im allgemeinen Falle durch
die bestimmten Integrale

/(30 -
,,/—(w e“(u—a)-*u*—Cedu =T (1—o) F(a; 03 2),
(21) ..;(w) 0, 2—,0~)
/c e (u— )~ ® ue—e du

= ¢ 0@ (a—g+1, 1—a)z'~F(e—o+1; 2—o; 2)

(Band 36 dieser Annalen, pag. 84—96) befriedigt, wo A, wie in (18),
die Verbindungslinie der Punkie 0 und z bezeichnet. Sind die Con-
stanten 1 — @ und @ — ¢ 4 1 (im reellen Theil) positiv, so kann man
statt des letzteren Integrals das Integral mit geradlinigem Inte-

grationsweg
(22) j "o (4 — )~ we-edu
=(—1)E(e—o+41,1—a)a"e Fla—e+1; 2—p; 2)

nehmen. Ist nur eine dieser Constanten positiv, so wird ein einfacher
Umlauf als Integrationsweg angewendet.
Die Differentialgleichung (16), der die unendlichen Reihen

@ z?
" l §les@d =141+ i3zt
— . —— | w m2
BF2—o;2) = o 9§1+1.<z~e)+1.2.<2— ).(a-e)+“'}

geniigen, gestattet zwei wesentlich von einander verschiedene Losungen
durch bestimmte Integrale. Einerseits hat man die Gleichungen (Band 38
dieser Annalen, pag. 228—237)
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4) f 8 i u—a) 28 gwe-se=imiel (2—-26) (o 2),

woselbst die Variable 4 die Verbindungslinie % der Punkte O und z
zweimal hintereinander im positiven Sinne umkreist, und

@, - t-e

@) w—g) 5 =

(25)

(z, 0,22 ~,0 '%
j, "‘“/_(u — ) V_ 2E(2,——9)x1—e%(2—9;x).
Andererseits bestehen die Identititen*)

(O Z+a -
S wedu =T 1~ 0503 9),

—00

(26)

© I+ =
f_eze“ uu—?du=l’(p—1)m1-9%(2—9;w).
Unter ¢ wird, wie in (11) und (12a), eine unendlich kleine positive

reelle Constante verstanden. Statt des in (25) angegebenen Integrals

kann man, wenn der reelle Theil von g-— @ positiv ist, das gerad-
linige Integral

(27)£z(e2V'7+e‘2V'7)(x—u)%‘ 7= 2E( ~—9)x1-9%(2——9;x)

anwenden.

In den nachstehenden §§ 2 und 3 wird der Fall =38, m =1,
und in § 4 der Fall n =3, m =2 der Differentialgleichung (1) be-
handelt. Auf den Fall # =3, m =0 dieser Gleichung ist der Ver-
fasser bereits in Band.41 dieser Aunalen, pag. 199—208, niher
eingegangen.

§ 2.
Fiir n = 3, m =1 entsteht aus (1) die Diﬂ"erentialgleichung

ap
@) @Ittt eIl (pe—n) P —uy—o,
welche durch die eindeutige Reihe

*) Cfr. ,,Ueber eine specielle lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit linearen Coefficienten‘t, Band 41 dieser Annalen, pag. 174—178.

Ich bin daranf aofmerksam gemacht worden, dass die Darstellung der
Bessel'schen Funection als geschlossenes Integral, welche sich am Schluss der eben-
genannten Arbeit findet, bereits von Herrn N. Sonine in seiner Abhandlung
sRecherches sur les fonetions oylindrigues et le développement des fonctions
continues en séries* im 16'» Bande dieser Aunnalen (Abschnitt II) angegeben
worden ist, was zu erwihnen ich nicht unterlagsen mochte.
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(29) Fla;0,08) = Lot bl st 4

und durch die Producte
e Fla—p+1;2—9,0—0+152)
o - a—p-{1
? E(1""1.<‘z—p>(o—o+1>‘”’*‘'")’
o Fla—d+1;2—6,0—6+1;2)

o pl— a—o6~41

=2 a(1+ T h Y + - )
pefriedigt wird. Die Constanten ¢, 6, ¢ — ¢ sind nach der Voraus-
setzung nicht ganzzahlig.

Indem man auf die Gleichung (28) nach einander eine Substitution
yon der Form (2) und eine Substitution von der Form (3) anwendet, findet
man zwei verschiedene Systeme von bestimmten Doppelintegralen,
welche die Hauptlosungen von (28) darstellen. Das erstere dieser
Systeme enthilt selvst noch wesentlich verschiedene Ausdriicke fiir die
einzelnen Hauptlosungen, in Folge der (in § 1 angegebenen) doppelten
Avfldsung der Gleichung (16) durch bestimmte Integrale.

Man fihrt in (28) zundchst den Ausdruck

(30}

(31) y ~——-=£h(v—-:c)*“z>“‘“ Vv

ein, in welchem ¥ nur von » abhiingt, und die Grenzen g, h ent-
weder constant oder gleich z sind. Dann wird ¥ (efr. Crelle’s Journal,
Band 112, pag. 65) ein particuldres Integral der Differentialgleichung

av av
vox +(e—o+1) 5 — V=20,

die sich von (1) nur dadurch unterscheidet, dass v, Vie—o+41
an die Stelle von z, y, @ getreten sind. Nach § 1 kommen fir ¥V
sowohl Integrale von der Form (24) und (25), resp. (27), sls anch
Integrale von der Form (26) in Betracht. Die Reihen, die der Glei-
chung fiir V geniigen, sind
Fle—o+1;0), weFo—e+1iv)

Um aus (31) die mehrdeutigen Hauptlosungen von (28) zu

erhalten, wahlt man als Weg der Variable v entweder die geradlinige

Strecke von O bis z oder einen Doppelumlauf um die Punkte z und 0,
‘resp. einen einfachen Umlauf um z oder 0. Nach (24) ist

o, %y - a-¢—%
L e=2Ve (u —) %

— De—top) @aie-0T (20 — 29) Floe — 6 + 1; v),
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wenn unter Y’ die Verbindungslinie der Punkte 0 und v verstanden
wird. Man lasse hierin die u-Curve aus einem Kreise, der den ganzen

Weg der Variable v (in (31)) umschliesst, und aus einem Abschnitte

PO - Curve

&~ Cyrve

Fig. 2.

der positiven reellen Axe besteben (Fig. 2). Die Anwendung der
Formel (10), in welcher ¢ durch », und die Reihe J,4~1,¢ 4. durch

. = o?
Retoriginie=0T 20 —20) {4 1 ooy T mG=et Do T

ersetzt wird, filhrt dann zn der Gleichung

» 7, s—e—% 4
—_ ) pya—o —QV; —_— au
32) l ‘[; (v —2)-* v2=odo j; e=Vu (u —0) 7
= R4~ Fla—6-4{1;2—0,0—06+1; 2),

woselbst 9, die Constante

N, = Be-2oH1gniGo—2¢-) [(26 ~29) E(a—a+1, 1 —a)

bedeutet.

Zur Convergenz des Doppelintegrals (32) ist erforderlich, dass die
reellen Bestandtheile der Constanten o — G—[—l und 1 — & positiv
seien. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so wird statt der Formel (10)
die Formel (7), resp. (6), benutzt. Im allgemeinen Falle, wo die
Formel (7) zur Anwendung gelangt, findet man die Gleichung

[*(@,0,5—,0~) R o—¢—3%
(33) J; (v —z)y2ve—ady f ( e—2Vu(y—v) %
= N, Fe—6+1;2—0,9—06-1;2),

in der
My = Ae-totiemieto-20[ (26—20) G(a—0+1, 1 —a)

gesetzt ist. Die analoge aus (6) folgende Entwicklung soll hier nicht
besonders angefiihrt. werden.
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Man substituire ferner, gemiss (27), fir ¥ den Ausdruck
] a’(""&
.j; @V Vo) v —u) i

—2E(Q,0— o+ ) eFle—o+1; 0.

(34)

Die Convergenz des links stehenden Integrals erfordert, dass der reelle
Theil von ¢ — @ +% positiv sei. Aber die Differentialgleichung (28)

ist nach @ und 6 symmetrisch. Wird also ¢ als diejenige der zwei
Constanten ¢, ¢ definirt, die den grosseren reellen Bestandtheil hat,
so ist ‘der obigen Bedingung gentigt. Indem man in (31) den Doppel-
pmlanf um die Punkte z und O als Integrationsweg von v nimmt und
far ¥ das bezeichnete Integral einsetzt, erhiilt man mit Hiilfe von (7)
die Gleichung

(35) {I(M’w—‘%)(v—x)‘*“v“*“dv oo(egﬁ-}—e“?ﬁ) (v——u)q—e_% %_:

= Ry 2-¢ Fa—o+1; 2—o, 6—o+1; 2),
wo unter N, die Constante
R, = 2evie-@ E(L, 6 — o+ 3)Ea—o+1, 1—0)

verstanden wird.
Es ist ferner nach (26)

“(0) Z4u _
J e werdu =T e~ Flo—o+150),

-—0

0} 24w _
J & wome—tdu =T (9—06)9¢F (6 —o-+1;0).

—er

Werden diese Functionen nach einander an Stelle von ¥ in (31) ein-
gefiihrt, so Jiefert die Formel (7) die Gleichungen

-—:n, & —,0— £o) Zu
(36) f T o — gy d”f L€ W du
. -
— i@ [ (6—0) & (e—0-+1, 1~)a~? F(a—0d+1; 2—0, e—0+1; 2),

und

-

(*(@,0,2~,0-) © St 3}
(87 [ (v—2z)~*v*-7dv é us—e1dy
c L4

—e

— 10T (—0) € (a—g-+1, 1—a)zie F(u—p+1; 2—¢, 6—+1; 2).

Die Doppelintegrale (33) und (36) stellen die eine, .die In?;egral.e (35)
und (37) die andere mehrdeutige Hauptlosung der Differentialgleichung
- .- e e . . - T 38
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(28) fiir beliebige Werthe der Constanten «, ¢, ¢ dar. Auszunehmen
sind nur die speciellen Werthe dieser Coustanten, fiir welche die
Grossen E(ez—o+1, 1—e), G(a—e-+1, 1—a) verschwinden. In
letzteren Fillen wird statt des Doppelumlaufs ein einfacher Umlauf
um z oder O, resp, die geradlinige Strecke von O bis z als Weg von
¢ genommen.

Man lasse  sodann in (81) die Variable v einen geschlossenen
Integrationsweg durchlaufen, der im uunendlich entfernten Punkte der
negativen reellen Axe beginnt und endigt und sowohl den Nullpunkt
als anch den Punkt x umschliesst, und zwar mdge dieser Weg aus
eivem (in beiden Richtungen durchlaufenen) Abschunitte der negativen
reellen Axe und aus einem um den Nullpunkt beschriebenen Kreise,
inperhalb dessen der Punkt # liegt, bestehen. Da mod. » hiernach
stets grosser als mod. & ist, so kann die Potenz (v—&)~% in die
convergente Reihe

w—a(l_g) __@—-u{1+‘:~:+a(o{+1)u2+ s

entwickelt werden. Also ist fiir den genannten Integrationsweg

)
K L @—ay=vre Vdy

R R R YIS

wo durch 9 die Verbindungslinie der Pankte 0 und z, und durch
@, (fir » = 0,1, 2,.,.) das constante Integral

o
@v =,/-:oo v Vo

bezeichnet wird. Man setze nun fiir ¥ das in (34) genannte Integral

fu(e‘aﬁ-[— e—tVu) (p —u) el %

ein, welches durch die Substitution w=vu,? du==2vu, du;, die Gestalt

gva—f (32"’“/—4‘3‘2“‘}/-)(1“““12) - % )y

aonimmb. Dann wird
~w) 1 G—g—~
@5":2,]:@”_0—.7‘2”1: (@27 4o ¢=2mV7) (1 —u,?) iTd'wl.

Di¢ses Doppelintegral ist aber, wenn die reellen Theile von ¢ — 1
wmd ¢ — ¢ 4 -;— als positiv vorausgesetzt werden, nach § 3 (Formel (24))
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des Aufsatzes des Verfassers ,,Ueber fiinf Doppelintegrale®*) gleich dem
Ausdruck

& '’ 1 r
pertr Ep—5+v, 06— o+ ) 2—20—2),
woftir, wegen der Reductionsformeln der Integrale E und [

— 1 -
P E(o—1, s—ot+3)T@—20)
ele+1)...(eFv—1) 6(c+1)...(6fr—1)

geschrieben werden kann. Man gelangt somit zu der Gleichung

(o o - o—¢—%
—@ 40— % ~2 Vi ..._d“
o | (v—x)~*v dvﬁ (Ve - e=2V%) (v —u) 7

- 229*113(9»-%, 6—o+3)T2—20) Fle; ¢, 6; ),

deren rechte Seite gleich dem Producte aus der Reihe (29) und einer
Constanten ist.*¥)

#) Band 41 dieser Annalen, pag. 191.

s%) Die obige (zur Gleichung (38) fithrende) Rechnung ist derjenigen analog,
welche arm Schluss des § 5 der Abhandlung des Verfassers »Ueber die Differential-
gleichungen der Reihen (o, 6; x) und Fle, o, z; ) Band 41 dieser Annalen,
pag. 204, angestellt wird. Auch die ibrigen in §§ 5 und 6 der genannten Arbeit
enthaltenen Entwickelungen iibertragen sich anf die hier behandelte Differential-
gleichung 3% Ordoung, Man bemerke, dass auf diese Weise noch die Formeln

) foi 2t
(382) { f (p—z)"%0*° dz:f ¢ w0 gy
& TS —d

=T(—) F(1—0) Fe; ¢, 05 2),

(@, o-e—%
f( )('v-—x)‘“m“'“ dvae"“/’;(v”u) s
@8k Y ¢ Va
X 0=
=22q—-16-21t19E(9__%’ 5—9+§)r(2-29) Fle; 0,05 &),
f(ﬂl- )(v——:c)""v“"’ dvf(v) 2V p—u) du
8¢) - 0 Vu
m(o~se-—l).. 1 1\=
=22e—'le 2/ B e——-z-, d~q+-2-)l'(2—-29)F(°‘5 ny‘;“’)

erhalten werden, Hierbei ist vorausgesetat, dase der reslle Theil von g ~ 1 positiv
sei; ausserdem werden in (38a) die yeellen Theile von ¢ — 1 und ¢ — 0, in (38D)

der reelle Theil von 6 — ¢ +% als positiv angenommen. Die Variable » gebt in

den Integralen (38 b)und (38¢c) vom upendlich entfernten Punkte der positiven regllen
Axe aus upd umkreist die Linie % (welche die Punkte 0 und & verbindet) zweimal
R *
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§ 3.
. Die zweite Substitution, die auf die Gleichung (28) angewendet
wird, ist

iz
(39) Yy ==.£ € veVido.

Die Function V, befriedigt in diesem Falle (cfr. Crelle’s Journal, Band 112,
pag. 79) die Differentialgleichung

a2V, av,
(40) vdvzl= {1)—(9—-6-—{-—1)}7;-[—(0(—6—}—1) Vh
die aus der Gleichung (14) entsteht, wenn die Grossen z, y, ¢, ¢ durch
v, Vj,a—06-+1, o — 6+ 1 ersetzt werden. Gemiss (21) nimmt
man fir ¥, indem man durch 9’ wiederum die Verbindungslinie der
Punkte O und v bezeichnet, nach einander die Integrale

(o) ~
'f_‘ e“(u— ) lyr~¢du = (6 —p) Fa —~6+1;0—06+41;v),

ow

(9,0,2—,0—)
‘ﬁ e“(u—o)*—o-tys~e dy
= e?-0C(a—o+1, 6 —a) "¢ Fla—o+1; 6—0+41; v).
Dann ergeben sich aus der Formel (11), in der I, den Werth

Fla— (e—0+41) (¢—0+42)...(a —o+)
(e 9)l.2...v.(g—-o‘+l)(g-o‘+2)...(9—-o‘+v)’
Tesp.

f(a—g) - _ (¢—o+1) (¢—p-42)...(6—g}1)
ered Gla—e+1,0—a) 2.0 .(0—eF1)(6—oF2)...(6—oF9)°
und p den Werth 1 — 6, resp. 1 — g erhilt, die fur beliechige Werthe

von «, ¢, ¢ giiltigen Gleichungen

(fo) 2 Y
(41) J__me” ’U‘ad’v‘-/:(w eu(u_...v>a—a—1ua-—g du
=T(e—e)f (6—1a—o Fla—a+1;2—6, 0—0+1; 2),

o 2 ®,0,0—,0~
(42) j:wg’ v dv.ﬁ e )eu (M __,v)tl——a-lua—-p du
= o0 Ga—p-+1,6—a)l (¢—1) & ¢ F(a—g+1; 2—g, 6—o+1; 7).

hinter einander in positiver Drehungerichtung. Bei dem Integral (38a), wo der
Weg von v der nimliche wie (38) ist, darchliduft die Variable w im Uebrigen die

i%mgti;mre Axe, umgeht aber den Nullpunkt auf der Seite der positiven reellen
‘erthe,
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Die Gie_ic_hung (41) wird niemals illusorisch. Denn da [(a) nur fiir
ein positives ganzzahliges a verschwindet, und ¢, ¢, ¢ — 6 hier als

picht ganzzahlig vorausgesetzt werden, so sind T (6 —¢) und T (6—1),

wie auch [(p—1), von Null verschieden. Das auf der rechten Seite
der Gleichung (42) stehende Integral (¢ — ¢-41, 6 — o) nimmt den
Werth Null an, wenn ¢ — g 4 1 oder 6 — & eine positive ganze
Zahl ist; zugleich verschwindet dann das auf der linken Seite von (42)
befindliche Doppelintegral. In diesen speciellen Fillen hat man die
Gleichung (42) durch die einfachere analoge Gleichung zu ersetzen,
auf deren linker Seite die Variable u (statt des Doppelumlaufs) einen
einmaligen Umlauf um v, resp. O (bei 0, resp. v beginnend) ausfiihrt

oder die Verbindungslinie der Punkte O und v durchliuft (cfr. (22)) .

Ist der reelle Theil yon ¢ — @ - 1 positiv, so geniigt der Dif-
ferentinlgleichung (40) das particulire Integral

o)
ﬁ e (u— vy~ du,

das durch die Substitution w = vu,, du = vdu,, die Gestalt

)
va_?ﬁ e (uy — 1)72 "0 duuy

aonimmt. Man setze den letzteren Ausdruck an Stelle von ¥, in (39)
ein und lasse die Variable ¢ von — oo aus einen positiven Umlauf
um den Nullpunkt machen. Das hierdurch entstehende Doppelintegral

ro 2 )
LEvTe dv . e ? (w, — 1)y @~¢ d oty

x
exgiebt, wenn ¢’ in 1 —[—% 513 <4 51; lﬁ;— -+ entwickelt wird, die Reihe

Sot S 2 Dugt St

wo $, das constante Doppelintegral

o ()
@, =j:m 1)"‘9""’ div.ﬁ) ey (ui_.__ l)dv-lt—l uia—g duf
bezeichnet. Fiir §, gilt aber, wenn angenommen wird, dass der reelle
'J,‘heil von e positiv sei, die Gleichung*)

Hy = ri—e—v) E(atv, 6—0).

*) Cfr, § 5 des Aufsatzes des Verfassers ,Ueber ein vielfaches, auf Euler'sche
Integrale reducirbares Integral® jm 107n Bande des Crelle’schen Jonrnals, p. 246.

Die dort abgeleitete Formel:
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Indem man dann mittelst der fiir die Integrale EuwdT geltenden
Reductionsformeln die Grosse §, in den Quotienten

a(af-1).. (efov—1) F(l_o\ B _
O = eleF1)..(eFr—1De6(o+1)...(6Fv—1) Frl—e)E£(x, 6—a)

umformt, findet man

(o F (1)
J ©) e” @ d’vf emﬂ(uj__l)d'—a—l u’a—g dul
) — 3
= r(l—g)E(a, 6—-0&) F(o{,; Q’ 6; w).

Das betrachtete Doppelintegral stellt also, wie das Doppelintegral (38),
resp. (38a), (38b), (38¢), die eindeutige particulire Losung der Dif-
ferentialgleichung (28) dar.

§ 4.
Die Diﬂ"erentialgleichung

228+ (oto+1)z 2Y Tt o0 2
(44)

— a1 2Y +(a+ﬁ+1)x—y+aﬁy,

(" ©) 1 -
f s—“dsj: e 1—)°1dt =T (1—a) E(atd, ¢

Yasst sich leicht anf den Fall ausdehnen, wo die Variable ¢ vom Nullpunkte aus
den Punkt 1 umkreist. Giebt man dem Doppelintegral

o o
H=f s‘“dsf &1 (t—1)° d¢
—C0 )
) ra
H=f e"s‘“dsf SV 1y de
- 0

und setzt fiir ¢'¢~D die Reihe 14 i(_‘;__'_)_;. ..+ ein, so entsteht fiir H eine

die Form

Reihenentwickelung, in welcher der allgemeine Term

Tl—a—) E(+1, ct9),

lantet, Eine Rechnung von derselben Art, wie sie in dem genannten Aufsatze
enthalten ist, filhrt dann zu der Gleichung

H=T(1—a) E (a+b,c),
durch welche das obige Integral $, bestimmt wird.
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die sich aus (1) im Falle # =3, m = 2 ergiebt, und deren Haupt-
losungep in Reihenform

F(“xﬁ5 0,0} x),=1+1‘.¥i‘;x+...,

(45) z-eF(a—o-+41, f—o+1; 2—p9, 6—o-+1; 2),
o F(o—c+1, —6-41; 2—6, o—04-1;5 @)

lauten, ist vom Verfasser bereits in § 1 und §2 der Abhandlung
,, Ueber eine lineare Differentialgleichung ' Ordnung mit einem end-
lichen singuliren Punkte« (Crelle’s Journal, Band 108, pag. 50) be-
handelt worden. Die Gleichung wird daselbst durch Doppelintegrale
gelost, zu demen man durch eine Substitution von der Form (2)
gelangt. Im Folgenden soll, als Erginzung dieser Rechnung, die
Substitution (cfr. 3)

» 2
46) y = f & oo V,dv

auf die Gleichung (44) angewendet werden. Man erhils hierdurch
(nach zweimaliger theilweiser Integration) fir die Function ¥, die
Differentialgleichung

a* v,

@) ow—10E0 4 ((et—20+3) v —(e—a+1)} L2

+(@e—a41)(f—0c41) V,=0,

die aus (13) entsteht, wenn die Grossen v, V,, ¢ — 6+ 1,p—o6-41,
o— a1 statt «, 4, e, 6, 0 gesetzt werden.
Um die mehrdeutigen Hauptlosungen der Gleichung (44) aus dem

Integral (46) abzuleiten, nimmt man g = h=— ez und ldssh (wie
in (41) und (42)) die Variable v den in (11) filr die Variable ¢ an-

gegebenen Weg durchlanfen. Sind die reellen Bestandtheile der Con-
stanten § — - 1 und 6 — § positiv, so kann fiir ¥, zuniichst das

Integral
ﬁ ’ (v— w)e—f—t uf~¢(1 —u)e=>~" du

gewshlt werden, das durch die Substitution @ = vu,, du==vdu,,
in das Product

‘1
vﬂ—ej} wf-e(1—u ) 1(1 —u )t du,

iibergeht. Das auf diese Weise erhaltene Doppelintegral
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OR

‘1
/ & ve d'v.ﬁ g B (1 — )0 A—1(1 —uy v}~ dy,
otz
verwandelt sich durch die Substitution » = zv,, dv = z dv,, in den
Aunsdruck
1

ro) = 1
x1~ef_z v d‘vlj: (] — w0 F-1(1—u v, g1 du,,

in welchem die Potenz (1 —u,v,2)¢~> nach dem binomischen Satze
in die Reihe

R T i e A

entwickelt wird. Diese Reihe ist im vorliegenden Falle fiir einen be-
liebigen Werth von # anwendbar; denn die v-Curve, welche in ihren
Dimensionen beliebig bleibt, kann so klein genommen werden, dass
mod. (%9, %), d. . mod. (u,v) die Einheit nicht erreicht. Somit gewinnt
man, nach Beriicksichtigung von (9) und (12a), fir das genannte
Doppelintegral die Entwickelung

Y=

at-e DNEeFD et o1 0) BB—ot 14,0~ p).

Y=y

Da nun

E@—et1+v 0—f) = FzthCoedn g o 11, 6-p).

und (cfr. Band 35 dieser Annalen, pag. 515)

Flom1— o) = Tle—1)
Me—l—2) = o679

ist, so entsteht die Gleichung
o 0
f; ‘ue’ v dv J; (v —up—F-tub~e(1 —ule-2~14y
=T(e—DEB—e+1, 6—p)a'~¢ Fla—p+1, f—p41; 2o,
o—o-1; ).

Erfiillen die Constanten 8, ¢, 6 die oben erwihnte Bedingung
(B—e+1>0, 6—p> 0) nicht, so wird die vorstehende Rechnung in

(48)
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der Art modificirt, dass ein Doppelumlauf (cfr. das zweite Integral (18)) )

resp. ein einfacher Umlauf um O oder v den Weg der Variable u
bildet. Im allgemeinen Falle findet man die zu (48) analoge Gleichung

_(0) % “(0,0,1;—,0—)
(49) I_ vt v 7dy 'ﬁ (v —w)y—F-1yf—e(1 —u)e—o~1dy
=Rz ¢ Fla—eo+1,—0+1; 2—9,6 —o+1; 2),
in der die Constante %’ den Werth

‘= emie—e T (—1) G(B—e+1, 6 —p)
hat.
Fir ¥, soll ferner der Ausdruck

(1, 9,1 =, % ~)
(50) j; (u—v)e—F1ub~e(1 —y)e—2—1 dy,

der dem ersten Integral (18) entspricht, in (46) substifuirt werden,
wihvend v einen Integrationsweg von derselben Art, wie in (48), (49)
durchlguft. Unter 9’ wird wiedefam die Verbindungslinie der Punkte
0 und v verstanden. Um die Wege von « und v ndher zu bestimmen,
schligt man um den Nullpunkt als Mittelpunkt zwei Kreise & und &',
von denen der grissere & die positive reelle Axe im Punkte ¢ schneiden
moge. Die Radien beider Kreise werden kleiner als 1 vorausgesetzt.
Man construirt ausserdem um den Punkt 1 als Mittelpunkt einen durch
den Punkt ¢ gehenden Kreis 8. Der Kreis & mdge zusammen mit der
vom Punkte — ¢z zum Punkte d (Fig. 3) gezogenen Geraden fiir den

T

Fig. 8.

Weg der Variable v angewendet werden. Die Variable w soll vom
Punkte ¢ ausgehen und die Kreise  und ® zuerst in positiver, dann
(in der namlichen Reihenfolge) in negativer Drehungsrichtung durch-
laufen. Da nach diesen Festsetzungen mod.  stets grosser als mod. v
ist. so besteht fiir die Potenz (u — 919! die convergente Entwickelung
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»\o—£—-1

(4 —0)e—F~1 = yo—F-1 (1 -

u‘v

= yo—f~1 §1+ﬂ-’:+15+,“+ (3*"4‘:).:2'.'.('67—6'*"') ¥ -+ } .

Das Doppelintegral

ro 2 9,19 —)
—cz ¢

geht, wenu fiir (u—wv)—f—! die obige Reihe gesetzt, und zugleich
v == Zv,, dv = z dv, substituirt wird, in die Summe

g1~0 351)}0 + ﬁ_“_‘;il W4+ (6—6+:?é::.(f-6 +2) qp, 20 4. }

fiber, in der M, (fir »=0,1,2,...) das Product

(o ;‘- (1,0,1—, 0—)
ﬁ)}y = e Q)i—d-l-v dvl uu-—e-—v—l(l - u)g—a_] du
o

bedeutet, Nach (8) und (12a) ist .

My =T (6—1—)eriw-a=)E(6—0—v, g—a)

ilo—a) F (e—041)(@~—6+2)...(a —at») .
=gl )l‘(a——l) Elo—o, Q_a) (2—0)...(v—06)(e—06+1)...(¢ —0-+9%)

Also gilt, wenn man R” die Constante
N = e"0-T(6—1)C(6—¢, 0—0)

nennt, die Gleichung

PO 2 U1, 90 =)
(51) I_u i dv'_/; (4 —v)°-F—Lub—e (1 —u)e—a~1dy
. =%”x1-¢F(“—6+1’ﬂ“6+1;2—6,Q—G.{_]; ).

Endlich lisst sich auch die eindeutige particulire Losung der
Differentialgleichung (43)

F(a, B; 0, 6; )
durch ein Integral von der Form (46) darstellen. Als Integrationsweg

von v dient dann (wie in (43)) eine yon — oo ausgehende geschlossene

Curve, die den Nullpunkt umkreist. Die reellen Theile der Constanten
« und 8 werden hierbei als positiv vorausgesetzt. Pir die Durchfiihrung
der Rechnung benutzt man eine auf ein Doppelintegral beztigliche
Formel. Der Verfasser hat in § 3 der bereits erwibnten Abhandlung
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,,qeber die Differentialgleichung der allgemeineren hypergeometrischen
Reihe ete. (Band 102 des Crelle’schen Journals, pag. 91) die Gleichung

1
j: phtha~1(] —g)h—t d'vﬂ‘ w1 —ufot (L—uv) du
= E, L) By, b+ 1,4 1)

abgeleitet. Eine #huliche Formel besteht auch fiir den Fall, dass die
Variablen # uund v, statt die Verbindungslinie der Ponkte O und 1 zu
durchlaufen, vom Punkte 1 aus einen Umlaof um den Nullpunkt
machen. Man findet bei Anwendung dieser Integrationswege, indem
man das Integral (5) durch die Substitution 2 =1 -—w in

.

— @
E(,t) = [ w1~ wp-tdw

(Band 35 dieser Aunalen, pag. 513) umformt, die Gleichung *)

*) Fiir die Potenz (l—mz)“““'b gilt, da die Wege der Variablen » und »
aus einem kleinen Kreise um den Nullpunkt und aue einem zwischen 0 und 3

liegenden Sticke der reellen Axe zusammengesetzt werden konpen (so dase
mod. (wv) < 1 ist), die convergente Entwickelung

(t—ue) " =14 kf—éw-}---H-(a+b)"1"(;:}:;+p_l) Wl s

Daher ist das in (82) genannte Doppelintegral gleich der Summe

p:w

p=0

p==m
— Zf(w—f-b}l(g"*‘b‘*'p"l) eatt'(6+5) E‘(a’ b+}9) E(k, z+p)
2oop
p=0

die, wenn man fir E(a,b-+p), Bk, 14p) das Product

bb41)...(0Fp—1) 10FY...0+p—D & =
(@) (ab4p—1) (lc+z)...(7a+z+p~l)E(“’ o EED

einsetzt, die Form

e o = Y BEANIGED
) B, 0y B, D {H— 1_(k+;)+ 1.2.(5+0) F-4+i41) }

annimmt. Der in der Klammer befindliche Auvsdruck stellt aber eine Gauss'sche
hypergeometrische Reihe mib dem vierten Argument 1 dar, welche den Werth

- : r&Ta '
‘W hat, Da nun E (¥, 1) gleich dem Quotienten I'( (; +§))
ergiebt sich das Doppelintegral (52) in der That als identisch mit dem Producte

ist, s0

S0 B g, b) %%Seni(b+l)ﬁ(a' b) BE(k—b,1).
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‘o ~©
(52) {,jn v”—l(l—-v)"—‘dwf w1 —u)f~! (1—uv)y~*2du
= ¢"itHD F (a, b)) E(k—1, 1).
Man bilde, indem man in (46) an Stelle von ¥, das Integral

Lo
f : (4~—v)*=E-1 ub—9 (g —1)e—o~1 du

nimmt, das Doppelintegral

(o 2 )
(53) 'j_ - e p—¢ da)f (u ___zp)a—-ﬁ—-l wp—e (%,__ 1)(:-—&-—1 adu.

%
Dasselbe liefert, wenn ¢’ nach Potenzen von # entwickelt wird, die Rethe

Pot By Tk Pory b+ By ot

in der B, die Constante

© (1)
I_ v dy (—v)o—f—tuf—e(y—1)-1 du

@€*

bedeutet. Man substituirt

1 L

u==1~u,’ v==v1__1,

g0 dass u; == %—u‘:j ) ¥y =”F§l‘i ist. Der Weg der Variable » mbge

aus einem (in beiden Richtungen durchlaufenen) Abschnitte der positiven
reellen Axe und einem kleinen Kreise um den Punkt 1 bestehen, der
Weg der Variable v aus einem Abschunitt der negativen reellen Axe
und einem kleinen Kreise um den Nullpunkt. Dann ergiebt sich sowohl
fiir u, als fiir v, ein Weg, der vom Punkte 1 ausgeht und den Nullpunkt
in positiver Drehungsrichtung umkreist. Es entsteht auf diese Weise
fiir P, die Gleichung

o) Fo :
(= 1)t [ o (1=t [ oot oyt
Die Anwendung der Formel (52) giebt nun

B, = evie-a B(f4v, 1 —6—v) Batv, o—a),
30 dass, nach Beriicksichtigung der Reductionsformel

= b1 b—2)... b—2) =5
(s, b—v) == (— 1y GREDEEED 040D Bla, 1)
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und der anslogen in § 1 angegebenen Formel fir E(a--v, b), die
Grosse P, iIn den Ausdruck

vomsy (@b D). (ot r—1) BB+D)...BFr—1) 3 -
e e D) e b =D et D. . (ogr—1) LB 1—0) E(e,0—e)

itbergeht. Somit wird fiir das Doppelintegral (53) die Gleichung

z

o2 (1)
(54) {J:m & v=9dv (w— 0)°—B~1 yf—e (y— 1)e—e—1 gy

= eni(q-a)E(“, 9_“)E—(ﬁ, 1—¢) F(e, $; 0, 0; x)
erhalten.




