
Ueber die Differentialgleichungen der/;.geihen drifter 0rdnung. 

Yon 

L. POO~HA~E~ in Kiel. 

w  

Die Differentialgleichung der allgemeineren -F-Reihe 

~--1___2 d ~-2___2 ~ - I  dn_.__Y_Yd ~n ~_ Ltxn-~ dx. ~-i + L2xn-S dx n'-s 

dSy dy 
+ �9 . �9 + L~,_~x F.~ + L,~_~ 

(1) 
mdm~; J 17~ m i ava--lY ~m-2y 

~ x  dx-----~T iX - dx~.Li+K2x~-~dx,,_----  i 

+ . . .  + K.,_~x~ a~v 

die veto Yerfasser im 38 t"~ Bande dieser hnnalen*) aufgestellt worden 
ist ( ~ , , . . .  K , ,  L l , . . . L , - x  constant, m < n ) ,  liisst sich, wie er 
in ether weiteren Arbeit**) gezeigl hat~ sowohl durch die Substitution 

als auch durch die Substitution 

(3) y e t t ~ T d t  

auf eine analog gebildete Differentialgleichung ( n -  |)tor Ordnung 
zartickffihren. Die letztero Gleichung dient zur Bestimmung yon T als 
Function yon t. Durch Wiederholung des Verfahrens gelangt man bis zu 
einer dutch einfache besfimmte Integrab 15sbaren DifferentSalgleichung 
2t~ Ordnung. Die ]etztgenannte Arbeit (in Crelle's J. Bd. 112) be- 
schriink~ sich darauf, die Reduc~ionsme~hode zu entwickeln. In naoh- 

�9 ) ,,Usher di~ Differen~ialgleiohung tier allgomeinerea /~-Roihe", Bd. 88, 
ling. 587. 

�9 *) ,,Usher dis Reduction dot Differeatialgleiohung de: allgemslneren /7. 
Reihe", Cr~lle's Journal i'fir Math. Bd. 11% pag. 58. 
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s~ehendem Aufsatze soll nun auf den F a l l  n ~ 3 der Gleiehung (1) 
n~her eingegangen und eine Uebersicht der bestimmbn Doppelintegrale, 
welche dann particul~ire LSsungen yon (1) sind, gegeben werden*). 

Der Gleichung (1) gen/ig~ eine eindeutige Pobnzreihe 

�9 ~ , ( ~ t q - ~ )  ~ ( ~ , + 1 ) . . . ~ , ~ ( % ~ - b I )  2 ... 
~ ' "  ~ x + 1.~.edm+l) e~(e~-bl)...~_x(e~_:+U $ + ' (4) ~ 1 + 1. e l~ . . . e~- i  

deren Parameter u j~ . . ,  a~, p j , . . .  ~ -1  mit den Constanbn K1, . . . .g ,~ ,  
Lt,  . , .  Z~_l dureh algebraisehe Gleichungen verbunden sind**). Die 
n ~ 1 mehrdeutigen HauptlSsungen yon (1) sind Produeb aus je einer 
Pobnz yon x und einer Reihe yon der Form (4). Die Constanten 
0~, q~ ~ #k werden als nich~ ganzzahlig vorausgesetzt. 

Die bestimmten Doppelinbgrale, welehe hier als LSsungen der 
Oleichung (]) im Fall n ~ - 3  abgeleitet werden sollen, entstehen aus 
den soeben genannten Reihen dutch Mul~ipliea~ion mi~ transcendenten 
Constanten. Als solehe Constanten treten einerseits Euler'sche Integrale, 
andererseits die analog gebildeten Integrale mit complexem Inbgra~ions- 
weg auf. Mit Rfieksieht auf das Folgende mSgen zun~chst einige 
Bemerkungen Platz finden, die sich auf die Integration gewisser 
Reihen beziehen. 

Hat ein nach g genommenes bestimmbs Integral 

(t t ~-~ (lo + l~ t + l~ t '~ + . . .  + l~" +...) d t, x)q'-'~--I 

in we]them ~o, ~, t0~ l ~ , . . ,  als constant, x als unabhingig yon t u n d  
die Reihe 10 -~- l~ t + �9 �9 �9 als convergent angenommen wird, zum Inte- 
gra~ionsweg eine gesehlossene Curve, we]che im Nullpunkt beginn~ 
und endig~ und aus einem einmaligen posi~iven Umlauf um den Punkt x 
besteh~, so liefert die Substitution 

t --~ ~ ,  d t  ~ x d z ~  

als Weg der Variable ~ einen im Nullpunkt beginnenden Umlaaf um 
den Punk~ t. Ftir die gesehlossenen Integrationswege wird bier, wie 
in den fr~lheren Arbeibn des Verfassers, die abgek~irzb Bezeichnung 
angewendet, welehe in w 1 der Abhandlung ,,Ueber ein integral mit 
doppeltem Umlauf" (Bd. 35 dieser Annalen, pag. 472) angegeben isis. 

*) F~ir m ~ n entsbh~ aus (1) die Differentialgleiehung der allgemeineren 
hypergeome~rischen Reihe mi~ 2 e~dlichen singul~ren P u n k b n ,  welche im 102 tea 
Bande des Crelle'schen Journals yore Yeffasser ausffihrlieher behandelt worden 
ist. In vodiegender Arbeit bleibt  der Fall m ~ n yon der Betraeh~ung au~- 
gesehlossen. 

*~) Oft. Bd. 38 dieser Annalen,  pag. 588--594. 



586 L. Poc. .~ . .~L  

Man erhiilt dann die Gleichung 

. =  x~-~ ~l~')(m- 1)~-p-l z ~ l ( t o  + Z,x~ + . . . +  l, x" r + . . . .  ) d z  , J o  
auf deren reehter Seite ausser Iden Constanten l, aueh die Potenzen 
yon x vor die Integralzeiehen treten. Nennt man nach Bd. 35 dieser 
Annalen, pag. 510, /~(a,  b) das gesehlossene Integral 

(5) /~'(a, b) = J o  r162 de,  

so ergiebt sieh naeh Anwendung tier Reduetionsformel 

a(a-lt- 1) . . .  (a-t-v ~ 1) 
.E (a'3v y , b) = = =  (a.at.b)(a-l-b-t-l)... (a-3t-bq-,-- 1) E ( a ,  b) 

(v positiv und ganzzahlig) die Gleiehung 

(t - x) q-p-,  t~-'  qo + ~, t + ~ t, + . . .  + ~, t, + . . . )  at  

(6) to 0 , *  7 -  ~ 02 ~ " �9 

.= x q - ~ ( p ,  q - -p )  P(P+~)'  "" ( P + " - ~ )  l - ,  ' 
" ' "  ~ : : : ( q - Y 4 - ; - ~  "~ + " "  

in der, mit Rtleksieht auf die lntegralgrenze O, der reelle Theil yon p 
positiv sein muss. 

Beschreibt die Variable t start des in (6) vorausgesetzten Weges 
einen Doppelumlauf um die Punkte x und 0,  in der Art dass zuerst x, 
dann 0 im positiven Sinne, hierauf x im negativen und endlieh 0 im 
negativen Sinne umkreist werden, so entsteht dureh die Substitution 
t •= x~ die zu (6) analoge Gleichung 

/~,0,~--,0--) 
(7) Jc (t--x)q-P-'t'-'(lo-~-l,t+ ...-4-1,t'-b...)dt 

�9 "T• ...], r q-p) [Zo +  z,x + + 
- i  

woselbst die Integralgrenze r beliebig bleibt, und ~(a,  b) nach Band 35 
dieser Annalen, psg. 499, dss Integral 

~(1,0,1--,0--) 
(8) ~ ( a ,  b) = e - - ' ( . + ~ ] o  ~ - , ( x - ~ ) ~ ,  d~ 

bedeut~iz In (7) kommt die Reduetionsformel 

a(a"l"l)"'(adt'*'--l) ~,(a, b) 
~(tl ' l l -Y, b) ~ ( - -1 ) "  (a_l_b)(a_l_b_l_l)...(a..l_bdt.,,_l) 
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zur Anwendung. FUr die Potenzen ~-1  und (1--~) ~-1 werden die in 
Band 35, pag. 498 und 510, hezeichneten Zweige vorausgesetzt. 

Ftir das entsprechende Integral mit geradlinigem, yon 0 bis z 
erstrecktem Integrationswege gilt,  wenn unter E ( a ,  b) das Euler'sche 
Integral erster Art 

(9) E(a, b) "i~jo IJ~ t-1 (1 __z)b--, dg 

verstanden wird, die Formel 

s (10) (~--X) q-p-I tP--l(go + l l  t - I - ' ' "  + ~,~v.~_., .) d~ 

4- l)~-,'-,x~-~.E(p,q~) Oo +~ 1,,~ +...  + p(lo+ 1)... (p+~--l) 
1 , x ' +  . . 

q ( q +  1). . .  (q + , - t )  

in der die reellen Theile yon p und q - - p  positiv sein so]len. 
Man nehme ferner an, dass die 

Variable t yore 1Nullpunkte in einer 
Richtung, welcher der zum Punkte x 
fiihrenden entgegengesetzt iAt, ausgeht~ 
einen po~itiven Umlauf um den Nullpunkt 
macht und zu letzterem liings der zuerst 
durchlaufenen Strecke zuriiekkehrt (Fig. 1). 
Wird die Function 

e' tp-'(lo + l, t + . . -  t,~* + . . . )  

nach t liings dieser Curve integrirt, so 
1Fig. 1. 

/ 

ergiebt nach Band 4l dieser Annalen, pag. 171, die Substitution t ffi= xz 
die Gleichung 

(11) f~o) ~ tp-' (zo +z , t+  ... +z,~ +. . . )  dt 
r --eZ 

(1 ..t_ Ztx Z,x" "~ -----x~ t ( - - p )  \oo~ p- -~+" " +  (p+~)(p+2)... (p+,)  + . . . .  ] 

In derselben wird durch e eine unendlich kleine positive reelle Constante, 
und durch F(a) das Integral (Band 35, pag. 514) 

f(o) eucr a-1 d ~ ,  412) t (a) ~ _ |  
! 

welches durch die Substitution u ~ ;  die Form 

7(o) 1- , 
(l~a) t(a) ~,J_, e',F'--d,~ 
annimmt (Band 41, pag. 158), bezeichnet. 
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Die Gleichung (1) geht ffir m ~ n ~ 2 in die Differentia]gleiehung 
der Gauss'schen hypergeome~rischen Reihe 

(13) " d2y dy x ( x - -  1)~-~ + [ ( a + f l +  1 )x - -o ]  ~ ~- afly ~ 0 

fiber. Im Fa l l en  ~---2, m ~-- 1 entsteh~ uus (1) die Gleichuug 

(14) x - ~  -~ + ay, 

der die Reihe 

~(~+1) ~ q - - . .  inf. (15) ~'(a; @; x) = 1 d r- ~ x q- 1 .u.q(e-t-t) - 

und eine analoge mit x l -e  mul~iplieirte Reihe genfigen. Fiir die nach- 
stehenden Reehnungen kommt ausserdem noeh eine dritte DifferentiM- 
gleichung 2 ~'~ Ordnung in Betracht, welehe dem Falle n ~--2~ m ~ 0 
tier Gleiehung (1) entsprieht, ni~mlich die Gleichung 

d'y dy (16) x h-~ + ~ ~ - -  Y = . o .  

Um das Folgeade iibersichtlicher zu ~aaehen, wird es nothwendig, 
die bes~immten Integrale, welehe die LSsungen der Differentialglei- 
chungen (13), 0 4 ) ,  (16) darstellen~ in Ktirze anzugeben. Nennt man 

die Function 
(17) q) ~ -  (u--x)-~ u~-e(u-- 1)e---~ 

and Ci, . . .  0 6 die Gonstan~en 

C, ~ e~( I -~)~(1  - -  Q, Q - -  a) ,  

c2 = e~'c~-~-~)~(t~ - -  o + 1, 1 - ~), 

C~ =: e='(t-#)(~(0 - -  a, 1 - -  fl), 

Q = e - ~ ' ~ ( r  - q + 1 ,  q - @, 
06 =~ e - " ' ( " + ~ ) ~ ( ~  - -  ~ ,  1 - ~), 

so sind die ttaupflSsungen yon (13) im allgemeinen Fallo gleieh den 
Ausdriieken (Band 35 diefier hnnalen, pag. 517--526): 

*' ~176 = O~xt -~F(~ 'eq-  1, /~--eq- 1; ~--~; x), 
J r  

(19) / ~  (" ~' "-' ~-' 
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f(1,0,1--,0--) 

�9 

Unter ~ ,  ~ ,  ~ werden Linien verstanden, die yon 0 zu x ,  resp. yon 
1 zu x und voa 0 zu 1 gezogen sind; c ist ein beliebiger, jedoch yon 
0 und 1 versehiedener Punkt der u-Ebene. Die Umkreisung der Linien 
92, ~ ,  @ wird in derselben Weise wie die der einzelnen singul~ren 
Punkte bezeichnet. Die Integrale (18), (19), (20) behalten ffir beliebige 
Werthe tier Constanten a, ~, Q einen best;immten Sinn. In den 
speeiellen Fiillen, wo eins oder mehrere dieser Integrale identisch ver- 
sehwinden, hat man s~t~ des Doppelumlaufs eine einfaehe geschlossene 
Curve, resp. eine geradlinige Streeke als Integrafionsweg zu w~ihlen. 

Die Differentialgleiehung (14) wird im allgemeinen Falle dutch 
die bestimmten Integrale 

i (:) e'~ ('~ - x)-" ua-r d~, = F (I  - -  (~) .~"((z; q ] x), 

L-:(x, O, ~ - ,  0--) 

= e=~(--~)~(e--  ~ + 1, 1 - - . ) x ' - e $ ' ( e - -  Q + I ;  2 - - ~ ;  x) 

(Band 36 dieser Annalen, pag. 84--96) befriedigt, wo 9I, wie in (18)~ 
die u der Punkte 0 und x bezeichneL Sind die Con- 
stanten 1 - -  a und a --  p ~ 1 (ira reellen Theil) posi~iv, so kann man 
sf~t~ des letzteren Integrals das Integral mit geradlinigem Inte- 
gratioasweg 

(22) S~e~(~-- x)-" u'~-edu 
= ( -  WE(~--q+I, 1--~)x'-Q F(~--q+ 1; 2--~; x) 

uehmen. Ist nur eine dieser Consf~nten positiv, so wird ein elnfacher 
Umlauf als Integra~ionsweg angewendet. 

Die Differentialgleiehung (16), der die unendliehen Reihen 

m g 
~(0;  x) = 1 q- ~ -]- 1.~. q (q --k l) -[" " - '  

(23) / x z 

gen~igen, gesta~tet zwei wesenflich yon einander verschiedene Lbsungen 
dureh bestimmte Integrale. Einerseits hat man die Gleichungen (Band 38 
dieser Annalen~ pag. 228--237) 
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7(~,~) ~ �89 
(24) J ~  e - ' W ( u - - x )  ~uu----du 2~e- 'e-2"teF(2--2Q) ~ ( p ;  x), 

woselbst die Yariable u die Yerbindangslinie !~ der Punkte  0 und x 
zweimal hintereinander im positiven Sinne umkreist,  und 

(e~ v, + e - ' ~ )  (u - x) r-~ 

(25) ! T(~,o,~-,o-) _ � 89  , ~  ~ r , ( 1  8 

hndererseits bestehen die Identitgten*) 

�9 i / ~ ( o )  -~+u 

(26) I 7(o) -~+. 

Unter r wird~ wie in (11) und (12a) ,  eine uneudlich kleine positive 
reelle Constante verstanden. Start  des in (25) angegebenen Integrals 

3 
kann man, wenn der reelle Theil yon ~ -  O positiv ist, das gerad- 

linige Integral 

(27) fo"(e~V; +e_~yz)(x_u) ~-e ,z~=~,~n ~ x z .~  t-~ , ~ - -  e ) x ~ - e  ~ ~ ( 2 -  o; x) 

anwenden. 
In den naehstehenden w167 2 und 3 wird tier .Fall n = 3~ m ~- 1, 

und in w 4 der ~alZ n ~ 3~ m ~ 2 der Differentia]gleichung (1) be- 
handelt. Auf den Fall n = 3, m ~ 0 dieser Gleichung ist der Ver- 
fasser bereits in Band. 41 dieser Annalen,  pag. 199--208~ nigher 
eingegangen. 

w  

Fiir n = 3, m ~ 1 entsteht aus (1) die Differentialgleichung 

(28) ~ a,~ d ~  ~ ay 

welehe durch die eindeulige Reihe 

*) Cfr: ,Ueber eine speeielle lineare Differenr zweiter Ordnung 
mi~ linearen Coefficienten", Band 41 dieser Annalen, pag. 174:--178. 

Ieh bin darauf aufmerksam gemach~ worden, dass die Darscellung der 
Besscl'schen Function als geschlossenes Integral, welche sich am Schluss der eben- 
genaunten hrbeit finder, bereits yon Herrn N. Sonine iu seiner Abhandlung 
,~Recherches sur lea fonctions cy|indriques e~ le dSveloppemen% des fonctions 
continues en stifles" im 16 t~, Bande dieser Annalen (hbsehni~ II) angegeben 
worden is~, was za erw~hnen ieh nich~ unteflassen mSehte. 
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- ,~(,~+'I) 
(29) F ( ~ ;  O, 6; x)---~ 1 + l . ~ x +  l . , a . o ( q + a ) a i a + o x  ~ -{- �9 . .  

und dureh die Producte 

.z~-e.~'(~--e+ 1; 2 - q ,  a -  q +  1;x) 
= x t - o  1 , . - o + 1  z + . . . ) ,  

( "{- I. (~--q) (0-- q-{- 1) 
(30) x l - a ~ ( a - - o +  l ;  2 - - a ,  O - - 6 + 1 ;  x) 

a - - a + t  = + +...) 
befriedigt wird. Die Constanten 0, 6, 0 --  o sind nach der u 
se~zung nicht ganzzahlig. 

Indem man auf die Gleichung (28) nach einander eine Substitution 
yon der Form (2) und eine Substitution yon der Form (3) anwendet, finder 
man zwei verschiedene Systeme yon bestimmten Doppelintegralen, 
welche die HauptlSsungea yon (28) darstellea. Das erstere dieser 
Systeme enth~lt selbst noch wesentlich verschiedene Ausdrficke ftir die 
einzelnen HauptlSsungen, in Folge der (in w 1 angegebenen) doppellen 
huflSsung der Gleiehung (16) dureh bestimmte Iategrale. 

Man f~ihrt in (28) zun~ehst den Ausdruck 

(31) Y =fh(v--x) -~'v=-~ Vdv 

ein, in welchem V nur yon v abhiingt, und die Grenzen g, h ent- 
weder eo,istant oder gleieh x sind. Dana wird 17 (err. Crelle's Journal, 
Band 112, pug. 65) ein partieuli~res lntegral der Differeatialgleichung 

d'V dV V - ~ O ~  v ~ + ( 0 - - ~ + I )  -d~ - 

,die sioh yon (161 nut dadurch unterseheidet, dass v, V, 0 -  a + 1 
an die S~elle yon x, y, 0 getretea sin& Naeh w i kommen fiir V 
sowohl Iategrale yon der Form (24) und (25), resp. (27), als aueh 
Integrale yon der Form (26) in Betraeht. Die Reihen, die der GIei- 
ehuag ffir V geniigen, sind 

~(0 - -  r + 1; v),  v , - e ~ ( a  - -  0 + l i  v) .  

Um aus (31) die mehrdeutigen FIauptlSsungen ,con (28) zu 
erhalten, wghlt man als Weg der Variable v entweder die geradlinige 
Strecke yon 0 bis x oder einen Doppelumlauf um die Punkte x und O, 
resp. eiaen einfachen Umlauf um x oder O. Naeh (24) ist 

~ t v , ~ ' ~  e_2V; ( u _ v )  ~-r189 ~ V~ 

_= 2~e-'~,,+,d-, , , t ,-e)F(2a - -  20) ~(0 -- a + l i  v), 
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wenn unter !~" die Verbindungslinie der Punk~e 0 und v vers~anden 
wird. Man lasse hierin die u-Curve aus einem Kreise, der den ganzen 
Weg der Variable v (in (31)) umschliess~, und aus einem Abschnitte 

der posifiven reellen Axe bes~ehen (Fig. 2). Die Anweadung der 
Formel (10), in welcher t dutch v,  und die Reihe Zo-~-[It-I-... durch 

~) q)2 

2~r r(~. -2q)11+~.(,_.+1)+ i.2.(~-~+,)(q-.+~) +'"I 

ersetzt wird, fiihr~ dann zu der Gleichung 

( 3 2 )  (v-~)-,~v~-~a (~'~')e-~(u _~) g;e--~ 

woselbst ~1 die Oonsr 

bedeutet. 
Zur Convergenz des Doppelin~egrals (32) is~ erforderlict~ dass die 

reellen Bestandtheile der Constanlen a -  ~-~ 1 und 1 -  a posiliv 
se~en. Ist d~ese Bed~ngung mcht erffill~, so w~rd s~att der Formel (10) 
die Forme| (7), resp. (5), benuiz~. Im allgerfieinen FaUe, wo die 
Formel (7) zur Anwendung gelaug~ finde~ man die (~leichung 

[ - "  ~ x ~ - " ~ ( a - - a . - ~ l ;  2 - - a ,  0--o-{-1 ; x), 

in der 

~ ~-- '2~-~"+~e~"~+~-~lF(~a--~o) ~(a--a-{-1, 1 - a )  

gesetz~ ist. Die analoge aus (6) folgende En~wicklung so]l bier niche 
]~esonders angef~ihrt, werden. 
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Man substituire ferner, gem~ss (27), ftir V den Ausdruck 

I S" (d~ +e_~V~) (v_u)"-r a~ 
(34) [~ 

Die Convergenz des links s~ehendea Integrals erforder~, class der reelle 
1 Theil yon a -- 0 + ,~ positiv sei. Aber die Differentialgleichung (28) 

ist nach 0 and a symmetrisch. "Wird also o als diejenige der zwei 
Constanten O, ~ definite, die den gr'6sseren reellen Bestandtheil hat, 
so is~ 'der obigen Bedingung geniigt. Indem man in (31) den Doppel- 
umlauf um die Punkte x und 0 als .Integrationsweg yon v nimmt and 
f(ir V das bezeichnete Integral einsetzt, erhi~lt man mit Hiilfe yon (7) 
die Gleichung 

(35) (v--x)-,*v~'-~d ( e ~ + e  -~-r (v--u) -- Y~ 

| ~ ~tsx~-eoF(o~o+l; 2--0, a - - o W l ;  x), 

wo unter ~ die Constante 

verstanden wird. 
Es ist forner nach (26) 

i "(~ e ~+~ u~-~-Idu ~ V  (a--O)~(Q-- 6"-J- 1; v), 
J ~  

t a .  + 1; 

Werden diese Functionen naeh einander an Stele yon V in (31) ein- 
gefthrt,  so l'iefert die Formel (7) die Gleichungea 

(36) f<~:'~176 dvS(] e~+'uc'-e-I cl~ 
j c  

~eU,(--~l r ( a - o ) @  ( a - - a + l ,  1 - a ) x l - a F ( a - - a + l ;  2--a, 0--a+1;  x), 

und 

=e ," ( - -OF(o- -a )  @(=--q+l ,  1--a)x~-~F(~-O+ 1; 2--0, a - - q + l ;  x). 

Die Doppelintegrale (33) und (36) stellen die eine, clio Integr~le (36) 
und (37) die andere mehrdeutige HaupflSsung der Differentialgleichung 

38 
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(28) f~ir beliebige Werthe dot Constsnten a, q, a dar. Auszunehmen 
sind nur die speciellen Werthe dieser Constanten, fiir welcho die 
GrSssen ~(~- -~-}-1 ,  l ~ a ) ,  ~ ( a - - a - } - l ,  1 ~ )  verschwindem In 
letzteron F~llen wird start des Doppelumlaufs ein einfacher Umlauf 
um x odor 0, resp. die geradlinige Streoke yon 0 his x als Weg yon 

genolBnlen. 
Man lasso" sodann ia (31) die Variable v oinen geschlossenen 

Integrationsweg durchlaufen, tier ~m uneudlich entfornten Punkte der 
negativen reellen Axo beginnt und endigt und sowohl den Nullpunk~ 
als such den Punk~ x umschliesst, und zwar mSge dieser Weg aus 
einom (in beiden Richtungen durchlsufenen) Abschnitte der negativen 
reollen Axe und aus einem um den Nullpunkt beschriebenen Kreise, 
innerhalb dessen dot Punkt x liegt, bostehen. Da rood. v hiernach 
stets grSssor als rood. x ist, so kann die Potenz (v- -x)  -~ in die 
convergente Reiho 

[ ~ J 

entwickelt werden. Also ist fiir den genannten Integrationsweg 

~(~§  t)...(~ q-, ,-- l)  @,x" -{ - . - . ,  
= @o-b [ @ , x + . . . - k  

wo durch ~ die Vorbindungslinio der Pankto 0 und ~, und dureh 
@~ (ftir r ~ 0, 1, 2 , . . . )  das constante Integral 

@, ---_ f~o~ v -#--~ V dv 
j ~ o o  

bezoichnet wird. Man setzo nun ftir V das in (34) genannte Integral 

.(  -o-�89 

ein, welches dureh die Substitution u..~-v ul ~, du ~ 2 v uf du i ~ die Gestalt 

annimmk Dann wird 

~ , =  2 f ' ~  dv f l  (eS,~Vg + e-'~,g;) du, 

Dieses Doppelintegral ist aber,, wenn die reellon Thoile yon ~ ~ 1 
1 mad a - -  0 "}- ~ als positir vorausgesetzt werdon, ,aeh w 3 (Formel (24)) 
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des Aus des Verfassers .Ueber ffinf Doppel inbgra te"*)  gleieh dem 

Ausdruck 

wof[ir,  wegen der Reductionsformeln der Integrale  /~ und F,  

~(~br l ) . . . ( e + , - i )  ~(~+1). . .  (~ + ~ "  ii 

geschrieben werden kann. Man gelangt somit zu der Gleichung 

Ifl~(v_x)-=v~-,g v "(e,F~Jre-~V~)(v--u) Q-e-�89 ~.._~ 
(38) f Ya 

deren  rechte  Sei~e gleieh dem Produete aus der Reihe (29) und einer 

Cons tan ten  is~.**) 

*) Baud 41 dieser Annalen, pug. 191. 
**) Die obige (zur Gleichang (38) fiihrende) Rechnung ist derjenigen analog, 

melche am Sehluss de~ w 5 tier Abhand~ung des Verfassers ,Ueber die Differential- 
gleichungen der Reihen ~(Q, r x) und ~(@, ~, ~; x)", Band 41 dleser Annalen, 
pug. 20&, angestell~ wird. Auch die ~ibrigen in w 5 und 6 der genannten Arbeit 
en~haltenen Entwickelmugen fiber~r~gen sich auf die bier behandel~e Differential- 
gleichung 3 ~ Ordnung. Man bsmerke, dabs auf digse Weise noch die Formeln 

- + ~  ~+"~-~-i 

(3Sa) j--o~ J-=" 
= ~ (1--~) ~ (l--~) i~(~; ~, ~; ~), 

/ f~,~)(~_~)_,, r ,~.fo"e.--,V; (r_~) ~- ' - �89 '~..2 ,., = do ~ Y~, 

(s8 e) 
=.l~e_ i en, ( , ,-- . ,-  ~) - 1 

erhalten werden. Hierbei ist vorausgese~zS, dass der reelle Theil yon e - -  1 posi%iv 
~ei; ~usserdem ~erden in (~$a) die reelleu Theile yon a -- 1 und ~ ~ a ,  i n  (38b) 

1 tier reelle Theil yon a ~ @ 2r ~ als positiv ~ngenommen. Die Variable v geh% iu 

den Integralen (38 b) und (38 c) yore unendlieh entfernten Funk~e der positiven reelbn 
Axe aus und umkreist die Linie ~ (welche die Pu~kte 0 und~ verbindet) zweimal 
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{}3. 

�9 Die zweite Substitution, die aaf die Gleichuug (28) angewendet 
wird, ist 

(39) y e" v - ~  V~ dr .  

Die Function V 1 befdedigt in diesem Falle (cfr. Crelle's Journal, Band 112, 
pag. 79) die Differentialgleichung 

dr, (40) . d*V, {v - -  (q --  a + 1)} ~ -F ( , - -  a +  1) V 1 

die aus der Gleichung (14) entsteht, wenn die Gr~ssen x, y, a, p durch 
v, V1, a - - a - { -  1, e - - a + l  ersetzt werden. Gem~iss (21) nimmt 
man fib 17t, indem man dutch 9~' wiederum die Verbindungslinie der 
Punkte 0 und v bezeichnet, nach einander die Integrale 

--(gr) 
e~'(u--v)a-'~-lu~-edu =~ F ( a - - e )  F ( a - - a - j -  1 i O-- a-~- 1 ; v), 

J r  

e~';(~-~)~(a~ent-1, o--a)v~-e2Z ' (a- -e -3r l ;  a ~ 0 n t - 1 ;  v). 

Dann ergeben sich aus der Formel (11), in der l. den Werth 

(~--~+i) ( '*- ~ +~) . . . ( " -  ~+'0  

resp. 

( ,* -o+l )  (,*-- o + ~) ... (--- ~-]-,~) e,"(,-o @(a-- e-F :I, o--a) l~.~...~, .(,~-~+1)(r162 

u n d p  den Werth 1 - -  a, reep. I -- e erhiilt, die flit beliebige WerLhe 
yon a, e, a gttltigen Gleichungen 

(41) f (~ f__-(:') 

r ( a - - e ) ~  (a--1)xl- '~ ~(a--a . . -~  l ; 2 - - a ,  e -  O-J- l ;  x),  

- -  9 : :  

(42) f(o, e; v-o dv f ( " ~ 1 7 6  du  
,y--t* Jo 

e~.--o @(~--e§ a--~) ~ (p--i) x~-~ im(~--e-~-i; 2--e, a--eEl; x). 

hin~er einander in positiver Drehungsrichtung. Bei dem Integral (38a), wo der 
Weg yon v tier nRmliche wie (88) ist, durchliuft die Variable u im Uebrigen die 
imaginlire Axe, umgeht abet den Nullpunk~ auf der Sei~e tier positiven reellen 
W.erthe. 
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Die Gleichung (41) wird niemals illusoriseh. Denn da r ( a )  nur far 
ein positives ganzzahliges a versehwindet, und r a, # -  a hier als 
nieht ganzzahlig vorausgesetzt werden, so sind r ( a - - e )  und r ( a - -1 ) ,  
wie auch V ( # - 1 ) ,  yon Null versehieden. Das auf der reehten Seite 
der Gleiehung (42) stehende Integral ~ ( a - - # 4  1, s - - a )  nimmt den 
Werth Null an,  wenn a - - 0 - ~ "  1 oder ~ -  ~ eine positive gauze 
Zahl ist; zugleich verschwindet da~n das auf der linken Seite yon (42) 
befindlbhe Doppelintegral. In diesen speCiellen F~llen hat man die 
Gleichung (42) dutch die einfaehere analoge Gleichung zu ersetzen, 
auf deren linker Seite die Variable u (sta~ des Doppelumlaufs) eiuen 
einmaligen Umlauf um v, resp. 0 (bei 0, resp. v beginnend) ausffihrt 
oder die Verbindungslinie der Punkte 0 und v durehliuf~ (cfr. (22)) .  

Ist der reelle Theil yon a - -  # -~ 1 positiv, so geniig~ der Dif- 
ferenfialgleiehung (40) das particu]s Integral 

das durch die Substitution u = v ' l ,  d u  ~ v d u  I , die Gestalt 

r (t)e"(ul - -  1)~ ul ~r  dul 

annimmt. Man setze den letzbren Ausdruck an Stelle yon V1 in (39) 
ein und lasse die Variable v yon ~ ~ aus einen positiven Umlauf 
um den Nullpunkt machen. Das hierdurch entstehende Doppelintegral 

(o) e; v-0 d @, ~ (ui - -  I) e-~- ut ~-e d ul 

I x 1 X ~ ergiebt, wenn e ~ in l -[- ~ T -~ ~ ~ ~ -""  entwiekelt wird, die Reihe 

q- i- -k 4 - - -  -F �9  

wo ~ das eonstante Doppelintegral 

Y~, -~- f (o) v-C-"  dv ~" (') e ~,~' (ul - -  1) "-a-1 Ui '*-~ d u,  
d - ~  do  

bezeichnet. Ftir Y~ gilt abet, wenn angenommen wlrd, dass der reelle 
Theil yon ~ positiv sei, die Gleichung*) 

- -  

�9 ) Ofr. w 3 des iufs~zes des Verfassers ,,Ueber ein vielfaohes, auf Euler'sche 
Inbgrale reducirbares Integral" im 107 ~ Bande des Crel|e'schen Journals, p. 246. 

Die dor~ abgeleiteb Formel: 
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Indem man dann mittelst der ftir die Integrale ~' und F geltenden 
Reductionsformeln die GrSsse ~ in den Quo~ienten 

0 ,  = ~(Q-~I)...(Q-I-y--I) a(a-{-1). . .(a-~,--l) r(1--O) ~'(a, a--a) 

umformt~ finder man 

, /-co)~ 7(,) 
!~" e v-edvJo e'*,"(u,--i)~-~'-'u, '~-' du, 

( 4 3 )  ] 
( = F(1--p).E(a, a- -a)2' (a;  O, a; x). 

Das betrachtete Doppelintegral stellt also, wie das Doppelintegral (38), 
resp. (384)~ (38b), (38c), die eindeutige loarticuliire LSsung der Dif- 
feren~ialgleichung (28) dar. 

(44) 

w 
Die Differentialgleichung 

X.2 dSy d2y dy  
-d-~ -J- ( O'J- a J- l ) x -~-~ --[-- O a - ~  

== X~ d*y dy -}- ( a + f l +  1 ) z  ~-~ -}- af ly ,  

f (o) s - a d s  ~ 1  e~ t Sb ( l - - t )  ~ dt ~ "f (1 --a) E(a-{-b, e) 
[ i  

,..Io 

l~sst sleh leieht auf den Fall ausdehnen, wo die Variable ~ yore Nullpunkte aus 
den Punkt 1 umkreist. Giebt man dem Doppelintegral 

= - f ( ~  - a  d~ - f ( l ~  ~" t~ ( , _ 1 ) o - I  dr 
j - ~  d o  

die Form 

~ =  f(~ f("~,~,-,,,b(,_~)~ 
,] -r JO 

and set~t fiir e ~(~-1) die Reihe 1 + s ( l - - I )  1 { - . . .  ein, so entsteh~ ffir H e i n e  

Reihenentwieketung, in welcher der aUgemeine Term 

r ( 1 - - a - - ~ )  E, (b-{-1, c.4-~), 

lautet. Eine Rechnung von derselben Art, wie sie in dora genannten Aufs~tze 
enthalten ist, ffihr~ dann zu der Gleichung 

~=, tO-a)  ~(a+b,c), 
dutch welche dae obige Integral ~)~ bestimmt wird. 
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die sich aus (1) im Falle n = 3, m : 2 ergiebt, und deren Haupt- 
15sunge~ in Reihenform 

(45) x ~ - e . F ( ~ - - q + l ,  p - - ~ + l ~  2 - 0 ,  ~--e-{-1;  x), 

lauten, ist yore Verfasser bereits in w l und w 2 der kbhandlung 
,,Ueber eine lineare Differentialgleiehung n ~er Ordnung mit einem end- 
lichen singuliren Punkte" (Crelle's Journal, Band 108, pag. 50) be- 
handelt worden. Die Gleichung wird daselbs~ durch Doppelintegrale 
gelSs G zu denen man durch eine Substitution yon der Form (2) 
gelang~. Im Folgenden soll, als Ergiinzuug dieser Rechnung, die 
Substitution (err. 8) 

P 
(46) y = J ~  e" v -~  V2dv 

auf die Gleichung (44) angewende~ werden. Man erhiil~ hierdurch 
(nach zweimaliger theilweiser Integration) ffir die Function g 2 die 
Differentialgleichung 

(47) v(v--  1) a' V' -t- at2 d~, - { ( ~ + # - 2 ~  +3)  v - ( q - ~ - { - 1 ) }  -z~ 

+ ( ~ - ~  + ] )  ( ~ - a +  1) G --- o, 

die aus (13) entsteht, wenn die GrSssen v,  V2, a - a -I- 1, [J - -  # --{- 1, 
0 - -  a -~ 1 start x, y, a, ~, 0 gesetzt werden. 

Um die mehrdeutigen Hauptlbsungen tier Gleiehung (44) aus dem 
Integral (46) abzuleiten, nimmt man g ~--h ~ -  cx und lisst (wie 

in (41) und (42)) die Variable v den in (11) fiir die Variable t an- 
gegebenen Weg durchlaufen. Sind die reellen Bestandtheile der Con- 
stanten ~ - - 9 - ~ - I  und a -  j6 positiv, so kann ftir V 2 zungchst das 

Integral 

S " u)o-~-~ ~-e(l--u)e-~-i du (v 

gewiihlt werden, das dnrch die Substitution u-----rut, du~vdut, 
in das Product 

vo--e,'j]o 1 ~l ~-e (1 - -  ~,l)'~-P -1 (1 - - ~ l v )  e ' " - I  du, 

fibergeht. Das auf di~se Weise erh~ltene Doppelintegral 
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verwandel~ sich dutch die Substitution v ~ x v i ~  d v  ~=: x d v i ,  in den 
Ausdruck 

xl--~ f (0) ~t VI--~ d~) ~j t l - - r  ( ]  - -  q.kl)W"ff-- I ( I  - -  ~1 Vl .,~)~-'~'- I d . i  , 

in welehem die Potenz (1--%%x)e-~-~ naeh dem binomisehen Satze 
in die Reihe 

[ .{_ o:-o+~l u~v~ x + . . . ~  (a-q+~)(~-q+s)'"(~-q+")u~"v(x'a.s...,, "1- "'" 

entwiekel~ wird. Diese Reihe ist im vor]iegenden Falle ffir einen be- 
liebigen Werth yon x anwendbar; denn die v-Curve, we]ehe in ihren 
Dimensionen beliebig bleibt, kann so klein genommen werden~ dass 
rood. (ulv j x), d. h. rood. (% v) dis Einheit nicht erreicht. Somit gewinnt 
man, nach Beriicksich6gung yon ~9) und (12a), ftir das genannte 
Doppelintegral die En~wickeIung 

xa-e ~ ,  (~'--q+ 0... (,~--~+~,) 
1r 

Da nun 

und (eft. Band 35 dieser Annalen, pag. 515) 

r (@- - l - -  v) ---- ~(q - I )  

ist, so entsteh~ die Gleichung 

Jo 
(4S) 

[ = r 0 -- 1) E(r -- 0 + 1 , .  - -0)  ~,-e F ( ~ - - e +  1, 0 - - 0 + 1  ~ ~--q, 

e - -  @-t-1; x), 

Erffillen die Constanten fl, O, 6 die oben erw~hnt~ Bedingung 
(~--  ~ + l > 0, ~--/$ > 0) nicht, so wird die vorstehende Rechnau~ in 
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der Art modificirt, dass ein Doppelumlauf (cfr. das zweite Integral (18)), 
resp. ein einfacher Umlauf um 0 oder v den Weg der Variable u 
bildet. Im allgemeinen Falle finder man die zu (48) analoge Gleiehung 

(49) ~ (o) ~ #0 ,o ,~- ,o- )  

~'x~-eF(a--O.-~l, t $ - - q + l ;  2 ~ q ,  a - - q + l ;  x), 

in der die Constante ~ '  den Werth 

hat. 

~ '  ----- e~'(~-e4 a) ~(p- -  1) ~ (16- -~+  1, a --l]) 

Ffir V 2 soll ferner der Ausdruck 

(50) ~/O'~'l-' ~'-) (~--V)a-t~ -1U~-O (1 -- u)e-~-l du,  
J ~  

der dem ersten Integral (18) en~spricht, in (46) subs~tuir~ werden, 
wiihrend v einen Integrationsweg yon derselben Art~ wie in (48), (49) 
durchl~uft. Unter ~I' wird wiede~m die Verbindungslinie der Punkte 
0 und v verstanden. Um die Wege yon r und v n~her zu bestimmen, 
schl~gt man um den bTullpunkt a|s Mittelpunkt zwei Kreise R und ~', 
yon denen der grSssere ~ die positive reelle Axe im Punkte e schneiden 
mSge. Die Radien beider Kreise werden kleiner als 1 vorausgesetzt. 
Man eonstruirt ausserdem um den Punkt 1 als Mittelpunkt einen dutch 
den Pun~  c gehenden Kreis ~. Der Kreis R" mSge zusammen mit der 
yore Punkte -- ex zum Punkte d (Fig. 3) gezogenen Geraden fitr den 

~.lt" 
j.~ 

38'2g, 8. 

Weg der Variable v angewendet werden. Die Variable u sell vom 
Punk~ c ausgehen und die Kreise ~ und ~ zuerst in positiver, dann 
(in der ngmliehen Reihenfolge) in negativer Drehungsrichtung dureh- 
laufen. Da nach diesen Festsetzungen rood. u stets gr~sser als rood. v 
ist. so besteht filr die Potenz (u--v)~"~ -1 die conver~ente Entwickelung 
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~:Z;- ~; -k...}. 

Das Doppelintegral 

(o) e~ v-~ (u-- v)~ -~ ~ - ~  (1 - u)*-.-* du dV fO,~',~--,~,'-) 
~--r ~c 

geht, wenn fib (u--v)r -~ die obige Reihe gesetz~, und zugleich 
v ~ x v ~  d v - ~  x dv~ substituir~ wird, in die Summe 

x~-~ l ~ o  ~ P - ~ §  I ~ x q--... W ( ~ - , ~ §  i)...l.e...(P-~,, §  ~ , x '  W . . . }  

tiber, in der ~, (far v ~ O, i, 2,...) alas Product 

~ f(o, : ~(,,o,,-, o-, 
~ , ,  ,.,'-~ e ~ v~-*+" dv~ uO-e--,-~(1 - u)e-,'-~ du  ja  

bedeubt. Naeh (8) und (12a) ist . 

Also gilt, wenn man ~" die Constante 

nennt, die Gleiehung 

(51) f ( o ) :  d v ~ m S ' . l - , s , - )  ,] _,~ e ~ v -~  ,]  ~ (u --  v)~ -~ u~-~ (1 - -  u)e - , - 1  d u 

~ ~ " x ~ - ~  ~ - - a + l ; 2 - - a ,  Q- -a+I~  x). 

Endlieh l~isst sich auch die eindeutige particuliire L~isung der 
Differentialgleichung (43) 

�9 "(~, #; q, ~; x) 

dutch ein Integral yon der Form (46) darsbllen. Als Inbgrationsweg 
yon v dieni dann (wie in (43)) eine yon --co ausgehende gesehlossene 
Curve, die den Nullpunkt umkreist. Die reellen Theile der Constanten 
a und fl werden hierbei als positiv vorausgesetzt. Ffir die Durchftihrung 
dot Rechnung benutzt man eine auf eia Doppelintegral beziigliche 
Formel. Der Yerfasser hat in w 3 der berei~s erw~hnten Abhandlung 
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,,Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren hypergeometrischen 
Reihe etc." (Band 102 des Crelle'sehen Journals, pug. 91) die Gleiehung 

fo~vh+~-i (1--v) ' , - l  dv f ~ ' ~ - l ( 1 - - ~ ) h - l  (1--~v)~, du 

= Y~(4, ~) E ( 4 ,  ~, + l, + 4) 

abgeleitet. Eine iihnliche Formel besteht auch flit den Fall, dass die 
Variablen ,u and v, start die VerbindungsHnie der Punkte 0 nnd I zu 
durchlaufen, yore Punkte 1 aus einen Umlauf um den Nullpunkt 
machen. Man finder bei Anwend~ng dieser Integrationswege, indem 
man das Integral (5) dutch die Substitution # ~ 1 ~ w in 

~ ( a ,  b) = e - # ~  i (~ )w  b-~ (1 - ~)~-~ dw J ~  

(Band 35 dieser Annalen, pag. 513) umformt, die Gloichang*) 

*) Fgr die Potenz (1--uv) - s - b  gil6, da die Wege der Yariablen ~ und v 
aus einem kleinen Kreise um den N~llpunk~ und aus einem zwischen 0 unit 1 
liegenden $tfieke der reellen Axe zusammengese~zt werden k~nnen (so d~ss 
rood. ( u v ) <  1 ist), die eonvergente Entwickelung 

a.-~b ..~...=_~ (a+b)... (a-~-b-~-p-- 1) ~l~v~ _~ . . . ,  
(1 - - u v )  - ~ - b  = 1 + ~ ~ r  1.'~...~ 

Daher ist d~s iu (52) genannte Doppelintegral gleich der Summe 

" ~  (a..~b}...(~-~b-~-~-- 1) ?(olv~+~-~ ( l _ v ) ~ - I  dv ~(~ (1--~) ~-~ d~, 
1.2 ...p j~ dl 

p~0 

1.2 .. ,p 

die, ~enn man ftir ~ ( a ,  bat-to), ~ ( b ,  ~f-I ~ das Produc~ 

b(b-~l)...(b-)-p--1) Z(L~--1)... (1-{-p .--I~.) ~ ( a ,  b) ~ ( b ,  ~) 
(a.~-b) ...(a-~-b-~p--:l) (k~cl) . . �9 (kJc l~-P -- 1) 

einse~z~, die Form 

-r ~. (--:(K~)'r V.~: (~+0 (~d-Z~)-" "} 

annimmt. Der in der Klammer befindliehe Ausdruck stell~ abet eine Gauss'ache 
hypergeome~rische Reihe mit dem vier~en Argument 1 dar, welohe den Werth 

r(/~+/) I'(/~--5) ~(~, ~) gleich dexa quo~ien~eu r(/~) r ( b  let, so 
r - ~ ~  hat. Da nun r{~+t)  
ergieb~ sieh alas Doppelin~egral (52) in clef Tha~ als identiech mit dem Yrodu~te 
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([.(o) 
~J~ ~ ( --~)~-~ (i_~)-~-~ 

1 
I ~= e~(~').E(a, b).E(k--b, l). 

Man bilde, indem man in (46) an Stelle yon ] r  das Integral 

im (,~_v)~_~_ ~ ~-~ (~-- I)~-~-~ d~ 

nimmt, das Doppelintegral 

t~  

Dasselbe liefert, wenn d nach Potenzen yon x entwiekelt wird, die Reihe 

~o+~, ~ ~' =~ +'", ~+ ~i?~ +"" + ~" ~.s..., 

in der ~ die Constants 

bedeutet Man substi~uir~ 

(~-- v)o-~ -~ u~-~ (~-- I)~ -~-~ d,~ 

1 ~l 

I--r162 ~ ~ Z~t-- I ~ 

~ - - I  v ist. Der Weg der Variable u m~ge so dass ~ = , f - ,  vl ~ _ - - - q  

aus einem (in beiden Richtungen durchlaufenen) Abschnitte der positiven 
reellen Axe und einem kleinen Kreise um den Punkt 1 bestehen, der 
Weg der Variable v aus einem Abschnitt der negativen reellen Axe 
und einem kleinen Kreise um den Nullpunkt. Dann ergiebt sich sowold 
f~ir ul als fiir vj ein Weg, der yore Punkte 1 ausgeh~ und den Nutlpunkt 
in posiidver Drehungsrichtung umkreist. Es entsteht auf diese Weise 
ftir ~ die Gleichung 

Die inwendung der Formel (52) giebt nun 

~o dass, nach Beriicksichtigung der Reductionsformel 

(a-t-b-I) (~-I-b-- 2)...(a+b--~) E (a ,  b) ~ ( ~ ,  b--~,) = (--1)" (b-  ~) (b--~)...Cb--,) 
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und der analogen in w 1 angegebenen Formel f{ir ~,(a~r, b), die 
Gr~sse ~3~ in den Ausdruck 

a (c~--[- 1) . . . (a-~-  ~ - -  1) # (#- { -1 ) . . .  (#-[ - -~--  1) 
e,-(e-a) ~(y~-i~..(o+,--z) ~(a-{-l)...(e-F,-I) ~(fl '  l - - a )  E(cr @ --a)  

iibergeht. Somit wird ffir das Doppelintegral (53) die Gleichung 

7(0) 7(1) 

! = e"'(e-,)~(a, q- - , )~ ( / ] ,  l - - a )  E(a,  ~; ~), a; x) 

erhalten. 


