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SuI p rob tema  di Hurwi~z re la t ive  alle pardi real i  delle radici  

di un '  equazione algebriea. 

Di 

Lucm~o O~m~C~DO in Roma. 

Supponiamo r il polinomio in x 

f (x)  = aox + + . . .  + + 

abbia i~tti i suoi eoeffieien~i reali e lfosifivi. L'equazione f (x)= 0 non 
avrs certamente radici nuUe nb positive, ma potz~ avere qualche coppia 
di radici complesse eoniugate con par~e reale nuUa o positiva. Si presen~ 
naturale, specialmente in vista di numerose ed importanti applieazioni, il 
problema eli stabilire fra i eoefficienti del polinomio f(x) alcune relazioni, 
le quali siano necessarie e suffieien~i affinch~ l'equazione f (x)= 0 abbia 
negative non sol ,h ie  le radici reali, ma anche le patti reah delle radiei 
eomplesse~ 

Tale problema ~ certament~e indeterminate, se non si voglia hnporre 
(e non abbiamo ques~ pre~esa) che le condizioni eerca~e debbano essere 
fra di lore indipendenti. Esso b da noi chiamato problema di Hurwitz, 
non perchb l~illustre au~ore lo abbia per fi primo risolu~o*)~ ma perchb 
la sua soluzione ci pare pi~ detle al~re pra~ica eel elegance. 

Chiamexemo ~olinomio di Hurwitz ed equaz/one di Hur~itz, rispet~ 
tivamente, un polinomio H(x) ed un' equazione H(x) = O, quando ques~a 
abbia negative le radici reali e le parfi re~li delle radici eomplesse. Os- 
serviamo subi~o che un polinomio di Hurwitz, fl quale abbia .positive fl 
sue primo coe~ficien~e ao, deve avere positivi anche ~ut~i gii alibi coef- 
ficientd; infa~i ques~ si o~engono molfiplicando a o per grandezze positive, 
ehe s'ineonh~ano nei fat~ori lineari del ripe x + a e nei fa~ori quadratici 
del Upo (z + + 

*) Ua" in~er~ soluzione si trova nell~ ~Dinamiea~ d~l Routh, Vol. 2% Cl~p. 6~ 
Ivi sono oi~ati l~vori de( Rouf~, che rimon~no al 1874. ]1 da,~sico tavero di Hurwi~ 
si ~ v ~  nei Math. A ~  46 (1895), 1). 273--284. 



In questa memoria not esporremo un metodo atto a risolvere il 
problema di Hurwitz; e ne mostreremo qualche relazione coi metodi gi~ 
esistenti. A1 teorema, che Hurwitz s~abilisce per risolvere l'importante 
problema, arrecheremo un contributo di seml~licit~, dimostrandolo per 
via elementare. 

Qui connettiamo il problema eli Hurwitz con un particolare problema 
di eliminazione.*) Aleune considerazioni~ che gi~ si trovan% per esempio, 
nei ((Determl-anti~ di Trudi**), lasciano, dopo cib, vedere che i metodi 
di Routh e di Hurwitz hanno una differenza soltanto formale. Lo 
svolgimento di quest' idea si trova in un elegante lavoro, che pros- 
simamente sara. pubblieato, del doff. Enrico Bompiani.***) 

Noi ci crediamo ancora ben Iontani dalr aver porta~o a compimento 
quest' ordine di ricerche. L'equazione alle semisomme rela~iva all' equazione 
f (x)  = 0 ~ una fra le equazioni che hanno ~per radici reali le parti reali 
delle radici complesse dell' equazione proposta; ma essa, oltre queste 
semisomme delle radici conjugate, porta anche tutta la zavom delle 
radici relative agli altri accoppiam~nti. I metodi che valgono a costruirla 
hanno sempIicit& ad elegauza teorica, ma conducono alia costruzione di 
un' equazione eli grado generalmente molto alto, che male si presta alle 
appticazioni. I1 metodo di Hurwitz rimane sempre il miglior% perchb 
conduce al risultato praHcamente pi~ semplice: not stabiliremo tale risuI~ato 
in modo element~re.t) 

L L'equazione alle semisomme. 

1. M e , d o  dd[e ~ z e  simgi. Sia f (x)  ~ 0 un' equazione di grado n, 
e t e n  grandezze ~ ,  ~ ,  . . . ,  a. ne siano le n radici, non necessariamen~e 
fra di loro diverse. Not diremo equazione alle semisomme rdativa all" 
equa~i, one f(x)  = 0 an' equazione F(y)  ~ O, tale che le sue radici siano 

oombinmldo m tu~i  gti (~) modi le radiei di f ( x ) =  O. t~ngono 

Quest' equazione F(y)= 0 si pus formate, sesza risolvere, beninteso, 
requazione prolaos~ f(x)~ O~ con un metodo perfettamente analogo a 

*) Un accenno se ne trova nel citato Routh w 287. 

***) Nella stess~ nora di Bompiani, "la coincidenza dei due metodi ~ ~nehe 
dimostra~ indil:Jendau~mente dsl pzoblema di elC~uazione. 

t) In questo mio lavoro espongo~ zaccol~e e n'ordinate~ alcune idee che in 
quest, anno (1~0) ho spa~sameute pubblica~e nel R~dieonfi dei Li~cei (Rom~). 
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queUo ehe serve per formate l'equazione di Lagrange, ai quadrafi delle 
differenze. 

Poniamo 

(1) 
e poi 

s ~ = ~ + ~ + . . . + ~ ,  

Queste s., S~ sono le cosiddette somme delle potanze simili delle raAici 
detle due rispe~tive eqtmzioni f ( x ) =  O, F ( y ) =  0; esse sono legate ai 
coefficienti dalle note e fondamentali formule di Newton. 

Sviluppando colla formula del binomio i vat/termini che costituiscono 
X(x) ,  e moltiplieando per 2~ otteniamo: 

e da eib subito 

K(eq) q- K(a~) q-.-. q- K(a.)  = ~, 

h , ~ t o  os~rvi~mo r K(a~) + K(~,) + . . .  + K(~,) v~e s, + ~S,, 
come risulta dalla semplice ispezione della formula (1), dtmque oit~niamo: 

Dai coefiieient~ di f dedurremo, per le formale di Newton, le s; poi dal!a 
(2) avremo le S; e poi, di nuovo coUo formulo di N e w , n ,  caleoleremo 
i coeffieieafii dell' equazione eercata ~ ' ( y ) ~  0. 

2. EZiminazione di x fra r due potinomi f ( x -by ) ,  f ( - - x  + y). Sia 

(1) f ( x )  -~ ao x• + a~x "-~ + . . -  + a~_~x + a. 

tm polinomio di grade n in x, e siano al, %, . . . ,  % le rar non neces- 
sariame~t~ divers% dell' equazione f ( x ) ~  O. AUora saranno 

r --  y, a~ --  y~ . . . ,  a . - -  y 

gli n valori ehe a.-ulla~o il tm!iaomio eli grado n in x 

(2) ~(x) = f ( ~ + y ) ,  
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e saranno --  a, + y,  -- e~ + y, . - - ,  --  a~ + y g t i n  valori che annultano 
l'altro polinomio di grade n in x 

(3) ~,(x) = f ( - -  x + y). 

Suppo~iamo era, per esempio, the la radice % - - y  dell' equazione 
~(x)  = 0 sia uguale alla radice - - a , - b  y deft' equazione ~ ( x ) =  0, dove 
g e v rappresen~ano due humeri, anche non diversi, assunti fra 1, 2, 3, . .  -, n. 
Allora otteniamo a~ --  y = --  a~ + y, eio~ 

% + %  
u =  2 

La condizione (4) ~ dunque necessaria laerch~ le due equazioni ~ ( x ) ~ - 0 ,  
~p(x) = 0 abbiano radici comuni; ma essa ~ anche sufticien~e, perch~ se 
n e  o t f i e n e  a .  - -  y = - -  a~ + y. 

Sviluppando e011a formula di Taylor i due polinomi the figurano nei 
secondi membri eli (2) e di (3), noi otieniamo: 

f(~- ~)(Y) x ' -  1 f(,o(y) x ~ + + . . .  + f ' (y )x  + f(y), (5) (z) = ( n -  1), 

f(~) (y) x ~ f(~- 1)(y) x ~- I (6) • *(x) = ~.~ (n--l)! + - - -  ~ f ' (y )x  • f(y). 

E d  era, somma~do questi due polinomi, poi sot~raendone invece uno 
dall' albro, e dividendo in ambo i casi per 2, si ricavaao i due polinomi 

(7) n. v x ~  + ( n - - 2 ) I  + ' "  "~ 

f(n-1)(y) x"-l"-~ - f(.~-S)(y) _q:n-a ..l-.. (S) Q(~) = (~-1):  ( ~ - - ~  - - "' 

uno di grade pari, l'altro di grade impari. 
Se le due equazioni q~(x)=O, ~ (x )=O hanno qualche radice comune, 

atlora auche ]e due equazioni .P(x) = O, Q(x) = 0 avranno qualche radice 
comun% e viceversa. Intan~o osserviamo che una delle due equazioni 
P (x )  = O, Q ( x ) =  0 (quella di grado impari) ha la radiee zero; perehb 
anche !~altra equazione (di grado pari) abbia la radice zero, ~ necessario 
e sufildente ehe il sue ultimo termine f(y) sia hullo, eio~ ehe y sia uguale 
ad una delle n graudezze e~ ~ , . . - ,  ~ ;  le quali si possono anche serivere 

a, + ~ ~ + ~ " % + % Dividendo per x fl polinomio di grado 
2 J �9 2 ~ " " "' 2 

impaxi~ noi possiamo ~i due polinomi .P(x), Q(x) sos~iiuire due polinomi 
di grado park Queski avranno quatche radice comune sempre e soltanf~ 
q~!anr y sia ancora d~to dalla formula (4); ma in ques~a formula possiamo 

g e v fra di loro differea~i. (Ci5 risulta necessario fiach~ f ( x ) = 0  
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ha tu~e le sue radici semplici; ~ leei~o se no ha multiple, perch,, per 

esempio, Ia radiee a 1 -~-% si pus indicate con ~ +2 a~ .) 

Supponendo c h e n  sia pari ~ 2k, possiamo dire che le nostre con- 
siderazioni ci avranno condot~i a serivere due polinomi di grade pari, the 
avranno radici comuni sempre e solf~nto quando valga la (4), dove 
sia # + ~ ,  

Posfx) x~ =  ~, otterremo due polinoml in ~, che si seriveranno 

f(~- ~)(y) ~ -  f(~)Cv) ~ + + . . .  + f(y), ~7~C~) = ~, ( ~ _  ~}, 

g , ( f )  ~ (~_~), (~_~>, + . . - + f ' ( ~ ) .  

Se poi n ~ impari = 2k + 1, allots troveremo i due polinoml 

fO,)(y) ~ f(,-~)(y) ~ -~  
U~(~) . ,  + (,_u>!- + . . .  + f ' (y) ,  

f(~-~)(y) ~ f(~-~)(y) ~_~ 
r~(f)  = ( . _ ~ ) ,  + ~ o + . . .  + f(~).  

Be y non annulla fo-~)(y),  possiamo osservare the la somma dei gradi, 
tanto di U~ e di V~ quan~o di U~ e eli V~, vale n -  1. 

I1 risul~ante di Sylvest~r di U~, V~ coincide evidentemen~e con quello 
di U~, V~, come risul~a dalla sua costruzione. In ognuno dei due casi, 
troverem% volendo costruirlo, fl determinaute d'ordine n -  1 

(9) 

f (,~ - 1) (y) 

f(.4)(y) 

(~--6)! 

f (") (Y) 0 

f(~ - ~) (y) f(~- l) (y) 
<n--s): (n--~)! 

f(~- t)(y) f("- ~)(y) 
(n-~) ,  (n--~), 

~ 1 7 6  0 

- -  * ~  0 

. . . .  

o 0 o f ( g )  

Le radiei dell' equazione /~ (y )=  0 saranno dunque da~e d~lla formula (4), 
dove si Hgenga ~ + v .  Ors fl grade del ~ermine principals ~ evidengemen~e 

+(.-1) . . . .  , ed fl grade degh alia4 ~ermini noa pui~ 

su]~erarlo, come si vede da etement~ri osservazioni; dunque, se/~(y)  = 0  
b l'equazione alle semisomme re]silva all' eq_uazione f ( x ) = O ~  allots 
lootcemo scrivere: 

( t0) ~XO) -- ~C~) = 0 

dove 2 ~ indipendente d a y  e ~3t'  eveni~ale variabilit~ delle graudezze 



dal de~erminante d'ordine n -  1 

ax, t % . . - , a , .  Allora la (i0) ~ iden~ieamente verifiea~a, anche nel ease 
deUe radici multiple, ed anche nel case c h e y  annulli la hmzione lineare 
f(~-~)(y). Ma allora /~ (y )=  0 ~, come F ( y ) =  0, requazione alle semi- 
somme relativa alia f (x )  --=- 0.*) 

Gli elemen~i del det~rminan~e (9) sono i coefficien~i del polinomio 
q g ( x ) = f ( x + y ) .  Se vi s[ pone y = 0 ,  ri~roviamo dunque i coefficienti 
ao, a~ , . . . ,  a,, del polinomio f(x); cib mos~ra che, nel polinomio in y 
rappresentato dal determinante (9), il termine indipenden~e d a y  ~ date 

(i1) D,_~ = 

a~ a o 0 0 . . .  0 0 

a~ % al ao . . .  O 0 

a~ a~ as % . . .  0 0 

a~ as a5 a ~ . . . O  0 
. . . . .  , , ~ , . 

i 0 0 0 0 . - - a . , _ ~  

~ 0 0 0 0 . . . a , ,  
( ~ - 3  

del quale dorremo es~esamente riparlare. 
Inf~mto risult~ subito che esso, considerate come funzione delle 

+ 
o ,  ~ , . . ,  ~., ~ , .  o ~  ~ o ,  , ~  f ~ o ~  ~ o ~  1~ (~) ~o~om~o 

tZlt 
2 

c~e si o~ngono combin~ndo b ~ m e n ~  in ~ g~ (~) mocl~ le 
radiei t~l, a~, . .  ., a, dell' equazione f (x )  = O. 

Per precisare questo concerto, svolgeremo nel seguen~e n. 3 un me,ode 
atbo a fornire t'equazione alle semisomme, part~ndo dalla considerazione 
del cleterminaute (I1), ma sen~.a tenet cont~ della sua provenianza qui 
esposfa. ~. 

M_a, prima di passare clue, non sar~ male che s~abiliamo pifl direb- 
tamen~e che il determinante (11), considerate come imazione (simmetxica) 

~ ,  o ~ , ,  ~ ,  oo,,tie~o ~ome f~t~o~i le (~) ~omme ~o clelle semi~omme) eli 

queste grandezze. 
Se Ie due equazioni f ( x ) = O ,  f ( - - x ) = O  hanno qualehe radici 

comune, per esempio a g = - - % ~  allora sar~ % - F  t~,, ~ 0 ,  e vieeversa. 
I n ~  se f ( x ) = O ,  f ( - - x ) = O  hanno qualche radiee comune, aUora 
a~che 1r clue equazioni 

~) Rhr~ne, se m s i ,  i l  dubbio che possa ~t essere zero; m~ non vogliamo in- 
dugiard su quesf~ oonsiderazioni~ the riteniamo in~rodut~rie a quelle pi~ precise deI 
seguenf~ ~ 3. 
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a0x ~ §  A- . . . .  O, 
a l x ~ - l +  ~x ~-~ Jr . . . .  0, 

dedo~e rispe~ivamente per somma e differenza, avr~.nno qualche radiee 
commie, e viceversa. Uno di ques~i due polinomi ~ eli grade load, ed 
ha per ult4mo termine a,; dividendo l'altro per x ,  noi ei ridurremo a due 
polinomi di grade pari, nei quali porremo x~=-6. I1 determinaute (11) 
sara fl risultan~e di Sylvester di questi due polinomi in 6. Esso si au- 
nuller~ sempre e soltanto quando sia %-{-a.  = 0, dove g e v sono 
numeri, che possiamo ritenere differen~i, scel~i ad axbitrio fra 1,2, 3 , . . . . , n .  

Ci6 dimostra quello ehe volevamo dimos~rare. 
:Non ei pare inoppori~no aggiungere ehe, partendo dai due polinomi 

f ( i x ) ,  f ( - - i x ) ,  si giungerebbe ai due pohnomi 

a o x  ~ - -  a~x=-2  § a ~ x  ~ - 4  . . . .  , 

th  x ~ -  I - -  aa x ~ -  8 A- a~ x ~ -  5 . . . .  

e poi ad un determinante di Sylvester sostanzialmente iden~ieo al def~r- 
minante (11). 

3.  I 1  d e t e r m i n a ~ t e  .D , ,_ l .  Sia D~_ 1 un de~erminante d' ordine n - - 1 ,  
che noi considexia~no date daU' espressione (11) del precedente n. 2. Nella 
sua costituzione si presen~ano, in def~rminafa "maniera, i eoeffieien~i del 
polinomio 

(1) f ( x )  = aox"  + a ~ x  ~ - ~  + . . .  + a ~ _ l x  + a,~. 

Per semptici~ (non res~ri~tiva), e solt~mto provisorlamente, noi assumiamo 
a o = 1. Sugli altri eoeffieienf~ noi non faceiamo nessun' ipotesi partieolare: 
potranuo essere reali o eomplessi. 

Siano -- r~, - -  r~, . � 9  - -  r~ le n radiei dell' equazione f ( x )  J--- 0; 
po~remo dunque serivere: 

(2) f ( x )  ~-  ( x  + r~) ( x  -4- r~) . . . ( x  + r~).  

Servendoci del procedimento d' induzione, noi vogliamo ~tabflire la 
formula 

la quale preciser~ la relazione fra D~_ 1 e 1' ultimo termine deft' equazione 
alle semisomme rela~iva ad f(x)= 0. Nel seeondo membro di (3) in~en- 

diamo rappresentah) il prodo~o eli ~u~e le (~) somme biaaxie die si 

ot~engono eombinaudo le n grandezze rl, r~ , - - . ,  r~. 
InCanto, se f ( x )  ~ u n  polinomio .di~secondo grade, allora il relative 

, de~rminan~e /)~-i  vale senz' al~ro a 1 = r~ + r~, dunque la formula (3) 
cer~amen~e buena per ~ ~ 2. Amme~fiamola fine ad n, e vediamo di 
dedurla per n -{- 1. 
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Cos~ruimno il determinant% d'ordtue n, aualogo a D=_I, per il poli- 
nomio K ( x ) =  f ( x ) ( x  + r) ,  eli grado n + 1. O ~ n i a m o  

i a l + a o r  a o 0 . . .  0 

! as + a~r a2 + a l r  al + aO r ' ' "  0 
i 

0 A = I as + a~r a~ + asr  e% + a~r . . .  
! . ~ �9 * . . . . . . . . . . . .  

[ 

lnnMzandone di un' unitb, l'ordine~ lo met~eremo nella forma 

a 1 a 0 0 . . .  0 0 
a~ a~ a~ . . .  0 0 

A =  as a4 a z . - -  0 0 . 

0 0 0 . - .  a~ a~_~ 

+ r  ~ ~ r  ~-~ +_r "-~  . . . .  r 1 

Moltiplichiamo era la prima colonna per ___a0, la seconda per T a l , - ' . ,  
la penultima per --a~_~, e sommiamo toll' ulfima mol~iplicafa per a~. 
(3on eib avremo moltiplicato per a,, ii determinante, e ne avremo ridot-~a 
l 'ulfima eolonna ad essere tut ta di zeri, ~ranne l'ulfimo demenf~ ehe 
sar~ f ( r ) .  Cosl seriveremo 

a~& = f ( r ) a , D , _ ~ .  

Se era a ,  non b zero, segue 
(4) A = f ( r )  D . _ I ,  

o a~che 

(5) A --  f ( r ) D . _ ~  = O. 

Ma il primo membro di questa formula (5) ~ un polinomio in a~; esso 
nuUo per ogni a ,  + O~ dunque rimane nu]io anehe per a s = O. 

L~ formula (2) mo~t~a ~he f(~) vale ( ~ + n ) ( r + ~ ) ' "  " (~+~ , ) ;  m 
dunqu% per la formula (3) gi~ ammessa, noi groveremo nel seeondo 

membro della (4) tuf, te le (/n~ 1) somme binarie fra le n + 1 grandezze 

rl ,  r~,.  �9  r . ,  r. Dope cib, fl cri~erio d' induzione laseia dedurre la generale 
validitA dells (3). Per a o + 1, interviene evidentomente il fat~ore a~ -1. 

Ed om consideriamo fl polinomio ~ p ( x ) = f ( x T y ) ,  e, coi suoi coef- 
fleienii, i quali sono fnnzioni di y ,  formiamo il / ) ~ - v  Evidentomeate 
o i~n i a~o  il deberminan~e /~(y), the fig-am nella (9) dal n. 2. Le radici 
di ~(x) = 0  sono - - r , - - y , - - r ~ - - y , . . . .  - - r , - - y ,  dunqlm, in forza della 
formula (3), dae abbismo or ors elimos~rs~, oL-f;oniaxah (per a o =  1): 

(6) ~(~)  = (~  + ~ ,+~V)  - - - ( ~ + ~ . + ~ )  �9 �9 �9 ( ~ . _ I + ~ + ~ V ) .  
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Da ci6 si vede subito the le radiei di / ~ ( y ) =  0 sono le (~)semisomme 

binarie delle radici - -  r l ,  -- r~, �9 �9 -, -- r~ dell ~ equazione f(x) = O. 

~1 primo coefficiente del polinomio _R(y) vale (per a o =  1) 2(]); e, per 

a o =~ 1, si vede, dalta considerazione del determinante, the esso vale 2 (~) a~ -~. 

IL Risoluzione del problema di Hurwitz. 
1. Metodo de2T equazione alle semisomme. Vale il teorema: 
Condizione necessaria e suffidente, affinch~ un' equazione a coefficienti 

l~ositivi, f =  O, sia un' equazione di Hurwitz, ~ c~ tutti i coefficienti della 
sua equazione alle semisomme siano ~ositivi.*) 

Intanto, se f(x) dec essere un polinomio di Hurwitz~ anche le semi- 
somme binarie fra lo radici di f(x)---0 avranno le patti  reali negative, 
dunque 1' equazione/7(y) = O~ alle semisomme, sar~ auch' essa un' equazione 
di Hurwitz~ ed avr~ tutti i coefilcienti positivi. La nosta-a condizione 
appare da cib necexsar/a. Per dimos~rare the ~ anche suffwi~te, si osservi 
the,  se F(y)  ~ a coeffic~enti positivi, le sue ra4ici reali non poh-anno 
essere che negative; ma essa ha effei~ivamenbe per radici reali le semi- 
somme delle coppie di radici conjugate, eio~ le par~ reali delle radici 
complesse di f(x),  percib le de~e pardi reali non po~anno essexe che 
negative. 

Osservando che F ( y - - ~ ) = O  ~ 1' equazione alle semisomme di 
f (x- - ;~)  = O~ si possono offcenere ur conseguenze, in base al ~eorema 
ora dimostra~. 

2. 1)imostrazione ~ t a r e  del teorema eli Hurwitz. Sia 

(1) f(~r = aoX* + a tx*- '  + . . .  + a,,_tx + a, 
un polinomio a eoefticienti ~os/tiv/. Che i eoefiiciengi siano posifivi 
necessario at~ineh~ esso sia un polinomio eli Burwitz. Consideramo ora 
il so!ito determiuant;e 

al ao 0 - . .  0 0 

as a~ a ~ . . .  0 0 

�9 ~ . ~ ~ ~ �9 . . . 

0 0 0 . . -  a . _ ,  a ,_  s 

0 0 0 ---  a,, a ._  1 

e la c a ~ a  dei suoi priml minori prineipali 

(3) DI, .D, , / )8 , . . . ,  D,,_~, D,,_~, 

~ *) 1~ quasi inut/te dire ~ e  potreb~ero anche essere tutti neg~vi, 
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dove genericamen~e ~ ~ fo rma l  cogli etemen~i comuni aUe prime ~ linee 
ed atle prime r colonne di D~-I .  I1 t~orema di Hurwi~z si enunc~a, 
dopo cib, come segue: 

Condizione ~ r i a  e suffxiente,  affinch~ f =  0 sia u~' e 4 u a ~ n e  eli 
t turwitz~ ~ the gli  elementi del~a caJzaa (3) siano tutti laositivi.*) 

Per dimos~arlo, ineominciamo dal considerate il determinan~e 

[ a ~ + a o r  a o 0 0 ~ 0 t 

] a ~ + a ~ r  a 2 + a ~ r  axA-aor  a o 0 

A ~ - ~  a~-[-aar a ~ + a s r  as-}-a~r a~-ba~r  e h + a o r  , 

l a~A-a~r a~-}-a~r a z A - a , r  a,-]-a~r a~-l-a~r 

l a ~ + a s r  a s + a ~ r  a ~ + a s r  ar a ~ + a ~ r  

analogo a / )5 ,  ma formato col coefiieienti del polinomio r  
di grado n-'1- 1. 

tnnalzandolo al 6 ~ ordine, lo possiamo serivere: 

(4) = 

a~ a o 0 0 0 0 

a n a~ a~ a o 0 0 

a z a~ a s c~ c~ a o 

a 7 a 6 a~ a ,  a s a~ 

a~ a s a7 a n ~ a z a,  
- - r  ~ r '  - - r  ~ r ~ - - r  1 

NeUo s~esso modo, per esempio scriveremo: 

I al a~ 0 0 

! a 8 a~ a i a o 
(5) ~ = f  ~ a~ ~ o~ 

- - r  s r ~ - - r  1 

Mol~iptichiamo rispe~fivamente le ulfiane qua~ro colomae di (4) per gli 
ag~unti degli elemen~i dell' ul6_ma linea di (5): questi aggiunti sono 
anohe gli aggiun~i degfi elemen~i dell' ultima linea nel de~erminante 

a a a o 0 0 

az a~ al ao 
(6) 2 ) , =  

a~ a ,  a s a, 
a~ a6 a6 a~ 

*) Nell' enunciat~o di Hu~wi%z si suppongono pos~vi ao, D I ,--.,Dn_l, a~'. _Pub 
e.~pif-~a'e~ sebbene s~a Ix)co pzobablle, in qualehe ques~one pra~ca,, ehe i segni dei 
~ff~ien~i n o  pi~ d i . ~  a st~bflirsi ~he i segni dei ~ , ;  l~cib ~ osserv/amo 
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Sommiamo i prodot~i cosl ot~nuti,  e sos~guiamo ~ somme al pos~ 
degli elemengi dell' ultdma colonna di (4). Con eib il det~ninauf~ A 6 
viene a molfiplicarsi per D s che ~ P aggiun~o dell' ultimo element~ di 
(5) e di (6); ed o~eniamo- 

al ao 0 0 0 0 

a 8 a~ a~ a o 0 0 

1)aAs_ a~ a, t aa a~ th 0 
a 7 a~ a 5 a~ a 3 0 

~ a~ c~ ~ a~ D,  
--~ r ~ - r  3 r ~ - - r  

Sviluppaudo seeondo 1' ul~ima eolonna, o~teniamo: 

D~"U = ~ D 5  + ~'D/, , ,  
infatfi r aggiun~o di .D~ b precisamente - - rA~,  col segno --~ cio~ r A~. 

In modo analogo, che solt~nto a scanso di simboli ingombrau~i non 
de~criviamo per dis~eso, noi possiamo scrivere generieamente: 

(7) 2 ) ,_I~ ,+ ,  -- ~,_~2),+1 + r~o,~,. 
Questa formula vale per y ~  2, 3,-- . ,  n - 2 ;  e vale, come facMmente si 

"redo, anche per v = n -- 1 quaudo si ponga D. =~ a,D._l.* ) 

Se noi supponiamo ehe i D siano positivi e ehe ~ ed r abbiano 

~'~ "F1 * le part], reali positive, aUora la stessa prop.rietA vale per A~ 

Sia ora r = a + i~, con ~ pesitivo e ~ diverso da zero, un numero 
complesso, e siar'---- a -  i~ il conjugato; poniamo 

( x + r )  ( x + r 3  ~ ~ + / : x  + ~. 
][ humeri k ed 1 sono reali posi~ivi. I determinanti 0~  analoghi ai 
D,, A,, formati r coeffieienti de1 polinomio W(x)=f (x ) ( x  ~ A-kx+l)~ 
hanno tutti i loro elementi reali positivi~ sebbene ei5 non awenga per 
i A,, ehe ne hanno anehe di eomplessi. 

Sara, per esempio, 

f a~+ka~ a~ l 

Come la formula (7), cosi anche vale evidentemente 1' analoga formul~ 

(8) A,,_~O,+~ = O,_~A,+~ + r  

che per I~ nostra dimos~&~ione non ~ essen~iale, ma-seltanto sh~gative, badare 
a,nche s,l segno dei r 8d f(x). 

�9 ) VoIe.udo, ~ l~t~-ebbe estendere ]a validit~ della (7) ~ ad -n, p o ~  
D.+~ ~ 0 ,  ~ non e~ ea~ n~o. 



244 L. Om~m)o. 

S e h _ ~  ,A~ A,~.~t,, r" h~nno le patti reali positive, e se O,_ 1 e E)., sono 

grandezze reali positive, anche la grandezza reale 0,+ I sax~ positiva. 
Osserviamo e h e l a  prima parte de1 teorema di Hurwiiz, ciob la 

necessit~ the gli elementi (3) siano positivi affineh~ f sia un polinomio 
di Hurwi~z, vale seaz' altro se f ~ un polinomio di 2 ~ grade. 

Ammettiamola fine al grade n, e vediamo se vale per n + 1. Intanto 
un pohnomio di Hurwitz di grade n + 1 si ottiene da un polinomio di 
Hurwi~z di grade n, moltiplioando per x + r, dove r b tm numero reale 
positivo, o di un polinomio di Hurwitz di g r~o  n - - 1 ,  moltiplicmado 
per ( x + r ) ( x + r ' ) ~  x~+ kx + l, dove k ed 1 sono r~ali positivi. Ma 
allora le nostre considerazioni ei assicurano ehe i relativi elementi della 
oatena (3) Hsultano, ~anne eventualmente 1' ultimo, ~utti posi~ivi. Circa 
1' ultimo, per evitare discussioni (ben facili, peraltro) relative alle formulo 
(7), (8), ci appoggeremo alia formula (3) del n. I, 3. 

In mode anehe facile si stabilisce la seeonda patio del ~eorema, 
relativa alia suffieienza. 

Siano ol, r o~ , - . -  arbitrari humeri, reali o complessi. Se D, b 
relative ad f(x), gli analoghi determinanti dello s~esso ordine, rela~ivi ai 
pol om  f(x) f(x) 
hanno lo s~esso valore di D,. Se noi, 
determlnante 

t a ao. 

a s+eo la i a ~ + r  Ia  o 

I a~+aha ~ a~+eola~ 

vediamo subito ehe esso coincide con 

al ao 
Da=-a~ a~ 

per esempio, eonsideriamo il 

o 

a~ 

as + tola i 

0 } 

e eosi awerrebbe se anche nell' ulfJma linea figurassero gli elementi 
a~ + o la  s + a~a I ed a t + coia~ + cO2ao, al posto di a s + olas, a~ + [~la~. 

E aUoru ammettiamo the il teorema di Hurwitz, vatido senz' altro 
per il seeondo grade, valga free ad n -  1, e vediamo se esso si pub 
dedurre per n. Supponiamo, per assurdo, e h e l a  eatena (3) abbia ~utti 
gti elementi positivi, e c h e  f(z) = 0 abbia invece qualche radice eomplessa 

+ i~ con a non negative (e ~ diverse da zero). Raclid real/ non 
negative non ne pub avere, perch~ i eoefficientd sono supposti positivL 
Ma intmato dove avere "come radiee anohe la coniugata r  e dice 
ehe, eli pi~, dove aver~ quaI~he altm coppia di radici complesse son patio 
~a le  po~itiva. Intanto, so ~ fosse zero, ~axebbe nE!lo mae~he ~_~, 
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la (3) de1 n. I~ 3, men,re che, per ipo~esi~ ~ positivo; dunque a 
posi~ivo; ma allora, nel secondo membro di ques~a formula ora ci~ta 
esis~e un fat~ore uega~ivo; dunque se ne richiede, perch~ sia posi~ivo il 
p r o d o t ~  ahneno un al~ro, il quale dovr~ rappresentare la semisomma 
di due al~re radici complesse coniuga~e con par~e reale positiva, negativa- 

f(x) dovr~ avere mente prese. Ma aUora il poliaomio H ( x ) ~ - ( x _ a ) ~ + ~  ~ 

qualche coppia di radici complesse con par~e reale posi~iva; esso ~ di 
grado n - -  2~ dunque per esso vale il teorema di Hurwi~z; e allora i suoi 
D r non potranno essere tutti posi~ivi. Ma i / ) ,  del polinomio H(x)  
coincidono in valore coi D r del polinomio f ( x ) [ ( x +  a)~-~ ~ ]  (ot~enuto 
cot moltiplicare H(x)  per potenze pari di x); quest~i, come si ~ veduto, 
coincidono in seg~ao con quell] di f ( x ) ,  percib quelli di f(x) non poh~anno 
essere tutt i  positivi, come ~ neff' ipotesi. 

Con cib rimane in~eramente s~bitito il teorema di Hurwitz. 
3. Osservazioni. I1 teorema di Hurwi~z conserva il suo enuneiato 

qtm~do si assuma 

f(x) = a~) "-b a~x - ) - . . .  -t- a~_~x ~-~ -+- a . x 5  

perch~ tin' equazione reciproea di an' equazione di Hurwiiz ~ ancora un' 
equazione di Hurwi~z. Cib poirebbe servire a chi avesse voglia di es~e~dere 
il ~orema di Hurwitz aUe serie di potenze. 

Aggiungiamo un' altra osservazione. Per le equazioni di 4 ~ grado, 
il D a b il prodotto delle sei semisomme binarie fra le radici. Se i eoef- 
fi~ienti dell' equazione di 4 ~ grado sono posi~ivi~ aIlora ie coppie di rac~ci 
complesse con par~e reale non negativa non possono essere due; perch~ 
non ve ne sia neanche una~ bisogna e basra che anche il D~ sia posi~vo.*) 

*) Nel Rout,  w 287 si ~rova gi~ questo risul~a~o. Esso ~ ivi stab~li~o in mor 
pifi f~icoso. Le considerazioni con~enu~e nel nostro n. I, 2 rappresen~auo un ~tr 
matico sviluppo delte idee espresse nel breve cenno f a ~ o  dal valence au~ore. M~ 
ques~o breve eenno ci sarebbe certamente sfuggfto, se 1~ cara~eris~ica form~ dal 
determln~,nte di Hurwi~z non .ei z~vesse indotti a vedere in tale determinante un 
determl-a~te di Sylvest~. 


