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INTRODUZIONE ALLA TEORIA DEL MASSIMO COMUN DIVISORE
E DEL MINIMO COMUNE MULTIPLO
DI PIU FUNZIONI ALGEBRICHE INTERE DI UNA SOLA VARIABILE.

Nota di Giovanni Z. Giambelli (Torino).

Adunanza del 28 luglio 1907.

La ricerca delle condizioni, affinché # equazioni ad una incognita abbiano pit ra-
dici in comune, & stata trattata in modo completo solo quando 7 = 2, ¢ non si co-
nosce alcun risultato notevole pel caso di 7 > 2 ¥). Nella presente Nota si trattera
tale questione generale, ossia il problema:

Determinare le condizioni necessarie e sufficienti, affinché pin fungioni algebriche in-
tere di una sola variabile comunque prese ad w ad uw ammettano M.C.D. ¢ M.C.M. di
dati gradi *).

Di questo problema, che si pud pensare come una introduzione alla teoria del
M.CD. e del M.C.M. di piu funzioni algebriche intere di una sola variabile, si sono
trovate nel § 4 due soluzioni, conseguenze immediate di alcune questioni ausiliarie trat-
tate nei §§ 1, 2, 3. Tra i risultad di questi §§ vi ¢ un nuovo modo di enunciare la
condizione necessaria e sufficiente, affinché due equazioni abbiano piti radici in comune,
considerando 'apnullamento di una matrice simile a quella ricavata dal determinante di
SYLVESTER (0 di EuLERO), i cui elementi perd sono le funzioni aleph di Wronskr delle
radici delle due equazioni. Inoltre sono state trovate le formole per la costruzione del

M.CD. e del M.C.M. di due, o piu, funzioni algebriche intere di una sola variabile ®).

§ 1.

Definizioni. — Proposizioni e formole ausiliarie.

Si designi con:
S;(i=1,2, ..., s+ 1) la funzione simmetrica fondamentale > x_x, ... x,_,
di grado i nelle x,, x, ..., x,;

) Cfr. VArticolo: Rationale Funktionen einer Veranderlichen; thre Nullstellen, di E. NEerTO, nella
« Encyklopidie der Mathematischen Wissenschaften », Band I, Teil 1 (1898), pp. 227-254.

2) MCD. e M.CM. significano rispettivamente massimo comun divisore e minimo comune multiplo.

3) Dovendo spesso ricordare alcuni risultati della mia Nota: dlcune propriets delle fumzioni sim-
metriche caratteristiche [Atd della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XXXVIII (1903),
pp. 823-844], si designera col simbolo M tale Nota.
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V.(i=1, 2,3, ...) la funzione aleph di ordine ¢ delle x,, x, ..., x,, ossia
la funzione simmetrica delle x_, x,, ..., x,, ottenuta dallo sviluppo (x,+x, + -+ 4 x.)’
quando in luogo di ciascuno dei coefficienti polinomiali si ponga Punita.

Si convenga di porre:

So:VOZI,
S, =V,=o, se i & negativo,
S, = o, se i & maggiore di s + 1.

Particolarizzando rispettivamente la (4) del § 2 e la (6) del § 3 di M si ottengono
facilmente le formole:

themi1

(1) V,= Z (— I)’—“_‘V A (i=1,23,...
#=0
Us=i—1 .
—_— 1—th—1 TN
(2) 5,- = Z (—- I) Su. V‘._u =123 ..
N=0
Si consideri poi il gruppo delle t 4 1 lettere x!, x/, ..., ) e si designi con:
T.(41=1, 2, ..., t+ 1) la funzione simmetrica fondamentale di grado 7 nelle
3 > bl b
’ ’ ’.
Xy Xiy einy X3
W (i=1, 2 ...) la funzione aleph di ordine i nelle x°, x', ..., x;
; L2 3 P ISEE s Xy
colla convenzione di porre :
To = Wo =1

T, = W,=o, se i & negativo,
T, =o, se i & maggiore di ¢4 1.

Supposto 0 £ p £ min (s, t), si desxgnmo inoltre rispettivamente con X,, V. le

S;» Vi, quando si faccia x,, = x,,, = -+ = x, =0, ¢ si designino rlspemvamente
con ($—X),, (V—7), le 5‘, V‘, quando si faccm X, =X, 7= cer =X, = 0.
Evidentemente

X,=Y,=E—X,=(F—1),=1

X, =Y, =0 —X),=(F —Y), =o, se i & negativo,
X, = o, se i & maggiore di p + 1,
(8§ — X), = o, se i & maggiore di s — p.

Da queste definizioni si ottengono subito le formole :

(3) Si="SX,.(5—X)_, (=012 ..)
(4) ViZZYu.(V—}’)i_“ G=o0,1,2..)

Eliminando le X, (i =0, 1, ..., i — 1) tra le prime i 4 1 formole (3) ed ap-
plicando la formola di P. Gorpaw sulle funzioni simmetriche caratteristiche (ossia la
formola duale di quella del Twrupr, cfr. il teofema enunciato alla fine del § 5 di )
rispetto alle (V—Y), (u=1, 2, ..., i), e similmente eliminando le ¥, (4=o, 1, ..., i—1)
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tra le prime i 4 1 formole (4) ed applicando la formola del Trubr (cfr. pure il § 5

di R) rispetto alle (§ — X), [# =1, 2, ..., min(i, s — p)], si ricavano le formole
inverse delle (3) e delle (4), ossia:

(5) Xi = I‘-Z(— I)i_“ S-(V - Y)i_u ((=o,1,2..)
6) ¥, =S5 (— 1) r..(5 - X),_, G=o 1,12 ..)

Ricordando che o £ p £ min(s, ), si designi con:

M(S, T; s, t, p) la matrice di s+t 42— 2p lineeedi s4+t+4+2—p co
lonne nella quale gli elementi della colonna (i 4 1)*™ (i=o0,1,...,54t41—p)
sono :

S, S

i i—1) "

S T,, T

i—t4pd -1y "
MV, W; s, t, p) la matrice di s4t42—2p linee e di s4-t42—p colonne,
nella quale gli elementi della colonna (i+ 1)™ (i=o, 1, ..., s4-t+41—p) sono:

V., V}-,J e ¥ W, 4 Wi_:_;;'

i—g+p) i i—1) ")

T

.
i—s+p?

Colla locuzione « matrice nulla » s’'intende che siano nulli tutti i determinanti di
ordine massimo contenuti nella matrice.

E importante dimostrare:

TeoreMA L — Supposto o £ p <min (s, t), se & nulla la matrice M(V, W; s, t, p)
e non ¢ nulla la matricce M(V, W; s, t, p + 1), allora ¢ di conseguenza nulla la ma-
trice M(S, T; s, t, p) ¢ non & nulla la matrice M(S, T; 5, t, p 4 1); supposto
p=min(s, t), s¢ & nulla la matricc M(V, W; s, t, p), allora & di conseguenza nulla
la matrice M(S, T; s, t, p). Valgono le proprietd inverse.

E sufficiente dimostrare solo il teorema diretto, essendo facilissimo modificare la
seguente dimostrazione per le proprietd inverse.

Se per convenzione si attribuisce il valore zero

alle o, per cui # N s—p+ 1,
alle v, per cul u N\t —p 41,
per lipotesi che ¢ nulla la M(V, W; s, t, p) segue che il sistema delle st +42—p

equazioni

s i
)] D Vo =) W,t_, (=01..,54t+1—p)
%0 o=l
¢ soddisfatto da valori non tutti nulli delle incognite omogenee o, o, ..., Sy
Ta» Tyy-o++y T,_,- Inoltre saranno diverse da zero almeno una delle o, Gy evns O,

ed almeno una delle v, 7, ..., T,_,» altrimenti sarebbero nulle tutte le o, ¢

1 ey 0"_?
e tutte le ©

or i3 +-+y T, Quindi quando & p =min(s, t), si ottiene subito
6, =7, 750; ma anche se & p < min(s, t), deve essere o, =, £ 0, perché se fosse
9, =7, = 0, allora dalle (7) si ricaverebbe che ¢ nulla la M(V, W; 5, t, p+ 1)
contro lipotesi.

Per dimostrare che le incognite omogenee o, o T

0y Tigy Toy Ty ey T,
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soddisfano pure al sistema delle s 4~ t 4 2 — p equazioni

®) S (S =S (=T G=o s titi—p,

basterd provare per i N 2 che trale g,,6,...,0,_,, T, T, ..., T,_, susiste la

(i + 1)*™* equazione delle (8), facendo uso dellipotesi che tra le o, o, ..., q0,_,,

Tyy Tyy --+3 Ts_p Sussistano le prime i equazioni delle (8), perche il sistema deile prime

o’c

o)

due equazioni delle (8) & identico al sistema delle prime due equazioni delle (7).
Da questa ipotesi e tenendo conto delle (7) risulta I'equazione

Vemi-

PACHIID WAy Wch TINNY

V=D U=0

=3~ [“f W, Tv_m] : [“’Z_ (=T, .. G,J ,

v=0 UmQ

la quale, per mezzo della (2) [ossia semplificando il primo membro per mezzo delle
formole

s, :'_2 (— 0)=S,. 7, @=1123..)
ed il secondo membro per mezzo delle formole

T, = ":i;’(_ )T, W (=123 .0
diventa:
S B+ e s =Y (- O T (- )

Siccome semplificando quest’ultima equazione si ottiene la (4 4 1)*™* equazione
delle (8) a meno del fattore di proporzionalitd non nullo 5, = =, si conclude che
sussiste il sistema di tutte le s 4t 4 2 — p equazioni (8), e quindi & nulla la matrice

M(S, T; s, t, p)enon t nullala M(S, T; s, t, p1), perché non ¢ 6,—=7 =—o.

§ 2.

La matrice di Sylvester deile funzioni aleph e la condizione
affinché due equazioni ad una incognita abbiano pit1 radici in comune.

Posto
Sy . (e e R
(9) F = Z a, Xt , F = Z b‘xl-o-x—l ,
a0 im0
si considerino le due equazioni ad una incognita x:
(10) F =g,
(10") F'= o,

dei rispettivi gradi s 4 1, t 4 1; senza togliere nulla alla generalitd & lecito supporre
a,=b, = 1. Si designino con x,, x, ..., x, le s 4 1 radici della (10) e con x_,
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, . . . . . . .
x)y ..., %, le t 4 1 radici della (10); inoltre si faccia la convenzione di porre

a, = o, se i & negativo, oppure maggiore di s 4 1,

b, = o, se i & negativo, oppure maggiore di ¢t - 1.

Tenendo conto delle notazioni introdotte nel § 1, dalla citata formola di P. Gorpax
(cfr. il teorema enunciato alla fine del § 5 di M) segue:

al al ‘1; bl b2 b‘
) . a. b
() V(= % 5 Seh wEy e o
a . a b

(i=r1, 23 ...)

Essendo sempre o £ p £ min(s, t), si designi con M(a, b; s, t, p) la ma-
trice, che si pud chiamare matrice di SyLVESTER dei coefficienti, di s 1+ 2 — 2p
linee e di s+t 4 2 — p colonne, nella quale gli elementi della colonna (3 4 1)
(i=o,1,...,54t+4+1—p) sono

a a a

i) B—12 " i—tep? i i1 ") Migap

Evidentemente si ha:

TeoREMA 1. — Se & nulla la matrice M(a, b; s, t, p), & pure nulla la matrice
M(S, T; s, t,p), ed inversamente.

Cosi, la nota proposizione :

Affinch¢ F — o, F' — o abbiano in comune solo p + 1 radici, occorre e basta
che sia nulla la M(a, b;5,t, p) ed inoltre, quando ¢ p < min(s, ¢), non nulla la
M(a, b; s, t, p+ 1),

per mezzo dei teoremi I, II si potrd trasformare nel seguente modo:

Teorema IIl. — Affinche le equazioni F — o, F' — o abbiano in comune solo
P + 1 radici, occorre ¢ basta che sia nulla la matrice M(V, W s, t, p) ed inoltre,
quando ¢ p < min (s, t), non nulla la matricce M(V, W; s, t, p + 1).

Quindi risulta come nella ricerca delle condizioni, affinché due equazioni ad una
incognita abbiano piu radici in comune, si possa prendere in considerazione, invece del
determinante di BezouT o della matrice di SyLvesTer dei coefficienti, una nuova ma-
trice simile a questa, gli elementi della quale non sono i coefficienti delle due date
equazioni, ma le funzioni aleph delle loro radici, funzioni che si ottengono subito dai
coefficienti per mezzo delle (11). Questa nuova matrice M(V, W; s, t, p) si pud
chiamare matrice di SYLVESTER delle fungioni aleph.

La matrice di SyLvesTer delle funzioni aleph & importante poi, perché & suscettibile
d’'una notevole generalizzazione, che non ha luogo per quella dei cocfficienti. Si defi-
nird matrice ampliata di SyLVESTER delle fungioni aleph e si designeri col simbolo
M(V, Wi s, t, p, n) la matrice di s 4 ¢+ 2 — 2p linee e di # 41 colonne, nella
quale gli elementi della colonna (i 4 1)*™ (i=o, 1, ..., n) sono

v, 14 , V. w,, Ww._.,...,Ww

i—s4+p) [

Supposto che le equazioni (10), (10") abbiano in comune solo p + 1 radici, a-

-3 " i—tsp*
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lora solo p 4 1 delle x,, x,, ..., x, saranno uguali a p 4 1 delle x/, x’, ..., x/
per fissare le idee si abbia

—_ ‘__I __.I
X, == X, X, =x oy X, =X,

: I ? »
Detta (I — X), la T}, quando si faccia x)==x,== - =x, =0, ed osservando

che evidentemente

(T - X),=1,

(T — X), = o, se i & negativo, oppure maggiore di ¢t — p,
dalla (3) segue:

us=t—p U=s—p

(12) S—T)r > S_(T—X)— > T, (5—X)=0 (=o,1,2..,m

e similmente dalla (6):

H==g— te={—

(13) (V—W)+ ;P(—-I)“Vi_u.(S——X)u— ;P(—I)“Wi_u.(T—X)u:O (i=o0,1,2,..,n).

Mentre le (12) diventano evanescenti, se & n \ s+ t 4+ 2 — p, le (13) invece
sono sempre vere equazioni comunque grande sia #; onde, eliminando dalle (13) le
(). (§—=X), (u=1,2, ..., s—p)ele (—1) (T—X), (u=1,2, ..., t—p),
segue che ¢ nulla la matrice M(V, W; s, t, p, n), qualunque sia n. Siccome poi tale
matrice M(V, W s, t, p, n) ¢ pure nulla, quando le equazioni (10), (10’) hanno in
comune pitt di p 4 1 radici, si conclude:

TeorEMA IV. — Se le equazioni F = o, F' = o hanno in comune p -1 radici,
allora ¢ nulla qualsiasi matrice ampliata di SYLVESTER delle funzioni aleph, ossia ¢ nulla
la matrice

MV, W; s, t, p, N),
dove N & un intero finito, ma grande quanto si vuole.

Si considerino ora le funzioni simmetriche caratteristiche (cfr. il § 1 di %) delle
radici delle due equazioni F = o, F’ == o. Perci6 si designi con {b,, b, ..., b},
essendo h,, b, ..., b, interi tali che o L b, < h < --+ <bh,, la funzione simme-
trica caratteristica

bo  ho )
xe x . x° I
h h b
X x7s . oxh X, X X,
h hy h 5 s 5
xO’ X5 e x,‘ xo .7(-‘I e e X
" R . - e ! " 4
nelle x,, x,, ..., »,. Quando invece delle x_, x , ..., x, si considerano le x/, x’, ..., x,

allora si designera con {4, b, ..., b;}; la funzione simmetrica caratteristica {h,, ., ..., b},
nelle x), x!, ..., x}.
Applicando la formola del Trupr (cfr. il § 5 di R) il teorema IV diventa:
TeorEMA V. — Essendo k, k,, ..., k,,.,_,, interi qualunque soddisfacenti alle
disuguaghanze o Lk, <k, < -+» <l ryy_yp 51 chiami Wi, a ., , la funzione

2 tfo, 1,0, p—1, b, Bpeis s BY 4O Ty p— 1, By B B

dove la sommatoria & estesa a tutti ¢ valori delle h,, b ey by By By ey By

p+r?



INTRODUZIONE ALLA TEORIA DEL MASSIMO COMUN DIVISORE, ETC. 37

per cui by, by, s ooy by By By ..., by & una qualunque permutazione degli interi
E,4+p b+ 0, -1, k;+¢+._1p ~+ p, tale che

bp<bp+,<"'<hn b;<h;+,<"'<h:s
¢ dove si attribuisce a ciascun termine il segno -, oppure —, secondoche by, b, ..., b,,
K, Bovis -+ h, ¢ una permutazione pari, oppure dispari della serie di numeri k, + p,
oAby ooy Koy b

Se le equaztoni F = o, F' = o hanno in comune p - 1 radici, allora sono nulle

tutte le funzioni
Hkabx ---k:+l+l—zp

§ 3.

Costruzione del M.C.D. e del M.C.M. di due funzioni algebriche intere
di una sola variabile.

Nell'ipotesi che le: equazioni F —= o, F' = o abbiano in comune solo p <4 1 ra-
dici, si considerino delie (12) e delle (13) quelle per cui i=1, 2,..., s4t41—p,
ossia i sistemi:

Hwf— T §—

() (ST S S AT K) = 3 T (S—K)=0 (=1, 3., sH+1p)

- — o f—

(137 (V.-—W.-H-‘;P(—I)“V.-.u-(s—X)u— > ()W, (T—X),=o

=41

=12 ...,54+t4+1—7)

Si chiamino :
A, (k) [k=o, 1, ..., min(s, £)] il determinante di (s 4 t— 2k + 2)*° ordine,
nel quale gli element della linea (j + 1)*™* (j=o0,1, ..., s4+t—2k—+1) sono:
a b b ce., b

&, otk i1 =11

X
A,() [k =0, 1, ..., min(s, t)] il determinante di (s + t— 2k -+ 2)*° ordine,

nel quale gli elementi della linea (j 4+ 1)*™ (j=o, 1, ..., s t—2k~4 1) sono:
Vi Vies o5 Vieyais W, Wi sy Wi

Dalla citata formola del Trupr (cfr. il § 5 di ®) e da quella di P. Gorpan

(cfr. il teorema enunciato alla fine del § 5 di M) si oriene la notevole relazione :
(14) A (F) = (= 1! 7008, (B) k=0, 1, ..., min(s H %)
Indicando poi per brevitd :
con M(a, b), la matrice di s +t-—2p linee e di s+ ¢+ 1— 2p colonne,
nella quale gli elementi della linea j** (j =1, 2, ..., s 4t — 2p) sono

ai—l’ L | j—x+h;

sima

4 —by e, Gy gy b b b

+) Di questa relazione si & tenuto conto implicitamente nel § 7 della mia Memoria: Ordine di
una varietd pit ampia di quella rappreseritata collannullare tutti i minori di dato ordine estratti da una
data matrice generica di forme [Memorie del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, serie 3%, vol. X
(1904), pp. 10I-134].

Rend. Circ. Matem. Palermo, v. XXV (10 sem. 1908). — Stampato il 28 novembre 1907. 18
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con M(V, W), la matrice di s 4 t-—2p linee e di s 4 ¢+ 1 —2p colonne,

nella quale gli elementi della linea j** (j=1, 2, ..., s+t — 2p) sono
V,—w, Vi s Vs ooy Vilips W._. Wi s ooos Wiiips
si chiamino :

D (k) il determinante di (s + ¢t — 2p)*™° ordine ricavato dalla M(a, by, to-
gliendo in questa la colonna (& 4 1)™™;

D, (k) il determinante di (s -+t — 2p)“ ordine ricavato dalla M(V, W ), to-
gliendo in questa la colonna (k 4 1)™*, dove k =o, 1, ..., st — 2p.

Evidentemente i simboli D, (0), A _(p 4 1) hanno lo stesso significato e cosi pure
D, (o), a,(p - 1), onde per la (14) si ottiene:
(15) D.(@=3,0+ )= (=)D, (0)=(— )3, (p 4 1)

Per lipotesi fatta che le F —= o, F’ = o abbiano in comune solo p -+ 1 radic,
tenendo conto della 6* proposizione della importante Nota: Ueber den gemeinsamen
Factor gweier biniren Formen °) del Prof. M. NoETHER, risulta:

L@ =8,0= =8 =0 A0+Do.
Quindi, osservando che & nulla la M(a, &; s, t, p), dalle (12") si ottengono le re-
lazioni :

(16) Da(k):)\’(T—X)k (k:O, I:"':t_P)y
(16") (——I)“P"Da(k):7\.(5~—X)k_‘+P (k=mt—pt1, t—p+2, .., s4i—2p);
e analogamente, osservando che & nulla la M(V, W; s, t, p), dalle (13'):

(17 D, (k) = (— 1009 (§ — X), (=0, 1, ..., 5—p),

(17 (=)D (B)=(—n) P PN(T—X), ., Ch=s—ptt, s—pt2, s sHi—3p),
dove il fattore di proporzionaliti A non & nullo, essendo per la (15) uguale a &, (p-}1).
Concludendo per le (17), (16) si pud enunciare:
TeoreMA VL. — Se le fungioni algebriche intere F, F' ammettono come M.C.D.
una fungione & di grado p + 1 in x, allora le funzioni aleph Y, (i=1, 2, 3, ...)
di ordine i delle radici dell’equagione in x & = o sono date dalle formole:

k=min{i,s—p) D (k)
Y. = — I k V. AN .
[ go ( ) i—k DV (0)

Trorema VIL — Se le funzioni algebriche intere F, F' ammettono come M.C.M.
una funzione W di grado s +t—p ~+ 1 in x, allora

. im=s+t+1—p k=min{i,t —p) Da (k)
= 3 (=050

Le funzioni aleph Y, si possono evidentemente scrivere sotto forma di quoziente
di due determinanti, dei quali il denominatore ¢ D, (0), e cosi pure i coefficienti di W

St I—p—i
x {and

i=0 k=0

5) Sitzungsberichte der Physikalisch-medicinischen Societit in Erlangen, Heft XXVII (1895),
pp. 10-1I5.
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si possono scrivere sotto forma di quoziente di due determinanti, dei quali il denomi-
natore & D (o).

Similmente dalle (16), (17") si ottengono teoremi analoghi a quelli ora enunciati;
inoltre, tanto dalle (16), (16’) quanto dalle (17), (17') si ottengono subito le funzioni
quozienti F:®, F': .

§ 4

Risoluzione del problema generale del M.C.D. e del M.C.M.
di piu funzioni algebriche intere di una sola variabile.

Posto
(18) F= Z a(x; ™=, F= Z a(z; D" L F = Z' a(r; Dx™r

si considerino le 7 funzioni algebriche intere di una sola variabile x:

F, F,...,F,.
Senza togliere nulla alla generalitd & lecito supporre
a(1; o)=a(2; 0) = --- = a(r; 0) = 1;

inoltre ¢ utile fare la convenzione di attribuire il valore zero alle a(h; i), per cui i &
negativo, oppure maggiore di m, 41, essendo » uno qualunque degli interi 1, 2, ..., 7.

Essendo sempre b =1, 2, ..., r, si designi con V' (h; i)(i=1, 2,3, ...) la
funzione aleph di ordine 1 delle radici dell’equazione in x F,=o, e si convenga di porre
V (h, 0) =1,

V(h; 1) = o, se i & negativo.
Per la citara formola di P. Goroan (cfr. il teorema enunciato alla fine del § §
di M) segue:
a(h; 1) a(h; 2) ... a(h;9)
V(b; iy=(—1Y a(h; o) a(h; 1) ... a(h; i—I1)
a(h; —i+2) a(h; —i+3) ... a(h; 1)
Applicando rispettivamente in modo opportuno i teoremi VI, VII si risolve subito
il problema generale del M.C.D. e del M.C.M. delle funzioni intere F , F,, ..., F,,
cioé si possono ottenere in funzione delle a(h; i), o delle ¥ (h; 1), le condizioni ne-
cessarie e sufficienti, affinch¢ le F, F, ..., F, prese adu ad u (4 =2, 3, ..., 1)
ammettano M.C.D. e M.C.M. di dat gradi.
Essendo b,, h,, ..., b, una combinazione qualunque di  degli interi 1, 2, ..., r
si chiamino:
1° (b, b,y ..., b))+ 1 i dato grado del M.C.D. delle th, Fh’, ceey Fh,,’
2° t(h,, b,y ..., b))+ 1 il dato grado del M.C.M. delle F,,F,,..., F,.

Questi numeri (b, b,, ..., h,) possono essere imteri positivi, oppure uguali a

G=1,2,3 ...
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zero, 0 a —1; essi ed i numeri t(h ; b,, ..., b,) soddisfano ad ovvie disuguaglianze,
che per brevitd si tralascieranno di scrivere.
E importante invece ricordare le formole fondamentali :

(19) t(hyy by oo b>_Y M — 2 B)
19 Y (u 1. u—1 :

cos (= 1) i(hys ) (= Db, By ey B,

i(h,, bz, bu): “’mh —-Z‘;):(b b)Y+ ---
B—2 (u—1 ’ ’ B—1

tte + (— I) Zk’ )t(bx’ hz? . u—-x) —’_ (_ I) t(h b ’ hu)’
dove Z(;:) (v=1,2, ..., u—1) signiﬁca che la sommatoria & estesa a tutte le com-
binazioni %, b,, ..., b, di v delle b, h,, ..., b,.

Quindi per le (19), (20) segue che tra i vari modi di risolvere il problema ge-
nerale del M.C.D. e del M.C.M. delle funzioni intere F , F,, ..., F, sono notevoli:

il metodo del M.C.D., cioé¢ 'applicazione ripetuta del solo teorema VI,
il metodo del M.C.M., cioé Papplicazione ripetuta del solo teorema VIL

-

Metodo del M.C.D.

Nel definire i seguenti simboli occorre lipotesi che nessuna delle #(h,, b,, ..., b,)
sia negativa.

Essendo h,, b, una combinazione qualunque di due degli interi 1, 2, ..., 7, si
chiamino:

Ay(h,y by B)[k=o, 1, ...,k , b,)+1] il determinante di (m), ~+m),,—2k-p-2)""°

ordme nel quale gli elementi deﬂa linea (j 4 1™ (j=o0, 1, ..., mp, ~my, — 2k 1)
sono :
P(bs i)y V(b3 =) s Vb jmriniB, P(bs )y V(b3 i)y ey V(b3 jrin )

2° D,,(hl, ¥ k)[k__I 2,...,my,—i(h,, b,)]il determinante di [m;,x—{—m;, 2i(bl, b
ordine, nel quale gli elementl della linea (j1)""*[j=1, 2, ..., mp~Fms—2i(h, h)]

sono:
V(hx7j)_V<bzaj)7 Vibsj—1) ooy V(b ] — k4 1),
V(b5 by oy V(b5 o iChyy b)) V(b3 1)y o Py s, boiCh, )3
e si convenga di porre
D,(h,y b,; o)=2a,(h,, b,; i(h, b,)+ 1)
Pit generalmente, essendo 4,, h,, ..., b, una combinazione qualunque di u degli
interi 1, 2, ..., 7, si chiamino:
Ay(h,y ..., b k)y[k=o,1,...,4(h, ..., b))~ 1] il determinante di
[ih, ..., b,_) -+ ms, — 2k + 2] ordine, nel quale gli elementi della linea
G4+ 1™ [[=o01,...,i(h, ..., h_ )+ my, — 2k~ 1) sono:
Vihy s husis D V(B u._n]—I):" V(byy oy byys j—i(hyy o B )+ ),
Vibs 1)y V(bsi—1) ooy V(b j—m, + k),
2°Dy(h, ..., b ) [k=1, 2, ..., i(bl, coey by )—i(h, ..., b)Y
determinante di [i(h,, ..., b,_) - ms, — 2i(h,, ..., b)]*™° ordine, nel quale gli
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elementi della linea (j+ 1™ [j=1, 2, ..., i(h,, .., b,_) +m,— 2i(h,, ..., b)]
sono :

Vb, o bs D= V(s 1)y Vlb,y oy bis e Dy ey Py oy b3 f— k1)
Vib,y e by s i—k—1)y ooy V(b5 ey b3 ]— 1(b vy b_ )ik, ., b)),
Vib,;j— 1)y ooy V(b j—m, +i(h, ..., b))

Si convenga poi di porre

1 Dy(h, -y b 0)=38,(h, ...y by ik, e, B) D)

bemminlj ity oy - )=ilhy, bl Dy(b;y ..., b,; k)
2 V(b, ..., bh; = — 1Y} V(h ey ; A It ANCE) y Pus
( ] Y M ]) ;’( ) ( 1) u t ] )DV(bl’ Ly bu; O)

(j=o0,1,2,..),
V(b, ..., h;j) =0, se j & negativo,
attribuendo il valore m,, al simbolo i(h , ..., b, ), quando u =12 ).
Applicando ripetutamente il teorema VI si conclude:

Teorema VI — Afinché le funzioni algebriche intere F , F,, ..., F,  della

sola wvariabile x siano tali che, essendo b, b, ..., b, (4=2, 3, ..., 7) una combi-
nazione qualunque _di!u degli interi 1, 2, ..., r, il MC.D. di F,, , Fs,, ..., Fy,
risulti di grado i(h,, ..., b)) + 1, occorre ¢ basta che siano nulli tutti i determinanti
(2}) Ay(bx,...,b"; k) [k=o0, 1, ..., i(h, ..., b)]
¢ non nulli tutti i determinanti

(22) _ Ayp(hyy ooy by i(hy, ooy b))+ 1),

dove nelle (21), (22) b, b,, ..., b, variano in modo da ottenere tutte quelle combi-
nagioni di u degli interi 1, 2, ..., r, per cui non sia i(h, ..., b)) = — 1.

Inoltre, se non & i(h,, ..., b, )=—1, allora le corrispondenti V(b , .., h,; ) (j=1,2,3,...)
sono le funzioni aleph delle radici dell’equagione ottenuta ugnagliando a zero il M.C.D.
delle F},” F;,,, ey F;,“ .

Metodo del M.C.M.

Nel definire i seguenti simboli occorre Iipotesi che le t(h,, b,, ..., hb,) siano
tali che non risult
by ooy BY=t(h,, ey b)) mau 1,
dove qui e nel seguito si fa la convenzione di attribuire il valore m, al simbolo
t(h,y ..., b,_,), quando u = 2.
Essendo b, , b, una combinazione qualunque di due degli interi 1, 2, ..., r si

chiamino:
1° A, (b, b k) [k=o0, 1, ..., m,, 4+ my, — t(h, b))+ 1] il determinante

) Nell'applicare le relazioni che servono a calcolare le ¥ (b,, ..., h,; k) sard in generale utile,
per abbreviare i calcoli, disporre le b,, b,, ..., b, in modo, che rsult
i(hyy oees by ) Li(hy, .., Bu—th

essendo 4, , hay ..oy by, una qualunque combinazione delle &, h,, ..., h,.
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di (ms, - my, — 2k - 2)*™ ordine, nel quale gli elementu della linea (j - 1)™™
(j=o, 1, ..., my my, — 2k 1) sono:
a(h; j) alhy; j—1) e alb; j—matk), a(hy; p), alby; j—0; . alh,; j—ms k)
2° D,(h,, by k) [=1, 2, ..., t(b,, b,)—ms] il determ. di [2.6(h,, b )—rmy —m; "™
ordine, nel quale gli elemend della linea (j41)"™ [j=1, 2, ..., 2.8(h,, b,)—my —ms,]
sono :
a(h; ) —alh; i) alhsj—1), . alb;j—k4-1), alh;j—k—1) ..,
a(ht; ]_t(hl) hz) + m;’x)’ a(hz; ]_ [)) trt a(bz; ]— t(hz’ hz) +mbz);

e si convenga di porre:

D,(h,, b,; o)y =a,(h, b my +my, — t(h, b))+ 1)

Pii generalmente, essendo 4., b,, ..., b, una combinazione qualunque di u degli
interi 1, 2, ..., 7, si chiamino:

18, (b, oy b R) [R=o0, 1,...,t(h ..., b_)+m,—t(h,..., b))+ 1]
il determinante di {t(h,, ..., b,_ )+ ms, — 2/* —+ 2] ordine, nel quale gli ele-
ment della linea (j+ 1)*™ [j==o, 1, ..., t(h,, ..., h,_)+ms, — 2k 1] sono:
alhy ooy b5 )y alhy, oy b — 1) ooy a(b, ooy b f— ma, k),

a(h; 1) @b j—1) ooy alb; j— by ooy bl ) 4 E);

2°D(h,y . bR [k=1,2, ..., t(h, ..., b)—t(h, ..., h_)] il de
terminante di [2.¢(h,, ..., b)) — (b, ..., h,_)— my, ™ ordine, nel quale gli
elementi della linea (j4-1)"™ [j =1, 2,..., 2.t(h,, ., b)) —t(h,, ..., b,_ ) — ms]

SOno :

a(h,, ..., b5 —a(b,; ), alh,y ooy b5 J—1)y ooy a(h oy b j—k+1),
a<bn "'7bu;;; j—k_I)) T a(b., Tty hu—x; j_t(hn ce hu)“l"t(bn AR u— ));
a(h; j—1) ..., a(h; j—t(h, ..., b))+ m)

Si convenga poi di porre:

1 D,(hs o5 b ({))b_i (b, 1 bu; t(hyy ooy B )i, —t(h,, ..., b)+1),
. ~minlj, by, b - uet) D,(h,...,h;k
2 a(h|7 MR hu; ]) - Z(—- I)ka(b" Tt “_l’ ] k> -D Eb : . , )

'7bu; O)
[;_o I R A B TR 4 R

a(h,, ..., h,; j)==o0, se j & negativo, oppure se &€ j > t(h, ..., b))+ 1 7).
Applicando ripetutamente il teorema VII si conclude :
TeoreMA IX. — Affinche le funzioni algebriche intere F , F,, ..., F, della sola
variabile x siano tali che, essendo b, b, ..., h, (4=2, 3,...,7) una combinagione
qualunque di w deglt interi 1, 2, ..., r, il M.CM. di Fy, Fy,,..., Fy, risulti di

u

7) Rispetto alla disposizione pili conveniente delle &, ..., b, nel calcolo delle a(h,, ..., b ; /)
si puo fare un’osservazione analoga a quella fatta per il calcolo del ¥ (b, ..., b,; /) nella nota 6).
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grado t(h,, . ., h) - 1, occorre ¢ basta che siano nulli tutti i determinanti

(23) Ah, ooy by B) TR0, 1y 6By s Byl Yy —H(h, s B

e non nulli tutti 1 detérminanti

Ga) Ay ooy b Kby ey b s — (b, oy B ),

dove nelle (23), (24) b, b,, ..., b, variano in modo da ottenere tutte quelle combi-

nagioni di u degli interi 1, 2, ..., per cui non sia t(h .., b)) =tb .., b,_ tms 1.
Inoltre, se mon ¢ t(h, ..., h)=1t(h, ..., b,_) 4 s, -+ 1, allora

J=tlhy, ., h)+1 ! )
= oo )=t
a(h y ...y by g)x ot
j==0

7
vil MCM. delle Fy , F,, ..., Fy ®.

Casi particolari notevoli.

1 teoremi generali VIII, IX, diventano pitt semplici, quando si fanno alcune ipo-

tesi particolari per i numeri i(h , ..., b)) e t(h, ..., b))
Infatti quando si suppone che i numeri ¢(h_, ..., h,), qualunque sia x e comun-
que si scelgano le b, ..., b,, siano tutti uguali tra loro, allora si pud modificare il

teorema VIII cosi:.

Teorema X. — Affinche le funiioni algebricke intere F , F,, ..., F della sola
variabile x, comunque prese ad w ad w (u = 2, 3, ..., r), ammettano sempre uno stesso
M.C.D. di grado p —+ 1, essendo p X\ o, occorre ¢ basta che siano nulli tutti 1 determi-
nanti

(25) 3y (b, by k) (k=01 ..., p)
e non nulli tutti i determinanti
(26) Ay (b by p+ 1)
dove nelle (25),-(26) b, , b, variano in modo da ottenere tutte le combinagioni di due
degli interi 1, 2, ..., r, ed inoltre che siano soddisfatte le relazions

V(I7 2; ]): V<I’ 37 ]): T — V<X7 rs ]) (j:I: 2, ""P+I)7
onde segue:
V(5,23 )=V(1, 35 ==V (1, 75 D=2, 35 D= =V (2, 15 )= =V(r—1, 75 )

G=1,2,..., p+ 1)

Le V(1, 25 )) (j =1, 2, 3, ...) sono le funzgioni aleph delle radici dell’equazione
ottenuta uguagliando a zero il M.C.D. delle F , F,, ..., F, .

Se si suppone invece che i numeri (b , ..., b,), qualunque sia # e comunque
si scelgano le b, ..., b, , siano tutti uguali tra loro, allora si pud modificare il teo-
rema IX cosi:

TeoreMa XI. — Affinché le funzioni algebriche intere F , F,, ..., F, della sola
variabile x, comunque prese ad w ad w (u=2, 3, ..., r), ammettano sempre uno stesso
M.C.M. di grado m -+ 1, essendo m non maggiore della somma di due qualunque delle

8) Per convenzione #(h,, ..., h,_ ) =1m, , se u = 2.
I
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M,y My ooy M, occOrre € basta che siano nulli tutti 1 determinanti
(27) A (b, by K) (E=0, 1 oy my +my, —m)
¢ non nulli tutti i determinanti

(28) 8o(hys bysomy, iy, —m 4= 1),

dove nelle (27), (28) b, b,, variano in modo da ottenere tutte le combinazioni di due

degli interi 1, 2, ..., 7, ed inoltre che siano soddisfatte le relazioni
a(t, 2; )=a(1, 35)=---=a(1,r;7) (=12 ..., m+ 1),
onde segue:
a1, 25 )=, 3; fl==a(1, 7; )=a(2, 3; )= =a(2, 7; )= =a(r—1, 1; )
(Gj=1,2,...,m+ 1)
La funzione .
J=m4-t

Z a(1, 2; )am™

j=0

¢ed MCM. delle F , F, ..., F.
Da ultimo ¢ utile osservare che i risultati generali dei teoremi VIII e IX si po-
trebbero forse semplificare qualora si spingesse ulteriormente, in modo opportuno, la

teoria delle funzioni simmetriche caratteristiche.

Torino, 1 agosto 1507.

GirovanNt Z. GIAMBELLL




