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INTRODUZIONE ALLA TEORIA DEL MASSIMO C0MUN DIVISORE 

E DEL MINIMO COMUNE MULTIPLO 

PIU FUNZIONI ALGEBRICHE INTERE DI UNA SOLA VARIABILE. 

Nora di G i 0 v a n n i Z. G i a m b e I I J (Torino).  

Adunanza del a8 luglio xgo 7. 

La ricerca deUe condizioni, affinch6 r equazioni ad una incognita abbiano pifl ra- 

dici in comune, ~ stata trattata in modo completo solo quando r - - 2 ,  e non si co- 
nosce alcun risultato n0tevole pel caso di r ~ 2 2). Nella presente Nota si trattedt 
tale questione generale, ossia i[ problema: 

Determinare le condizioni necessarie e sujficienti, a~nch~ piit funzioni algebriche in- 
tere di una soIa variabile comunque prese ad u ad u ammettano M.C.D. e M.C.M. di 
dati gradi ~). 

Di questo problema, che si pu6 pensare come una introduzione aUa teoria del 
M.C.D. e del M.C.M.  di pifl funzioni algebriche intere di una sola variabile, si sono 
trovate nel ~ 4 due soluzioni, conseguenze immediate di alcune questioni ausiliarie trat- 
tate nei ~ I, 2, 3. Tra i risultati di questi ~ vi 6 un nuovo modo di enunciare la 
condizione necessaria e su~ciente, affinch~ due equazioni abbiano pifl radici in comune, 
considerando l'a~anullamento di una matrice simile a qudla ricavata dal determinante di 
SYLVESTER (0 di EULERO), i cui elementi per6 Sono le funzioni aleph di WRONSKI &lie 
radici delle due equazioni. Inoltre sono state trovate le formoie per la costruzione del 
M.C.D. e del M.C.M. di due, o pifl, funzioni algebriche intere di una sola variabile a). 

D e f i n i z i o n i . -  P r o p o s i z i o n i  e f o rmo le  aus i l i a r i e ,  

Si designi con:  
S~ (i = I,. 2, . . . ,  s n t- I )  la s simmetrica fondamentale 5-xox ' . . .  x , _ ,  

di grado i helle xo, x , ,  . . . ,  x ;  

i) Cfr. l'Arficolo: Rationale Funktionen einer Veranderlichen; ihre Nullstellen, di E. NETTO, nella 
Encyldop.~die tier Mathematischen Wissenschaften>,, Band I, Tell I (I898), pp. 227-254. 

2) M.C.D. e M.C.M. significano rispettivamente massimo comun divisore e minimo comune multip!o. 

a) Dovendo spesso ricordare alcuni risukati della mia Nota: Alcune propriet~ delle funzioni sim- 
metriche earatteristiche [Atfi della R. Accademia deUe Scienze di Torino, vol. XXXVIII (i9o3) , 
pp. 82j-844], si designerA col simbolo ~ tale Nora. 
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V~ (i - -  I, 2, 3, . . . )  la funzione aleph di ordine i delle xo, x ,  . . .  , x ,  ossia 
, X i la funzione simmetrica delle %, x ,  . . . ,  x ottenuta dallo sviluppo (% + x + . - -  -{-. , ) ,  

quando in luogo di ciascuno dei coefficienti polinomiaU si ponga l'unitk. 
Si convenga di porre:  

S o =  V o =  I, 

S~ = V ~ - - o ,  se i ~ negativo, 

S~ - -  o, se i ~ maggiore d i s  -1- I. 

Particolarizzando rispettivamente la (4) del ~ 2 e la (6) del ~ 3 di K si ottengono 
facilmente le formole: 

u~i--I 

0 )  r  y ( - - i ) '  . . . .  v . s ,_ , ,  ( i = I , ~ , 3  . . . .  ), 
u ~ o  

(~) s , =  Z ( - - I ) '  . . . .  so.~_, ( ~ = i , ~ , ~  . . . .  ). 
u = o  

r p t Si consideri poi il gruppo delle t + 1 lettere xo, x, ,  . . . ,  x, e si designi con: 

T i (i - -  I, 2, . . .  , t -~- t )  la funzione simmetrica fondamentale di grado i nelle 
, , Xl  ; 

p .  /Y'~ (i - -  I,. 2, 3, . . - )  la funzione aleph di ordine i neUe x~, x[, . . .  , x,,  
colla convenzione di porre:  

L =  ~ o = t ,  
T~----- f U ~ - - o ,  se i ~ negativo, 

T~ ---- o, se i 6 maggiore di t-+- I. 

Supposto o . ~  p z"  min (s, t), si designino inoltre rispettivamente con X~, Y~ le 
Si, U;, quando si faccia xe+ ' = xp+= = .... = x - -  o, e si designino rispettivamente 
con ( S ~ X ) , ,  ( V - -  Y)~ le S~, V,, quando si faccia x o = x  = . . .  = x  e = o .  

Evidentemente 

X o =  Y o = ( S - - X ) o = ( r - -  Y ) o =  i, 

X, - -  Y~ - -  (S - -  X), - -  ( F -  Y)~ - -  o, se i ~ negativo, 

X~ - -  o, se i & maggiore di p -~- I, 

(S - -  X); = o, se i a maggiore d i s  - - p .  

Da queste definizioni si ottengono subito le formole: 

O) s, = Z & . ( s -  x),_,  u = o, i, ~ . . . .  ), 
u ~ o  

u l 

(4)  < -'- Z I7. ( V -  Y)i-. (i---- o, ,, 2 . . . .  3. 
u ~ o  

Eliminando le X ( i = o ,  t, . . . ,  i ~ I )  tra le prime i +  I formole (3) edap-  
plicando la formola di P. GOROAN sulle funzioni simmetriche caratteristiche (ossia la 
formola duale di quella del T~UDI, cir. il teorema enunciato alia fine del ~ 5 di K) 
rispetto aUe ( V - - Y ) ~  ( u - - t ,  2, . . . ,  i), e similmente eliminando le Y ( u - - o ,  I, . . . ,  i ~ x )  
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tra le prime i +  I formole (4) ed applicando la formola del TRUDt (cfr. pure il S 5 
di ~ )  rispetto alle ( S -  X). [u = x, 2, . . . ,  rain (i, s - - p ) ] ,  si ricavano Ie formole 
inverse delle (3) e delle (4), ossia: 

u t 

(s) x, = ~ ( - -  O ' - ' s . . ( z -  r ) , _ .  ( ~ =  o, 7, ~ . . . .  ), 

u t 

(6 )  Y, = 5 - ( - -  0 ' - "  z . ( s  - x ) , _ .  (i = o, ,, 2 . . . .  ). 
u ~ o  

Ricordando che o / p  ~ rain (s, t), si designi con:  

M(S,  T; s, t, p) la matrice di s + t -  t - 2 - 2 p  linee e di s + t + z - - p  co- 
lonne nella quale gki elementi della colonna (i + x) ''=* ( i - - o ,  I, . . . ,  s + t +  x - - p )  
s o n o  : 

S~, Si_," , . . .  , Si_,+ p , T i , Ti_ ' , . . . , Ti__,§ ; 

M ( V ,  H/; s, t, p) la matrice di s + t  + 2 - - z p  Iinee e di s + t  + 2 - - p  colonne, 
nella quaie gli elementi della coionna ( i +  x)"'* ( i = o ,  r, . . . ,  s + t + I - - p )  sono: 

Colla locuzione cc matrice mdla ,} s'intende che siano nulJJ tutti i determinanti di 
ordine massimo contenuti nella matrice. 

l~ importante dimostrare: 

TEOR~SiA I . -  Supposto o /  p < r a i n ( s ,  t), se ~ nulla la matrice M ( V ,  W;  s, t, p) 
e non ~ nulla la matrice M ( V ,  IV; s, t, p + I), allora ~ di conseguen[a nulla la ma- 
trice M(S ,  T; s, t, p) e non ~ nulla la matrice M(S,  T; s, t, p + I ) ;  supposto 
p = rain (s, t), se h nulla la matrice M ( Y ,  IV; S, t, p), allora ~ di conseguen<a nulla 
la matrice M(S ,  T; s, t, p). Valgono le propriem inverse. 

I~ sufficiente dimostrare solo iI teorema diretto, essendo facilissimo modificare la 
seguente dimoswazione per le propriet~l inverse. 

Se per convenzione si attribuisce il valore zero 

alle % per cui u "~ s - - p  + I, 

aile "r. per cui u "~ t - -  p --~ I, 

per Hpotesi che ~ nuUa la M ( V ,  IV; s, t, p) segue che il sistema deUe s + t q - 9 . - - p  
equazioni 

(73 ( , = o . ,  . . . .  

soddisfatto da valori nora tutti nulli delle incognite omogenee %, %, . . . ,  %_~, 

%, %, . . . .  , -r,_p. Inoltre saranno diverse da zero almeno una delle fro, a ,  . . . ,  %_p 
ed almerao uraa deile ro } ~-, ..., -rt_ ~, akrimerati sarebbero nulle tutte le %, , ,  ..., %_t 

e tutte le %,  "r,  . . . ,  -r,_l,. Quindi quando ~ p - - m i n ( s ,  t), si ottiene subito 
% = %-760;  ma anche se ~ p < rain (s, t), deve essere % - - v .  # o, perch6 se fosse 
% - -  % - -  o, allora dalIe (7) si ricaverebbe che ~ nulla la M ( Y ,  IV; s, t, p -~- x) 
contro l'ipotesi. 

Per dimostrare the le incognite omogenee , , ,  � 9  . . . ,  % - t '  Vo, "5, . - . ,  %-t 
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soddisfano pure al sistema delle s + t + 2 - - p  equazioni 

(85 ~_(- O's,_..~.= ~_(-O'T,_.o. c , = o .  ,, . . . , , + , +  , - ~ ,  
u ~ o  u ~ o  

baster~ prorate per i ~ 2  the tr~.le %, a, ,  . - - ,  %-p, ~'o, ~', " " ,  ~',-p sussiste la 
(i  + I5 sire* equazione deUe (8), facendo uso dell'ipotesi che tra le %, %, . . . ,  a s-p ,. 
Xo, x ,  . . . ,  x,_p sussistano le prime, i equazioni delle (8), perch& il sistema delle prime 
due equazioni delle (85 ~ identico al sistema delle prime due equazioni deUe (75. 

Da questa ipotesi e tenendo conto delle (75 risuka i'equazione 

" ~ ' ( -  0 ~ v ,  . �9 ._ .  o . . . . .  . . . . .  . . ]  

" ~ ] ' C -  ~)" w .  . , 

la quale, per mezzo della (2) [ossia semptifcando il primo membro per mezzo delle 
formole 

" ~-~--e' I'~ . . . . .  S Y.__~ (,, ~, 2, ~ , . . )  s =  ( - -  . o. = . 

ed il secondo membro per mezzo delle formole 

T = ~-- ( - -  i )  . . . . .  T . I ; V  (u= , .  2, 3 . . . .  )], 

diventa : 
u i T u z | ~ ' - -  

~o ( - -  O'[S,_.% + ( - -  i )  ~"- '  ~,_.]-:--- ~o ( - -  , ) ' [  T,_ .-:o + ( - -  ~5' . . . .  ":,_.]%. 

Siccome sempiificando quest'ulfima equazione si ottiene llt ( i -a  r- I )  sire" equazione 

delle (8) a meno dei fattore di proporzionalit~, non nullo % = %, si conclude che 
sussiste il sistema di tutte le s - + - t - + - 2 -  p equazioni (8), e quindi ~ nulia la matrice 
M(S, T; s, t, p) e non /* nuila la M(S, T; s, t, p-{-I), perch~ non ~ % - - - r o = O .  

2. 

La matr ice  di S y l v e s t e r  delle fu~zioni  a leph e Ia cond iz ione  
aff inch~ due equaz ioni  ad una  incogni ta  abbiano  pi/~ radici  in comtme.  

Posto 
"m 

(9) F - -  Z a x '+'-' e ,  5- b,x '§ 
~0  imO 

si considerino le due equazioni ad una incognita x :  

0 o )  F = o, 

0 0 9  F ' =  o, 

dei rispettivi gradi s + I, t + I ;  senza togliere nuUa alia generaliO ~ ledto supporre 
a o = b o =  I. Si designino con Xo, x , ,  . . . r  x, l e s +  I radici della ( Io )  e con x: ,  
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x~, . . . ,  x', le t +  x radici della ( I # ) ;  inoltre si faccia la convenzione di porre 

a~ = o, se i ~ negativo, oppure maggiore d i s  + I, 
b~---o, se i ~ negativo, oppure maggiore di t + I. 

Tenendo conto delle notazioni introdotte nel w i, dalia citata formola di P. GOR~AN 
(cfr. il teorema enunciato alia fine del w 5 di K) segue: 

a a 2 . . .  a~ , b,  b,  . . .  b~ 

( I I )  V ' /=(- - I )  i a~ a . . .  a i _  ' gr /=(__i ) i  b o b . . .  b~_, 
. . . . . . . . . .  , . . . . . . . .  , , . ~ ~ . . 

a_r a_(i_31 �9 �9 �9 a x b_r b r . . . b 
( i =  r, 2, 3 , . . . ) .  

Essendo sempre o / p / r a i n ( s ,  t), si designi con M(a, b; s, t, p) la ma- 
trice, che si pub chiamare matrice di SYnvEsxv.R dei coefficienti, d i s - ~ - t  + 2 -  2p 
linee e d i s  + t + 2 - - p  colonne, neila quale gli elementi della colonna (i + x) '~=" 
( i =  o, i, . . . ,  s +  t +  i - p )  sono 

a l ,  a i _ ~ ,  . . .  ~ a i _ t . p ~  b l ,  b i _ ~  �9 . .  , bi_~_,.p. 

Evidentemente si ha: 
TEORSMA I I . - - Se  k nulla la matrice M(a, b; s, t, p), ~ pure nulla la matrice 

M(S, T; s, t, p), ed inversamente. 
Cosl, la nota proposizione: 
Afl~nch~ F = o, F '  = o abbiano in comune solo p + I radici, occorre e basta 

che sia nulla la M(a, b; s, t, p) ed inoltre, quaudo ~ p < min(s,  t), non nulia la 
M(a, b; s, t, p + I), 

per mezzo dei teoremi I, II si potr;l trasformare nel seguente modo:  
TEOt~a~MA I l l . - - A ~ n c h $  le equa~ioni F = o, F' = o abbiano in comune solo 

p + I radici, or e basta the sia nulla la matrice M(V,  IV; s, t, p) ed inoltre, 
quando k p ~ min (s, t), non nulla la matrice M(V,  IV; s, t, p --~ I). 

Quindi risulta come nelia ricerca delle condizioni, affmch~ due equazioni ad una 
incognita abbiano pica radici in comune, si possa prendere in considerazione, invece del 
determinante di BEZOUT o delia matrice di SYr.WSTE8 dei coet:ficienti, una nuova ma- 
trice simile a questa, gli elementi della quale non s o n o i  coefficienti delle due date 
equazioni, ma le funzioni aleph delle loro radici, funzioni che si ottengono subito dai 
coefficienti per mezzo delle ( I I ) .  Questa nuova matrice M(V,  IF; s, t, p) si pub 
chiamare matrice di SYrV~STZR delle funxioni aleph. 

La matrice di SYLvasv~z delle funzioni aleph ~ importante poi, perch'. ~ suscettibile 
d'una notevole generalizzazione, che non ha luogo per quelia dei coefficienti. Si deft- 
nir;t matrice ampliata di SY~.VESVZa delle fun~ioni aleph e si designer~, col simbolo 
M(V,  IF;  s, t, p, n) la matrice di s -~- t + 2 - -  2p linee e di n -{- I colonne, nella 
quale gli dementi delia colonna (i  --1- I )  '~=" (i - -  o, x, . . . ,  n) sono 

v,, v,_.,..., v,_,.,, IF,, w,_.,..., 
Supposto che le equazioni ( io) ,  (xo')  abbiano in comune solo p + I radici, ~d- 
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�9 , t X ~ . . .  t .  lora solo p -a t- I ddle Xo, x, ,  . , x saranno uguali a p -{- I deUe Xo, ,, , x,, 
per fissare le idee si abbia 

p p r 

X o - - "  X o ,  X ~ X , . . . ~ X p  "--- X p .  

t Detta ( T - - X ) ,  la T,, quando si faccia x' o - -  x ' - - . . - - - a ~ - - o ,  ed osservando 
che evidentemente 

( T - -  X ) o =  I, 
( T  ~ X); = o, se i & negativo, oppure maggiore di t -  p, 

dalla (3) segue: 
,,=e-p u=~-p 

( i 2 )  ( S , - - T , ) +  ~- S , _ r  ~- T~_ . (S- -X)d- -o  (i=o, 1,2 . . . .  , n) 

e similmente dalla (6) :  
.=s-p u=,--p 

0 3 )  Y - Y .... 

Mentre le (x25 diventano evanescenti, se & n "~ s + t - + - 2 -  p, le (x3) invece 
sono sempre vere equazioni comunque grande sia n; onde, etiminando &lie (x3) le 
( - - x ) = . ( S - - X ) .  ( u = x ,  2, . . . ,  s - - p )  e le ( - - x )  ~ 
segue che ~ nuiIa la matrice M ( V ,  W ;  s, t, p, n), 
matrice M ( V ,  [/P'; s, t, p, n) 6 pure nulla, quando 
comune pifl d i p  7{- I radici, si conclude : 

�9 ( T - - X ) , ,  ( u =  I, 2, . . . ,  t - - p ) ,  
qualunque sia n. Siccome poi tale 
le equazioni (IO), ( Io ' )  hanno in 

TEOREMA I V : -  Se le equa~ioni F --- o, F' ----- o hanno in comune p + I radici, 
allora ~ nulla qualsiasi matrice ampliata di SYLV~STE~ ddle fun~ioni aleph, ossia ~ nulla 
la matrice 

M ( V, W;  s, t, p, N) ,  

dove N ~ un intero finito, ma grande quanto si vuole. 
Si consfderino ora le funzioni simmetriche caratterisfiche (cfr. il ~ ~ di K) detle 

radici &lie due equazioni F--"  o, F ' - - o .  Percib si designi con {ho, h~, . . . ,  h,l,, 
essendo ho, h,, . . .  , h s interi tali che o ~ / h o  < h, < - . .  ~ h ,  la funzione simme- 

Xh~ xh, ~ �9 �9 . . . .  x~~ / I I I 

h~ " XhX I X o X . . . X s 
Xho t X ~ " " " s . 

�9 ~ . ~ ~ . . ~ o . ~ . . . . . .  

hs ~s x h S  s XS . . . Xs 
Xo Xz " " ~ s XO i " s 

neUe Xo, x, ,  . . . ,  x .  Quando invece delle Xo, x ,  . . . ,  x, si considerano le X'o, x',, . . . ,  xl, 
allora si designerk con {h'o, h'~, ..., hil' , la funzione simmetrica caratteristica {h'o, h',,..., h;}, 
neUe X'o, x ' ,  . . . ,  x',. 

Applicando la formola del TRUDI (~r. il ~ .5 di K) il teorema IV diventa: 
TEOREM~ V. - -Essend0  ko, k~ , . . . ,  k,+, . . . .  i, interi qualunque soddisfacenti alIe 

disuguaglian~e o Z k ~ ~ k ~ . . .  ~ ks+ , . . . .  ~, si chiami II~ot, ..k,+,+,_~p la fun~ione 
�9 . . . . . .  -- P h r ,.~ P f 

Z ! { %  I~  , p - - I I  hp~ hp§ . ,  h s l  s l o ~  I~  . . ~ p  I~  hp, p+,~ ~ htlt~ 
p r dove Ia sommatoria ~ estesa a tutti i valori delle hp, h?+~, . ,  h,, h?, h' .. ?+,, . . . ,  h~ 

trica caratteristica 
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per cui hp, hp+., . . . ,  h ,  b;, h~§ . . . ,  b', ~ una qualunque permutazione degli interi 

ko + p, 1r + P, . . .  , k . ,  . . . .  ~ + p, tale the 
t p t 

bp < bt+ ' < . . .  < h,,  b~ < hp+, < - . .  < h,, 

e dove si attribuisce a ciascun termine il segno _qt_, oppure - - ,  secondochk hp, b~+~, . . . ,  b ,  

h'p, b~+,, . . . ,  b', k una permuta~ione pari, oppure dispari della serie di numeri  ko-~-p, 

+ p , . . . , k . ,  . . . .  p+p.  
Se le equa~ioni F ~- o, F '  ~ o banno in comune p -~- I radici, allora sono nulle 

tutte le fun~ioni 
I I k o k p . . k t + l + l _ a p  

w 
C o s t r u z i o n e  de l  M.C.D. e del  M.C.M. di d u e  f u n z i o n i  a l g e b r i c h e  i n t e r e  

di  u n a  s o l a  v a r i a b i l e .  

NelHpotesi che le. equazioni F -= o, F '  = o abbiano in comune solo p + I ra- 

dici, si considerino delie ( I2 )  e delle (13) quelle per cui i - - 1 ,  a, . . . ,  s q t - t + i - - p ,  

ossia i sistemi: 

( t 2 ' )  (S,=--TI) + __y S , _ . ( T - - X ) , . - -  y___ T,_ . ( S - - X )  =-o ( i= , ,  2 .... , s+t+,- -p) .  

m--s--p m--t--p 

(139 ( v , - t e , ) +  _Z (-1).v,_.(s-x)- Z . ( r - x )  =o 
( i = L  2 . . . . .  s - ~ - t - ~ - I - - p ) .  

Si chiamino : 

,_x (k) [k = o, x, . . . ,  min (s, t)] il determinante di (s qt_ t - -  2 k -11- 2) ~''~ ordine, 

nel quale gli elementi della linea (/" + z) ~ '"  ( j  ~-- o, I, . . . ,  s @ t - -  2k -~- 1) sono : 

~.,  ai_, ,  . . . ,  aj_t+~, by, bi_,,  . . . ,  by_,+~; 

'-lv(k ) [k = o, I, . . . ,  min (s, t)] il determinante di (s -~- t - -  2 k -{-- 2) '~m~ ordine, 
nel quale gli elementi della linea (j_qt_ i )  , i '`  ( j = o ,  1, . . . ,  s - ~ - t - - 2 k - { - i )  sono:  

v,  wj, 
Dalla citata formola del TRUDI (cfr. il w 5 di 92) e da queUa di P. GormxN 

(cir. il teorema enunciato alla fine del w 5 di 92) si ottiene la notevole relazione : 

(14) , .x (k)  m (__ i)''--k+''''--~+')av(k ) (k = O, t . . . . .  rain(s, t) ' ) .  

Indicando poi per brevitlt: 

con M ( a ,  b)e la matrice d i s  + t - -  2p linee e d i s  -Jr- t Jr- 1 - -  ~-p colonne, 
nella quale gli elementi delia linea j,i.., ( j  = 1, 2, . . .  , s qt_ t -  2p)  sono 

ay - -  hi, aj_, ,  ai_~, . . .  , aj_t§ bj_x, bj_a, . . .  , b/_,+p; 

4) Di questa relazione si ~ tenuto conto implicitamente net a~ 7 deIla mia Memoria: Ordine di 
una varieta pilt ampia di quella rappresentata colrannullare tutti i minor~ di dato ordine estratti da una 
data matrice generica di forme [Memorie del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, serie 3% vok X 
(I9o4), pp. Iot-t34]. 

Rc~d. Cir162 Mature. Palermo, t. XXV (x o sere. 19o8 ). - -S tampato  il 28 novembre 19o 7. z8 
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con M(V,  W)~ la matrice di s - ~ - t - - 2 p  linee e di s + t +  I - - 2 p  colonne, 
nella quaie gii elementi delia linea ]sim~ ( j  = I, 2, . . .  , s --~ t -  2p) sono 

si chiamino : 
D ( k )  il determinante di ( s - [ - t - - 2 p )  s~m~ ordine ricavato dalla M(a, b)p to- 

gliendo in questa ia colonna (k + 1)'ira'; 
Dg(k) it determinante di (s + t - -  2p) '~'~ ordine ricavato dalla M(V,  W)~ to- 

giiendo in questa ta colonna (k --[- I)sima~ dove k = o, 1, . . . ,  s -~- t - -  2p. 

Evidentemente i simboli D ( o ) ,  A ( p - - ~  1) hanno io stesso significato e cosl pure 
D . ( o ) ,  ar  + 1), onde per la (14) si ottiene: 

(IS) Do(o) = a @  + 1) = ( -  1)('-~'('-P' D, (o) = (-- 1)('-~'('-P',a,@ + 13. 
Per l'ipotesi fatta che le F - -  o, F '  - -  o abbiano in comune solo p + I radici, 

tenendo conto della 6" proposizione della importante Nota: Ueber den gemeinsamen 
Factor gweier bin~ren Formen s) del Prof. M. NOET~i~-R, risulta: 

a ( o )  = ao(1) = . . .  = a ( p )  = o, ao@ + , )  ~ o. 

Quindi, osservando che ~ nulla la M(a, b; s, t, p), datle (12') si ottengono le re- 
lazioni : 
( i6)  D~(k) = ) , . ( T  - -  X), (k = o, ~ . . . . .  t--p), 

(16') (--I)e-P-~D~,(k)=),.(S--X)~_,+~ (k=t--p+i, t--p+2 . . . .  s+l--zp); 

e analogamente, osservando che ~ nuila la M(V,  W; s, t, p), dalle (13 ') :  

( I7 )  D r ( k  ) - - ( - - I ) t ' - ~ x ' - J " ) , . ( S -  X)~ ( k =  o, ~, . . . ,  s--p), 

( I7 ' )  (--I)'-P-'Dv(k)=(--1)('-P)"-~'?,.(T--.X)k_,.e (k=s--p+~, s--p+2 ..... s+t--2p), 

dove il fattore di proporzionalitk ), non ~ nullo, essendo per la (15) uguale a / ~ o @ + I ) .  
Conclufendo per le (17), (16) si pub enunciare: 
TEOR~MA V I . - - S e  le funs algebricbe intere F, F' ammettono come M.C.D. 

una funzione * di grado p --~ I in x, alIora Ie fl~nKioni aleph Y~ (i = 1, 2, 3, . . . )  
di ordine i deIle radici delI'equa~ione in x q,-~-o sono date dalle formole: 

V l  - -  Z,=o ( - -  I ) k ~ / - '  V( ) " 

TEOREMA VII. ~ S e  Ie fun~ioni aIgebriche intere F, F' ammettono come M.C.M. 
una run,lone �9 di grado s -Jct ~ p -J- 1 in x, aUora 

,=.+,-~-~ i--min..,--~,, ,k D~ (k) x,+,+,_~_ , 
v =  5- Y (--I~a,_~D-Z~ 

i~o k=O 

Le funzioni aleph Y~ si possono evidentemente scrivere sotto forma di quoziente 
di due determinanti, dei quali il denominatore 6 Dv(o) ,  e cosl pure i coeflicienti di u2 

s) Sitzungsberichte der Physikalisch-medicinischen Societ~t in Erlangen, Heft XXVII (I895), 
pp. I Io- I IS.  
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si possono ~rivere sotto forma di quoziente di due determinanti, dei quali i[ denomi- 
natore h D ( o ) .  

Similmente dalle (~6'), 0 7 ' )  si ottengono teoremi analoghi a quelti ora enunciati; 

inoltre, tanto dalle 0 6 ) ,  0 6 ' )  quanto daile 0 7 ) ,  (~7') si ottengono subito le funzioni 
quozienti F :  ~ ,  F '  : a,. 

w  

R i s o l u z i o n e  del  p r o b l e m a  g e n e r a l e  del  M.C.D. e del  M.C.M. 
di pifl funzioni  a l g e b r i c h e  i n t e r e  di u n a  s o l a  v a r i a b i l e .  

Posto 

(~8) F,--'-~+'~O; 0x ",-'+', : =  5" ~(~; 0~': . . . .  F =  y ~(,, 0x m, . . . .  , 
s o t o i ~ o  

si considerino le r funzioni algebriche intere di una sola variabile x: 

F ,  F ,  . . . ,  F .  

Senza togiiere aulla alia generalit.~ ~ lecito supporre 

a 0 ;  o ) - - a ( 2 ;  o ) =  . . - =  a(r; o ) =  x; 

inokre h utile fare la convenzione di attribuire il valore zero alle a(h; i), per c u i i  
negativo, oppure maggiore di mh-3 t- I, essendo h uno qualunque degli interi t, 2, . . . , r .  

Essendo sempre h ~ I, 2, . . . ,  r, si designi con V(h; i)(i  = ~, 2, 3, - - - )  la 
funzione aleph di ordine i deile radial deli'eciuazione in x F h - -  o, e si convenga di porre 

V(h; o ) -  ~, 
V(h; i ) ~  o, se i ~ negativo. 

Per la citata formola di P. GORDAN (cfr. il teorema enunciato alia fine del w 5 

di ~t) segue: 

a(h; x) a(h; 2) . . .  a(h; i) I 

r  a(h; o) a(h; x) . . .  a(h; i--~)/(~ =x'  2, 3 . . . .  ) .  

a(b;--i+2)" aih ; - i + 3 ) . . .  a(h; I) // 
Applicando rispettivamente in modo opportuno i teoremi VI, VII, si risoive subito 

il problema generale del M.C.D. e del M.C.M. deUe funzioni intere F , ,  F , ,  . . . ,  F ,  
cio~ si possono ottenere in funzione delle a(h; i), o delle V(h; i), le condizioni ne- 
cessarie e sufficienti, affincha le F ,  F , ,  . . .  , F ,  prese ad u ad u (u ~ 2, 3, . . . ,  r)  
ammettano M.C.D. e M.C.M. di daft gradi. 

Essendo h,,  h,, . . . ,  h, una combinazione quaiunque di u degli interi i, 2, . . . ,  r 
si chiamino : 

I ~ i ( h ,  h,, . . . ,  h ) +  x il dato grado del M.C.D. deUe F~,  F~,, . . . ,  Fh, , 

2 ~ t(h,,  h,, . . .  , h )  + x il dato grado del M.C.M. delle F~,, F~,, . . .  , F~ .  

Quesfi humeri i(h,,  h~, . . . ,  h.) possono essere interi posifivi, oppure uguali a 
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zero, o a - -  I ; essi ed i humeri t ( b  ; b=, . . . ,  b )  soddisfano ad ovvie disuguagiianze, 
che per breviti si tralascieranno di scrivere. 

t~ importante invece ricordare le formole fondamentali : 

l t ( h ,  h=, . .  , h ) - - N - r a m '  x-o) . . . .  �9 ~ ,  ~, - -  ~ ,  ~ o , ,  b;)  + . . .  

( I 9 )  + ( _ _  x.--:~ X - - ( t ' - ' )  - , - . .  b '  

�9 . .  ~3 ~ ,  , (h , ,  h',, , . . . .  ) + ( -  0 " - ' , ( ~ , ,  h=, . . . ,  h ) ,  
l i(h,, b ,  , h ) =  x - " ~ m ,  v " ' t ( h ;  h ' , )+  -.- �9 " " / h' h~ , & - h '  

(~o) + ( - -  " - -"- - ' " -" t (h ' ,  . . .  h' i)"-' h, b), �9 .. i) /_,, h;, , , , _ , ) + ( - -  t (h ,  , . . . ,  

dove z_h'X-(~)(v ~-- 1, 2, . . .  , u - -  1) significa c h e l a  sommatoria ~ estesa a tutte le com- 
binazioni h',  h',, . . . ,  Is" di v delle h ,  h ,  . . . ,  h .  

Quindi per le ( i9 )  , (2@ segue che tra i varl modi di risolvere il problema ge- 
neraie del M.C.D. e del M.C.M. delle funzioni intere F ,  F , ,  . . . ,  F sono notevoli: 

il metodo del M.C.D.,  cio~ l'applicazione ripetuta del solo teorema VI, 
il metodo deI M.C.M.,  cioa l'applicazione ripetuta del solo teorema VII. 

Metodo de/ M.C.B. 

Nel definire i seguenti simboli occorre l'ipotesi che nessuna delle i (h , ,  h ,  . . . ,  h.) 

sia negativa. 
Essendo h ,  b= una combinazione qualunque di due degli interi I, 2, . . . ,  r, si 

chiamino : 
I ~ Ag(h, ,  h=; k ) [ k = o ,  I, ..., i ( h ,  h~).+I] il determinante di ( m ~ , + m ~ - - 2 k + 2 )  "ira~ 

ordine, nel quale gli eiementi delia linea ( j  + I)'~=" ( j  = o, I, ..., m~,, + m~= - -  2k-~- I) 
s o n o  : 

v(h,;j) ,  v(b , ; i - -O, . . . ,  V(h,;i--m~,+k), V(h=;j), r ' (h , ; i - -O, . . . ,  V(h ;j--, , ,~,+k); 
2 ~ D r ( h ,  h~; k) [k- - I ,  2, ..., mh,--i(h,, h=)] il determinante di [m,,,+m~=--2i(h, h=)] '~m~ 

ordine, nel quale gli elementi delia linea ( j + I ) ' i ~ " ' U = I I  2, ..., mh,+m, , - -2 i (h , ,  h=)] 

80[ '10  : 

V(h , ,  j) - -  V(h=, j), V(h,;  j - -  i), . . . ,  V(h , ;  ] - -  k - l -  i) ,  
V ( h ;  j - - k - - Q , . . . , V ( h  ; j - - m ~ , + i ( h ,  h,)), V(h=; j - - I ) ,  ..., V(h=; j - -m~=+i(h ,  h=)); 
e si convenga di porre 

D e ( h , ,  h=; o ) =  a r  h=; i ( h ,  h = ) +  I). 
Pifl generalment% essendo h ,  h=, . . . ,  h una combinazione qualunque di u degH 

interi I, 2, . . . ,  r, si chiamino: 
~o a v ( h ,  . . . ,  h.; k) [ k = o ,  I, . . . ,  ~ ( h ,  . . . ,  h . ) + I ]  il determinante di 

[ i ( h ,  . . . ,  h,_,) + m~, - -  2k + 2] '~m~ ordine, nel quale gli elementi delia linea 
( ] ~ -  I) 'ira F ' - - ~  1, . . . ,  i (h , ,  . . . ,  h _ , ) - J v m , . - - 2 k +  I)  sono:  

V(h , ,  ..., h,_,; j), V(h , ,  ..., h._,; j - - Q ,  ..., V (h  , ..., h _ , ;  j - - i ( h , ,  ..., h _ , ) + k ) ,  
v ( h ;  j), v ( h ;  j - i), . . . ,  v ( h ;  i - , , , , ,  + k), 

2 ~ Dv(h , ,  . . . ,  h.; k) [ k - -  I, 2, . . . ,  i ( b ,  . . . ,  h . _ , ) - - i ( h ,  . . . ,  b.)] il 

determinante di [ i (b , ,  . . . ,  h._,) 2 7 m~, ~ 2 i ( h ,  . . . ,  h.)] ~m~ ordine, nel quale gli 
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elementi della iinea (j-37 z)si='[] " =  z, 2, ..., i ( h , ,  ..., h _ , ) - ~  m h . - -  ~ - i (h ,  ..., h ) ]  

s o n o  : 

z(h, ,  ..., h _ , ; . i ) - - z ( h  ; j), V(h,, ..., L , ; J - - ~ ) , - - - ,  Z ( h ,  . . ,  L , ; j - - k + I )  
V ( h , ,  ..., b._,;  j - - k - -  I), ..., V ( b  , ..., h=_,; j - - - i ( b  , ..., b .... ) + i ( b , ,  ..., h )), 

Z ( h  ; j - -  ~), . . . ,  V(h;  j - -  m ~ . + i f f , ,  . . . ,  h)).  
Si convenga poi di porre 

z ~ D r ( b , ,  . . . ,  b.; o ) - - -  a z ( b , ,  . . . ,  b ;  i ( b , ,  . . . ,  b=)-{- z), 
k~min[j, lib ...... b._,)--i(h ...... hu)] D r ( h , ,  . . . ,  h ;  k) 

z" r " " '  h " ; j ) = 5 - ( - - z ) i Z ( J " ' ' " ' , _ o  L ' ; / - -k)D--~h~,~  ,-h" o ) ,  
(j = o, z, l, ...), 

F ( h , ,  . . .  , h.; j )  - -  o, se j ~ negafivo, 

attribuendo il valore ,nh, al simbolo i ( h ,  . . . ,  h._,), quando u = 2  6). 
Applicando ripetutamente il teorema VI si conclude: 

TEOREUA VIII.-- .4ffincbk le funKioni algebriche intere F ,  F ,  . . . ,  F della 

sola variabile x siano tali the, essendo b ,  h,,  . . . ,  h ( u =  2, 3, . . . ,  r)  una combi- 

na(ione qualunque d i 'u  d q l i  interi z, 2, . . . ,  r, il M.C.D.  di Fh,,  Fh, ,  . . . ,  Fh. 

risulti di grado i ( h , ,  . . .  , b.) -~- I, occorre e basta the siano nulli tutti i detcrminanti 

(2x) a y ( b ,  . . . ,  h ;  k) r k = o ,  ,, . . . ,  ~(/, . . . . .  , I, j1 
e non nulIi tuiti i daerminanti 

( 2 2 )  A v ( h  , . . .  , ]9.; i ( h , ,  . . .  , h = ) - ~  I ) l  

dove helle (2I) ,  (22) h ,  h,,  . . . ,  h variano in modo da ottenere tutte quelle combi- 

naKioni di u degli interi I, 2, . . .  , r, per cui non sia i (h  , . . .  , h )  ~ ~ I. 

Inoltre, se non ~ i (h ,  ..., h ) = - - I ,  allora le corrispondenti V(h , ..., h.; j ) ( j = I ,  2, 3, ...) 

sono le funKioni aleph delle radici dell'equaKione onenuta ugnagliando a Kero il M.C.D.  

delle Fh, , Fh, , . . . ,  Fh. . 

Metodo del M.C.M. 

N d  definire i seguenti simboli occorre l'ipotesi che le t ( h ,  b ,  . . . ,  h )  siano 
tall che non risulti 

t(h, . . . ,  b . ) = t ( h ,  . . . ,  h _ , ) + m s . +  x, 
dove qui e nel seguito si fa ia convenzione di attribuire il valore m~, al simbolo 
t ( h , ,  . . . ,  h_, ) ,  quando u = 2. 

Essendo h ,  h, una combinazione qualunque di due degli interi z, 2, . . . ,  r si 
chiamino : 

r ~ a ( h , ,  h,; k) [k = o, z, . . . ,  m~, -~- ms, - -  t ( b ,  b,)--]- ~] il determinante 

o) NeU'applicare le rehzioni che servono a calcolare le F(h ..... , h, ; k) sar/L in generale utile, 

per abbreviate i calcoli, disporre le h=, h=, ..., b= in modo, che risulfi 

iO ...... h._,) ~ ~(b', .... , h'.-,), 
r 

essendo h~, b', ..., h,_~ una qualunque combinazione deIie h=, h2, ..., b=. 
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di (mh, + m j , ~ -  2 k + 2) ~m~ ordine, nel quale gli elementi della linea ( j  -{- I) ~=" 

( j  = o ,  I:~ . . .  :~ rrch t + ln.b a - -  2 k + I) s o n o :  

a(~,; / ) ,  a(h,; i - -0 , - ' - ,<~ , ;  i - - m ~ + k ) ,  ~(h~; /), <h~; i--O,.. . ,a(h~; j - - , , , + / . ) ;  
2 ~ D ( h ,  h; k) [k=i ,  2, ..., t(h,, h,)--m~,] iI determ, di [2.t(h,  h=)--mh--mh=] ~ ~  

ordine, n d  quale gii elementi della lined (j--J--i) ~ma [ ] = I ,  2, ..., 2.t(h,, h,)--m~--mh2] 
sonG : 

a ( h , ; j ) - - a ( h , ; j ) ,  a(h,; i - - I ) ,  . . . ,  a (h , ;  / - - k + I ) ,  a ( h ;  j - - k - - I ) ,  . . . ,  
a(h ; j - - t ( h  , h ) + m ; , ) ,  a(h ; j - - t ) ,  . . . ,  a(b ; j - - t ( h  , h=)-J-mh,); 

e si convenga di porte:  

D (h , h~; o ) =  Ao(h , h~; m,,, + , ,~ - t(h , t , ) +  O. 

Pifl generalmente, essendo h ,  h,,  . . . ,  h,, una combinazione qualunque di u degli 
interi I, 2, . . . ,  r, s~ chiamino: 

io - ~ o ( h , . . . , h  ; k) [ k = o ,  I, . . . ,  t (h  , . . . ,  h , ) + - , , , ~ - - t ( h ,  . . . ,  h ) +  I] 
il determinante di I t ( h ,  . . . ,  h _ , )  -{- m~= ~ 2k + 2] ~im~ ordine, neI quale gli ele- 
menti della linea ( j  -J- I )  sima [ ]  - - -  O, I ,  . . . ,  t ( h ,  . . . ,  h _ , )  -~]m~, .  - -  2 k --~ I] s o n G :  

a(h,, . . . ,  k . _ , ; J ) ,  a(h , . . . ,  h_, ;  j - - I ) ,  . . . ,  a ( h ,  . . . ,  h _ , ;  j - - m u  -3r-k), 
a ( h ;  j), a ( h ;  j - -  ~), . . . ,  a(ho; / - -  t ( b ,  . . . ,  h _ , ) + k ) ;  

2 ~ D ( h , ,  . . . ,  h ; k) [ k = i ,  2, . . . ,  t ( h ,  . . . ,  h ) - - t ( h ,  . . . ,  h_, ) ]  il de- 
terminante di [ 2 . t ( h ,  . . . ,  h ) - - t ( h ,  . . . ,  h_ , ) - -mh=] ~m~ ordine, nel quale gii 
elementi deila linea ( j -{-  x) ~'~= [ j  = i, 2 , . . . ,  2. t ( h ,  ..., h , ) - -  t ( h , . . . ,  h _ , ) - -  mh.] 
SOl]O : 

a(h,, . . . ,  b~,;  i)--a(h ; j), a(h,, . . . ,  h_,;  j--~),  . . . ,  a(h,, . . . ,  h~_,; j - -k+~) ,  
a(h,,  . . . ,  ho'__,; i - - k - - O ,  . . . ,  a(h, ,  . . . ,  h _,; j - - t ( h , ,  . . . ,  h ) +  t(h , . . . ,  h _,)), 

a ( h  ; ] - -  I ) ,  . . . ,  a (h  ; ] - -  t (h , ,  . . . ,  h ) -q-  mh=). 

Si convenga poi di porre:  
i ~ 1 7 7  ( h , . . . , h ; t ( h  

k=min[j, tibt,...,bu) -t(bx,...,b,_t)] 
~o a(~,, . . . ,  h ;  i ) =  5 - ( - -  ~ya(h, ,  . 

k=O 
[/" = o ,  i ,  2 . . . . .  t ( ~ q ,  

, . . . ,  h _ , ) + m ~ o - - t ( h ,  . . . ,  h 3 + O ,  
D o ( h , , . . . ,  h~; k) 

. . ,  ~.__,; j - - k )  Do(h 7 7 h ; o) 

. . . .  h ) +  i], 

a(h,,  . . . ,  h~; j) - -  o, se j ~ negativo, oppure se ~ j > t(h,,  . . . ,  hu) Jr- I 7). 

Applicando ripetutamente il teorema VII si conclude: 

TEORE~A I X . -  A~nch~ le fun<ioni algebriche intere F , ,  F2, . . . ,  F della sola 
variabile x slang tall che, essendo h ,  h:, . . . ,  h~ (u---2,  3 , . . . ,  r) una combina<ione 
qualunque di u degli interi I, 2, . . . ,  r, il M.C.M. di F~,, Fh,, . . . ,  Fh. risulti di 

7) Rispetto alla disposizione pifi conveniente delle h z . . . . .  h nel calcolo deUe a(h,, . . . ,  h,; 13 
si pu6 fare un'osservazione analoga a queUa fatta per il calcolo del V(b,, . . . ,  h , ; i ' )  nella nota 6). 
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grado t (h  , . . , h,) -3 r- I, occorre e basra che siano nulli tutti i determinanti 

(23) • . . . ,  h ;  k) Ek=o, I . . . . .  t(~ . . . . . .  t, .... )+~h--t(h ..... ,h.)~ 

e non nulli tutti i dete'rminanti 

(24) • . . . ,  h ;  t ( h ,  . . . ,  h _ , ) + m h ~ - - t ( h , ,  . . . ,  h ) - 3  V 1), 
dove mile (23) , (24) h ,  h ,  . . . ,  h variano in modo da ottenere tutte quelIe combi- 

nazioni di u degIi interi I, 2, . . . ,r,  per cui non sia t(h , . . . ,h )---:t(h , ..., h .... ) + m ~ . + I .  
Inoltre, se nor, ~ t (h  , . . . ,  h ) -~- t (h  , . . . ,  h ) + m,,, + I, allora 

j=t(h~,...,hu)+x 
y a ( h , . ,  h ;  ...... 
j=o 

k iI M .C .M.  delle F , , ,  Fj,=, . . . ,  F , ,  s). 

Oasi part[colari notevolL 

I teoremi generali VIII, IX, diventano pi{l semplici, quando si fanno alcune ipo- 

tesi particolari per i n umeri i ( h ,  . . . ,  h,) e t ( h ,  . . . ,  h) .  
Infatti quando si suppone che i humeri i ( h ,  . . . , h) ,  qualunque sia u e comun- 

que si scelgano le h ,  . . . ,  h ,  siano tutti uguali tra loro, allora si pu6 modificare il 
teorema VIII cosl :. 

TEOREMA X . - - z t ~ n c h ~  le funz ion i  algebriche intere F ,  F ,  . . . ,  F r della sola 

variabile x~ comunque prese ad u ad u (u ~--- 2, 3, . . . ,  r), ammettano sempre uno stesso 

M.C.D.  di grado p + I, essendo p ~ o, occorre e basta che siano nulli tutti i determi- 

nanti 
(25) a ~ ( h ,  h~; k) (k = o, ~ . . . . .  p) 
e non nulli  tutti i determinanti 

(26) ~ ( h ,  h~; p + O, 
dove tulle (25) , , (26)  h ,  h, variano in modo da ottenere tutte Ie combina~ioni di due 

degli interi I, 2, . . . ,  r, ed inoItrr che siano soddisfatte Ie rela~ioni 

~'r(i ,  2 j  / ) =  V ( I ,  3J j ) - - - " ' "  = ~7( I1 F; j )  ( ] =  I, 2, . . . ,  p Jl- I), 

onde segue : 

3; ,; 3 ; / ) = . - . = v ( : ,  i) 
( j =  i, 2, . . . ,  p +  i). 

Le V(I ,  2 ; j )  ( ]  - -  I, 2, 3, �9 �9 .) sono le fun~ioni aleph delle radici dell'equa~ione 

ottenuta uguagliando a ~ero iI M.C.D.  delle F ,  F ,  . . . ,  F . 

Se si suppone invece che i numeri t ( h ,  . . . ,  h ) ,  qualunque sia u e comunque 

si scelgano le h ,  . . . ,  h ,  siano tutti uguali tra loro, allora si pu6 modificare il teo- 
rema IX cosi: 

TEORE~t~. XI.--A2qnch~ le fun~ioni algebriche intere F ,  F~, . . . ,  F della sola 

variabile x, comunql~e prese ad u ad u ( u = 2 ,  3, . . . ,  r), ammettano sempre uno stesso 

M.C .M.  di grado m + I, essendo m non maggiore della somma di due quaIunque delIe 

s) Per convenzione t(h . . . . . .  h,_,) ---- mh, , se u = 2. 
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m ,  m ~ . . . ,  mr, occorre e basra che siano nulli tutti i determinanti 

( 2 7 )  ~xo ( ~ ,  h~; k) (~ = o, 1 . . . . .  r~ ,  + m~. - -  m) 

e non nulli tutti i determinanti 

(28) a o ( h ,  h~; m~ + m~., - -  m + :), 

dove nelle ( 2 7 )  , (28)  hl, h2, variano in modo da ottenere tutte le combinazjoni di due 

degli interi I, 2, . . . ,  r, ed inoltre che siano soddisfatte le rela:ioni 

a ( : ,  2; j )  = a ( : ,  3; j )  = " '" = a ( : ,  r ;  j )  ( ] =  1, 2, . . . ,  m +  ,), 
onde segue : 

a(I,  2; j ) = a ( I ,  3; j ) =  "'" = a ( I ,  r ; / ) = a ( 2 ,  3 ; j ) - -" ' " - - -a(2 ,  r ;  j ) =  ..-~---a(r--I, r ;  j )  
( ] =  1, 2 . . . . .  m--~ I). 

La funzjone 
]~m-r t 

~(:, 2; i ) x ' + '  
j = o  

il M.C.M. delle F , ,  F2, . . . ,  F t .  

Da ukimo ~ u'tile osservare che i risultati generali dei teoremi VIII e IX si po- 
trebbero forse semplificare qualora si spingesse ukeriormente, in modo opportuno, la 
teoria deile funzioni simmetriche caratteristiche. 

Torino, z agosto i9o 7. 

G I O V A N N I  Z. G I A M B E L L L  


