Das vollstandige Formensystem der binaren Form 7** Ordnung.

Von

Frhr. v. Garr in Oppenheim.

Nach Herrn Prof. Gordan’s Untersuchungen®) erbilt man das
volle System der bindren Form a,” aus folgenden 29 nach dem Grad in
den Coefficienten geordneten Formen A4;

) a =f;

2) H.'*= (ff)*;
3) va't= (fx)';
4) A = (x%)?;
5) 17 = (r=);
6) 7,0 = (rr)%;
) 9% = (pr)s
8) 4,5 = (v#)';
9) €2 = (r7);
12) R = (z1)%
16) 6.° = (Q«);

“ze = (ff)4)

& == (f%)*; 7. = (fx)°; T.'" = (fH)";
Pt = (xx)t; GM= (Hx)';

9z° = (r=)*;

B® = (xp)';

wy = (pr)?;

au'-'t4 == ("”)23

10) v, = (re);  11) @2 = (pa);
13) g = (za); 14) 9.t = (¥a);
1) 0, = (va)= (ra)?;

20) A = (o) = (ve¥)’;
23) h, = (6a) = (@a*);
30) B = (ha)=(ca?)?®= (Qa)?,

indem man mit ihnen noch die Covariante 1,2 = (ff)® und deren In-
variante C == (II)* verbindet; und zwar sind von den vielen moglichen
Ueberschiebungen von ¢ iiber Producte 4; 4 . .. beizubehalten:

*) Gordan. Ueber das Formensystem bindirer Formen. Leipzig. Teubner 1875.
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1) Die Ueberschiebungen (4,1¢)%e;
2) Von den Ueberschiebungen (4;1¢)2¢—! diejenigen, bei denen
a) A; keine Functionaldeterminante nicht linearer Formen ist,
b) A; eine Functionaldeterminante von der Ordnung 2 ist,
c) oder eine Functionaldeterminante von der Ordnung 2¢
zweier Formen ungerader Ordnung,

3) unter den Ueberschiebungen (4,4, , f¢)?¢ diejenigen, bei denen
die Ordnungen von 4; und A4, ungerade Zahlen sind, die zusammen
20 betragen und bei denen A4; und A, nicht gleichzeitig Functional-
determinanten sind. (Vergleiche hieriiber das erwidhnte Werk von
Gordan). Die letzte Kategorie von Ueberschiebungen liefert nur In-
varianten. Es ist wesentlich der Zweck der nachfolgenden Unter-
suchung zu zeigen, dass die meisten derselben reducibel sind. Dagegen
sind nur wenige der erhaltenen Covarianten auf andere zuriickzu-
fithren, Ieh werde nachstehend die auf oben definirte Weise erlangten
Bildungen, nach dem Grade in den Coefficienten der urspriinglichen
Form a,” geordnet, aufziblen und bei jedem Grade die moglichen
Reductionen angeben. Ich verstehe dabel unter (i, #) eine Form gt
Grades in den Coefficienten und x'* Ordnung in den z.

Formen 1. Grades.

[f=a’ = (1, 7).

Formen 2. Grades.
2, 2) @, 6) 2, 10)
12 2,0 H_ 1.

Formen 3. Grades.
3,3 3,5 670 6,9 @G,11) (3,15
() e y 7.

Formen 4. Grades.
(4,00 (4,4 (4,6) (4,8 (4,100 (4,14
C 1) p =)' 1) A (H) £,
2) (x1)? 2) (HI?

Formen 5. Grades.
%, 1) 5,3 6,9 5, 7) b, 9) (5, 13)
(r)r HEH g 1) 9 1) (1 (I'l)
2) (f13¢ 2) (F1°* 2) (D?  2) (eh
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Formen 6. Grades.
Nach Formel 1) Seite 40 des angefiihrten Werkes von Herrn
Gordan ist: A = % (fr) + L, wenn ich unter L eine Bildung ver-

stehe, die das Symbol I enthilt. Es ist mithin (AD)!, (Al?)?® und
(Al3%)° auszulassen, (A1%)7 dagegen nicht, weil (fr)! Functional-
determinante zweier Formen ungerader Ordnung und von der Ord-

nung 8 ist. KEs bleiben daher die Bildungen:

(6,2) 6, 4) (6,6) (6, 8) (6,12)
1) = 1) (=022 1) (Hi** 1)B (£0)?
2) (10  2) (p) 2 (AD®  2) (Hpp
3) (pl)?

Formen 7. Grades.

(1, 1) (7, 3) (7,5) (7. 7) (7, 11)
1« 1) (f13)° 1) & 1) (p1%)* (=
2) (£1°)° 2) (gb)? 2) (el3)t 2) (el?)pP
3) (r1?? 3) (1)

4) (90
Formen 8. Grades.

(8, 0) (8, 2) (8, 4) (8, 6) (8, 10)
1) (x13%)8 1) (#1%)° 1) u 1) 2 (g1
2) (13t 2) (pl*®  2) (HI%®  2) (HIB)®
3) (z1)? 3) (z1), 3) (Al 3) (Bl

Formen 9. Grades.

9,1) ®,3) 9, 5) 9,9)
1) (1) 1) @ 1) (y1%)° (T'1%)°
2) (g1?) 2) (e13)° 2) (el?)®
3) (eD)? 3) (ni*)*

4) (91%)°
5) (8
Formen 10. Grades.
(10, 2) (10, 4) (10, 8)

1) » 1) (H1Yy (g13)8

2) (HI*pP 2) (B13)*

3) (Al3)S 3) (Ah?

4) (ulp? 4) (uly
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Formen 11. Grades.

(11, 1) (11, 3) (11,7
1) (el%)p 1) (pl%8 (T14)®
2) (n13)° 2) (1)
3) (9% 3) ¢
4) (912
5) (@1)?
Formen 12. Grades.
(12, 0) (12, 2) (12, 6)
H R 4) (r213)8 1) (H15®  4) (Al (D
2) (HIS"  5) (ul?)* 2) (Al%  5) (wl?)
3) (Al 6) (@I 3) (B1%°  6) (v)!
Formen 13. Grades.
(13, 1) (13, 3) (13, b)
Doe 5) (B1%)° (@), (Treye

2) (i) 6) (@7
3) (e1%)® 7) (pl)?

4) (nl*y
Formen 14. Grades.
(14, 0) (14, 4)
1) (fr, 1)V 1) o
2) (Bl 2) 15
3) (A13)®

8 (- e, 12

Formen 15. Grades.

(13, 1) (15, 3)
1) (o) RGO
2) (912
3) (o)!

Formen 16. Grades.

Bei den Bildungen dieses Grades treten zuerst zerfallende In-
varianten auf. Denke ich mir nun alle Formen L geordnet:
1) nach dem Gesammitgrad e,
2) nach dem Grade § in den Coefficienten der 29 Formen 4,,
3) nach der Hohe y der Ueberschiebung mit einer Potenz von I,
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so werde ich zunichst jede Form L auslassen kbnnen, die auf hohere
Formen L =zuriickfiihrbar ist, weil sie dadurch niedere Dimension in
den Coefficienten A4; annimmt, und ferner jede Form L, die auf niedere
Ueberschiebungen mit /€ zuriickzubringen ist. Lasst sich daher ein
Product A4; 4, mit Hilfe einer Syzygante identisch reduciren auf ein
Aggregat von Producten Z; von mehr als 2 Formen, oder von Pro-
ducten G; zweler Formen gerader Ordnung oder auf Producte .J;, die
eine Invariante zum Factor besitzen, so ldsst sich die Ueberschiebung
(4; A, 1e)*¢, wie sie die oben genannte Categorie 3) der Ueber-
schiebungen von Formen A; mit Potenzen von ! fordert, im ersten
und zweiten Fall darstellen als ein Product von Formen niederen
Gesammtgrades « und einer Summe von niederen Ueberschiebungen
mit /¢. Im dritten Falle fiihrt die Ueberschiebung sofort auf eine
Summe von Producten von Formen niederen Gesammtgrades «. Die
Ueberschiebung (4; 4., 1¢)%¢ ist daher auszulassen. In den meisten
Fillen lassen sich diese Syzyganten sofort hinschreiben. Nur einige
Male wie bei den 2 Invarianten (16, O) bedarf es hierzu breiterer
Rechnung. Hier sind es die Invarianten (r-g, 14)® und (f- «, 1*)8
die besonderer Betrachtung bediirfen. Dabei leistet die Gordan’sche
Identitat III, pag. 11 des genannten Werkes das Nothige. Fir

(’6{’ g) giebt diese die Relation:
3 3 s, B
Lt ggox=5 o)+ 50

mit Hilfe der Formeln pag. 40 gleichen Ortes. Beriicksichtigen wir
die dort gegebene Identitat:

2
A=2(fr)+L
und entwickeln ((’; gfl)) und (6 Qf {), so ergiebt sich

(P pp + L+ 55 7 =—5 (7)) — 5597

und
() + 7 g7 =5

Mit Benutzung dieser Werthe findet man dann die Syzygante:

13 2 5 5
L+¥tx—-{)—gr—~-zp~=0.

8
Es ist mithin
g-r =2 (G + L)

und daher (g -7, 14)® auszulassen.
Mit steter Beriicksichtigung der Gordan’schen Formeln pag. 40 er-

bhalt man aus: (18 71 2f) und (ggg
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1 1 , 16 9
Lt goa-f=——@rr)— @+ 597

25 2
(o, 1 =2 gr 2 oy
und aus beiden

1 6
L+ 5 af = gr — 5 (9,

oder nach Einsetzung des oben gefundenen Ausdruckes fiir (57),:

3 1
gr———g—tx——-——gocf-{—L::O,

d. h. auch
a.f= D (G:i+ L.
Es ist dempach auch (f- «, [4® reducibel.

Die ldentitiit: (8 ;‘ 0 oder (@r)! = (9a)- L,
d. i
= (pn)' + L,
zeigt, dass ¢ Functionaldeterminante nicht linearer Covarianten ist,
und dass demnach (9l)! = (16, 4) auszulassen ist. Es bleiben daher
von Formen (16, )

(16, 0) (16, 2)

1) (£, 17 1) 6

2) (a2’ l)2 2) (§l6)12
3) (¥)?

Formen 17. Grades.
(17, 1)
e
2) (T17)

Formen 18. Grades.
Aus (g ‘; f) folgt (Qa)! = 6 = (v7)!; also ist & ebenfalls
Functionaldeterminante nicht linearer Formen und demnach auch

(18, 2) = (6l)! auszulassen. Dagegen ist (91%2)® als Ueberschiebung
der Categorie 2b beizubehalten. Es bleiben daher:

(18, 0) (18, 2)
1) ()M 4) (rq, 190 7) (g, 1%)° @1%)?
2) (f9,19* 5) (9,19 8 (@)
3) (e 152 6) (@, 1) 9) (ol)
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Formen 19. Grades.
(19, 1)
1) (Ti%)
2) (@l)!

Formen 20. Grades.

Hier erhilt man 13 Invarianten, die aber bis auf 2 reducibel
sind. Ausser der Invariante A liefert das Gordan’sche Verfabren
namlich:

1) (fe, I8)® 4) (f2,19" 7 (g% 12)0 10) (e, 1%)°

2) (fy, )" 5) (@, 15"  8) (ge, 1*)? 11) (re, 1»)*

3) (p-r, I 6) (¢, 190 9) (ro, I3)S 12) (Qe, 1%)*
13) A.

Aus der Identitit (ax)r + (xr)a 4 (ra)x =0, d. i
y-r—f-n—x(—‘;’—A+L)=O

erhilt man eine Relation zwischen den Producten y-» und f7.

((’;q‘tl)) und (6‘26) geben
s Hp =G —g 0+ L,

| (ur o =5 n—pr
und eine 2. Syzygante:
5
yr+ i1+ 5 Hp+ L=0.

Durch Combination beider finden wir:
297+« Hp — 5 xA+ L' =0,

2fy +— Hp+ + xA+ L' =0,
oder
yr= DG+ L); f1=_ (G + L)

Es sind daher (f7,17)'* und (p.r,1")"* reducibel.
Ein Gleiches findet man fiir die 4. Invariante. Man hat

(pr)a + (ra)p + (ap)r =0,

fro—p(Fa+L)—r(=%+1)=0,
d. h.
fo= D (G+Z+L) wd (f8,19"

1st daher ausznlassen.
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Ebenso sind die Invarianten 5, 6, 7 reducibel. Die Identititen
(6 g g) und ('(g) g g) geben:
g2 — 7 (gu)? = 2[(rg)'x]' + 5 x - (rg)*
Nun findet man aus <6 ’1( ;)
97y =4+ L und ((gn'x), = (4%), 4+ L.

A ist aber auch Functionaldeterminante und man hat daher nach einem
bekannten Satz (Clebsch: Bin. Formen, Seite 117):

(4 %), ==-%—xy, — —;—ZA
und endlich
) 2 1 1
g —r(gx)=—gxp+ 1A+ 3 %(rg)*

Man hat nun nicht ndthig die restirenden Covarianten (gx)* und
(rg)? besonders zu untersuchen. Kine Abzihlung unter den 29 Formen

A; ergiebt
{(9%)2——“ (1, )=c-pr+ L,
(g =8,49)=d- ¢ + L
Dieses Verfahren wird von nun an bei den meisten Fillen sicher und

schnell zur Aufstellung der gewiinschten Syzyganten fithren. Es ist
daher schliesslich:

9= D (G+Z+ L)
und demnach (g2, 15)!'" reducibel.

Ferner geben (5 g g) und (clz (; g) zusammen die auch ander-
weit zu erhaltende Relation
&-a=((za) ), + ((fe) %),.

Seite 41 finden wir nun bei Gordan:

6 o 9
(fey =+ 5 () — + @ + L,
(re) = —-—'?;—rr—}—L.
Benutzen wir die oben gefundene Gleichung (g7)' = 4 4 L,
so giebt:
031 mr=—=2a+1,
und es wird
(fe)y=— 5+ L
und
€ - oc==———:§—(rt,f)‘ —%(lx), + L.

o
[

Mathematische Annalen. XXXIL.
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Die von Gordan pag. 40 gegebene Formel (rz, )¢ liefert

o h=—o - () + =7,

in welcher
(fl=oA+L wd (f)=1,0=c-pr+L

zu setzen ist. Es ist also endlich, wenn wir noch den oben gefundenen
Werth fiir (A%); beniitzen.

sra= DG+ Z+ L)

(- a, 15

und daher auch:

auszulassen.
Aus
)+ CEHr+(r)t=0

Q-f= D (G+2+1L)
und die Reduecibilitit von
(f@, 19,

Analog giebt: (rxz) e 4 (xa)r 4 (ar) x =20

fq-a—}-fr(— —?5’—71+L)—x'v=0,

folgt sofort:

und
n-a= D (G+ Z+ L)

Es ist also auch (., 14)® auszulassen. Ferner lassen sich zwei,
die Producte r - @ und 9 - « enthaltende Syzyganten entwickeln. Die
erste liefert die Identitit:

(poe)r 4+ (er)p + (rp) e =0
@ r—vp — doa=0.

in der Form:

Die zweite beansprucht noch einmal grossere Rechnung.

Aus (g 8 ‘f) findet man:

#a=(pae, N+ 597
oder da
36
pra— g (@ + L

ist (vergl. Formel 19, pag. 41 von Gordan), so ist
36 )
&-a:—ig((Qx)w)‘ + —;—(p «r -+ L.

Mit weiterer Beniitzung der Gordan’schen Formel Seite 41, fiir (Qx)3
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und der aus der Theorie der cubischen Formen bekannten Gleichungen

fir (Qr)' erbilt man aus (g 3{ _;)
@02y + Z g r=

Da aber (6 z) g) giebt:

(22%)® = ptv — -;’— R,

o)
N
_

[~
x
~—’

[~

|

|
=y
x

so hat man endlich:

(@ =t~ LR~ T

und
8-a=—1—~ut—%§—R-x—3(p-r+L.

5 D

t9

Verbinden wir diese beiden eben erhaltenen Syzyganten, so sieht man
dass & - ¢ und @ - Ausdriicke von der Form sind

2 @G+ I+ 1)

und dass mithin (9 - «, 12)6 und (@ - 7, 1%)® auszulassen sind.
Leicht ergeben sich die Ausdriicke fiir die Producte »-¢@ und

Q- -a Aus
(za)r + (er) T4 (re)a =10
o0-r— vt -+ Qu=0.
Aus (6 g?) hat man:
1 2
— 3@+ s R-p=L+ e Q.

Beriicksichtigt man den von Gordan Seite 41 gegebenen Ausdruck
fir (p7)?, so giebt 6 5 8)

hat man sofort:

2 1
(t2p)2=—-—f’-vr——:3-Rp+L.
Es ist daher Qo und damit auch g7 von der Form:
DG+ I+ I

und demnach
' (Qe, 19* und (r- o, I?)!
auszulassen.

Es bleiben daher nur von Formen (20, 7):
(20, 0)

1) (fe, 1%)°
2) 4

9
3
*



328 v. GaLL.

Formen 22. Grades.

Hier liefert das Gordan’éche Verfahren die 10 Invarianten

1) (fy, 19 4) (-9, 1 ) (fe, U') 10) (« - ¢, 1)°
2) (e-9, 10" 5) (fo, 19 8) (9@, 1)
8) (v-a, 1%  6) (99, 19" 9) (e9, 1%)*

Von diesen sind aber nur die 1., 9. und 10. irreducibel. Aus

(f#) &+ (&) 4 (af) x =0
y-o= D (G4 Z+1L)

und die Ueberfliissigkeit der dritten. Aus

(r%) g+ (xg)r + (gr) =0

ergiebt eine Abzihlung leicht das Gleiche fiir die vierte. Denn es ist
(xg) = (1,9 — - fo+ L
(9r)=(8,6)=L -+ d- A

folgt sofort:

und

Aus den Identititen
(pe)f+ (ef)yp 4+ (fp) =0

(»nN 9+ (rg)p+ (9p)r=0
folgt sofort die Ueberfliissigkeit von (f- @, 1°)!1® und wegen
(rg)=di+ L uwd (gp)=(,7)=1L
auch diejenige der 6. Invariante. Das Ausscheiden der 7. und 8. er-
giebt sich aus den Identititen:

) f+ @f)r+ (fr)e=0; (x)g+ (xg)r+ (gr)z=0,

weil
(fe)y=1,1)=c-pr+ L; (fe) =di + L;
(cg) = (11,8) = ¢ pa+ L
ist. Bine kleine Rechnung verlangt nur das Reduciren der 2. Invariante.
Da (fg)! Functionaldeterminante ist, so ist nach einem bekannten Satze:

(fo) x) = 5 (fO)? - %+ 5 g+ & — 5[ (g5,

Bezeichnen wir nun mit TT nachfolgend immer eine Bildung, die
sich durch ein Aggregat von zerfallenden Gliedern und Gliedern L
ersetzen lisst, so ist (fg)! als Form
(6,10) =d-px + L, (g%)e=(1,7) =TI, (fg)‘.’ = (6’ 8) =c-f4TI,
wie man durch Abzihlung aus den 29 Gordan’schen Formen erhilt.
Daher ist:

und

g-e= D (Z+ G+ L)+2d-(px, ),
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(6 31‘ g) zeigt aber, dass

2
(px) x)i = 7F Bx
ist, daher 1st

g-e= D (Z+ G+ L)

und auch die 2. Invariante reducibel. Es bleiben daher die 3 In-
varianten:

(22, 0)
D (v, )
2) (- @, 17t
3) (o102

Formen 23. Grades.
(23, 1)
- _

Formen 24. Grades.
Wir erhalten die 9 Invarianten:
D (1% 8 @eg, % 5 (9,1 6) (:Q, 1)
2) (rT, 19)'8; 4) (g7, 19 — —
7 (9.9, 19)®
8) (geo, 13)°
9 (re, IH4

Die Zerlegung der ersten derselben bedarf noch einiger Rechnung.
Es ist:
5 1 5 1 o
(o) %)t = — % x(ae)® + + s(ax)® — 5 a(ex)

Da aber wegen 8 9{ g):
(fé) = (xH)' + L

ist, so hat man auch
(fe)t )t = — oy «(Hn)y + 5 H- B,
und durch Verbindung beider:
— —f:— w(Hxy+ H-A+ —;— x(ae) + - (e%)
Es ist aber
(H%), und (a&)?=(4,12)=T und (sx%)=(5,11)=TI

2

&
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und daher
2= DG+ Z+ L) und (2, 198
reducibel.
2) Wegen
H)r+(fHA @H) f=0
und
(fh=5A+L, @H=(11)=T,
ist
Tor= D (G+Z+ L)
3) Aus
(fe)g + (xg)f+ (9f) = =0
und

(x9) = (1,9) =T, (fg)=(6,100=T
folgt dasselbe fir y . g.

4) Darch
(re) e -+ (ne)r 4 (er) =0

(#6) =(5,13)=TI; (e7)=(6,8)=c-B4 11
wird 7 - ¢ redueirt.
5) Die Identitit:
(pr)e+(re)p 4 (ep) r =0
und die Relationen fir (s7) und (&p) = (7, 11) =TT zeigen, dass
(- e, I auszulassen ist.

6) (re) e+ (z&)r + (er) T=10

in Verbindung mit

und

(&)= (9,9 =TI,
Liefert die Relation
Q-e= D/ (G+Z+ L),

Wir haben ferner:
7 (pe) g+ (2¢g)p + (gp) e =0

oder
9-9+p (1244 (9,71)=0,
worin (12, 4) und (9, 7) aber TT sind.
8) (va) g + (@g) = + (g7) « = O,
e-9+17-(12,4) 4+ «-(11,5) =0,
wo (11, 5) auch ein TT ist.
9) (va)r + (er)v 4+ (rv) a =0,
o-r—v*+a-(13,3)=0, (13,3)=TI
Die letzten 3 Identititen beweisen auch das Ausfallen der letzten 3 In-
varianten. Es bleiben daher keine Formen 24. Grades iibrig.
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Formen 25. Grades.
(25, 1)
(O

Formen 26. Grades.
Nach Gordan erhilt man die Invarianten
1) (fT,11%2;  2) (y-&, 1195 3) (Te, I1%)1%;  4) (e-9, 152

B) (c-0, 1910 Do VR o) (90, 19
{ ’ 8) (n-9,1%P ’
6) (77'% ls)w 9) (@w, Z4>8 11) (Q@) l3)6

12) (@ - 0, 1?)? 13) (¢ - @, 0)%
Man erhilt zu diesen 13 Invarianten die entsprechenden Syzyganten:
2) (f%) & + (x&) F + (ef) % =0

oder
yoet (5,13 4 x- (4,14 =0,
wo (5, 13) und (4, 14) Formen TT sind.

; 3) (Hf) e+ (fe) H4- (¢ H) f=0
odaer
T-a+H-(c-A+L)+9,9 -f=0; (9,9)=TL
4) (pe) & 4 (a&) p 4 (¢p) « = 0;

d. i
p-¢+p-(10,8) 4 «- (7, 11) =0;
wo (10, 8) und (7, 11) TT sind.

N i‘5) (te) & + (@) T + (e7) « =0,
0-e4+7-(0,8 +ea-(9,9=0;
N i.b‘) (pe) n+ (eq)p + (yp) « =0,
p-q+p-12,6)F+a-(9,9=0; (12,6)=TI;
i 7 @a) f+ (af) v + (fr) a =0,
o-f+vie A4+ L)yFa-(11,=0; (11,7 =TI;
- 8) (te) 1+ (an) T+ (97) « =0,
0-n+7-(12,6)+ - (11,7 =0.
i 9 (pe) &+ (¢8) p + (9p) « =0,

94 p(14,4) + (1, D=0; (14,8)=c.p 4T
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| 10) (ta) & + (a®) 7 + (97) e = 0,
& o- 84 v-(14,4) + (13,5)=0; (13,5 =TI
. i‘ll) rv) o+ (zo)r + (9pr) T =0;

Q-9 r-(17,3)+z-(14,4) =0; (17,3) =TI
. 12) (rz) o+ (zo)r + (¢7) v =0,

Q-o+7-(19, 1)+ . (16,2)=0,
wo (19,1)=TI und (16,2)=c-06 -+ 1T ist.
Es bleiben daher naur:
(26, 0)

1) (fT, 111y
2)(e-w, 12

Formen 28. Grades.

Unser Verfahren liefert die Invarianten:

1) (Tg, 1%,  2) (-9, 0% 3) (70, 154,

4) (go, 13)°
{5) (9% 13)2 6) (po, 1%)% ) (e

Die Ueberfiissigkeit aller dieser Bildungen ergiebt sich sofort aus
folgenden Syzyganten;

1) Hf)g+ (f9) H+ 9H) =0,

oder
IT-g+H-6,10)+7-(7,13)=0; (6,10) und (7,13) sind TI.

2) (fe) o+ (o) -+ (9f) 2 =0

oder
py-o+1f-013,7) F %.(12, 8)=0; (13, 7) und (12, 8) sind TT.

3) (fe) o+ (xo)f+ (of) =0

oder
y-0-+7-(15,5) + %(14, 6) = 0; (15,5) und (14, 6) sind TT.

4) [(ve) g] = 0, wie wir von jetzt an die stets angewandte Iden-
titdt (va)g + (eg) v+ (9v) e = 0 der Kiirze wegen immer be-
zeichnen wollen, oder

o-94+(12,4) v 4« - (15,5 = 0.
5) [(pe) gl =0 oder: g% +p - (18,2) + a - (15, 5) = O.
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6) [(zra)@p]=0 oder: o-¢p+7-(18,2) 4+ «-(17,3) =0,
) [(ra) 0] =0 oder: 0*+17-(20,0)4 «-(19,1)=0.

Es fallen daher alle Formen (28, ¢) aus.

Formen 30. Grades.
Man erhdlt die Invarianten:
1) (7, 125 2) (e@, 19 3) (o, 1Y) 4) (Be, I%)5
5) (rh, 1?)*
{5) (Qo, 1%)*
Das Ausfallen der 6 ersten ergiebt sich aus nachfolgenden Identitéiten:
1) [(Hf)e]=0 oder: Te-+ H.(4,14)+f-(5,17) = 0;
(4,14)=c-§+ TN
2) [((ve)e} =0 oder: w-&+4 v-(10,8) 4+ - (13,9)=0,
3) [(rx) @] =0 oder: .4 r-(19,5) 4 %-(20.2)=0,
4) [((pr)@] =0 oder: &- 04+ p-(20,2)+4+r-(21,3)=0,
d) [(6a) r] =0 oder: h-r —6-v 4+ «:(19,3) =0,
6) [(r7) @] =0 oder: Q-0+ 7-(23,1)+ z-(20, 2)= 0;
(23,1)=c-h 4TI,
1st also auf 5) zuriickfiihrbar. Es bleib? daher nur die Invariante B.

7) B.

Auszulassende Formen vom 32. bis 48. Grad.

Man erhilt nach Gordan ausser diesen noch 20 Invarianten hoherer
Grade, deren Ueberfliissigkeit sich aus den beigefiigten Syzyganten
ergiebt.

I. (32,0).
1) T, 19% [(Hf)] =0
oder:
T-9+ H-(12,8 4f-(13,11)=0.
2) (T -0, 15 [(Hf)e]=0
oder:
T-9+ H-(14, 6) + f-(15,9)=0.
3) (v @, 19 [(fx) @] =0
oder:
y @+ f-(19, 5) + x- (18, 6) = 0.
4) (f -1, 19 [(60)f]=0
oder:

f-h+6(c-d+L)+a-17,7) =0.
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5) (9o, 1% [(pa)e]=0
oder:
¢ -+ p(24,0) + «(21,3) = 0.
6) (a-h, 1)*; [(v9) ] =0%)
oder:

h-a+t+A4.-v—wp=0.

LD (@ e I (0) 0+ (€a) 7+ (0r) ¢ = 0
oder:
h-aoa+wo-+7-(24,0)=0. /

———

Die beiden letzten bestimmen % -« und pw in der gewiinschten
Weise.

II. (34, 0).
1) (gh, 13)%; [(6a)g] =10
oder:
h-g406-(12,4)4+ «-(21,5)=0.

L. (36, 0).

] 1) Zo, 15 [(Hf) @] =0
oder:
T o+ H-(8,6)4f-(19,9 =0.
2) (eh, 15)1% [(6a)&]=0
oder:
h-&46-(10,8) -+ «> (19, 9) = 0.
3) (nh, 19% [(ra) B] =0
oder:
n-h-+4+r-(25,5) 4+ x-(26, 2) =0.
4) (©h, 1% [(pn)H] =0
oder:
-h+4+p-(26,2) 4+ r-(27,3) =0.
5) (Qh, 15 [(rz) ] =0
oder:
Q-h+7r-(29, 1)+ z-(26,2) =0.
6) (@% 0% [(ve) @] =0
oder:

o+ v. 24,00+ ea- 27,1 =0
*) Aus g‘{ ";) und - g‘;:) folgt h = (vg)'

#) Aus (7% 7) erhilt man b= (03).
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1V. (38, 0).
X 1) (v -1, 19 [(f2) ] =0
yoh+f-(25,5) + «-(24,6) = 0.
i 2) (@ -k, 1% [(pa) ] =0
9 -h—p-B+a-(27,8) =0.
N i.:" 3) (0h, 1f}s [(ze)h]=0
o h—z-B+a-(29,1)=0.
V. (42, 0).
. 1) (T-h, 1'% [(Hf)B] =0
T-h-+H-(24,6)+f- (25,9 =0.
il 2) (@-k, D)* [(6a)@]=0
h-o406-(24,0)+ a-(33,1) =0.
VI. (48, 0).
L 1) #*0* [(6e)h] =0

B —6-B+a-(39,1)=0.

Zum Schlusse geben wir noch eine Uebersicht tiber die erhaltenen
Formen: Wir entnehmen derselben, dass die von Herrn Prof. Sylvester
im American Journal II. Bd., pag. 230 ver6ffentlichte Tabelle meist
nur in den hochsten Ordnungen jedes Grades von der unsrigen ab-
weicht. Namentlich enthilt die erstere keine der Formen der letzten
schiefen Reihe von (5, 13) bis (16, 2). Aus mir gewordenen brief-
lichen Mittheilungen des Herrn Sylvester entnehme ich aber, dass es
demselben spiter gelungen ist, die Existenz einer Form (5, 13) nach-
zuweisen, (vergl. hieriiber besonders eine Note von Herrn Hammond in
den Proceedings of the London Math. Soc. X1V, 85—88) und dass er es
fiir wahrseheinlich hilt, dass neben seinen Grundformen deshalb noch
viele andere vorhanden sind. Weitere Unterschiede sind folgende :
Sylvester hat (10, 4)3, (22, 0)! und keine Formen (13, 3), (18, 2),
(19, 1), (20,0), (23, 1), (25,1), (26,0), (30,0)
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Uebersicht iiber das volle System.

i Ordnung in den Variabeln
lol1]2is|a|5l6|7]8]|9]10[11]12]13]14]15

]ii | 1

2 | 11 1 1

3 1 1 1 1 1 1

4 1 2 1 2 1 1

5 1 2 2 2 2 1

6 3 2 2 2 1

7 3 2 4 2 1

81| 3 3 31 |3 1

9 3 5 2 1
g 100 . |4 4 1) !
En| 3, |3 1 |
5 12| 6 6 1
2 13 7] |1 1
< 140 4| 2
;215 5 1
CB 16 .2{ 3 5

7] 2 | |

18 9; 1 ’ | ‘

19| |2 x | |

20 2 l

22| 3

23 1

25 1

2| 2

30| 1

Oppenheim a./R., 28. October 1887.




