
Daz volls~ndige Formensystem der bina.ren Form 7 ~= 0rdnung. 

Yon 

Prhr. v. GAr,L in Oppenheim. 

Naeh Herrn Prof. G o r d a n ' s  Untersuchungen*)erhiilt man das 
volle System der bin~ren Form a J  aus folgenden 29 nach dem Grad in 
den Coefficienten geordneten Formen As 

1) a j  = f ;  
2) H 2  o- -  (ff)~; ~ = ( f f ) ' ;  

3) ~x"-~- ( fx) ' ;  e2 =~ (fx)~; 
4) AS = (xx)2; pz4 ~__ (zx) ' ;  
5) ~/7 ____ (rx)a; g5  ~_(rx)2; 

6) v2 ~ (rr)~'; f l s = ( x p ) l ;  

8) ~2 = (~x)~; , ~ 4 =  (~)~; 
, 

9) q.z ~-- (rv); 10) v2  ~- (ra);  
12) ~ - -  ( ~ y ;  13) e~ = ( ~ ) ;  

T:~'5---~(fH)t; 

11) Cx~ = (p~ ) ;  

14) v4 = (ag); 
16) ax e - -  (Qa); 17) eo~ ~ - ( ~ a ) =  (ra2)2; 

2o) A - -  ( e~ )  - -  ( ~ Y ;  

23) h~ ~--- (aa) = (Qcc2)~; 

indem man mit ihnen noeh die Covariante lx2~--(f f)6 und deren In- 
variante C ~ (ll)  ~ verbinde~; und zwar sind yon den vielen mSgliehen 
Uebersehiebungen yon le fiber Produete A ~ A k . . .  beizubehalten: 

*) Gordon. Ueber das Formensystem bin~rer Formen. Leipzig. Teubner 1875. 
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1) Die Ueberschiebungen (Aile)~e; 
2) Von den Ueberschiebungen (Aile)2e-1 diejenigen, bei denen 

a) Ai keine Functionaldeterminante nicht linearer Formen is~ 
b) At eine Functionaldeterminante yon der Ordnung 20 ist, 
c) oder eine Functionaldeterminante yon der Ordnung 20 

zweier Formen ungerader Ordnung, 
3) unter den Ueberschiebungen (AiA~,, fe) ~e diejenigen, bei denen 

die Ordnungen yon Ai und A~ ungerade Zahlen sind, die zusammen 
20 betragen und bei denen Ai und A~ nicht gleichzeitig Functional- 
determinanten sin& (Vergleiche hiertiber das erwi~hnte Werk yon 
Gordan). Die letzte Kategorie yon Ueberschiebungen liefert nur In- 
varianten. Es ist wesentlich der Zweck der nachfolgenden Unter- 
suchung zu zeigen, dass die meisten derselben reducibel sin& Dagegen 
sind nur wenige der erhaltenen Covarianten auf andere zurtickzu- 
ffihren. Ich werde nachstehend die auf oben definirte Weise erlangten 
Bildungen, nach dem Grade in den Coefficienten der ursprfinglichen 
Form a J  geordnet, aufziihlen und bei jedem Grade die mSglichen 
l~eductionen angeben. Ich verstehe dabei unter (i, x) eine Form i t~ 
Grades in den Coefficienfen und utr Ordnung in den x. 

Formen 1. Grades. 

f - -  a 2 =  (1, 7). 

Formen 2. Grades. 

(~, ~) (2, 6) (~, Jo) 
t~ 2 Xx 6 H~ 1~ 

Formen 3. Grades. 

(3., 3) (3, 5) (3, 7) (3, 9) (3, ~1) (3, ~5) 
rx "J ( f l )  2 ( f l ) '  ~ r I'. 

Formen 4. Grades. 

(4, 0) (4, 4) (4, 6) (4, 8) (4, 10) (4, 14) 
C 1) p (~l)' 1) A (H/) t ~. 

.o) (~z)- o ~) (//z)- ~ 

Formen 5. Grades. 

(5, 1) (5, 3) (5, 3) (b, 7) (5, 9) (5, ~3) 
(rl) ~ 1) (rl) '  1) g ' 1) y 1) (~,l) ~- (T1) 2 

~) (fz-~) ~ 2) (ft~)~ 2) (~r)~ e) (~z),. 
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Formen 6. Grades. 

Nach Formel 1) Seite 40 des angeffihrten Werkes yon Herrn 
2 Gordan ist: A ---~ -g (fr) q- L, wenn ich unter L eine Bildung ver- 

stehe, die alas Symbol 1 enthgl~. Es ist mithin (A/)t, (A/2)a und 
(A/a)5 auszulassen, (A14) 7 dagegen nicht, weil ( f r )  1 Functional- 
determinante zweier Formen ungerader Ordnung und yon der Ord- 
nung 8 ist. Es bleiben daher die Bildungen: 

(6, 2) (6, 4) (6, 6) (6, S) (6, 12) 

1) ~ 1) (,~a=) a 1) (Ha,). 1) t~ 
2) (,~z=). 2) @z), 2) ( a 0  2 2) (HZ.}~ 
3) (pl) 2 

Formen 7. Grades. 
(7, 1) (7, 3) (7,5) (7, 7) 

(r 

(7, 11) 

1) a 1) (f/a)5 1) IY 1) (7l"-) 4 (rl"-)  4 
2) (f/a)6 2) (,ga) "~ 2) (~12) 4 2) (e/2)a 
3) (r~)~ 3) (~) '  

4) (g~), 

Formen 8. Grades. 
(s, o) (s, 2) (s, 4) (s, 6) (s, ~o) 

1) (x/a) 6 1) (~13) 5 
2) (~Z') 4 2) (pa'-')3 
3) (~) '  3) (,a), 

(9, 1) 

1) /, 1) Z 
~) (Ha~)6 2) (Ha3)5 
3) (/xa,? 3) (t~a)~ 

Formen 9. Grades. 

(9, 3) (9, 5) (9, 9) 

1) (f~ 4)7 
2) (gz')~ 
a) (~/)1 

(xo, 2) 
1) v 
2) (B14) s 
3) (h13)6 
4) (t,z)' 

2) (~la)6 2) (~/a)~ 
3) (r~/=) 4 
4) (vz=)~ 
5) (~0' 

Fomen 10. Grades. 
(10, 4) (10, 8) 

1) ( H l * )  7 (~/a)6 

2) (t~Z')4 
3) (zz) 2 
4) (ttl)* 
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1) (el 4)s 
2) (~/3)6 

3) (gl3) ~ 

4) (#lZ) * 
5) (Oz)~ 

(12, 0) 

2) (Hz ~)'o 
3) ( a  l*)s 

4) (r 21~) 6 
5) (gl~)' 
6) (~l) ~ 

Formen 11. Grades. 

(1 ~, 3) 
1) (r/*) s 
2) (~l~) ~ 
3) 

Formen 12. Grades. 
(~2, 2) 

1) (H15) 9 

2) (zxl4) ~ 
3) (0~:~)~ 

4) (Zl2) 4 

5) (g~)3 
6) (v l ) '  

(I1, 7) 
(T/4) s 

(12, 6) 

. (~14)~ 

Formen 13. Grades. 
(13, 1) 

1)~  
2) (r~)~~ 
3) (~l~) ~ 
4) (,/1')7 

5) (#~)~ 
6) (0  z2) 3 
7) (~z) 2 

(13, 3) 

(~1)1 

Formen 14. Grades. 
(14, O) 

~) (fr, z~),o 

3) (,~ 13) 6 
4) ( r . a ,  l*)~ 

(14, 4) 
1) v 
2) (~l:) ~~ 

(13, 5) 

(Tl~) '~ 

Formon 15. Grades. 
(15,1) 

~) (r~6) '1 
2) (~ z2)3 
3) (qz)l 

(15, 3) 
(T16) 12 

Formen 16. Grades. 

Bei den Bildangen dieses Grades treten zuerst zerfallende In- 
varianten auf. Denke ich mir nun alle Formen L geordnet: 

1) nach d'em Gesammtgrad a,  
2) naeh dem Grade t6 in den Coefficienten der 29 Formen A o 
3) naeh der HShe 7 der Ueberschiebung mit einer Po~enz yon l, 
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so werde ich zuniiehst jede Form L auslassen kSnnen, die auf hShere 
Formen L zuriickfiihrbar ist, well sie dadurch niedere Dimension in 
den Coeffieienten A~ annimmt, und ferner jede Form L, die auf niedere 
Uebersehiebungen mit l~ zurickzubringen ist. Li~sst sieh daher ein 
Product AI Ax mit Flilfe einer Syzygante identisch reduciren auf ein 
Aggregat yon Producten Zi yon mehr als 2 Formen, oder yon Pro- 
dueten G~ zweier Formen gerader Ordnung oder auf Prodacte Ji, die 
eine Invariante zum Factor besitzen, so lizst sich die Ueberschiebung 
(A~Ax, le)~e, wie sie die oben genannte Categorie 3) der Ueber- 
sehiebungen yon Formen Ai mit Potenzen yon 1 fordert, im ersten 
und zweiten Fall darstellen als ein Product yon Formen niederen 
Gesammtgrades a und ether Summe yon niederen Ueberschiebungen 
mit le. Im dritten Falle ffihr~ die Ueberschiebung sofor~ auf eine 
Summe yon Producten yon Formen niederen Gesammtgrades a. Die 
Ueberschiebung (A~A~, le)ee ist daher auszulassen. In den meisten 
Fiillen lassen sich diese Syzyganten sofor~ hinschreiben. Nur einige 
Male wie bet den 2 lnvarianten (16, 0) bedarf es hierzu breiterer 
Rechnung. Flier sind es die Invarianten ( r .  g, 14)s und ( f .  a, 14)s 
die besonderer Betrachtung bediirfen. Dabei leistet die Gordan'sche 
Identit~t III, pag. 11 des genannten Werkes das NSthige. Fir  

( i  pl i )  giebt diese die Relation: 
3 3 5 

L q- ~ ~ ~ W (5/9) 2 + ~ p2, 

mit Hilfe der Formeln pag. 40 gleiehen Ortes. 
die dort gegebene Identit~t: 

2 
a --  T (fr), + Z 

und entwickeln ( f  i/~1) und ( ~  ~) 

5 p~ 4 
((f~)~ p)~ + L + ~ -  = - -  T ( ~ ) '  - -  - -  

und 

Bericksichtigen wir 

, so ergiebt sieh 

6 
35 gr 

5 1 
(*/r)t + T g r  = T ~" 

Mit Benutzung dieser Werthe finder man dann die Syzygante: 
13 2 5 p2 

Es ist mithin 
a - r  = ~  (G + L) 

und daher (g.r ,  14)s auszulassen. 
Mit sbeter Beriicksichtigung der Gordan'schen Fbrmela pag. 40 er- 

h~lt man aus: ( I ~  f )  und (~)'I~)) 
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16 9 1 1 (xr ,  r) -~ - -  ~ Olr)' + gr ,  

25 2 
(ur, r) 2 ----- 28- g r  -[- -g (~r) ~ 

und aus beiden 
1 ~ f =  1 L ~ - ~  T g r ~ - -  

6 5 (~r),, 

oder nach Einsetzung des oben gefundenen Ausdruckes ffir (~r)l: 

1 a f + L  O, g r  - -  y "~x - -  y 

323 

d. h. auch 

a. f-= ~ (Gi q- ii). 

Es ist demnach auch ( f .  r 14)s reducibe]. 

Dieldentit i i t :  ( P a  ~) 1 oder (r t ~--- (~a) -4- L ,  
d . i .  

zeigt, dass r Functionaldeterminante nicht linearer Covarianten isf, 
und dass demnach (~pl)i~ (16, 4) auszulassen ist. Es bleiben daher 

(16, 2) 

yon Formen (16, i) 

(16, o) 
1) (D, 17) '4 

2) (a s, Zf 
1) a 
2) (~16) ~2 
3) (~,z)'-' 

Formen 17. Grades. 

(17,1) 

1) co 
2) (rv) , ,  

Formen 18. 6rades.  

1 folg~ ( Q a ) ' - - ~ - a  . - - ( v ~ ) ' ;  also ist a ebenfalls 

Functionatdeterminante nicht iinearer Formen und demnach aueh 
(18, 2)__._(al)t auszulassen. Dagegen ist (~,12) 3 als Ueberschiebung 
der Caf, egorie 2b beizubehalten. 

(18, 0) 
1) (~/7)t4 

2) (fa, ~~ 
3) (~.r, 16) t2 

4) (r~, 15)1o 
5) (ra, Z9 8 
6) 0" Q, z3)o 

Es bleiben daher: 

7) (ga, 13) 6 
8) (r 4 
9) (6zy 

(18, ~) 
(~Z2y 
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ttier erh~lt 
sind. Ausser 
n~mlieh : 

3) (~,-r, ~)~ 

v. GAL~. 

Formen 19. Grades. 

(19,1) 

1) (Yl~) 1~ 
2) 1 

Formen 20. Grades. 
man 13 Invarianten, die aber bis auf 2 reducibel 

der Invarian~e A liefer~ das Gordan'sche Verfahren 

4) (fe,/6),2 7) (g~, 15) 'o 
5) (fQ, 15) 1~ 8) (~/a,/4)s 
6) (ea, lS) 1~ 9) (rep, 13) 6 

13) A. 

10) (ea , /3)e  
11) (r0,/2)4 
12) (Qa, /2)4 

Aus der Identit~it (a~)r + (~r)a -{- (ra)'~ -~ 0, d. i. 

) ~ . r - - f . ~ - - ~  y A - ~ - L  ~--0 

erhalt man eine Relation zwischen den Producten ? - r  und fT- 

(0ff~)l und (~)~ f0) geben 

-:2 'g ~5 f . ~  + L ,  
1 

(~r  , f )l ~ -g f ~ - -  ~,r 

und eine 2. Syzygante: 
5 

7r + f ~ + - ~  HP 

Dutch Combination beider finden wir: 

5 3 2~r ~ y Hp  ~ 

5 3 

oder 

Es sind daher 

n U L l -  0. 

~ A + L '  ----0, 

do i~ 

(G'+s 

(f~, 17) 14 und (~,.r, ~7)14 reducibel. 
Ein Gleiehes finder man fiir die 4. Invariante. 

(pr)a -Jr (ra)p Jr- (ap)r ~- O, 

d. h. 

~--0, 

ist daher auszulassen. 

Man hat 

fa ~ - ~  (G + Z -t- L) und (fa,/6),~ 
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Ebenso sind die Invarianten 5, 6, 7 redueibel. Die Identit~ten 

(~)~) ~) und (g ~ ~)) geben: 
1 

g ~  - r .  (g~)'- = 2[(rg),~], + :~ ~.  (rgF-. 

Nun f~ndet man aus 1 2 

(gr ) t  = ~t + L und ( ( g r ) ' ~ ) ,  = () .x) ,  -~- L .  

~t ist abet auch Functionaldeterminante und man hat daher nach einem 
bekanngen Satz (C lebsch :  Bin. Formen, Seite 117): 

1 1 
(Jtx) l  = T u g  - -  T ~A 

und endlieh 
g ~ - - r ( g u ) 2 =  - - - -  I x #  + ~A-{-- 1 u(rg)2" 

3 T 

Man hat nun nicht n5thig die restirenden Covarianten (g u) 2 und 
( rg )  2 besonders zu untersuchen. Eine Abzi~hlung unter den 29 Formen 
Ai ergiebt 

(gu) ----- (7, 7) = c . 2 r  -~- L ,  
(gr)~ = (s, 4) = d ~ + L. 

Dieses Verfahren wird yon nun an bei den meisten F~llen sicher und 
schnell zur Aufstellung der gewiinschten Syzyganten fiihren. Es ist 
daher schliesslich: 

g ~ =  ~ (G + z + L) 

und demnach (g~-,/5)10 reducibel. 

Ferner geben ( f  ~ )  und (~ a ~) 1 zusammen die auch under- 

weir zu erhaltende Relation 

e . a  ----- ((uex) f), + ((fa) ,),. 
Seite 41 finden wir nun bei Gordan: 

6 
( f  a) = -J- - - ( ( ~ r )  2 - -  - -  

- - y r v - ~ -  L .  

9 
7 Or), + L, 

Benutzen wit die oben gefundene Gleichung 
so giebt: 

2 : (~  r)'~ = - -  ~- 

9 

9 3 ( r r  f ) t  -~(~x)~+ L .  
O 

(gr)~ = ;t + L, 

und es wird 

und 

Mathem~tische A~nalen. X~XXL ~ 
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Die yon Gordan pag. 40 gegebene Formel (rv, cp)e liefer~ 

3 2 
( ~ ,  f)~ = ~ ~.  ( r f ) ,  + ~ ~(~f),, 

in welcher 

3 A -{- L und (f~)l __~_ (7, 7 ) - ~ - c . p r  -~- L (f~) = y 

zu setzen ist. Es ist also endlich, wenn wir noch den oben gefundenen 
Werth ffir (Zx), benfitzen. 

$ . ~ _ _  

und daher aueh: 

auszulassen. 
A u s  

folg~ sofor~: 

(G + Z + L) 

( t .  ~, t9  :~ 

(rv) f + (tf) r + (fr) ~ = 0 

Q . f - - ~  ( G +  z +  L) 
and die Reducibilitat yon 

(fQ, 15) '~ 

Analog giebt: (ru) a -{- (ua) r -{- (at) ~t ~- 0 

~ . a + r  - -  y ~ , + L  - - x . v = O ,  

und 

~.a=~(G+Z-t-L) .  
Es is~ also auch (~. a, /a)s auszulassen. Ferner 
die Producte r - t p  und ~ .  a enthaltende Syzygan~en entwickeln. 
erste liefert die Identitiit: 

(p~) r + (~r) ~ + (rp) a = 0 
in der Form: 

" t p . r - - v p - - ~ a - ~ - O .  

Die zweite beansprucht noch einmal grSssere gechnung. 

(o Aus 0 findei man: 

1 
a .  a = (p  ~,  r ) '  + -g- tp �9 r, 

oder da 

lassen sich zwei~ 
Die 

ist (vergl. Formel 19~ pag. 41 yon Gordan), so ist 

36 1 
~ . a  = 25-((Qu)'-' r)' + T ~ . r  -t- L. 

Mi~ weiterer Bentitzung der Gordan'schen Formel Seite 41~ fiir (Qx) s 
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und der aus der Theorie der eubischen Formen bekannten Gleichungen 

ffir ( Q  r )  i erh~ilt man aus I 2 : 

:o 1 ( , ~ ) ~  I /~ .~.  

Da aber ( ~  ~) giebt: 

so hat man endlich: 

und 

(*~'~)~" = ~ -- T ' 

" 2 0  1 x R x -  ~ r  
((Q ~)~ ,')), = ,-; t,,~ ~ 9 

18 i s  R , x - -  3cp . r + L .  

Verbinden wir diese beiden eben 
dass @. a und q~. r Ausdrficke yon der Form sind 

, ~  (G + J + L) 

und dass mithin ( ~ . a ,  13) ~ und (r . r ,  l~) 6 auszulassen sind. 
Leieht ergeben sich die Ausdrticke ftir die Producte r-. 0 

Q . a .  Aus 
( ~ )  r + (~r) �9 + (r~) ~ = o 

hat man sofort: 
o . r - -  v v  -~t- Q a  =--- O. 

Aus (~ Q Pl)2 hat man" 

1 (~2p)2 + I ,2 ~- t~ . . p =  L + - f  a . Q. 

erhaltenen Syzyganten, so sieht man 

Berficksiehtigt man den yon Gordan Seite 41 gegebenen 

ffir (pv) 2, so giebt 2 : 

x /tp + L. 

Es ist daher Q a  und damit auch or yon tier Form: 

Z (G + J ~- L) 
und demnach 

t (Qa, 12)4 und 
auszulassen. 

Es bleiben daher nur yon Formen 

(20, O) 

1) ( fE ,  ls) '~ 

( r .  O ' /2)4 

(20, i). 

22* 
2) a 

und 

Ausdruck 
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Formon 22. 6rados. 

Hier liefer~ das Gordan'sche Veffahren die 

1) (fT, /9)ts 
2) (~ . g ,  z~),+ 
3) ( 7 " a ,  16) 12 

4) ( ~ . a ,  z+)~: 
5) ( f ~ ,  15) ~~ 
6) (g#,  lS) TM 

7) ( f e ,  /4)s 
8) (g Q, z+)+ 
9) (acp, 12) 4 

10 Invarianten 

10) (~.~,  l) +- 

Von diesen sind aber nur die 1., 9. und 10. irreducibel. Aus 

( f z )  a -[- (~a) f qt_ ( a f )  ~ = 0 
f o l ~  sofort: 

7 �9 ~----- ~ (G + z +  L) 

und die Ueberfliissigkeit der dritten. Aus 

(rz) g ~- (ug) r + (gr) u --~ 0 
ergiebt eine Abzi~hlung leicht das Gleiche ffir die vierte. 

(zg) ~-- (7, 9) = c .  fv + L 
und 

(g ~) ---- (8 , 6 ) =  L § d.  x. 
Aus den Ideng~ten  

(pa)  f -{- (a f )  ~ W (fP) a = 0 
und 

(pr) g -~- (rg) p 2 r- (gp) r -~- 0 

folgt sofor~ die Ueberfifissigkeit yon ( f .  (p, l~) 1~ und wegen 

(rg) ----- d;~ -{- L und (gp) = (9, 7 ) ~ -  L 

auch diejenige der 6. Invariante. Das Ausscheiden der 7. und 8. er- 
giebt sich aus den Identit~iten: 

(re) f + (af)  v + ( f~)  ~ = o; (r~) g + ( zg)  r + (gr)  ~ = O, 

weil 
(fv)  ~-- (7, 7) = c " 2 r  ~- L ;  ( f a )  --~ dX + L;  

(~g) = ( i t ,  5) =- e - ~  § L 

ist. Eine kleine Rechnung verlangt nur das Reduciren der 2. Invariante. 
Du (fg)t Functionaldeterminante ist~ so ist nach einem bekannten Satze: 

1 1 1 
( ( fg ) l  ~), __ Yo ~fg)2 . ~ + _~ g .  ~ _ ~ f . (g~)2. 

Bezeichnen wir nun mit H nachfolgend immer eine Bildung, die 
sich dutch ein Aggregat yon zerfallendea Gliedern und Gliedern L 
ersetzen l~st~ so ist ( fg)t  als Form 

( 6 , 1 0 ) - - - - d . p z +  L ,  ( g x ) 2 = ( 7 , 7 ) - ~ H  , ( fg )2-~(6 ,  S ) = c . f l - } - H ,  
wie man dutch Abz~ihlung aus den 29 Gordan'schen Formen erhiilt. 
Daher ist: 

(z + G + L) + 2d. (p~, ~),. g .  $ 

Denn es ist 
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1 zeigt aber, dass 

(io ~, ~), = - -  -~ 
ist, daher ist 

g .  ~ = - ~  (Z-Jv G @ L) 

und auch die 2. Invariante reducibel. 
varianten: 

Es bleiben daher die 3 In- 

(22, O) 

1) ( f .  7, 1~) 's 

2) (~ . ~ ,  12)4 
3) 

Formen 23. Grades. 

(23, 1) 

h 

Formon 24. grades. 

Wir erhalten die 9 Invarianten: 

1) (8 2, /~),s; 3) (7 "g, /s),6; 5) (e~, /7),4 
2) (rT, /9),s; 4) ( ~ ,  /s)t6; _ _  

7) (g.  ~, 14)s 
8) ( g ~ ,  /3)6 

9) (reo, 12) 4. 

Die Zerlegung der erstea derselben bedarf noch einiger Rechnung. 
Es ist: 

1 1 I a (8 x)'-'. 
(@8)'  x)'  = - -  1--E x(ae)'~ "~- 2 e(ax)~" - -  E 

Da aber wegen 

ist, so hat man auch 

((fs) 1 ~)t ----- 

und durch Verbindung beider: 

82 ~ 9 
7 

Es ist abet 

(H~)~ und 

(fs) ,  = (xH) ,  + L 

1 9 ~(H~)2 +-~  tt .  A, 
14: 

i x(a~)2 @ f .  (8x)% -- - ~ (Hx)~ + 1t. a + u 

(ae) 2 = (4, 12) ~-- Tf und (sx) ~- = (5, 1 1 ) ~  13" 

6) 
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und daher 

reducibel. 
2) Wegen 

und 

ist5 

3) Aus 

und 

( H f )  r ~- 
( f r h  ~ A g + 

2 

T.r~--~ 

(f,~) g + (,~g) f + Of)  ,~ = 0 

(~g)  = (7, 9) ---- rr, ( f e )  = (6, 10) - -  n 

( fr )  H -t- ( r t l )  f = 0 

Z, (rH)--= (5, 11)~--H, 

(G + Z + L). 

f o l g t  d a s s e l b e  f i ir  

4) Dutch 
~ ~  

und 
(*0 = (5 ,  13) - n ;  ( ~ )  = (6, s )  = ~ .  ~ + 

wird y .  e redueir~. 
5) Die Identit~ii: 

und die Relationen fiir (~r) und (~p) ~ (7, 11)~-l'l" 
(&. e, /:)1, auszulassen is~. 

6) 

in Verbindung mit 

liefert die Relation 

Wir haben ferner: 
7) 

oder 

zeigen, dass 

(~,) ~ + (~ ~) ~ + ( ~ )  �9 - o 

(z e) = (9,  9) ~ -  H,  

Q.~--= ~f.~ (G + Z +  L). 

(p~) g + (~g) p + ( g p ) .  =- o 

9~-g -{- P"  (12, 4) Jr- a .  (9, 7) - -  0,  
worin (12, 4) und (9, 7) aber g sind. 

8) (va) g -1- (ag) z -it- (gv) a ~--- O, 

0" g -[- z"  (12, 4) -{- a .  (11, 5) ~ 0, 
wo (11, 5) auch ein l'f ist. 

9) ( ~ )  r + ( ~ )  ~ + ( ~ )  ~ = o ,  

�9 r - -  v ~ -1 t- t~ �9 ( 1 3 ~  3 )  ~ 0 ,  ( 1 3 ,  3 )  - =  I'L 

Die legz~en 3 Idenr beweisen auch das Ausfallen der le~zten 3 In- 
varianten. Es bleiben daher keine ~ormen 24. Grades tibrig. 
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Formen 25. Grades. 

(25, I) 

(7,0' 
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Formen 26. Grades. 

Nach Gordan erhs man die Invarianten 
1) (fr, /")=~; 2) (7.e,/,o)2o; 3) (Ta,/s) ,6; 

15) (e.O, l~') '~ J 7) (fee, 14) s 
6) (v-~, l~) ~~ [ 8) (~ .~ ,  Z4) s Io) (~o, /a)6 

/ 9) (9tp,/4)s 11) (Qcp, la) 6 

12) ( Q . q ,  12) 4 13) (a . ~ ,  1)-% 

4) (~.~,  Z6) 12 

2) (fx) ~ q- (as) f -[- (ef) ~ ~- 0 
oder 

~,. ~ + f .  (5, 13) + ~ .  (4, 14) = O, 
we (5, 13) und (4, 14) Formen 1"[ sind. 

3) 
oder 

T . a - - ~  H .  

4) 
d. i .  

tp- 

we (10, 8) and (7, 
+ p .  (lO, s) + 

11) IT sin& 
. ( 7 ,  11)  ~-- O; 

d. i. 
5) 

0 

(,,~) ~ + ( , ~ ) ,  + (~,) ,~ = o ,  

d. i. 
6) 

~ - n + p .  

d. i. 
7) 

�9 f +  v ( c .  

s) 
d. i .  

d. i. 

(Hf)  ,~ + (fa) H + ( a l l )  f =  0 

(c. z + L) + (9, 9). f =  0; 

(p=) ~ + (,~) ~, + (~p) ,~ = 0; 

(9, 9) - ~ -  1"[. 

9) 

~ -  a -1- to (14, 

0" * / +  *" (12, 6) -i t- a .  (11, 7) ~- 0. 

(p,~) a + ( ~ ) p  + (eio) ,~ = 0, 

4) q- ~(iI, ~) = O; (i4, 4) ----- c 

�9 e -{- v .  (10, S) q- a .  (9, 9) = 0; 

(p,~) ~ + ( ~ )  p + (,~p) ~ = 0, 

(12, 6) -l- a .  (9, 9) ~-- 0; (12, 6) ~-- l'I; 

(v a) f q- (af) v + (fv) a = O, 

z + L) + ~ .  (11, 7) = 0; 

(,~) ~ + ( ~ )  ~ + (~,) ~ = 0, 

(11,7)----- 1"[; 

. v + r r .  

Man erh~il~ zu diesen 13 Invarianten die entsprechenden Syzyganten: 
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do i. 

d~ i~ 

d~ i. 

WO 

V. ~ALL. 

10) (~a) ~ -~- (a&) ~ -J- ( ~ )  a ~-- 0,  

~). ~ -{- ~ .  (14, 4) + a(13, 5) = 0; (13, 5) = H. 

I1) (,,~) ~ + ( ~ )  r + ( ~ )  ~ = o; 

Q. ~ + r .  (17, 3) + ~ .  (14, 4) = o; (17, 3) = rr. 

12) ( ~ )  q + (~q) ~ + (q~) ~ = o,  

Q. Q ~t_ r .  (19, 1) -~- ~. (16, 2) ~-- 0, 
(19, 1 ) ~ Y I  und (16, 2 ) ~ - - - c . a + H  ist. 

Es bleiben daher nar: 
(`26, O) 

1) (fT,  Z") 22 
2) ( a . ~ ,  1)~ 

Formon 28. Grados. 

Unser Verfahren liefer~ die Invarianten: 

1) (Tg,  11~ 2~ 2) (7"r l+) '4, 3) (7"q ,  /6),~, 

4) (g~, /3)6 
5) (~2,/3)6 6) (~,o, l~) 4, 7)  (o~l) ~. 

Die Ueberfliissigkeit aller dieser Bildungen ergiebt sich sofort aus 
folgenden Syzyganten; 

1) ( t t f )  g "4- (fg) t t  "4- (g 11) f =  O, 
oder 
T .  g -{- H .  (6, 10) -f- f -  (7, 13) -~- 0; (6, 10) und (7, 13) sind If. 

2) (fx) ~ + (x ~) f + (~f)  ~ = 0 
oder  
7" ~ -[- f"  (13, 7) + x .  (1'2, 8) -~- 0; (13, 7) und (12, 8) sind ft. 

3) (fx) 0 + (x q) f + (of) x = 0 
oder 
7 .  e + f"  (15, 5) -~- x(14, 6) = 0; (15, 5) und (14, 6) sind 17. 

4) [(va)g] ~ 0, wie wit yon jetzt an die s~ets angewand~e Iden- 
tit~t (va) g ..Jr- (ag) v ~ (gv) a ~ 0 der Ktirze wegen immer be- 
zeichnen wollen, oder 

~ .  g +  (12, 4) v + ~ .  (15, 5) = o. 

5) [(pa) ~] ~-- 0 oder: ~p~ -}- 2o. (18, 2) -~- a .  (15, 5) = 0. 
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6) [ (~)  ~] = o oder: q .  ~ + , .  ( lS ,  2) + ~ .  (17, 3) -~ O, 

7) [(va) el = 0  oder: 0 ~ - - [ - v . ( 2 0 , 0 ) - l - - a . ( 1 9 , 1 ) ~ - - 0 .  

Es fallen daher alle Formen (28, i) aus. 

Formen 30. 6rades. 
Man erh~ilt die Invarianten: 

1) (eT,  /,2)2~; 2) (eeo, 15),0; 3) (,/co, /4)s; 4) (ar /3)6; 

5) (rh, Z~) , 
6) (Q~, Z:) 4 7)/r 

Das Ausfallen der 6 ersten ergiebt sich aus nachfolgenden Identit'~ten: 

1) [ (Hf)  a] - -  0 oder: r a  -~- H .  (4, 14) 2r f .  (5, 17) ~--- 0; 

(4, 14) -~  c �9 ~ -}- 1"[. 
oder: c o . a + v . ( l O ,  8 ) - ~ - a . ( 1 3 , 9 ) ~ - O ,  2) [ (~ . )  ~] ~-  o 

3) [(~) ~1 = o odes: 
4) [(_pr) eo] ~ 0  oder: 
5) [ (aa)  r] ~ 0 oder: 

ist also auf 5) zurfickfiihrbar. 

�9 / .  eo z c- r - ( 1 9 ,  5) -~- ~-. (20.2)----- O, 
~ .  co -[- p .  (20, 2) -{- r .  (21, 3) --~ O, 
h -  r - -  6 �9 v 7 t- a : (19, 3) ~ 0 ,  

oder: Q . ~ r . ( 2 3 , 1 ) 4  v.(20,2)--~O; 
(~3, 1) = c . h  + ~ ,  

Es bleibt daher nur die Invariante t~. 

Auszulassende Formen vom 32. bis 48. 6tad. 

Man erh.:tlt nach Gordan ausser diesen noch 20 Invarianten hSherer 
Grade, deren 
ergiebt. 

I. (32, 0). 

i) 
oder: 

2) 
oder : 

3) 
oder: 

4) 
oder : 

Ueberflilssigkeit sich aus den beigeftigten Syzyganten 

( T . ~ ,  l~),~; [(~f)]  ~ = o 

T . ( p  ~- H .  (12, 8) -[- f .  (13, 11) = 0. 

( r .  o ,  ts),6; [ ( ~ f )  e] = o 

T .  0 -~- 8 . ( 1 4 ,  6) 7t- f .  (15, 9)-~-0.  

(7 .  co, /~)12; [(f~) ~] = o 

7" eo -~- f .  (19, 5) -[- z .  (18, 6) --~- 0. 

( f -  h, /,)s; [(aa) f j  = 0 

f . h + a(c . z + L ) +  a .  (17, 7) ~ - 0 .  



3 3 4  v. (~A,.~.. 

oder: 
5) ( ~ .  o~, z-~)4; [(p ~) z]  = o 

,p. ~ + ~(24,  o) + , (21 ,  3) =-- o. 

oder: 

oder: 

6) (a .h ,  l)~; [(vq) a ] = O * )  ] 

/ 7) (~. ~o, zy; ( ~ )  ~ + ( ~ )  ~ + ( ~ )  ~ - -  o*~) 

h .  ~ + co q + �9 �9 (24 ,  O) = O. 

Die beiden letzten bestimmen h - a  und pr in der gewtinschten 
Weise. 

II. (34, o). 

1) 
oder: 

(gh, /3)~; [(aa) g] - -  0 

h . g  + a. (12, 4) + a .  (21, 5) ----- 0. 

m .  (36, o). 

1) 
oder: 

(T~, ls)16; [(Hf) ~] = 0 

Y .  ~ + H .  (18,  6) + f -  (19 ,  9) -~- 0. 

oder: 
2) 

h .  ~ -1- a .  (10, 8) -{- a ~. (19, 9) ---~ O. 

oder: 
3) (vh, z,)s; [ ( ~ )  h] = o 

~ . h + ~ .  (25,5)  + ~ .  (26, 2) = O. 

oder: 
4) (ah,  z3)o; [(pr) h] = 0 

a .  h + ~ .  (26, 2) + ~ .  (27, 3) = o. 

oder: 
5) (Qh, Z~)4; [ ( ~ )  hi - -  o 

Q . h +  r . ( 2 9 ,  1 ) +  ~ . ( 2 6 , 2 )  = o .  

oder: 
6) 

~2 + v �9 (24 ,  O) d- a �9 (27,  1) ---0.  

1 erh~t~ man h ~- (~ 1:). 
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Iv.  (3s, o). 

1) 
d . i . :  

2) 
d . i . :  

' 3) 
d . i . :  

( r -  h, Z~ [(f ,)  h] = 0 

~,. h -4- ["  (25, 5) + x .  (24, 6) = 0. 

(~ .  h, Z~)'; [(p~) ~] = o 

r h - - p .  B -f- a �9 (27, 3) ~-- 0. 

((,, h, z)'-; [(~,~) hi = o 

e " h - -  �9 �9 13 -Jr" a �9 (29, 1) = O. 

V. (4.9,0). 

1) 
d . i . :  

2) 
d . i . :  

(T. h, /s),6; [ (Hf )  h] = 0 

T .  h -4- H .  (24, 6) + f .  (25, 9) = 0. 

(~ .  h, 0~; [ ( ~ )  ~] = o 

h .  co @ a .  (24, O) @ a .  (33, 1) = 0. 

vI. (4S, 0). 

1) 
d . i . :  

(h:z)~; [(a~) h] -= o 

h ~- - -  a �9 B + a �9 (39, 1) = 0. 

Zum Schlusse geben wit noch eine Uebersicht tiber die erhaltenen 
Formen : Wit entnehmen derselben, dass die yon Herrn Prof. Sylvester 
im American Journal H. Bd., pag. 230 verSffentlichte Tabelle meist 
nur in den hSchsten Ordnungen jedes Grades yon der unsrigen ab- 
weicht. Namentlich enthiilt die erstere keine der Formen der letzten 
schiefen Reihe yon (5, 13) bis (16, 2). Aus mir gewordenen brief- 
lichen Mit~heilungen des Herrn Sylvester entnehme ich abet, dass es 
demselben sp[iter gelungen ist, die Existenz einer Form (5, 13) naeh- 
zuweisen, (verg]. hieriiber besonders eine Note yon Herrn Hammond in 
den Proceedings of the London Math. Soc. XIV, 85- -88)  und dass er es 
fiir wahrseheinlich hi~lt, dass neben seinen Grundformen deshalb noch 
viele andere vorhanden sind. Weitere Un~ersehiede sind folgende: 
Sylvester hat (10, 4) 3, (22, 0) t und keine Formen (13 ,3 ) ,  (18, 2), 
(19, 1), (20, 0), (23, 1), (25, 1), (26, 0), (30, 0). 
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Uebersicht fiber das volle System. 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

| 10 

�9 ~ 11 r 

12 
O 

r I3 
r 

14 

z~ 

16 c~ 

17 

19 

20 

22 

23 

25 

26 

30 

0 

1 
2 

3 

1 

2 3 

1 

1 2 

3 2 

3 

3 5 

5 3 

6 6 

7 1 

4 

3 1 

2 3 

2 

9 1 

2 

2 

3 

1 

1 

2 

I 

4 

2 

2 

3 

4 

2 

Ordnung in den Variabeln 

5 6 7 8 9 10!11 
i 

j 
1 1 

1 1 1 1 

1 2 1 

2 2 

2 2 

3 1 

2 1 

1 

1 

1 

12 13 14 

1 

1 

1 

I5 

1 

0 p p e n h e i m a. /R. ,  28. October 1887. 


