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Die MachtigkeR der Borelschen Mengen. 

Von 

F. ttXUSDOR~F in Ga'eifswald. 

Ein System yon Mengen, dem auch die Summe 

M , ,  = 

yon abz~hlbar vielen Mengen des Systems angeh~Srt, heiBe ein r 
ein System, dem auch der Durehschni~ 

- -  �9 
/ -  

y o n  abz~ihlbar vielen Mengen des Systems angeh~Jr~, heiBe ein ~-System; 
ein System, das beide Eigenschaften ha~, ein (~)-System. Wir bilden 
das kleinste (~)-System, dem aUe Gebiete*) angeh~Sren, und bezeichnen 
die Mengen dieses Systems als t~orelsche 3Eengen. Wit wollen der Einfach- 
her  wegen anne]amen, dab es sich um Punldmengen in einem euklidischen 
Raume yon beliebig vielen Dimensionen handel~ (auf andere Riiume~ in 
denen unsere Be~rachtungen gfil~ig bleiben, wird an einigen ~tellen hin- 
gewiesen); da man dann auch yon Wtiffeln start yon Gebieten ausgehen 
kann~ so haben die Borelschen Mengen, wenigs~ens die beschr~nk~en und 
gewisse unbeschr~nk~e unter ihnen,**) ein Lebesguesches MaB und werden 
bekann~lich ,,ira Borelschen Sinne reel]bar" (mesurables B) genannk Zu 
den Borelschen Mengen geh~ren der Reihe nach: 

(1) die Gebie~e'G, 

(2) die Durchschnit~e G~ aus abz~hlbar vielen Gebie~en (die Summen 
G~ aus abz~hlbar vielen, ja sogar die Summen aus beliebig vielen Ge- 
biet;en sind selbs~ wieder Gebie~e)~ 

*) Wie in meinem Buche: Grundzfige der Mengenlehre (Leipzig "1914), das ieh 
under der Abl~irzung G. d. M. zitiere, vers~ehe ich unter einem Gebiet eine Menge, 
die nut innere Punkte' hal (aber, im Gegensatz zum 5blichen Spraehgebrauch, nieh~ 
no~wendig zusammenh~ngend is~), also das Komplemen~ einer abgeschlossenen Menge. 

**) Nach der Mal~theorie yon C. Carath~odory: t~ber das lineare Mal~ yon Punkt~- 
mengen, GSt~. Nachr. (1914), die aueh das Mal~ ~ zul~tl~, sind alle Borelschen 
Mengen mel~bar. 
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(3) die Summen G~  aus abz~ihlbar vielen Mengen G~ (die Durch- 
schniile G ~  aus solchen sind wieder Mengen G~), 

(4) die Durchschnilte G~,~ aus abziihlbar vielen lVlengen G~ und so 
fort ffir endliche Indizes, dann wetter 

(~) die Durchschnitte aus abz~hlbar vieIen Mengen d~r Klassen 
(1) (2) ( 3 ) . - . ,  

(co + 1) die Summen aus abziihlbar vielen Mengen der Klasse (m) 
und so fort ffir transfinite Indizes der zweiten Cantorschen Zahlenklasse. 
Um dies Bildungsgesetz zu pr~izisieren, definieren wit also ffir jede Ord- 
nungszahl r (1 ~ a < Q )  dutch Induktion folgendermal~en eine Mengen- 

klasse (a): 
Zur Klasse .(1) gehSren die Gebiete. 
Fiir ungerades a = 2fl + 1 > 1 geh~ren zur Klasse (a) die Summen 

aus abz~hlbar vielen Mengen yon niederen Klassen (5), ~ < a. 
Ftir gerades r = 2fl geh~ren zur Klasse (a) die Durchschnitte aus 

abziihlbar vielen Mengen yon niederen Klassen (~), ~ < a. 
Die Mengen aller Klassen (a) und nut diese sind die Borelschen 

Mengen. Jede Borelsche Menge gehSrl ether niedrigsten Klasse und dana 
allen folgenden an, da man ja 

M = ~(M, M, M,. . .)~= ~(M, M, M, . ,  .) 

schreiben kaun. Infolgedessen is~ e s  o~'enbar erlaubt, jede ungerade~KIasse 
( a )= (2 f ld -1 )  f~tir a >  1 aus den Summen und jede gerade Klasse 
(a) ~-(216 -t-2)~ deren Index keine Limeszahl is~, aus den Durchscl~ni~en 
yon abz~hlbar vielen Mengen der unmi~fdbax ~vorhergehe~den KlasBe (a--1)  
zu bilden, wie wit oben bet Aufstelhng der ersten Klassen getan haben; 
oder es ist auch, wi~ wlr nachher tun wollen, erlaub~, jede ungerade 
Klasse (a) aus den Summen yon abz~hlbar vielen Mengen gerader Klassen 
(5) und jede gerade Klasse (a) aus den Durchschnitten yon abziihlbar 
vielen Mengen ungeradgr ]~]assen (~) zu bilden (5 < a). 

Man kann bei der Darstellung der Borelschen Mengen auch yon ab- 
gesc~lossenen Me~gen stat~ yon Gebieten ausgehen. Wir bilden die Klasse 
[a] aus den ~o~l~=r der Mengen der Klasse (a), so dab sich bier 

die fo]genden Klassen ergeben: 
[1] die abgeschlossenen l~engen F, �9 
[2] die Summen/~  aus abziihlbar vielen abgeschlossenen ~engen, 
[3] die Durchschn~t~e Fo~ aus abziihlbar vieten Mengen F~, 
[4] die Summen ~V's~ aus abz'~hlbar vielen ~engen /~ss 

usf:; man ha~ in allem Vo~:hergehenden nur die beiden 0perationen Summe 
und Durchsehmi~t~ z~ ~vert~uachen. Diese Komplemente der Borels~hen 
Mengen sind aber wieder die Borelschen Mengen~ nur in einer e~vas 
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anderea KIasseneinteilung; denn da jedes F ein G~ und jedes G ein F o 
-ist (das gilt in jedem me~rischen Raume; G. d. M., S. 306), so ist die 
Klasse [a] in der Klasse (a-t- i) und die Klasse (a) in der Klasse [r H- 1] 
enthalten. 

Summe und Durchschnitt yon zwei (oder endlich vielen) Mengea der 
Klasse (a) is~ wieder yon dieser Klasse. Wenn diese Eigenschaft n~imlich 
einem System yon Mengen M zukomm~, so komm~ sie auch den Mengen 
~lf~ und den Mengea M~ zu; sie tibertriigt sich also yon den Gebieten 
auf aUe folgenden Klassen. Ia diesem Falle kann man die M~ als Summen 
aufsteigender Mengenfolgen dars~elten, d. h. 

M~---- ~ ( M, , M~, Ms, . . .) , M,  ~ M~ _C_ Ms ~ . . . 

annehmen, indem man andernfalls M, durch $(M~,  M2, . . . ,  M,)  ersetzt, 
welche Summe wieder ein M ist; ebenso die M~ als Durchsehnitte ab- 
steigender Mengenfolgen. Die Differen~ zweier Mengen der Klasse (r ist 
Durchschni~t einer ~enge der Klasse (a) mit einer Menge der Klasse [a], 
also Durchsehnitt yon zwei speziellen l~Iengen der Klasse (a-b 1), demnaeh 
seibst yon der Klasse ( a+  1), fibrigens ebenso yon der Klasse [cr 
Alles dies gilt auch yon den Komplementklassen [a]. 

Man kann die Frage aufwerfen, ob die wiederholte Summen- und 
Durchschnittsbildung wirklieh zu immer neuen Mengen ffihrt; es kSnnte 
ja sein, dal~ schon eine bestimmte Klasse (a) ein (a~)-System ist, so da~ 
alle Borelschen Mengen in Wahrheit yon dieser oder noch geringerer 
Klasse w~ren. Das h~ingt natfirlich yon dem Raume ab, demunsere 
Mengen angehSren; in einem Raum mit nut abziihlbar vielen Punkten 
w~ire jede Punktmenge hSchstens abz~hlbar, also ein 2'~. Im euklidischen 
Raum existieren aber Borelsche Mengen yon beliebig hoher Klasse, die 
sich nicht auf solche niederer Klasse reduzieren: das geht aus dem Zu- 
sammenhang *) der Borelschen Mengen mit den Baireschen Funktionen 
und aus dem (a. a. O. bewiesenen) Sa~z yon H. Lebesgue hervor, dab es 
Bairesche Funktionen beliebig holler Klasse gibt~ die sich nich~ auf solche 
niederer Klasse reduzieren. 

Um ein paar Beispiele yon (Iinearen) Borelschen Mengen zu nennen: 
die Menge der ra~ionalen Zahlen is~ ein F~, aber kein G~, da sonst auch 
ihr Komplemen~ ein 2'o und beide yon erster Kategorie w~ren; die Funk- 
'tion f(x),  die ffir rationales x gleich 1~ f~ir irrationales gleich 0 ist, ist 
eine Bairesche Funktion zweit;er und nicht geringerer Klasse, d. h. sie is~ 
zweifacher Limes (Limes yon Limites) stetiger Funktionen, aber nich~ 

*) H. Lebesgue, Sur lea fonctions repr~sentables analytiquement, Journ. de 
Match. (6) 1 (1905); W.H. Young, On functions and their associated sets of points, 
p~c. London Ma~h. Soc. (2) 1~ (1912). 
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einfacher. Die Menge der irrationalen Zahlen, in deren Kettenbruchent- 
wicklung die TeiLuenner naeh c~ divergieren, ist e i n / ~  aber kein Ga~; 
die Funktion, die in dieser Menge = 1 und soast ~-0 is~, ist eine Baire- 
sche Funktion drifter und nicht geringerer Klasse*). 

Wir kommen nun zum Zweck dieser Mitteilung, n~mlich zum Bo- 
wels des Satzes: 

Jede Borelsche ]llenge i s t  entweder endlich odor abziihlbar odor 
yon der ]tI~chtigkeit des Kontinuums. 

Dies war bisher f~ir die abgeschlossenen Mengen 2' dureh G. Cantor, 
ftir die Gebietsdurchschnitte G~ dutch W. H. Young bekannt; ich hatte 
es (G. d. M., S. 465) noch flit die G ~  bewiesen, wonach es f~tr die G~a~a 
trivial isk Insgesamt ergibt dies die Gtiltigkeit des Sa~es fiir die Mengen 

G, G~, G~,  G ~ ,  G ~  und F, F~, Fo~, F ~  

bis zu den Klassen (5) und [4], also z. B. auch fiir Differenzen yon zwei 
Mengen aus den Klassen bis (4) und [4]. Das obige Theorem, ~ r  die 
Borelschen Mengen aller Klassen mit endlichem odor unendlichem Index 
g~iltig, ist also eine sehr weitgehende Verallgemeinerung der bisher be- 

kannten M~chtigkei~ss~ze. 
Wir nehmen die yon den Gebie~en ausgehende Dars~fllang der B o ~ -  

schen Mengen zu Hilfe und bezeichnen die Klasse (~) einfa~har mit ~ 
wit erinnern uns ferner, dal~ Mengen gerader Klasse als Durchsek~it~ 
aus Mengen ungerader Klasse, diese als Summen aus Mengen gerader 
Klasse dargestellt weMen konnten, und dab wit die Summon aus auf- 
steigend geordneten Summanden bilden durften. Es genttgt, den M~chtig- 
keitssatz f~ir die Mengen gerader Klasse zu beweisen. Eine Menge A yon 
gerader Klasse ~.stetlt sich so dar: 

A = ~(A~, A2, "')= ~,A,, 

A~ ~on ungerader Klasse ~ < ~. Insowei~ ~.== 1, A, ein Gebiet ist, is~ 
die Zerlegung beende~; ffir ~, > 1 ist 

A, = �9 (-~,', A,~, . .  .) = ~ , A ,  ~, 

A~ yon gerader Klasse .~ < ~,. Weiter ist; 

---( ) s  ~ A~,~, A,~, ' ' -  -~ ~ ,~, 
$ 

A~ ~.on ungerader K~s~e ~,. < ~ Wen~ ~,', > l ,  is~ ~oa, nn 

- �9 = 

~) R. Baire, Sur la repr&en~ation des fonc~ions discontinuee, Acta Math. 80 

(~90S). 
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danach wieder 

usw. Wie nun aber auch die natiirliehen Zahlenfolgen i k l - . . ,  p~/r . . .  
gew~ihl~ sein m(igen, so mul3 under den ungeraden abnehmenden Ordnungs- 
zahlen 

nach einer endlichen Zahl yon $chritten die Zahl 1, also unter den en~- 
spreehenden Mengen ein Gebie~ auftreten (iibrigens kann na~iirlich aueh 
eine Menge gerader Klasse sich auf eine Menge niederer Klasse, insbe- 
eondere auf ein (~ebiet reduzieren). Wir nahmen soeben mit dem Er- 
seheinen eines Gebiets die Zerlegung als beende~ an~ wollen aber jetzt lieber 
verabreden, dab wir sie auch dann gem~il~ der Formel 

G = e ,  G, e , . . . )  

~ort~e~zen; wenn z. B. A~-~ G, so sell auch 

i k  ~k ~k~ ik~ 

sein. Auf diese Weise sind alle Mengen, sowohl die mi~ gleieh vielen 
oberen (Summen-) und unteren (Durchschnitts-)Indizes, wie auch die mi~ 
einem unteren Index mehr, definiert, und es muB auch in der Reihe der 
Mengen 

A ~~ A ~  A~.q ~ . . .  

sehlieBlich ein Gebiet aufireten. 

l~ehmen wir nun an, A sei unabzRhlbar. Wegen A _ A~ = ~z A~ ist 

A = ' ~ v ~  (A, A~); under diesen abzRhlbar vielen Summanden mug sieh 
also gewiB ein unabziihlbarer befinden, e~wa ~ (A, A~). Es seien x~, xs 
zwei Verdieh~ungspunkte*) yon und in dieser Menge; wir umgeben sie 
als ]~ittelpunkte mit abgeschlossenen Kugeln V~, Vs, die keinen Punkt 

gemein haben und, falls A~" ein Gebiet 1st, diesem Gebiet angeh6ren, alsp 

(O) V, + V, s A~; 

die beigese~z~e Bezeichnung (@) soft, wie aueh im folg.enden, bedeuten, 

*) x helg~ Verdich~ungspunkg yon /~', wenn in jeder Umgebung yon x unab- 
zi~hlbar viele Punkte yon M liegen. Ira euklidischen Raum (allgemeiner in einem 
met~ischen Raum mi~ abzi~hlbarer dichter Teilmenge) hag jede unabzi~hlbare Menge 
Verdichtungspunkte, und alle his auf .h~ichstens abz~hlbar viele geh~iren ihr solbsg 
an. - -  Eine ,abgeschlossone Kugel" V mi~ dem i~Iittelpunk~ x und dem Radius Q is~ 
die Menge der Punkte, die yon x eine Engfernung ~ Q haben, ein ,,Kugelgebieg" U 
die Menge der Punk~e, die yon x eine En~fernung ~ Q haben. 
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dab die betreffende Ungleichung dann und nur dann geforder~ wird, wenn 
die reehtsstehende Menge ein Gebie~ is~. In diesem Falle kann ja die 

obige Bedingung gestellt werden, da xl, x~ Punkte yon A~ ~ sind. Sind 
•x, Us die zu ~ ,  V s geh~rigen Kugelgebie~e mi~ denselben Mit~elpunkten 
und Radien, so ist 

�9 

unabz~hlbar ffir a = 1, 2 (ira. tblgenden sollen a, ~, ~,, . .. beliebige yon 
den Ziffern 1, 2 sein). 

Diese Menge is~ nun ___ .,4 s -----~vA~, woraus wir wie oben schhegen, 

da wir die A~ mit dem Index p aufsteigend annehmen konn~n, so reichen 
wir mi~ einem genfigend groBen 1~----Ps ffir beide F~lle a-----1, 2 aus; .es 
ist also 

A, ,4f , 

~ A p'~ und wit unabz~ihlbar. Diese Menge ist; aber wieder ~ AI~ ~ vq. .~ , 
schliegen wieder~ da~ fiir genflgend gro~es q =. q~ 

unabz~ihlbar is~ f~ir beide Wer~e a. Es seien x~ ,  xa~ zwei u 
punkte yon und in dieser Menge; wir umgeben sie als Mit~%eIpunI~e mit~ 
abgeschlossenen Kugeln V~, V ~  ohne gemeinsamen Punk~, die in U',, 

A v'~'' Gebiete sind, auch in diesen Gebieten and, falls die Mengen A w, --~t 
liegen, also 

jede der beiden let~ten Bedingungen wird dann und nut dann ges~ell~, 
wenn "die rechts stehende Menge ein Gebiet; ist. Ist U~  das Kugelgebiet 
mit gleiehem Mittelpunkt und Radius wie V,/~, so ist 

unabz~ihlbar fiir alle vier Wergepaare a~ ft. 
Deuten wir noch den nilchsten Schrit~ des Yerfahrens an. Die letz~- 

genannte Menge is~ Teilmengo yon 

As= A~ AI~ = -q--12 , .As1 = w~.~.,.~l, " - 1 1 1  = - - r ' l l l  ' 

und dureh wiederholte Anwendung des Sehlusses yon einer unabz's 
Summe auf dis Unabz~ihlbarkeit eines ihrer abziihlbitr vielen Summanden 
ergibt sich~ dab 



f,:tr genfigend grot~e Werte Ps, qls, q21, rm in allen vier F~illen a, fl un- 
abziihlbar ist. Zu zwei Verdichtungspunk~en yon und in dieser Menge 
werden abgesohlossene Kugeln V,~I, V ~  ohne gemeinsamen Punkt kon'- 
struier~; derar~ dab 

APl ql~ AP~ q~t APt qll r~lt (Q) + , 

letztere Ungleichungen nut insowei~ gefordort, als die rechtsseitigen 
Mongen Gebiete sin& Die oben zuletz~ stehende Durchschnittsmenge bleibt 
unabziihlbar, wenn man U.,~ durch U,,~r , das zu V~t~ gehSrige Kugel- 
gebie~, ersetzt. Beim niichs~en Schrit~ wiirden die 1~engen mi~ der un~eren 
Indizessumme 4 hinzukommen (A,, A~a,..., Am~ mit gentigend gro]~en 
I~tzten oberen Indizes) usw. usw. 

So erhiil~ man eine ,,dyadische" Menge 

a =  (2vo, 2v. , 
die yon der Miichtigkei~ des Kontinuums ist*). Sie ist nach Konstruktion 
Teilmenge yon 

wobei der Durchschnit~ aus denjenigen und nur denjenigen Meflgen in 
der Klammer zu nehmen ist, die Gebiete sind; abgesehen davon treten 
hier die Mengen 

Pi AP~qik APiqikr~k~ 

auf and zwar flit alle Werte yon i, k, 1 , . . .  und geeignete Werte yon 
_~, q,~, r***,.... 

Diese Menge D ist abet Teilmenge unserer ursprtinglichen Menge A. Wit  
zeigen, damit gleichbedeutend, dab ein nicht zu A geh(iriger Punkt x auch 
n~cht zu D geh~ir~. Wenn x nicht zu A gehSr~, so gehiir~ er mindestens einer 
]~enge A~ nieh~ an (fiir geeignetes i). Er  geh~r~ dann keiner Menge A~ 

(fiir p = 1, 2, 3, . . .) ~ insbesondere attch der Menge A~ ~ nicht an. Er geh6rt 

daher lnindes~ens einer ~enge A~ nieht an (fiir geeignetes k), folglieh 

" - - ~ - i  ^ ~  (fttr geeignetes 1), ~*~* nicht, also der 1VIenge .a**~ n v ~  auch dot Menge ~ 

der Menge A ~q~ ' '~  ~ nich~ usw. Unter diesen Mengen trit~ aber schliet~- 
lich ein (~ebie~ G a u f ,  dem also x nicht; angehiir~;, w~hrend G nach Kon- 

*) Die besehrt~nkten, abgeschlossenen, absteigenden Mengen V~, V~fl, V~flr,... 
h~ben (mindestens) einen Punkt gemein, ftir jede aus 1, 2 gebilde~e Ziffernfolge 
cq~. . . .  D~s gilt auch in einem ,,vollst~ndigen" Raume, wenn msn )aoch die leicht 
realisierbare Bedingung stell~, dab die Radien dieser Kugeln nach 0 konvergieren 
(G. d. M. S. 318). Die ]~enge A is~ 6b~i~ens perfekt. 
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struktion bei der Bildung des Durchschnitts D zur Verwendung kam, also 
D ~ G ist. x kann also nicht zu D geh~ren, womit bewiesen is~, dab 
A ~ D ~ ~ yon der M~iehtigkei~ des Kon~inuums is~. 

Damit is~ also ftir eine sehr umfassende Kategorie yon Mengen die 
M~ichtigkeit gekl~rt; als einen Schrit~ zur LSsung des Kontinuumproblems 
kann man dies freilieh kaum auffassen, da die Borelschen Mengen eben 
doch noch sehr "speziell sind und nur ein versc-hwindend kleines Tell- 
system (yon der M~chtigkei~ ~r des Kontinuums) in. dem System aller 
Mengen bilden (das yon der M~ichtigkei~ 2~> ~ ist). 

Wie zu den beiden Hauptpunk~en des Beweises (Existenz yon Ver- 
diehtungspunkten in einer unabz~hlbaren Menge und yon gemeinsamen 
Punkten bei einer absteigenden Folge abgeschlossener Mengen) bemerkt 
wurde~ gilt der M~chtigkeitssatz in jedem vollst~indigen Raum mit abz~ihl- 
barer dich~er Teilmenge, z.B. auch ira Hilbertschen Raume und in ge- 
wissen Funktionenr~umen (G. d. M., S. 317). 


