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Uber gewisse lineare Transformationen.
Von Otto Biermann in Brimn.

Im Folgenden soll die analytische Form gewisser linearer
Transformationen abgeleitet werden, durch die ein ebever kreis-
formiger Bereich in einen seiner Ebene angehorigen, gleich grofien,
von auflen beriihrenden Bereich von gleicher Form transformiert
wird, wozu die in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik (1906)
behandelte Aufgabe die Veranlassung gegeben hat, nimlich auf
eine Kreisfliche eine vorgegebene Anzahl gleicher, einander nur
bertibrender Kreisflichen so zu legen, dafl ein méglichst kleiner
Teil der ersten Fliche unbedeckt bleibe.

Dabei werden allerdings auch wohlbekannte Dinge mit zur
Sprache kommen miissen.

In einer Ebene, wo rechtwinklige Koordinatenachsen, eine z-
und eine y-Achse, vorliegen, deute man die komplexe Variable

r=ux-+ 1y,

bezeichne den zu z konjugierten Wert mit z, und schreibe die
Gleichung des Kreises () um die Stelle (p, ¢) in der Form:

22+ (—p+tgdet(—p—gdat+p+g°—r*=0

Dann stellt eine Gleichung

Azzy-+Bz+4- DB, 2+ C=0,

wenn A und O reell, B und B, konjugiert komplexe Griflen
sind, den Kreis dar, dessen Mittelpunkt die rechtwinkligen Koor-
dinaten hat,

B--B, __B—B,
94 1= 954

und fiir dessen Radius » gilt

BB %
P e-r=—g —rt=—,

so dafl folgt
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Die Gleichung des Kreises geht durch eine lineare Trans-

formation
( 2 3)

128

in der die reellen oder komplexen Koeffizienten «, 3, y, 8 ohne
Beschriankung der Allgemeinheit so gewihlt seien, daf

(7.5—37:1

ist, denn anderenfalls lieferte die Division aller Koeffizienten durch

!ﬂ/

Vao——{ﬁ neue Koeffizienten o', 3, v/, 8 in der Beziehung

1 oar [ZL A
W8 — 8y =1,

wieder in einen Kreis iiber.
In der Tat, die transformierte Gleichung heifit nach Knt-
fernung der Nenner

Afaz+§) (e 2, +8) 4 Blaz 8 (1,2 +3,) +
+ B, (2,2, 8) (12 +3) + Clyz-9) (1,2, +8) =
= (daa - Bay 4 B« v+ Cyy)22 +
~+(4af, 4 Bad 4B B 14 Crd )2
(4o, 8+ Bey, + B a a4 Cy 82, +
+ (488 - Bés, 4B & 5 €38 )=0,

und die hier vorkommenden Koeffizienten sind von der Beschaffen-
heit derer in der Gleichung des Kreises; der erste und letzte
Koeffizient, die mit 4" und ' bezeichnet seien, sind reell, und der
zweite und dritte Koeffizient sind konjugiert imaginire Gréfen und
seien mit B'und B' bezeichnet.

Danach wird also tatséichlich, wie bekannt, ein Kreis in einen
Kreis transformiert.

Bei der linearen Transformation bleiben nur zwei Stellen in-
variant, indem die Beziehung

dZ+p
te+98

oder die #quivalente
v+ B —w)e—p=0

auller dann, wenn in dieser Gleichung alle Koeffizienten vérschwin-
den und die allgemeine Transformation in die identisehe Substi-
tution (g, 2) iibergeht, nur fiir zwel 2~Werte erfiillt wird, Durch
die identische Substitution geht natiirlich jeder Kreis in sich tiber.
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Will man jedoch nur einen bestimmten Kreis in sich iibergehen
sehen, so daff den Punkten seiner Peripherie wieder solche ent-
sprechen, so hat man die Beziehungen

A":B :By:C=4:B:B,:C

zu erfiillen, womit drei Gleichungen fiir die Verhéltnisse der vier
Transformationskoeffizienten angegeben sind. Indessen nun ander-
wirts diejenigen Transformationen den Gegenstand eingehender
Untersuchungen bildeten, die die zu einer (Gteraden oder die zu
einem Kreise orthogonalen Kreise in einander tiberfilhren, sollen
uns hier solche Transformationen beschiftigen, die eine
Kreisfliche in eine gleich grofle, von auflen berth-
rende, iberfihren,

Will man die Transformationen der verlangten Eigenschaft
allgemein bilden, so hat man erstens auszudriicken, daf ein Kreis (»)
in einen gleich groflen iibergehe, d. h. es muf

?":%VFB;_A, OY:_}IVBBO —AC=r

werden. Doch weil
B B, — A'C' = (a8 —{7) (2,8, —8, 1, ) BB, —4C)=BB,— AC

ist, soll
AV:AaaO+BaYO+BOQO.{+ OT‘(O:A

gelten, wo nur das positive Zeichen eingefiihrt wurde, weil die Ver-
kehrung der Zeichen aller Koeffizienten in der vorgegebenen
Gleichung des Kreises eine Verdnderung des Zeichens von 4’ zur
Folge hat.

Ferner soll aber eine gegebene Kreisfliche auch in eine auffen
bertihrende iibergehen, Wenn nun die rechtwinkligen Koordinaten
des Mittelpunktes des transformierten Kreises

' B'+4-B, , B—B
P=—"3a4 17 3i4
lauten, so soll fiir die Koeffizienten der verlangten Transformation
die folgende Relation bestehen:

@p A —2pA)’ - 2¢ A —29A4)°=16(BB, — 40)

oder

BB +B B, —BB,—B B =4(BB — 40).

Man sieht, daf man auller den bisherigen zwei Bedingungen
an die Koeffizienten der Transformation noch eine Forderung
kniipfen kann, etwa die, dafi die invarianten Punkte zusammen-
fallen, also daf}
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06— +48r=0+n"—4@d—by)=

=@4+a)’—4
gleich null wird. :

Umgekehrt beachte man erstens, dafl ein Kreis, der durch
die zwei invarianten Punkte einer linearen Transformation hindureh-
geht, in einen Kreis derselben Eigenschaft transformiert wird, aber
ein anderer Kreis in einen Kreis iibergeht, dessen Schnittpunkte
mit dem ersten nicht in besonderer Beziehung zu den invarianten
Punkten der Transformation stehen; und beachte zweitens, daf
man einen Kreis mit der Gleichung

Azzy-+ Ba-+ Byzy - C=0
in einen vorgelegten anderen schneidenden Kreis mit der Gleichung
" dzey BBz - C=0

durch Substitutionen tiberfiilhren wird, von denen jede die Gestalt
annimmt:

t——b:Kz_—_b’
{—¢ 22— C

deren invariante Punkte & und ¢ mit den Schnittpunkten der in-
einander zu transformierenden Kreise zusammenfallen kionnen und
sollen.

Danach wird man auch im Falle, dal die Schnittpunkte der
beiden Kreise zusammenfallen, diejenigen Transformationen bevor-
zugen, deren invariante Punkte beide in den Beriihrungspunkt der
ineinander zu transformierenden Kreisflichen fallen.

Wenn man danach die Substitutionen ermittelt, bei denen
a8 — By =1 ist, und die den zweifachen invarianten Punkt

2—230
2v
auf dem Kreise (r) um die Stelle (p, ¢) besitzen, so dab
(0432 —4=0, a— 3 =270

ist, so erhalt man

a=a'+ia" =

.Y:K:KI_I_Z'KH

setzend die Substitutionen, die den Kreis (+) um die Stelle (p, ¢)
in einen in dem Punkte @ innen oder aufien beriihrenden gleich-
grofien Kreis iiberfihren, in der Gestalt:

t_z(j: 1+e¢K)—a*K
T 2K+ (+1—aK)’




238 O. Biermann,

oder in der Form

1 1
= + K.

t—a z2—a

Diese zwei Substitutionen kommen aber auf eine hinaus, indem
K entgegengesetzter Werte fihig ist. Wir wollen das positive
Zeichen beibehalten,

Nunmehr aber ergibt sich die Bedingung

4= 4,

unter der der Kreis (#) um die Stelle (p, ¢) in einen in @ beriihren-
den gleichgroflen Kreis tibergeht, in der Gestalt:

@—p K =@ —qK"

Wenn man somit die Triger von p—~ig und o +iad"’ =a
_verbindet, durch den Punkt O(o,0) eine Parallele legt und auf
diese in O eine Senkrechte fillt, dann aber auch noch deren Spiegel-
bild gegeniiber der y-Achse bildet, so enthilt diese Gerade den
Triger von K.

Nunmehr hat man aber noch zu verlangen, dah der Kreis (»)
um die Stelle (p, ¢) nicht in sich selbst, sondern in den Kreis (»)
um (24’ — p, 24" — ¢) transformiert werde. Man hat also in letz-
terem Falle

F_1 4 - Boad - Bfyy-+ Cyd )=
}F_E< af a%‘]‘ oBov+Cv8,) =

—— 20 +p+i@d" —g)

¢ 1 \
= (488 + Bid + BB 5 Cdd) =

— (@0 — )@ — g — 1
zu setzen, wobel
A=1 B=—p-tig, C=p*Fq*—+?
a=1+akK, g=—ao*K, 1=K, 3=1—aK

ist.

Anstatt aber hier die noch bestehende Relation zwischen K'
und K" zu ermitteln, wollen wir die Bestimmung der unserer For-
derung entsprechenden Grofien K darauf griinden, daflf durch die
Transformation der verlangten Art jeder Punkt der ersten Kreis-
fisiche, inshesondere also der bei jedem Werte von 7 im Kreise
befindliche Mittelpunkt p - ig¢ in einen Punkt
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iibergehen soll, fir den

| pFig—t | —7r>0
ist. Hier bedeutet:
(i) (L (K 46 K") (@' i6")] ~ (@ Fia")* (K i K")
(p+ig) (K41 K")+[1 —(K'+iK") (a' —ia")]

und danach fiihrt die Forderung

# —py " —g?—r*>0,

wenn noch
p—a =m, g—a' =mn
genannt wird, auf die Ungleichung
(m?—n?) K' —2mnK'"]2 4 [(m?—nH) K'42mn K']? —
— 21 +4+mK' 4+ nK)2 >0,
wo aber m? -~ n?=—=1r? einzufiihren ist.

Die Gesamtheit der Punkte (K', K'"), fiir die diese Ungleichung
besteht, ist also von der Gesamtheit von Punkten, wo (t' —p)? 4~

- (#" —9)? —#2 <0 ist, durch die Punkte der Kurve getrennt,
deren Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten K', K'' folgender-
mafen zu schreiben ist:

Kim2—2mnK K'+K"*n?—2nK —2mK" —1=0.

Diese Kurve zerfillt nicht, denn die Determinante ihrer
Gleichung ist — %, Sie stellt eine Parabel dar, deren Brennpunkt
in den Punkt O (o, 0) fillt, wo das Gleichungspolynom kleiner als
null ist, und der Scheitel besitzt Koordinaten :

_n m
5% g

Die Hauptachse hat die Gleichung
K'n=K'm.

Danach ergibt sich, dafl unsere Kreisfliche » um
die Stelle (p,9) dann durch die Substitution

L _ 1 g

t—a z—a

in eine gleich grofle in der Stelle ¢ von aulien be-
riihrende Kreisfldche tibergeht, wenn K seinen Tri-
ger in einem solchen Punkte der Geraden n K''=mK’
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hat, der in dem den Brennpunkt nicht einschliefien-
den Intervalle zwischen dem Scheitel der friitheren
Parabel und dem Punkte Unendlich liegt, denn der Be-

trag von K muf} jetzt die Grole tiberschreiten ; aber der fri-

1
2r
here Kreis geht in einen gleich groflen an der Stelle ¢ innen
bertihrenden, also in sich selbst tiber, wenn K in einem
solchenPunkte derselben Geraden seinen Triger hat,
der in dem den Brennpunkt enthaltenden Intervalle
zwischen dem Scheitel und dem Punkte Unendlich
liegt.

Damit sind die zuletzt verlangten Transformationen gekenn-
zeichnet,



