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[~ber  g e w i s s e  l i n e a r e  T r a n s f o r m a t i o n e n .  

Yon Otto Biermann in Brfinn. 

Im Folgenden soll die analytische Form gewisser linearer 
Transformationen abgeleitet werden, dutch die tin ebener kreis- 
fSrmiger Bereieh in einen seiner Ebene angeh~rigen, gleieh grol]en, 
yon aul~en bertihrenden Bereieh yon gleieher Form transformiert 
wird~ wozu die in der Zeitsehrift fur Mathematik und Physik (1906) 
behandelte Aufgabe die Veranlassung gegeben hat: n~tmlieh auf 
eine Kreisfl~che eine vorgegebene Anzahl gleicher, einander nur 
bertihrender Kreisflachen so zu legen, dab ein msglichst kleiner 
Tell der ersten ]?laehe unbedeckt bleibe. 

Dabei werden allerdings alleh wohlbekannte Dinge mit zur 
Spraehe kommen mtissen. 

In einer Eben% wo reehtwinklige Koordinatenaehsen~ eine x- 
und eine y-Achse~ vorliegen, deute man die komplexe Variable 

z = x  @ iy~ 

bezeichne den zu z konjugierten Wert mit z o und schreibe die 
Gleiehung des Kreises (r) um die Stelle (p~ q) in der Form: 

z z o @ ( - -p  Ar-~ i) 2 - J - ( - - p - - q  i)Zo -J-p~ @ ~ 2 - - r ~ = O .  

Dann stellt eine Gleiehung 

+ % + c = o ,  
wenn A und C reell~ B und 17o konjugiert komplexe Gr~13en 
sind~ den Kreis dar~ dessen Mittelpunkt die rechtwinkligen Koor- 
dinaten hat~ 

B + B o B 1 Bo 
P-~- 2 A  ~ q : ' 2 i A  ' 

und ft~r dessen Radius r gilt 

2 ~ + q 2 _ _ r ~ - - B B o  r ~ = C  
A ~ A'  

so dal3 folgt 

r =- 1 V B  Bo - -  A C. 
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Die Gleichung des Kreises geht durch eine lineare Trans- 
formation 

"r @8/ '  

in der die reellen oder komp]exen Koes ~, ,~ 7~ ~ ohne 
Besehrankung der Allgemeinheit so gewghlt seien~ daft 

is% denn anderenfalls lieferte die Division aller Koeffizienten dutch 
]/a ~ -  ~'~ neue Koeffizienten ~'~ ~'~ 7% 8' in der Beziehung 

~'~'-- ,~' t" : I, 

wieder in einen Kreis tiber. 
In der Ta% die transformierte Gleichung heil3t nach ]~nt- 

fernung der Nenner 

A (~z § ~) (% Zo -+" ~o) @ B (~z @ 3) ('CoZo @ 8~ + 

+ B o (% z o + %) (v~ + 8) § C(-c~ + ~) (-CoZo + t o) = 

- -  (A ~ ~o + B ~ ~,'o + Bo ~o ~ + C ~ "Co) ~ ~o + 

+(.a~% + B ~  ~ + B  ~ ~o v +  Cv ao)~+ 

+(A% ~ + B ~  Vo +Bo% a +  CVo 8)~o + 

+ ( A ~  o + B ~ 8  o -[- Bo ~ o ~ +  C8~o) : 0, 

uncl die bier vorkommenden Koeffizienten sind yon tier Beschaffen- 
heit derer in der Gleichung des Kreises; der erste und letzte 
Koeffizien% die mit A' nnd C' bezeichnet seien~ sind reell~ und der 
zweite und dritte Koeffizient sind konjugiert imagin~re Gr~il3en und 
seien mit B' und B '  bezeiehnet. 

o 
Danach wird also tatsachlich~ wie bekann% ein Kreis in einen 

Kreis transformiert. 
Bei tier linearen Transformation bleiben nur zwei Stellen in- 

varian% indem die Beziehung 

~;zd_8 = z  

oder die aquivalente 

aui3er dann~ wenn in dieser Gleichung alle Koeffizienten v~rschwin- 
den und die allgemeine Transformation in die identische Substi- 
tution (z~ z) tibergeht~ nur fiir zwei z-Werte erftillt wird. Durch 
die identische Substitution geht nattirlich jeder Kreis in sich t~ber. 
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Will man jedoch nur ninon bestimmten Kreis in sich ttbergehen 
sehen, so dal3 den Funkten seiner Peripherie wieder solche ent- 
sprechen~ so hat man die Beziehungen 

A '  : B '  : B'o : C'~-~ A : B : Bo : C 

zu erftillen~ womit drei Gleiehungen fttr die Verh~tltnisse der vier 
Transformationskoeffizienten angegeben sin& Indessen nun ander- 
w~trts diejenigen Transformationea den Gegenstand eingehencler 
Untersuehungen bildeten, die die zu einer Geraden oder die za 
einem Kreise orthogonalen Kreise in einander tiberftihren, sollen 
uns hier s o l e h e  T r a n s f o r m a t i o n e n  besch~tftigen~ die e i n e  
K r e i s f l ~ t c h e  in e i n e  g l e i e h  g roB% y o n  a u B e n  b e r t t h -  
r o n d o ,  f~ber f t t h r e n .  

Will man die Transformationen der verlangten Eigenschah 
allgemein bilden~ so hat man erstens anszudrticken: dab ein Kreis (r) 
in einen gleieh gro6en ttbergehe, d. h. es mu6 

----- ~ , ] /B '  S'0 - -  A' C' 
1 

- ~ - ~  ]/ B B o - -  A C - ~ - r  

werden. Doch well 

B' B' o - -  A' C' = (~ ~ - -  ~ "~) (% 6 o - -  ~o ~o) (B B ~ - -  A C) = B B o - -  A C 

ist~ sell 

~, = A ~ , ~  ~ + B ~.~o + Bo ~o.C + c~,~0 = . a  
gelten, we nar das positive Zeiehen eingeftihrt wnrd% weiI die Ver- 
kehrnng der Zeichen aller Koeffizienten in tier vorgegebenen 
Oleiehung des Kreises eine Ver~nderung des Zeiehens yon A' aur 
Folge hat. 

Ferner sell aber sine gegebene Kreisflaehe aueh in nine anI~en 
ber~ihrende tibergehen. Wenn mm die reehtwinkligen Koordinaten 
des ?~Iittelpunktes des transformierten Kreises 

.By ~ ' + B ;  q ' -  - B o  
Y = - -  ~ - ~ ' '  S / A  

]auten, so sell ftir die Koeffizienten der verlangten Transformation 
die s Relation bestehen: 

(2p '  A '  - -  2 p A )  ~ @ (2q' A ' - - 2 ~  A) ~ ~--- 16 (BBo - -  A C) 

odor 
B B ~ + B' ~ ;  - B ~ ;  - B o B' = 4: (B Be - -  A C). 

Mah sieht, dab man anBer den bisherigen zwei Bedingungen 
an die Koeffizienten der Transformation noeh nine ~'orderung 
kniipfen kann~ etwa die. dab die invarianten Punkte zusammen- 
fal!en~ also daft 
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= + _ 

gleieh null wird. 
Umgekehrt beaehte man erstens~ daI~ ein Kreis, der dutch 

die zwei invarianten Punkte einer linearen Transformation hindurch- 
geht~ in einen Kreis derselben Eigenschaft transformiert wird~ aber 
ein anderer Kreis in einen Kreis itbergeh b dessen Sehnittpunkte 
mit dem ersten nieht in besonderer Beziehung z~t den invarianten 
Punkten der Transformation stehen; and beaehte zweitens~ dal~ 
man einen Kreis mit der Gleiehung 

A z z  o @ B z @  Boz o @ C ~ O  

in einen vorgelegten anderen sehneidenden Kreis mit der Gleiehung 

dureh Substitutionen iJ.berftthren wird: yon denen jede die Gestalt 
annimmt : 

t - - b K Z - - b  
t ~ c  Z - - - C  ~ 

deren invariante Punkte b und c mit den Schnittpunkten der in- 
einauder za transformierenden Kreise zusammenfallen kiinnen und 
sollen. 

Danaeh wird man aueh im Fall% daft die Sehnittpunkte der 
beiden Kreise zasammenfallen~ diejenigen Transformationen bevor- 
zugen~ deren invariante Punkte beide in den Berfihrungspunkt der 
ineinander zu transformierendeu Kreisflachen fallen. 

Wenn man danaeh die Substitutionen ermittelt~ bei denen 
~ 8 -  ~7 ~ 1 ist~ und die den zweifaehen invarianten Punkt 

a -~- a' --j-- i a" - -  
27 

auf dem Kreise (r) am die Stelle (p~ if) besitzen~ so da~ 

ist~ so erhiilt man 

7 = K = K ' - - ~ - i K "  

setzend die Substitutionen, die den Kreis (r) um die Stelle (p~ ~) 
in einen in dem Punkte a innen oder augen bertthrenden gleieh- 
grol~en Kreis ttberftthren, in der Gestalt: 

~__ z(=h 1 - j - a K ) - - a ~  K 
z K -j- ( :J= 1 - -  a K) ' 
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oder in der Form 

1 1 
t - - a  - - z  - - a  ~ K. 

Diese zwei Substitutionen kommen aber aufeine hinaas~ indem 
K entgegengesetzter Werte fghig ist. Wit wollen das positive 
Zeichen beibehalten. 

Nunmehr abet ergibt sieh die Bedingung 

A' -~- A~ 

untes des des Kreis (r) nm die Stelle (p, ~) in einen in a bertihren- 
den gleiehgroi3en Kreis ttbergeht~ in des Gestalt: 

K ' =  K". 

Wenn man somit die Tr5ger yon p @ i f~ und a' @ i a" ~-- a 
verbindet, dutch den Punkt 0 (o, o) eine Parallele legt nnd attf 
diese in 0 eine Senkreehte fsllt~ dann abet aueh noeh deren Spiegel- 
bild gegenttber des y-Aehse bildet~ so enthMt diese Gerade den 
Tr~ger yon K. 

Nunmehr hat man aber noeh Ztl verlangen~ dal3 des Kseis (r) 
nm die Stelle (p, ~) nieht in sieh selbst~ sondern in den Kreis (r) 
tim (2a'--p~ 2 a " - - ~ )  transformiert werde. Nan hat also in letz- 
terem Falle 

B' 1 
A- v = ~  (A ~,~o @ Za  ~o + Bo,~o-C+ C~o)  = 

= - ~ '  + p  + i (2~" - ~), 

Nc' = ~-1 (A~ ~o + B~ ~o + B ~o ~ + C~ ~o) = 

z~ setzen~ wobei 

A : I, B = - - p - ~ - i ~  C ~ p ~ - ~ - q 2 - - r  ~ 

ist. 
Anstatt aber hies die noch bestehende Relation zwischen K' 

uncl K" zu ermitteln~ wollen wir die Bestimmung des nnserer For- 
derung entspreehenden GrSf~en K darauf grtinden, dab dureh die 
Transformation des verlangten Art jeder Pankt des ersten Kseis- 
fi~eh% insbesondere also des bei jedem Werte yon r im Kreise 
befindliehe Mittelpunkt 2 - [ - i~  in einen Punkt 
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tibergehen soll~ fttr den 

Ip+iq--T I--~>o 
ist. Hier bedeutet : 

) - _  (p @ i q) [1 @ (K' @ i K '  ') (a' @ i a")l - -  (a' --~ i a")~ (K'  @ i K " )  

(p -~- if[) (K ' -@ i K" )  -~  [1 - -  ( K ' - ~  i K" )  (a' - -  ia")] 

and danach ftihrt die Forderung 

(? - p ) ~ +  (t'-' - -  ~)~ - - ~ >  o, 
wenn noch 

genannt wird~ auf die Ungleichung 

E(m ~ - -  n ~) ~;'  - -  2 ,n ~, K"]~ + [( ,n ~ - -  n 3) K "  + 2 ,~ n K ' ]  ~ - -  

- -  r~ (1 + m K" + nK') ~ > O, 

wo aber m 2 -~- n ~ ~--- r "~ einzufiihren ist. 

Die Gesamtheit der Punkte (K', X"), ftir die diese Ungleichung" 
besteht~ ist also yon der Gesamtheit yon Punkten, wo (~-__p)S @ 
~ - ( t " - - ~ ) " ~ - - r  2 d 0  ist, dutch die Pankte der Kurve getrennt, 
deren Gleiehung in reehtwinkligen Koordinaten K'~ K" folgender- 
mal3en zu schreibelt ist: 

K"2m 2 - -  2 r a n K '  K "  @- K " s n  2 - -  2 n  K '  - -  2 i n K "  - -  1 ~ -  O. 

Diese Kurve zerf~tllt nicht~ denn die Determinante ihrer 
@leiehung ist - - r  ~. Sic stellt eine Parabel dar~ deren Brennpunkt 
in den Pankt  0 (o, o) fgllt~ wo das Gleiehungspolynom kleiner als 
mill ist~ und der Seheitel besitzt Koordinaten : 

2 r v 2 r ~" 

Die tIauptachse hat die Gleiehung 

K "  n~__ Kr m. 

D a n a c h  e r g i b t  sich~ dal~ u n s e r e K r e i s f l i ~ e h e  r a m  
d i e  S t e l l e  (p~g) d a n n  d u r c h  d i e  S u b s t i t u t i o n  

1 1 
t - - a  z - - a  

in  e i n e  g l e i c h  g r o g e  in  d e r  S t e l l e  a y o n  au l~en  be- 
r i i h r e n d e  K r e i s f l i ~ c h e  t i b e r g e h t ~  w e n n  K s e i n e n  Trit-  
g e t  in  e i n e m  s o l c h e a  P u n k t e  d e r  G e r a d e n  n K " ~ - m K  ~ 
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hat~ d e r  in dem de~ B r e n n p u n k t  n i e h t  e i n s e h l i e l ~ e n -  
d e n  I n t e r v a l l e  z w i s e h e n  d e m  S c h e i t e l  d e r  f r t t h e r e n  
P a r a b e l  u n d  dem P u n k t e  U n e n d l i c h  liegt~ denn der Be- 

1 
trag yon K mul~ jetzt die GrSl~e 2 7 -  ~berschreiten~ abet d er  frti- 

here K r e i s  g e h t  in einen gleieh gro~en an der Stelle a Jnnen 
bertthrenden, also in s i c h  s e l b s t  (tber~ w e n n  K in e i n e m  
s o l c h e n P u n k t e  d e r s e l b e n G e r a d e n  s e i n e n  Tr~tger  hat~ 
d e r  in dem den  B r e n n p u n k t  e n t h a l t e n d e n  I n t e r v a l l e  
z w i s c h e n  dem S c h e i t e l  u n d  d e m  P u n k t e  U n e n d l i c h  
l i eg t .  

Damit sind die zuletzt verlangten Trans{ormatioHen gekenn- 
zeichnet, 


