Sulle intersezioni

di tre superficie algebriche.

(Di Luier Berzorart, a Torino.)

J

bcopo principale di questo lavoro & la dimostrazione (algebrica) rigorosa
del seguente teorema fondamentale:

Dute tre qualunque superficie algebriche di ordini I, m, n, semplici o
comunque composte (anche dotate di infiniti punti multipli), ma non passanti
per una medesima curva, la condizione necessaria e sufficiente perché in un
loro punto comune 0, dove esse hanno rispettivamente le multiplicitt X, p., v,
siano raccolte precisamente Jpv, e non pit, delle loro Ilmn inlersezioni, é
che ¢ tre coni tangenti alle superficie nel punto 0 non abbiano in comune
nessuna generatrice, qualunque siano del resto le singolarithy presentate da
quet cont.

La dimostrazione che ne dard sussiste, senza modificazioni sostanziali,
pel caso di m (>>2) varietd algebriche (ad n — 1 dimensioni) dello spazio ad
n dimensioni, e soltanto per evitare complicazioni di pura forma viene qui
esposta per n=23. Essa & un’estensione {che non si presenta perd del tutto
ovvia) di quella che fu data per la prima volta dal sig. Voss (¥) per due curve

{*} Voss, Ueler elnen Fundamenialsatz aus der Theorie der algebraischen Functionen
{Math. Aunalen, Bd. 27, pag. 533 e sez.’). — V. altresi [ osservazione del sig. NorTHER
in una nota a pié della pag. 144 del vol. 40 dei Math. Ann.

Nelle sue lezioni del 1894-95 il prof. Sgere ha approfonditc ulteriormente la que-
stione, estendendo il caleolo stesso del sig. Voss al caso in cui le due curve abbiano nel
punto che si considera una tangente comune, e cercando allora guante intersezioni delle
due curve vengano a cadere in quel punto. Come applicazioni immediate di gquestl ri-
sultati alle intersezioni di una curvs con le prime polari di punii genericl o di punti
della curva o di una tangente singolare, come pure alle intersezioni della eurva con la

Annali di Matematica, tomo XXIV. 22



166 Berzolari: Sulle intersezions

piane, e che fu poi riportata dal sig. Bertmt nella Nota che ha per ti-
tolo Rappresentazione di wuna forma ternaria per combinazione lineare
di due altre (Rendic. del R. Istituto Lombardo, serie 2.%, vol. 24, 5 novem-
bre 1891).

In seguito, supponendo che i tre coni sopra nominati contengano una
stessa generatrice, la quale abbia inoltre riunite in 0 quante si vogliano in-
tersezioni con ciascuna delle date superficie, determino il numero delle inter-
sezioni di queste ultime che vengono ulteriormente a cadere in generale nel
punto 0, assegnando tutti i casi in cui questo numero diventa ancor pilt
elevato. Per ultimo, come applicazione dei risultati ottenuti, dimostro al-
cune proposizioni relative all’abbassamento che un punto multiplo di una
superficie produce nella classe di questa, considerando in modo particolare
il caso in cui il cono tangente nel punte multiplo possiede una generatrice
doppia.

Una dimostrazione rigorosa del teorema enunciato in principio, per quanto
mi consta, non & stata data finora, neanche per lo spazio ordinario, dove di
solito la proprieth viene ammessa come intuitiva; 1 risultati rimanenti (n.i 7,
8, 9 e 10) sono del tutto nuovi.

Sembrami anche degno di nota, per la sua eleganza, il modo col quale
si prova nel n.° 2 che le tre superficie hanno lmn punti comuni, benché di
questo, come di altri analoghi teoremi, si conoscano gid (anche per un iper-
spazio) parecchie dimostrazioni.

1. In coordinate omogenee siano

A=ap+(aprFanr)+ - Flapet - Fagrh)=0,
B=by bz, Fbuz) 4+ - G b b 2™ =0, (1)
C=cw+ (ot Fcum) - F (2™ -+ Fepna)=0
le equazioni delle tre superficie A, B, C, dove per es. le ai, a;1y..., a5 sono
forme binarie di grado {— 7 nelle 3, z,. Volendo eliminare dalle (1) le 2,

#,, non si conosce finora {a meno che I, m, » non siano fra loro uguali)
un’espressione della risultante, che, essendo priva di fattori estranei, abbia

Hessiana, egli ha poi stabilite le proposizioni fondamentali sulle curve piane algebriche
o snlle loro singolarita pit comuni, con precisione e rizore magziori di quanto non si
trovi nei noli trattati classici. Ad es. egli dimostrd per questa via le proposizioni ana~
loghe a quelle che per le superficie io tratterd alla fine del presente lavoro (n.° 10).
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la forma di determinante. B perd dovuto al Caviey (*) un metodo per otte-
nere quella risultante come quoziente di due determinanti; ed ecco, breve-
mente, in che consiste. Moltiplichiamo le (1) risp. per

. . 2 2. . m4n-2 m -3 ”m -2
1; o, oy @ 2,0, B, MR pmin-dg, L gminet
. . . Nl -2 n4l-3 nil-2.
2 ;@ y X Zayeusy XHEE

Iy @y 2oy oo v v v vy mybimer pllimes g g lamer,

Otteniamo cosi
Lt mmtn—D+ o+ ho+HI=DFzU+mEm—1) @

equazioni lineari fra le quantitd

. . . -2 —-— -
], T x‘lﬂnm , :EJ*”“'" 3%,.“, x21+m+n c,

che sono in numero di
LUt mt )+ mtn—1) 3)

Tali equazioni non sono perd fra loro indipendenti: invero, se si moltipli-
cano le identitd

BC= CB, CA4=AC, AB=BA
risp. per

1, &, ;.. 2l 22 o, 2

1, 2, @505 &M% 2,%%2,,..., 2,2

1 oy, #5000y 2270 200 By, B

si ottengono

1 1 1
gl(l-—l)‘i—gm(m——l)+§n(n--1) (4)

relazioni lineari fra le precedenti equazioni: il numero (4) & la differenza fra

(*) Caviey, On the Theory of Elimination (Cambridge and Dublin Math. Journal,
vol, III, pag. 116; oppure The Collected Mathem. Papers, vol. I, pag. 370. — La feoria
di Cayrey é riprodotta succintamente nell’Algebra superiore di Saryox (pag. 125 e seg.
della 2.2 ediz. francese).
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1 numeri (2) e (3). Ad. es., la prima di tali relazioni &:
foo'B+(cio’mlB+Cax‘xeB)+"' +
+ (cno ’ xlnB + Cpny m’n—l Ly B ’+' e + Cun :r:n B)
"“bog'cﬂ(bgg‘xgc"‘}"b“ il?zC)—~ T e
- (bmo xmC + by 2™ 2 C+. - + brnm - ™ C) = 0.
Si formino ora due matrici H ed H', le quali abbiano risp. per elementi
1 coefficienti delle equazioni sopra costruite, e quelli delle relazioni ultima-
mente trovate. Entrambe conterranno un numero di linee dato dall’ espres-
sione (2), mentre il numero delle loro colonne sard dato risp. dalle (3) e (4).
Allora il Caviey ha trovato che la risultante B delle (1) si pud ottenere di-
videndo uno qualunque dei determinanti tratti dalla matrice H (il quale non
sia nullo identicamente) per il determinante supplementare tratto dalla ma-
trice H', ciot per quello formato con le linee di H' aventi lo stesso posto di

quelle che si sono dianzi trascurate in H. Di guisa che, indicando con y e
x due tali determinanti, si avra:

- L
== L

Il modo di composizione delle matrici H ed H’' risulta del tutto chiaro dalle
osservazioni seguenti, nelle quali introduciamo altresi alcune notazioni, che
si manteranno in tutto il lavore. La H & costitnita da tre matrici parziali,
che diremo 1, 2, 3, di cui tutti gli elementi appartengono come coefficienti
soltanto alla prima, od alla seconda, od alla terza delle (1). La 1 contiene
m —+n -1 gruppi di linee, formati risp. di 1, 2,..., m 4+ n —1 linee; la 2
ue contiene n + ¢ — 1, formati risp. di 1, 2,..., n 41— 1 linee; la 3 ne
contiene 7 -+ m — 1, formati risp. di 1, 2,..., I 4+ m — 1 linee. Le colonne
di H si dividono invece in !4 m 4+ n — 1 gruppi, contenenti ordinatamente
1, 2,..., I+ m+n—1 colonne. Mediante siffatti gruppi di linee e colonne
la matrice 1 risulta divisa in (! 4+ m 4+ n — 1) (m 4 n — 1) matrici parziali;
e chiamando a;; quella che & comune all’ i gruppo di linee ed all’ j™° gruppo
di colonne, si ha:

Uj-ijo  Ujmijinee Qi j=i 0 0... 0

1
P 0 @jmijonen  Wjmijmi-y  Aj—ij-i O... 0
§

0 O . o L i
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dove la matrice del secondo membro contiene ¢ linee e j colonne: ogni suo
elemento che non sia nullo & una forma binaria di grado I —j -+ 7 in x,, z..
Denotando analogamente con fi, y; le matrici comuni all’é™° gruppo di
linee ed all’yme gruppo di colonne di 2 e 3, e scrivendo O per significare
una matrice, di cui tutti gli elementi sono nulli, la matrice H si pud scrivere
come segue:

fi e dae. a0 0. 0
0 Aga 2L Oa 1+ %y lte O..- O
0O 0 O

Em+n—1, l+rm+n-

B B Bis-.. ﬁ],miq 0... 0

. O O 0 . . . . . . . . ﬁ?’H‘l"i,l'}'M'Fﬂ"l
718 Yz Fi3e.. 7i,n4 0... 0

i 0 0 0. . . ... Jtem—y v men—1

La matrice H' & formata di tre matrici parziali 1’, 2, 8, di cui cia-
scuna, per ¢id che riguarda il numero e la disposizione dei gruppi di lince,
nonche delle linee di ciasecun gruppo, & formata nell’identico modo delle ma-
trici 1, 2, 3 di H. Quanto alle colonne, la H' si scinde in tre matriei I',
IT, III': Ja I' contiene »— 1 gruppi, cui appartengono ordinatamente 1,
2,..., n— 1 colonne; la Il' ne contiene 7 —1 con 1, 2,..., I —1 colonne
risp., e la III' ne contiene m — 1 con risp. 1, 2,..., m —1 colonne. Me-
diante siffatte matrici di linee e di colonne, la H' risulta scomposta (oltre
che in tre di elementi tutti nulli) in sei nuove matrici, ciascuna delle quali
& formata coi coefficienti di uma sola delle (1). Ognuna alla sua volta ri-
sulta poi composta di matrici minori, tali che tutti gli elementi di una qua-
lunque di esse sono di uno stesso grado in z,, x,: se una di tali matrici
minori & quella comune all’ #”° gruppo di linee ed all’ jm° gruppo di colonne,
per es., della matrice 2'I', ogni suo elemento & una forma di grado ! — i -+
in &, @,. Sono nulli tutti gli elementi delle tre matrici 1’11, 2'1II', 3'[;
mentre gli elementi delle matriei 1'I', 2'1I, 3’ III' ¢i trovano tutti, rispetto.
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alle (1), cambiati di segno. Possiamo dunque secrivere.

. v

1 T IlI
-by O 0.. 0 0... 0 | | €ypee 0O
~by -bw  O... 0 O.. 0 | | e
by 0 =bgp... O 0... 0 | ey
.................... | 0 b e e e
0 0 0. =bn 0.. 0 | | 0.. ¢ O...
0 0.. -bm =bm... 0 | l Cai Coo
.................... 1 oo oo oo
0 0 0 0 0 =bo | o 0 0
— e — [ — o — o — — —
aw 0 0 0 0 0 | -co 0 0 0 |
.................... b oo
0 0 0 a O ¢c |0 -Cno O 0 | 0

2. Cid posto, poiché per ipotesi il numero delle intersezioni delle tre
date superficie & finito, possiamo supporre di aver scelto i] tetraedro di rife-
rimento in modo che il suo spigolo #; = x, = 0 non sia tagliato da nessuna
delle congiungenti due di quelle intersezioni. L’equazione

R=0,
che rappresenta !’insieme dei piani projettanti dal detto spigolo quelle inter-
PR N ey .. . .. . .
sezioni, avrd quindi tante radici ;3— quante sono le intersezioni stesse, sicche
4

il numero di queste ultime si avrd cercando il grado di R, ciot la differenza
dei gradi di 3 e 4.



di tre superficie algebriche. 171

Per trarre da H il determinante y, prendiamo in generale p; linee del
gruppo ™ della matrice 1 (i =1, 2,..., m -+ n — 1), o; linee del gruppo e
della matrice 2 (=1, 2,..., n+41—1), e 7; linee del gruppo ¢™ della
matrice 8 (i =1, 2,..., {4 m — ). Analogamente, per trarre da H' il de-
terminante x', prendiamo p'; linee del gruppo ¢™° della matrice 1’ (=1,
2,000, m-n—1), e cosl via.

Poiche gli ordini di x e x sono dati risp. dalle espressioni (3) e (4),
81 avra:

m +n‘—- n4l—1 I+m—1 l ! —_—
Sh Y R Gl m b=y, (5)

m-}-n_—l , 1z+l:-l , H—m‘—l , -1 —_ —_—
% pi+ }1,, o+ ,:_‘ =t )+m(m2 Dbnfn=1), (5)

Inoltre sard

pitpi=1i, otdi=1, titti=1 (6)
per tutti i valori di ¢ che vanno da 1 risp. fino ad m +n — Lndl—1,
l4+m—1.

Un elemento qualsiasi di y si otterrd scegliendo ordinatamente in cia-
scuna delle p, linee del primo gruppo della matrice 1 un elemento, la cui
colonna corrispondente apparterra ad un gruppo di posto 7y, Ty i
indi in ciascuna delle p, linee del secondo gruppo di 1 un elemento situato
in una colonna appartenente ad un gruppo di posto 7u, Tay..ey P 50005 N
ciascuna delle puin~( linee dell'ultimo gruppo di 1 un elemento situato in
una colonna di un gruppo di posto Tmin-1,syeeny Fmin-i,,, 5 € facendo Yo-
perazione analoga per le diverse linee fissate nei vari gruppi delle matrici
2 e 3, col che si verranno ad introdurre, con significato analogo a quello dei
numeri 7, nuovi numeri che chiameremo $,i, &iy.00y Sig) Sayeery Sze)-0)
St 1gve 0y Sn»i—z-s,a&HqE - fiyy tsas-w, tm} t’ﬁi}-t'y t?'l‘ﬁ;"'; g%%m-gigns;
tromez,,,, . In tal guisa vengono a considerarsi, prescindendo dall’ordine,
tutte le eo}onne della matrice H, onde:

2r+Xs 4 Xi=042 4 (b mtn— 1),
ossia:
Sr Vs Ni— (tmt+n)l+m—+n—1)(21+2m+2n—1)

- @

Un elemento qualunque del determinante y  si formerd in modo analogo al
precedente, e s’introdurranno cosi dei numeri #'vy.csy 75 Pty e,
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"'m BRLE L) 'y yreey S'n Fleie Fiiyerny t’l*m*(,7'1+',1_10 legati dalla rela-
zione
¥r'+¥s' 4 ¥
_W=0@Ri-1) +mm—1@m—1)+nr—1)2r—1)

p — (7"
Pertanto il grado di y in z,, z, @
=2 mtn—4
_1]—7',,—}—1)—]—“@—7',,—]-—2)-!- -+ ‘—2—‘1 (= rmin-vi + m+n—1)

n+l i

+ E(m — s+ 1) +i,:>j’(m —8i+2)+ - + “ (m—Snsi—i+n+1-1)
i=1 =1

':rH-m— 1

F 30— ti T D+ Xtttk X (=t L m—1),

=

ossia

f=mfn-1 i=n4-l—1 i=l4m--1

Y Utdat Y mtdat X 04 du—(Sr+ s+ X0 ®
Quanto al grado di y/, si osservi che I numeri #', §', ¢ denotano il posto delle
colonne scelte, quando si considerino separatamente le tre matrici I', II'y ITT
sicche ad es. un #' pud riferirsi all’ »'”° gruppo tanto di I' quanto di III'.
Se quindi diciamo & un numero che pud coincidere tanto con m quanto con #,
y un numero che pud coincidere tanto con »# quanto con /, e z un numero
che pud essere tanto ! quanto m, il grado di y sard

S
=P, L

“‘(x+7 ii_1)+ “(x"{‘rﬂz"‘Q)‘l" + 2;1 (x+7',m+n—1.i_‘7n‘—n+1>

i=

i="n+l-—l
"(?/+S.i—1)+ (y+32z_2)++ -f\{‘ (?/'}’S,n+l—1,i'—"—l+1)
f=1/, 1::':‘ i=7'l+m—1
+\‘(z+f|i—h+ (Z+t2,~2)+--~+ 2 (z+tl+—m~|,i‘—l“‘m+1,\;
i=1
ossia
i=m+tn-1 z‘xn+‘l— 1 ., i=lfom—1 .

Yo+ Sy +Xz+ 37 +\'s’+\‘t—— Y ipi— ¥ dei— ¥ ity

=1 f==} =1
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m4n—~1
Ora, per quanto concerne ¥z, nel considerare le ¥ 2'; colonne avremo preso
)p q i} ] P
i

un certo numero & di volte un elemento & ed un certo numero ¢ di volte
un elemento ¢, onde sara:

, , m-f-n:»l ,
b+ ¢ = .} P )
Nr=mb + nc. (9)
n4-1-1 IHm—1

Cosi pure, nel considerare le ¥ o'; e poi le ¥ 7'; colonne, avremo preso ¢
1 1

volte un elemento ¢ ed a” volte un elemento @, e risp. &' volte un ele-
mento @ e & volie un elemento b. Quindi:

LR A

cf)' + aff o E. g}'i’ (10)
Ny=mnc"4 la"; (109
. l~§-m‘-§ ,
aih‘+b<f= L T;’, (11)
‘ Nz = 10" 4 mb". ar
E poi evidente che:
e £ g —1 ' ’ m{m — 1 " ’ 1 {1 -]
b ¢ -—‘=—‘--§---,:-):-~—)‘: C+(Z”-’-‘-=—S-§———)'a a’+b..-—=-£-§_...2. (]2)

Dalle (9", (10", (11') si deduce:
Yo+ Xy+ Ne=La"+a")+mb" + )+ +e);
ma sommando le (), (10), (11) a due a due, e tenendo conto delle (12), si ha:

a.rf+alff=zgl+zr?__ l(l;:__z_).,

. m{(m—1)
b!” § bl ,‘T’ ! XP, z .
' {1 -
c’ +6,’ “"?P,—*-.“a"“"w}

2
epperd:
Sz + Xy + Le=1{Z'+ X)) +m(X 4 Xp) + n(Zp + I
_ =N+ m(n—1)+n?(n—1)
2
Annall di Matematica, tomo XXIV. 23
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/

Il grado di ' & quindi

t=m-n—1 i=n--1—1 i=l4tm~1

;,1 (m—+n—7)p'i+ 2“1 (n+1—1)di4 L (+m—20)5 (8)
+E7.I+ESI+E£ . i (l — 1)-“;— m~(m2— 1) —*— n’(n — 1) .
Sottraendo quest’espressione dalla (8), si ottiene come grado della risultante R:
I¥p+m¥stnSe—(m+m)Np' —(n4- O X' — (1 +m) Nt

T4 —1 fmnl—~1 {2l —1

7 08 ek 047 ke

—(Sr+3Ss+ St 3r L N5 Vf) n{ 1)"1“"&’(”*2—1)+“’(”“1)_

Il primo sestinomio pud anche seriversi nella forma:
Qe+ +mYe+ o)+ a2+ 37
— (Um0 (B + B0+ X7,
ed equivale quindi, per le (6) e (5'), a

l(m—{-n)(w;—i—n-—-})+m(n+l)(_¢12_+l~—})+n(l+m}(l2+m--1)

—(m ) 11— I)—%—m(m;l) +nn—1)

Sostituendo quest’espressione, e facendo uso delle (6), (7) e (7), si trova fa-
cilmente che il grado di B & lmn.

3. Ora supponiamo che le date superficie abbiano in un punto co-
mune O le multiplicith %, u, v risp.: per vedere quante intersezioni cadono
in tal punto, collochiamo in 0 il vertice (0, 0, 0, 1) del tetraedro di rife-
rimento assumendo come piano x,==0 un piano affatto arbitrario per 0, e
cerchiamo con quale esponente si stacchi da R il futtore .

A tal fine osserviamo che, per I'ipotesi fatta, le forme 4, B, C non
possono contenere in nessun termine le coordinate z,, x,, ¥; ad un grado
minore di X, p, v risp., sicche possiamo porre:

Qin = ap 22 -t2,-* - potenze superiori di z;, (i =)
bjo = Bjoas—izmr -+ id. G=w { (19
ko == Thp Xa'~E L~ - id. k =v),
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dove le costanti aiw, Bju, yu possono anche essere nulle. Ora consideriamo
la matrice H, e nella sua matrice parziale 1 moltiplichiamo le linee del primo
gruppo per x#+*~*, quelle del secondo per z#+*-%,..., quelle del (x v —1)™°
per x5; analogamente nella 2 moltiplichiamo le linee del primo, del secondo,...,
del (v -2 — 1)™ gruppo ordinatamente per ay"+*-4, z,*"-%,..., 75, e nella 3
le linee del primo, del secondo,..., del (A-p— 1)™ gruppo per ade-t
rite-2 . 2. Eseguendo tali operazioni anche sulle linee di I che si sono
scelte per formare il determinante y, questo risulta cosl moltiplicato per =,
coll’ esponente

i:piﬁ‘uwl . :‘:‘*—!-‘)-ul . i:)—!-‘u——l )
}‘1 @tv—dpit X @Fr—da+ L Otp—om
. 1= fo=

Ma, per effetto di quelle operazioni, nella matrice JI, e quindi anche in y,
ogni colonna del primo, del secondo,..., del (A - u -+ v— 1)™ gruppo riesce
divisibile risp. per x+#r-1, pler—2 g, e pereid y riesce divisibile per z,
coll’ esponente

OtpFr—D+20+utr—2+ 0 +prr—2)-2
+0+utr—1),

Ot+p+9[(+p+vy—1]
6

ciod coll’esponente

Risulta quindi posto in evidenza in y il fattore 2, coll’esponente

Ot 9 [0 0 — 1)

6
i=,"+;‘lw~2 ) i‘_:v«t-‘) -1 ] f2ife r et .
=Y Gt —dp— Y GHi—da— ¥ Gte—in
LS =1 =

Per la matrice H', moltiplichiamo invece in I' le colonne del primo, del se~
condo,..., del (v— 1)™’ gruppo per '~y 2’-%..., o risp.; in Il' le colonne
del primo, del secondo,..., del (2 — 1) gruppo per z)-', z/-%..., 2,; e in
IIT" le colonne del primo, secondo,..., (u — 1)™ grappo per z*~, 2-%,..., ;.
Eseguendo queste stesse operazioni sopra le colonne di ¥, questo risulta mol-
tiplicato per z, coll’esponente

f=i—1 e g f
s

Yo}
30—+ 3 ik—i+ Y ie—i)

.
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ciot coll’esponente
oA £y — ey

Ma, in seguito a quelle operazioni, riescono divisibili, in 1, le linee del
primo, secondo,..., (u-fF» —1)™ gruppo risp. per o=t g f -y in 2
le linee del primo,..., {v--2% — )™ gruppo per a+*=',..., x5; in 3, le li-
nee del primo,..., (A 4+ u— )™ gruppo per z+#-4,..., #;. Quindi y riesce
divisibile per coll’esponente

i=ir-1 ="t ~1 vl

le+v—0m+ Elw+l—0u+ f (O Fp—07

Epperd vien posto in evidenza in x’ il fattore x, coll’esponente

==ty 1 =y — i= -Lu-1
% (e +v—1)p'i + L (+%—1)m+-V (g =17
W v — (At p )
6

Ne segue che la risultante B & divisibile per z; coll’esponente

SO u e =204+

‘1_‘}4_‘ 7+‘)—1 . !
- X (v — )+ p) 4+ Y O+ i—0)(etd)

1_ =1
L et |

+ E ()+f}'—z)(7t+71)

=
la qual quantith,. per le (6), si riduce facilmente a Xp». Si conclude che !
punto O assorbe AvMENO ) pv inlersezioni delle date superficie.

4. Nel punto O sara raccolto un numero d’intersezioni delle tre su-
perficie maggiore di 2 uv, allora ed allora soltanto che sard nullo in R il
coefficiente di z,’*: dobbiamo dunque cercare questo coefficiente, e stabilirno
il significato geometrico. A tal fine occorre premettere la seguente osserva-
zione. Siano

U = (word +wmal ot Funa )2l - (et g g 2 )t |
A+ ettt o upet) =0,
Vawr -+ F02) 2 e 4 (0 2™ - = Oy 1™) = 0,

W= w2 -+ w0n2) 2™ o (WP A - W 2" ) =0 !

(14)
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le equazioni di tre curve piane U, V, W degli ordini I, m, n, aventi nel
punto fondamentale (0, 0, 1) risp. le moltiplicita A, p, v: la condizione ne-
cessaria o sufficiente perché esse abbiano in comune un punto diverso dal
precedente (ma che potrcbbe perd anche coincidere con questo, nel senso che
esso conti fra i punti comuni alle tre curve pit di quello che conta in ge-
nerale pel solo fatto che esse vi passano 2, g, v volte) si pud ottenere come
quoziente di due determinanti, analogamente a cid che si ¢ fatto nel n.° 1,
nel modo seguente. Moltiplichiamo le (14) ordinatamente per

R N N A I R C LA R s N X

)
x;‘*“", xxﬂd-zxe;---, xﬂv{—}—-l;“_; x‘n-H-z, x’n+l»3 Loyerry x2n+l—2;

grte-t gty oottty g ltmer plimes g L gl
Otteniamo cosi
! .
gﬂm+mw+n—n+m+nm+h—n+a+ma+m—u;)

)
~:15§(#+V)(H+v— 1)+(v+1)(v+7~—1)+(7~+H)(7-+l*—1){ S

equazioni lineari fra le potenze
leirp{-v-s, m,“rf"""‘”x,,..., sz"‘H“‘;...; x1l+m+n~z, x'l{-m-l—n«-sx“.“, xﬁl{-m{-n-z’

il cul numero &
Hermtm@tmtn—1)—0+p+)0+ot+s—D]. (16)

Le equazioni ottenute non sono perd fra loro indipendenti, giacché se mol-
tiplichiamo le identitd

VW=WFV, WU=UW, UVv=7VU

risp. per
R N R AN S TIT I A Ul MR Al
VN KA NN XTI Tt T ahs AR Ko
AN RS "TTTTNE SRR AL Al A T
otteniamo

=D tmem—D+ne—1]—Zho—D+ee—1+c—n]an
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relazioni lineari fra le equazioni stesse, ¢ il numero (17) & la differenza fra
1 numeri (15) e (16). Se allora si formano due matrici, 'una coi coefficienti
delle equazioni, I'altra coi coefficienti delle relazioni da cui esse sono vinco-
late, la richiesta condizione si ottiene uguagliando a zero il rapporto fra
uno qualunque (non identicamente nullo) der determinanti tratti dalla prima
e 1l determinante supplementare tratto dalla seconda. Gli ordini dei due de-
terminanti sono dati risp. dulle espressioni (16) e (17).

5. Per riconoscere ormai quale sia in R il coefficiente di z,’*, sup-
poniamo di aver eseguito sulle matrici H, H', e perd anche su y, x, le
operazioni indicate al n.° 3. Il risultato che ricaveremo dall’ B primitivo sara

ponT sicche il cercato coefficiente sard cid che diventa questo quoziente po-
3

nendovi 2, =0.

In H scompongasi ciascuna delle matrici parziali 1, 2, 3 in altre due,
che diremo risp. 1,, 1,; 2,, 2,; 3., 3., ponendo mnelle 1,, 2,, 3, risp. i
primi g -v, v2%, X4 gruppi di linee di 1, 2, 3, e nelle 1., 2,, 3, i
gruppi rimanenti. Scompongasi inoltre la H in due matrici I e II, ponendo
nella prima i primi A 4 p -+ v—1 gruppi di colonne, e nella seconda i gruppi
rimanenti. Un elemento qualunque, il quale appartenga ad una colonna del
gruppo jm° di H e ad una linea del gruppo #7° di 1, o di 2, o d1 3, pud
rappresentarsi risp. con @j-;,, 0 con b;—; ., 0 con ¢j-;,: vediamo cid che
esso diventa, a seconda delle matriei 1,1, 1,I,... a cui appartiene, quando,
eseguite le operazioni su accennate, vi si pone z;=0.

1,I) Nell’elemento aj-;, si ha { =y v, j =i+ p -+ »—1. Esso & stato
moltiplicato per x+—~ e diviso per z+#+-j, e perd in sostanza & stato
moltiplicato per x,J-*-% Ora se j—i==1, in a;-;, esiste il fattore x> ~J+i
sieche, fatte le precedenti operazioni e posto 2, =0, si ottiene aj-;, [v. le
(13)]. Se invece j—i>13, si ottiene zero.

1) Siha i>p4v, j=)+4p-tv—1, da cui segue j—i <<, quindi
I’elemento aj_;, contiene il fattore x,*-+i, Ksso & stato soltanto diviso per
at#+v-5 dunque risulta ancora come fattore x;i-#-*, dove 1'esponente &
> 0. Per 2, =10 esso si annulla.

2,I) L’elemento & bj-;,: per j—7=p si ottiene Bj-;,, e per j—i>p
st ottiene zero.

2,1) Tutti gli elementi si annullano.

3,I) L’ elemento & ¢;-;,; per j—i=v si ha yj-;,, per j—i>v ri-
sulta zero.
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3,1) Tutti gli elementi si annullano,

Quanto agli elementi della matrice Il, essi assumono il valore che acqui-
stano per x;==0, all'infuori di quelli che appartengono alle linee dei primi
p+v—1, v4+2—1, *4+pu—1 grappi di 1, 2, 3 risp., i quali si annul-
lano tutti.

Nella H' scindasi ciascuna delle matrici 1, 2/, 3' in altre due, che di-
remo risp. 1',, 1';; 2',, 2,5 3',, 3',, ponendo nelle 1', 2y, 3, risp. le linee
dei primi p+v—1, v42—1, 24p—1 gruppi di 1, 2, &, e nelle
'y, 2's, 3, le linee dei gruppi rimanenti. Inoltre dividasi anche ciascuna
delle matrici I', I, III" in altre due, che risp. diremo I',, I',; IT',, 11’y
Hr,, IIl's, ponendo nelle I'y, IT',, IIL', i primi v—1, A—1, u— 1 gruppi
di colonne di I', II', II'; e nelle I',, II',, IlI'y i grappi rimanenti. Un ele-
mento qualunque, il quale appartenga all’i™e gruppo di linee di 1', o di 2,
o di 3, ed all’jm gruppo di colonne di I'y o di II' o di III', viene rappre-
sentato, prescindendo dal segno, con una delle lettere a, b, ¢, affetta da due
indici, di cui il primo & ¢—j: eseguite le operazioni di cui sopra si & par«
lato, e posto z;=0, con ragionamenti del tutto analoghi ai precedenti si
giunge al seguente risultato:

gli elementi di (1',I))  diventano —fgi-;, se ¢—j=y,
» ” » (2. 1) » ai-jr 7 t—j=),
" oo (211 n —Yi-je P i—j=y,
? " » (3.1) n Bi-joo » t—j=upu,
» n » (8, 1I1) ) —aj-je 7 t—j]=1
” » o0 (11D » Yije n t—j=v,

mentre si annullano in caso contrario;

tutti gli elementi di (1', ;) e (2',15), di (211")) e (8, II'), di (8, 11T")
e (I',IIL,) si annullano, salvo se si ha ordinatamente j==v, j=), j=yp,
nei quali casi essi diventano —fi_,, € @i_y»y, —7i-dr € Bicdry —iopr
€ Yi-prs

tutti gli elementi di (1',T',), (2".1%), (2.11), (3',1I), (8", 1IT'y), (1", IIT',)
acquistano il valore che essi assumono per z,=0;

infine tutti gli elementi delle dieciotto matrici rimanenti si annullano.

6. Per brevita, chiamiamo D e A i due termini della differenza (15),
T e © quelli della (16). Cid posto, consideriamo di nuovo la H: abbiamo
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veduto che nella sua matrice II, in seguito alle fatte operazioni, si sono an-
nullati tutti gli elementi di A linee; ma il numero totale delle linee di H
¢ D, quindi D — A esprime il numero delle linee di II, ciascuna delle quali
¢ risultata composta, in generale, di elementi non tutti nulli. Il numero delle
colonne di II & invece T — @. Siccome &

D—A=T—oe0,

per formare il determinante y potremo scegliere T' linee di H, delle quali
T — © non siano risultate composte, nella loro parte contenuta in IL, di ele-
menti tutti nulli, e le rimanenti ® siano fra quelle (il cui numero totale & A)
che in Il sono diventate di tutti elementi nulli. Se allora si pensa y scom-
posto in due matriei, di cui I'una formata colle colonne dei primi 2 -Fp-+v—1
gruppi (ciod colle prime © colonne), e I'altra formata colle 7'—© colonne
rimanenti (cio con quelle che appartengono a II), & chiaro che, eseguite le
solite operazioni, colle linee della seconda matrice non si pud formare che
un solo determinante non nullo. Laonde y per tali operazioni diventa il pro-
dotto di due determinanti y, e y,: il primo, di ordine ©, ha le sue linee
tratte dai primi p+v—1, v 2 —1, A+ pu—1 gruppi di 11, 21, 31, ed
ha per elementi le =, B, y risp.; il secondo, di ordine T'— @, ha le sue linee
tratte dagli m +n—1)—(u+v—D=m-+n—p—v, n+l—v—2,
! 4+m—)—pu gruppi che in I non sono risultati di tutti elementi nulli, ed
ha per elementi i valori che si ottengono ponendo ;=0 nei corrispondenti
elementi di II, i cui primi indici non sono minori di 2, . v risp.

Con ¢id che precede, la composizione del determinante ' & gid del
tutto fissata; ed eseguite le solite operazioni, A—@ fra le sue linee sono
formate cogli elementi a, 8, 7, e le altre, in numero di (D — A)— (T — ©),
sono formate coi risultati che s’ ottengono ponendo z,==0 negli elementi
a, b, ¢ i cui primi indiei non siano risp. minori di A, g, » Se quindi pen-
siamo y' scomposto in due matrici, di cui 'una formata colle linee della
prima specie e I'altra colle rimanenti, eseguite le solite operazioni, dalla se-
conda non si pud trarre che un solo determinanie non nullo; sicch® per tali
operazioni y' si scinde nel prodotto di due determinanti y'y e x's, di ordini
A—0B e (D—A—(T—eo)

LAY A3

Il coefficiente di ,*** in R & dunque il prodotto % ot e la ricerca
t 2
del significato geometrico dell’annullarsi de’suoi due fattori non offre ormai

nessuna difficoltd. Invero si osservi che i coni d’ordini 2, g, v tangenti alle

Ol
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tre superficie 4, B, C nel punto singolare Q0 hanno per equazioni:
oo st (2o, oy )@ (et - an ) =0,
Boo 5" +- - - + (18)

T

mentre le sezioni delle superficie stesse col piano »; =0 sono rappresen-
tate da:

(@nxttauzt e, Fan et rtt Fo A @oat o anrt)=0,
Gt - - - R4 o 0 e =0,
Cozl+. - - - oy ) A s o o =0,
dove le o', b, ¢ denotano i coefficienti dei termini indipendenti da x; nelle

corrispondenti forme e, b, ¢ (onde le a'y;, b, ¢,; coincidono risp. colle ay;,

Buiy 7vi)- Allora il primo fattore Ay costituito, colle «, 8, y delle (18), nel-

L
I"identico modo col quale si disse nel n.” 1 doversi formare, colle «, b, ¢

.

|

i

—

0,
0

I

)

delle (1), il quoziente }’C— uguagliato a zero, esso rappresenta dunque la ri-
sultante dell’eliminazione dei rapporti %, %: dalle (18), ciot la condizione ne-
cessaria e sufficiente perché i coni tangenti in O alle tre date superficie ab-
biano una generatrice comune. L'annullarsi del secondo fattore £2 & invece

L2

(n.° 4) la condizione perché le sezioni fatte nelle date superficie dal piano
x; = 0 abbiano in comune un punto distinto da 0. Per l'ipotesi fatta che le
tre superficie non passino per una medesima curva, e per il modo del tutto
arbitrario con cui abbiamo scelto la faccia x, =0 del tetraedro fondamen-
tale, quest’ ultimo fatto certamente non ha luogo, sicchd il secondo fattore &
essenzialmente diverso da zero. Cid dimostra la proposizione enunciata in
principio.

7. Possiamo spingere la ricerca piu oltre. I coni tangenti in 0 alle tre
superficie abbiano una generatrice comune ¢, e per maggior generalitd po-
niamo che questa abbia raccolte in O risp. 2 4+ &, p -+ », v+ ¢ delle sue in-
tersezioni colle superficie 4, B, C: sara

(=1, =1, g=1,

Annali di Matematica, tomo XXIV. 24



182 Berzolars: Sulle interseziont

e possiamo supporre che sia, per es.,
i=n=1%.
Assumiamo ¢ come retta @, = x, = 0, di guisa che nelle (18) si avra
Gop == Boo = Yoo == 0.

Inoltre, se nelle (1) si pone x, = x, =0, si devono risp. staccare dai primi
membri i fattori x*+5, x#+7, 2,°t%, onde potremo scrivere:

oo = px*¥ 2,1-2-% - potenze superiori di ,,
boo = g x0T d T

Coo = ratt g% 4 " " 5,
e sard

Volendo cercare quante intersezioni delle 4, B, C sono assorbite dal punto 0,
per semplicith, poniamo nel determinante y la prima linea di ciascuna delle
matriei 1, 2, 3 di H: cid che, per i numeri precedenti, & sempre lecito. Al-
lora, rifacendo il ragionamento del n.° 3, si trova che la prima colonna di H,
e perd anche di y, riesce divisibile non soltanto per z*+*+—{ ma per
w,rr =145, sicche da y si stacea il fattore , con un esponente superiore di
almeno £ unita a quello che avevasi nel n.° 3, mentre I'esponente della po-
tenza di x5, che entra come fattore di y', non & ora diverso da quello di
prima. Dunque ¢l punfo O assorbe aLMENO uv & intersezioni delle date
superficie.

In O cadra un maggior numero di tali intersezioni quando sard nullo
in R il coefficiente di a;*+5. Per trovare questo coefficiente, rifacciamo esat-
tamente tutte le operazioni descritte nel n.° 3: soltanto, poich® abbiamo gia
notato che la prima colonna di y riesce ora divisibile, anzichd per z+#+ -1
per xt+#+=t+% converrad dividerla appunto per questa potenza. Poscia por-
remo z;=0. Il risultato sara allora, come nel numero precedente, il prodotto

di due quozienti di determinanti, dei quali il secondo & lo stesso —gi s e, per
1z
le ragioni gia addotte, & essenzialmente diverso da zero. Il primo quoziente
invece si deduce da f— eseguendo su esso alcune modificazioni, che variano
H

a seconda dei casi; e precisamente: secondo che & & <C» (e del resto » =),
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oppure £ ==75<C¢, oppure £ =y==¢, nella prima colonna del numeratore, in
Juogo di agey Be, 700 Vengono risp. i valori p, 0, 0, oppure p, g, 0, oppure
p, q, », mentre in ogni caso in tutte le colonne rimanenti del numeratore,
come pure dappertutto nel denominatore, in luogo di ay, 8w, 700 compare
lo zero.

Scomponendo quindi il numeratore in due matrici, costituite I'una delle
prime tre colonne e I'altra delle rimanenti, colle linee della prima non si
pud formare che un determinante non nullo, ciod, risp. nei tre casi dianzi
accennati,

f P o oy ‘ IP %0 iy | l P oan ey X
,{ 0 B Bu 2 g Bu Bu !; % q B Bu . 19
E 0 70 yu 0 v yu { § oy 7n

T Aetenpinantesunplemgentare fratfodall’ alira_raatrics 2 cit_nha vipape

di . sopprimendovi le prime tre colonne e la prima linea di ciascuna delle
sue matrici parziali 1, 2, 3, e ponendo poi dappertutto ay = By = y,0 = 0.
Un tal determinante verra significato con y,; e analogamente si chiamera x',,
cid che si ottiene come denominatore, ciod il risultato che si ha da y'; colle
SOStitUZfOIIi Bgy = 500 == Yoo = 0.

Per cid che si & trovato nel n.° 4, 'annullarsi del fattore —f—,—’—"- ¢ la con-

10

dizione necessaria e sufficiente perché i coni tangenti in 0 alle date super-
ficie abbiano in comune una.seconda generatrice diversa da g (ma che po-
trebbe anche coincidere con la ¢, nel senso gid dichiarato nel n.° 4, ciod
nel senso che allora la ¢ assorba almeno due delle generatrici di ciaseuno
dei tre coni).

8. Prima di venire all’interpretazione geometrica dell’annullarsi dei
tre determinanti (19), facciamo le seguenti osservazioni, nelle quali, per sem-
plificare il linguaggio, toglieremo 1 omogeneitd alle coordinate, ponendo
2 £ X \ .
=@, L=y, =2, cosl che la retta g sarh I'asse delle z. Conside-
> P4
rando una sola delle date superficie, ad es. la 4, la sua equazione pud seri-
versi cosi:

A == p2*+¥ + termini di grado superiore nella sola 2 }

20
- (a0 & 4+ @y )22~ -+ termini di grado superiore in x e y ==0. )( )
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Ora diciamo A’ la superficie che ha per equazione
A'=pdit daer +any =0, (21)

e che & pereid una superficie particolare del fascio rappresentato, al variare
di k&, da
!7172‘5“ + Ga X '{"‘ Oﬁuy == 0. (22)

Se chiamiamo T, il cono tangente ad A nell'origine, e = il piano tangente
a [, lungo asse delle 2, ciod quello che ha per equazione

WEO&Q(}QZ"*“O&;;?} "—‘0,

una superficie qualunque del faseio (22) ¢ un cilindro di grado -1, le cui
generatriei sono parallele all’intersezione del piano = col piano zy, e di cui
la vetta all’infinito del piano zy & una generatrice multipla secondo £, colla
particolarita che i & piani tangenti lungo essa al cilindro coincidono tutti col
piano all’infinito dello spazio. Oltre a c¢id, tutti 1 cilindri del fascio sono se-
cati dal piano = in &4 1 generatrici coincidenti colla traccia di quel piano
sul piano wy. Al fascio appartengono, come cilindri degeneri, il piano zy
contato £+ 1 volte, ed il piano ~ insieme col piano all’infinito contato Z
volte, sicché, fissato il piano coordinato 2y (nonche il piano x, =0), il fascio
pud ritenersi perfettamente noto: la sua base si compone della retta all'infi-
nito del piano xy contata Z (5 4 1) volte, e dell'intersezione dei piani xy
e m, contata £--1 volte.

Per definire, entro il fascio, il cilindro particolare A4', si consideri un
piano qualunque parallelo all’asse delle z (ciog alla g) e infinitamente vieino
all’origine (cioé alla ¢): piano la cui equazione sard quindi della forma

6% &Y =¢, (23)

dove ¢, ¢, sono costanti arbitrarie, ed ¢ ¢ un infinitesimo. Volendo deter-
minare i punti che, essendo comuni a questo piano ed alle superficie 4 e A/,
cadono in prossimitd dell’ origine, basta ricavare dalle (22) e (23) le z, y e
sostituirle nell’equazione (20) di 4. Si giunge cosl alla seguente equazione in z:

(p...k)z)%f_{..., .205
dove 1 termini che non si sono scritti o contengono potenze di z superiori

alla (A + £)y™%, o dipendono da e. Se dunque si vuole che per ¢ infinitesimo
cada in O il massimo numero di quelle intersezioni, bisogna porre k= p, il
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che fornisce, nel fascio (22), appunto la superficie 4'. Per la proprietd che
ora le abbiamo riconosciuta, e che la caratterizza fra gli elementi del fascio,
chiameremo A’ la superficie cilindrica osculatrice ad A e corrispondente alla
generatrice g del cono Ty (*).

9. Siamo ora in grado di assegnare il significato geometrico dell’an-
nullarsi dei determinanti (19).

1.0 caso. Quando sin 2 <<y (ed »=1¢), si deve considerare il primo
di quei determinanti, il quale equivale a

P(Broyi — Bui 7)),
e poiché (1n.° 7) p non & nullo, resta soitanto da interpretare la condizione
By — By =0.

Ora, se non st ha §,,=08,,==0, né y,=1y,,=0, la generatrice g & sem-
plice per ciaseuno dei coni I'y e T'¢ tangenti in 0 alle superficie B e C
risp.,, e la condizione precedente esprime che i piani tangenti a tali coni
lungo ¢ (piani le cui equazioni sono

B+ Buz, =10, 71y~ 702 = 0)
coineidono,
2.0 caso. Be %==y<Cg, il secondo dei determinanti (19) si annulla sia
quando si ha y,==y,==0, sia quando & ad un tempo

Gap — pBu=0,  goa—pBy=0
Nel prime caso il cono 'y ha in ¢ una generatrice almeno doppia; nel
secondo caso le superficie cilindriche A" ¢ B’ osculatrici alle 4 e B e corri-
spondenti alla ¢ coincidono. Esclusi questi easi, 1 due piani
Y& 4 yuy =0, (Q@m_Pﬁsa)m+(qdz:“}95:i)yxo (24)

riescono ben determinati, ¢ I'annullarsi del determinante considerato & la
condizione perch® essi coincidano. Il primo & quello che tocea T'y lungo g.
Per riconoscere che piano sia il secondo, si osservi che le 4" ¢ B’ hanno
per equazioni

A Engﬂ +oap® +any =0, B qugﬂ + Bt + By =0.

X

{*) Non si dimentichi perd che ln 4’ non $ unica, sibbene & fale ogniqualvolfa siasi
fissato il sistema del piani coordinati (cosi che O sia Porigine e la generatrice g I asse
delle 2 In tutto il seguito si sottintenders sempre che cio sia stato fabto.
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Ma si ha identicamente
qA" —pB = (qa — pBu)® + (go — pBi)Y,

epperd I'intersezione di 4’ e B’ si compone della retta all’infinito del piano zy
contata £(f -+ 1) volte e di una curva piana [razionale, ecc. (*)] di ordine
£+ 1, situata nel piaro rappresentato appunte dalla seconda delle (24). La
condizione cercata & dunque che il piano di questa curva coincida col piano
tangente al cono I'; lungo la retta ¢.

3.0 caso. Se £ ==yn=2¢, 1'annullarsi del terzo fra 1 determinanti (19)
da la condizione perché i cilindri 4’, B, € appartengano ad un medesimo
fascio [la cui curva base & composta della retta all’infinito del piano zy
contata &{§ +4- 1) volte e di una curva piana razionale d’ordine £ -1, come
si & detto nel caso precedente].

Riassumendo, possiamo enunciare il teorema:

Se tre superficie qualunque A, B, C di ordini I, m, n (non passants
per une medesima curva) hanno in un punto comune O le multiplicitt 3, g, v,
e se 1 tre coni Ty, Tp, T¢ ad esse tangenti in O hanno in comune una ge-
neratrice g, la quale abbia raccolte in O rispettivamente X +%, p-Fxn, v-+¢
delle sue infersezioni colle date superficie (essendo, ad esempio, i =n=1),
qualunque siano le ulteriori singolarity di queste ultime, esse st tagliano in
Imn punti, di cui almeno dpv -+ & cadono in 0. — Questo punto assorbe un
maggior numero di tali intersezioni soltanto quando i fre coni Ty, Ty, T¢
abbiano in comune una seconda generatrice (che pud anche coincidere con la g,
la quale assorbe in tal caso due generatrici di ciascuno di quei coni); oppure:

1) essendo <y (ed n=1¢), quando g sia almeno doppia per Ty 0
per T'¢, 0 quando, essendo essa semplice per entrambi i coni, questi abbiano
lungo g lo stesso piano tangente;

{*) 8i trova facilmente che, se xi poune

—yt e 18
AT AR R 2 4T , Voo A%e " P ,
T e 8 =T P
210811 — %1 Byo 10 By~ 241 Bro

le coordinate del punio corvenie sopra yuesia eurva si possono rapprosentare, come fun-
zioni di an purametre ¢, colle formole:

o= ﬁfﬁ"?i’ 7= :\Tézf”?‘ii =4
Se pot si assumn come piwno xz quelle dellay eweva, Veguazione di questa nel proprie

piano &3 .
{210 Bsx — %11 Bro) 2 — (g — P By} a1 =0,
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2) essendo % ==y < ¢, quando, mettendo in evidenza i termint di grado
pite basso nelle equazioni delle tre superficie

Pt o (e ang)Pt o =0,
gt A (B Byttt =0,
rets Lot yaye-t =0,

st abbia
P
;g Bw Bun i’-—=09
10 70 7w |

cioé quando il cono T'¢ abbia in g una generatrice almeno doppia, o quando
le superficie cilindriche osculatrici alle A e B e corrispondenti alla gene-
ratrice g (coincidano, ovvero) si taglino (oltre che nella generatrice £-pla co-
mune) in wna linea (necessariamente piana) situata nel piano fangente a T
lungo g;

3) essendo £ ==y==¢, quando si abbia

4 Poo oy
} q B Bu izo,
| !
L7 70 Yu

cioé quando le superficie cilindriche osculatrici alle A, B, C e corrispon-
denti alla generatrice g appartengano ad un medesimo fascio.

Per dare un esempio, una delle tre superficie abbia in 0 un punto
h-planare cogli h piani tangenti coincidenti in un solo ¢; le altre due su-
perficie abbiano in O le multiplicita % e ¢, ed i rispettivi coni tangenti I’
e T, abbiano in comune una (sola) generatrice ¢ situata in ¢ ed avente
visp. h+ %, k4 ¥, t+ ¢ delle sue intersezioni colle tre superficie rac-
colte in 0. Supposto, per fissar le idee, ¥’ = ¢, non potranno accadere che
due casi:

1) Se W' =<k (=¢), in 0 cadranno almeno hkt-- k' intersezioni delle
tre superficie, e ne cadrd precisamente questo numero, salvo quando g sia
almeno doppia per 'uno o per l'altro dei coni I' e I'y, oppure quando, es-
sendo g semplice per entrambi, questi si tocchino lungo g;

2) se invece &' > ¢ (= k), oppure se f' = h' >k, cadranno in 0 al-
meno hkt-k + 1 di quelle intersezioni.
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10. Dei risultati a cui siamo giunti si potrebbero fare molteplici ap-
plicazioni: qui mi limiterd a qualcuna relativa alla classe di una superficie
algebrica (priva di linee multiple). Se questa, che dird F, & di ordine n e
priva di punti multipli, la sua classe & n(n — 1)?, cioé per una retta qualun-
que si possono condurre ad Fnu(n— 1)* piani tangenti: i loro punti di con-
tatto sono quelli che F ha in comune colle prime polari F, ed F, di due
punti arbitrari P, e P, di quella retta. Se invece I & dotata di un punto
s-plo (s>1)0, quelle prime polari hanno in 0 la multiplicita s —1, onde
la classe vien diminuita di s(s — 1)® unitd almeno: proposizione notissima.
Ora possiamo vedere in qual caso la diminuzione dovuta al punto s-plo sara
maggiore. In virth del teorema dimostrato nei n.t 5 e 6, perch® cid avvenga
occorre e basta che i coni I, I'y, T, tangenti in 0 alle F, F,, F, abbiano
una generatrice comune g. Ma I'; e T, sono le prime polari delle rette OP,
ed O P, rispetto al cono I, sicche la polare di prim’ovdine di ¢ rispetto a I’
¢ allora indeterminata, epperd g & multipla per T, Risulta dunque dimostrato
rigorosamente e per via puramente algebrica il teorema (*):

Affinché un punto s-plo di una superficie d’ordine n (priva di linee mul-
tipley diminuisca la classe n(n— 1) della superficie di pits che s(s— 1)
unit, é necessario e sufficiente che il cono tangenite alla superficie nel punto
s-plo abbia una generatrice multipla.

Consideriamo pilt da vicino il caso, in eui il cono I' ha una generatrice g
doppia, e per maggior generalita poniamo che questa abbia s 4 1-F{({=0)
delle sue intersezioni con F' raccolte nel punto 0. Assumendo 0 come origine
delle coordinate e g come asse delle 2, 'equazione di F pud scriversi nella
forma:

i

F == pas+t+t - potenze superiori di 2
- x(a 25" - potenze superiori di 2) + y (b2 7% - potenze superiori di 2)
+ (9‘26 &t oo, Y -+ %9'5’2)38“2
~}- termini che in » ¢ y sono di 2.° grado e in 2 di grado superiore
all’ (s — 2)™°
- termini di grado superiore al 2.° in 2 ¢ y=0. f

(25)

(*) Cfr. Rous, Ueber die Entstehuay eines belicbigen w-fuchen Punctes einer Fliche
aus dem gewdhnlichen x-fuchen Puact (Berichte der K. Sichs. Gesell d Wissensch, 1834},
pag. 2.
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Qui & p==0, h=0, k=0, ma i termini lineari in x ed y possono anche
mancare (onde ¢ e & possono anche essere nulli); invece, poiché I'equazione

Qﬁggxz + (Xgixy “}"" Gﬁggyz == 0

rappresenta i due piani tangenti a T' lungo ¢, possiamo supporre che nes-
suna delle oy, am, 2., sia nulla.

Per riconoscere la diminuzione prodotta dal punto O nella classe di F,
consideriamo le intersezioni di F colle prime polari di due punti generici P
e () aventi le coordinate P, Py, Py e Q,, @, @;. Scrivendo soltanto i ter-
mini di grado pidt basso, tali polari hanno per equazioni

aPzsth 4 b Pozstk - p Py(s -t 4 Dastt 4. .
+I(2dgoP1 -+ deapz)m + (0‘21Pt -+ 20‘22P2)?/ A + : "=07

e quella che di qui si deduce cambiando le P nelle @. Ora dobbiamo di-
stinguere due casi.

1) Se ¢ non & maggiore di nessuno dei numeri 2 e k, oppure se
mancano nella (25) 1 termini lineari in # e y (onde ¢==5=0), ciascuna
delle polari considerate ha raccolte in O (in generale ed almeno) s + ¢ delle
sue intersezioni con ¢, epperd, colle notazioni del n. prec., abbiamo:

A==, pe==y==g—|,; E=1t+1, n>t-+4+1, (=t L

Il punto O assorbe quindi s(s— 1)*4¢--1 intersezioni delle tre superficie,
e non ne assorbe un numero maggiore se non quando sia

Zdﬁon”Jt‘“ziPe lxexPi“l“'ZdzzPa
12“20Q1+052x@2 OﬁzaQs‘i“Q'xzzQa

Il primo fattore p non & nullo; il secondo fattore si annulla solianto al-
lorché la retta P’@Q taglia I'asse delle 2, il che & da escludersi avendo scelto
P e @ in posizione generica; infine I’annullarsi dell’ultimo fattore significa
che g & per I' una generatrice cuspidale.

2) Se ¢ supera quello dei due numeri 2 e £ che non & maggiore del-
I’aliro, e che supporremo, ad es., sia % (ciod se, supposto & =k, & h <{), op-
pure se, mancando uno dei numeri % e & (per es. k), l'altro & minore di ¢,
il pitt piccolo dei numeri che nel numero precedente abbiamo indicato con
£, 9,28 k-1, epperd, tenendo presente che il cono T'" ha in ¢ una genera-

Annali di Matematica, tomo XXIV, 25

0=p



190 Berzolart: Sulle intersezioni

trice doppia, si conclude che 0 assorbe almeno
s(s— 12+ -+1D-L1, ciod s(s—1)¢+hr+2

intersezioni delle tre superficie.

Ora nel caso 1) il numero s + ¢ esprime quante fra le intersezioni della
retta ¢ colla prima polare di un punto generico dello spazio rispetto ad F
cadono in 0; nel caso 2) invece, 0 rappresenta s - A di tali intersezioni.
Abbiamo dunque il teorema:

Se una superficie algebrica ha in un punto 0 la multiplicith s, ed il
cono T vt ad essa tangente possiede una yeneratrice doppia g, la quale abbia
in 0 raccolte s + 1 -} £(t = 0) delle sue infersezioni colla superficie, pud ac-
cadere che g incontri in O la prima polare di un punto generico rispetto
ad Fs-4t volte, oppure un numero minore, s--h(0=h<<t), di volte.
Nel primo caso il punto O diminuisce la classe della superficie almeno di
s(s — 1) 4t -+ 1 unitd, e la diminuisce maggiormente soltanto allorché g é
pel cono T una generatrice cuspidale; nel secondo caso il punto O diminuisce
la classe di almeno s(s — 17+ h -2 unitd (*).

Ha un interesse particolare il caso in cui 0 & doppio per F(s=2): la
classe di F vien da esso diminuita di pitt che due unitd soltanto quando il
cono ivi tangente si spezza in due piani (distinti o no). Se 0 & biplanare, il
teorema precedente diviene:

Avendosi una superficie dotata di un punto biplanare 0, siffatto che la
retta g comune ai due piant tvi tangenti abbia 3 + ¢(t = 0) delle sue inter-
sezioni colla superficie raccolte in O, questo punto abbassa la classe della su-
perficie precisamente di ¢ -+ 3 unitd, oppure di almeno h + 4 unity, secondo
che esso assorbe t ++ 2, oppure un numero minore, h -+ 2(0 = h < %), delle in-
tersezions di g colla prima polare di un punto generico rispetto alla superficte.

Di questo teorema sono immediate conseguenze alcune proprieta che sono
state stabilite dal sig. Romn (¥*) ricorrendo a sviluppi in serie: un punto bi-

(¥) Di questo teorema non sono noti che aleuni casi molto particolari (e del resto
anche con minor precisione di ¢quella che é nel testo): per ¢t =20, 1, cfr. Ronx, Das Ver-
halten der Hesse’ schen Fliche ece. (Math. Ann. Bd. XXIII, nota a pag. 89); ¢ per una
superficie del 4.° ordine con un punto triplo, v. Ronn, Ueber die Fldchen vierter Ordnung
mit dreifachem Punkle (Math. Aun., Bd. XXIV), n' 52, 53 e 39, dove A. ricorre a svi-
luppi in serie.

(**) Rou~, Emn Beirag zur Theorie der biplanaren und uniplanaren Knotenpunkte
{Math. Ann., Bd. XXII, pag. 133-134).
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planare pud abbassare la classe della superficie (compatibilmente coll'ordine
di questa) di quante si vogliano unitd, senza che le sezioni fatte nella super-
ficie dai piani in esso tangenti abbiano in quel punto una multiplicitd supe-
riore a tre; se la classe vien diminuita di pilt che tre unitd, le sezioni della
superficie con ciascuno di quei due piani hanno in generale in quel punto un
punto triplo, di cui una delle tangenti & I’intersezione dei due piani tangenti,
e non & necessario che intervengano altre particolarita: ecec.

Si deduce altresi:

Perché un punto biplanare di una superficie algebrica diminuisca la
classe di questa precisamente di tre unita, & necessario e sufficiente che la
retta comune ai due piani i tangenti abbia tre, ¢ non pik, delle sue inter-
seziont colla superficie riuntte in quel punto.

Torino, 3 gennaio 1895,



	page 1
	page 2
	page 3
	page 4
	page 5
	page 6
	page 7
	page 8
	page 9
	page 10
	page 11
	page 12
	page 13
	page 14
	page 15
	page 16
	page 17
	page 18
	page 19
	page 20
	page 21
	page 22
	page 23
	page 24
	page 25
	page 26
	page 27

