Neue Losungen der Einsteinschen Gravitationsgleichungen.

A. Das Feld in der Umgebung eines langsam rotierenden
kugelidhnlichen Korpers von beliebiger Masse in 1. und 2. Anndherung,

Von

Rudolf Bach in Essen-Hiigel.

1. Einleitung.

Von astronomischen Gesichtspunkten ausgehend, haben bereits 1918
J. Lense und H. Thirring?') fiir den Fall unendlich kleiner Masse und
langsamer Rotation das Feld eines Zentralkorpers in 1. Anniherung be-
stimmt und den EinfluB der Rotation auf die Planetenbewegung unter-
sucht, Sie bedienten sich bei der Ableitung der von Einstein?) ent-
wickelten Gravitationswellenmethode. Im folgenden soll die Masse des
Zentralkorpers beliebig bleiben, dagegen miissen wir uns in bezug auf
die Rotationsgeschwindigkeit Beschrinkung auf die Glieder 1. und 2. Ord-
nung auferlegen.

Wir gehen aus von der von Schwarzschild®) gegebenen Losung
fiir die Umgebung einer ruhenden Kugel, die wir unter Einfithrung der
iiblichen rein imaginiren Koordinate u = ¢t so schreiben:

(1) ds?= r—2mdu +o = dr + ride®4r? sm‘-*«pdﬂ

I1. Formulierung des Preoblems,

Zwecks Feststellung der allgemeinen Form des Linienelements beachten
wir zunichst, daB alle Koeffizienten desselben sowohl von der Zeit 2
unabhiingig sein  miissen, da die Bewegung stationdr sein soll, als auch

3 J. Lense und H. Thirring, Uber den Einflul "der Eigenrotation der Zentral-
korper usw., Phys. Zeitschr. (1918), S. 156—165. .

9 Sitzungsberichte der PreuB. Ak. d. Wiss. (1918), S. 154—167

%) Schwarzschild, Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der -
Einsteinschen Theorie. Sitzungsber. der PreuB. Ak. d. Wiss. (19161), S. 189-196.
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von dem Azimut z® der Meridianebene, da die axiale Symmetrie durch
die Rotation offenbar nicht gestort wird. Ferner steht fest, daf das
rdumliche Linienelement eines beliebigen nichteuklidischen R, auf die
orthogonale Form gebracht werden kann, ebenso wie wir dies z. B. an
dem Ausdruck (1) sehen. Da wir nur eine erste und zweite Niherung
berechiren wollen, wird sich das Linienelement nur um kleine Glieder
von (1) unterscheiden und deshalb auch die Koordinaten, die"den réum-
lichen Bestandteil davon orthogonal machen, nur wenig von den fiir das
statische Feld benutzten. = Wir bezeichnen sie direkt wieder mit
@ = &, 2® = r, 2 — Q.

Es handelt sich nun noch um die Groflen g¢,,, ¢,5,¢,,- Da wir aus-
driicklich eine Rotation, also eine Bewegung in der #®-Richtung, an-
nehmen, diirfen wir g,, nicht gleich Null setzen, es wird vielmehr als
eine unendlich kleine GroBe erster Ordnung eingefiihrt werden miissen.
Dagegen zeigt der Erfolg, daBl g,, und g, =0 vorausgesetzt werden
diirfen. Wir setzen nun an:

(2) ds®=cadu®+ 2wdudd® + d¥°+ ydri4dde?,

wo die Funktionen «, §, 7, , @ nur von r und ¢ abhingen. "o ist eine
z. Z. rein imaginire Grife, die bei konstantem r und @ der nicht ndher
definierten Rotationsgeschwindigkeit proportional ist. Die Ableitungen
der unbekannten Funktionen nach z® =7 und = ¢ bezeichnen wir
mit angehdngten unteren Indizes 3 bzw. 4, da eine Verwechslung mit
den kovarianten Indizes der Tensoren nicht zu befiirchten ist. Ferner
setzen wir

(3) af —wi=4.
Wir haben dann zundchst fiir den Fundamentaltensor folgende
Schemata:

¥

¢ w 0 0 Bld —wld 0 0
w 0 o , —wld4 /4 0 0
(4) gik= ﬂ _ gil‘_ / / ‘
0 0 7 0 0 .0 17 O
0 0 0 & 0 0 0 1/6
Ferner fiir den Pseudotensor
— 1 agkl agik fq“).
(8) Fi,,kz—ﬂz('a‘ﬁ—mwmk :
0 0 —q — ' 0 0 —w, —w,
Iy = 0 0 Pa T D4 ; ’(ﬁb) 2.1, ;.= 0 0 "‘_:83 —B.].
' % e 00 ' —w; —f3 00
— % —w, 0 /IO_ — w, —,34_0 0
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¢ w; O 0 ¢ o, 0 0
2.0, = © fs 0 0 ; (6d) 2-I ;= o b 00

0 0 —»v —n 0 0 + 7y — 0

0 0 —yp, +06 Lo o —dy — 9

Aus diesen GroSen berechnet man die 21 Kriimmungskomponenten nach
“der Formel

7 R h@[’p”ﬂ dl#’qk-f— wp F r _r r
( ) Pa. ik Ggk | ozt g ( .ok g, qi a, pi ﬂ,qk)‘
Man erhilt ‘
L ol—a B wl-ep
(8) 4312,1-2: J - sfs | 24 64 4

ﬂu§—2¢a3w3+aw; Bugy,—yey,
(9) 4By = — 24+ i + pr .
'R,, ,, ergibt sich aus R, ,, durch gleichieitige Vertauschung - von
3 mit 4 und y mit 6. R,; ., und R,, ,, ergeben sich aus diesen zwei
Komponenten durch Vertauschung von ¢ mit f.

ri+y,8, 824,98
(10) 4R34,s4=_2744 2045+ e 64 .

(11) By .= — 2wy, + ofywy— o (“sﬂ;}‘ ws‘%).“"é“a Dy + aw.,y.,:—ayw,ﬁg,

R,; is ergibt sich hieraus durch die Vertauschungen (3, 4) und (7, 4)
und pachfolgende Umkehrung des Vorzeichens. R,, ;, ergibt sich daraus,
daB es mit diesen letzten beiden Komponenten zusammen Null aus-
machen muB.

(12) 4R13 = 2“34_!_ awam,;—w(oc,,w,f:-a;;w4)+ﬁaau4 + 60:374-;7“‘ A
Co. : »
Hieraus R,; ,, durch die Vertauschung (e, ).
' - + 37,
(13) 4.1'331 38 == 2w33—|—aﬂ3w’ w(““ﬁ‘+w") ﬁaﬂwﬂ_J{_ 7: “’3767}'4‘%

Hieraus R,, ,, durch die Vertauschungen (3, 4) und. (7, 8).
Die acht iibrigen R sind Null.

pq, ik
Aus den R, i* bildet man nun endlich durch Benutzung der Formel

(14) ) Rir=gu‘8Rai xp

die Komponenten des Einsteinschen Tensors. Man erhilt:

(15) 4R11 20533 +2a44 + —ﬁa«,+aasﬂa—zy2wa3ms—2aw;
+ “'ﬁﬂ4+ua4ﬂ4—;§ma4m‘-_2“m‘z+_y 0C464+75(C(36 -f—a‘)") 5 “57;
: - Sit
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Hieraus E,, durch die Vertauschung («, 8).
(16) 4R33 27’44 4 S 23:)3 2!9“33'—4“’;’334' 2afy " }’33;;"}'42 . 745;‘: 8
= “ﬂa?’a"f'zw?a“’n_ﬁ“s?’a + @iy~ 20y, 0,1 Boyy,
' Ay 44
1

—+ - [— a*ﬂ; —Zaﬂwg—ﬂga;“-{»{awﬁaws—}— 4poa;w, — 2w (w4, B+ wd)].

Hieraus 'R“ durch die Vertauschungen (3, 4) und (y, 4).

(17) 4R12 20),;3 + 20144 + —aﬂ3w3+2;)yasﬂ3-\-ﬁaa%
+_“’3‘“"+2"’°‘4ﬂ4—ﬁ%wa B R LI U SN L X
44 REFE

(18) 4.R3‘ 25“34’*‘2“!334*4“’“’34 +_“ﬂ1?’4 533774‘1‘2“""3?’4‘

.._aﬁ’l —ﬂa6+2ww 2
4 als 4‘68 ® By 3+T[—a9'33ﬂ4—ﬂ oy, — 2afio,w,

+ 2uw(B w3+ fyw,)+ 2w ey 0,4, 05)— o ey f, 4 ¢, B+ 2wy 0,)].
Die vier iibrigen R;, sind Null.

In den Ausdriicken“ist die Kleinheit der GréBe w noch nicht beriick-
sichtigt. Zunichst stellen wir nochmals die fiir w == 0 geltenden statischen-
Werte der Unbekannten zusammen:

r—2m

(19) @y=0, w=——, fy=rsinp, y,=

r—2m’ Sy =17

Diese Ausdriicke betrachten wir als nullte Anndherung. Die prinz-
pielle Hauptschwierigkeit besteht darin, iiber diese hinaus zu einer ersten
Naherung zu kommen, was im folgenden Abschnitt erledigt wird. Die
Aufstellung der zweiten Naherung bietet, wenn der allgemeine Gesichts-
punkt erst gefunden ist, nur rechnerische Schwierigkeiten.

III. Erste Niherungswerte der Integrale.

Bei Betrachtung der Differentialgl;. hungen zeigt sich folgendes als
der Punkt, an dem die Integration ansetzen kann: Bei der Potenzent-
wicklung der Groflen B, nach Potenzen der unendlich kleinen Grofien
erster Ordnung o, w,, w, usw. ist jedes folgende Glied um zwei GroBen-
ordnungen kleiner als das vorhergehende, und zwar kommen in R,, nur
die GroBen ungerader Ordnung vor, in den iibrigen Komponenten nur die
von gerader Ordnung. Eine erste Anndheiung erhdlt man also, wenn
man die Glieder zweiter und hoherer Ordnung streicht, in hdchst einfacher
Weise. Zunichst ist:

(20) by =105, PBi=Py 71="Ve 6 =70
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wozu noch fiir @ ans R, = 0 eine lineare Differentialgleichung folgt, die
nach Einsetzen der Werte (20), (19) lautet:

r—2m
r

(21)

1 cotg ¢ 4m
‘w33+;’é"w44_' por 0, F5 @ =0.

Diese Gleichung hat leicht auffindbare Integrale . von der Form
f(r)-g(p), da aber unser rotierender Korper als moglichst einfaches, kugel-
dhnliches Gebilde, micht z. B. als Dipol oder noch komplizierter gedacht
ist, kommt fir uns nur die Lésung in Betracht, die in bezug auf die
heliozentrische Poldistanz ¢ -die denkbar einfachste Abhingigkeit zeigt und
fiir ¢ = 0 verschwindet. Wir geben diese Losung, da sie iiberraschend
einfach ist, ausnahmsweise in einer Form, die nicht nur fiir den AuBen-
raum, sondern allgemeiner fiir den leeren Raum zwischen zwei einander
einschliefenden Massenschalen gilt:

(22) w = (% + e*r:’> sin?g. (e, ¢* unendlich kleine Konstanten.)’

Fiir die weitere Bearbeitung setzen wir aber sofort wieder ¢¥*= 0.
Dann wird alss in grofer Entfernung die Wirkung der Rolation wun-
endlich klein, ein erstes, durchaus befriedigendes Resultat. Wir haben
also als erste Naherung gefunden: '

r—2m

(28) de*=""2"qu 4 2001y q 9t - drit rideitrisint pdd’.

Den Wert der Konstanten ¢ bestimmen wir durch Vergleich mit dem
von Lense und Thirring (L ¢.) gefundenen Resultat. Formt man das
dortige Linienelement auf Polarkoordinaten um, so kommt:

g T—2kM 8ik M’ wsin®p ,
(24) ds?=—T"—du’+ oy dud?d

+ r+2"kM
In dieser Formel ist . die Einsteinsche Gravitationskonstante,
M die Masse, ! der Radius und o die Rotationsgeschwindigkeit des
Zentralkorpers. '
Durch die Substitution r = r’— kM 1iBt sich volle Ubereinstimmung
mit (23) erzielen und der Vergleich gibt

(dr*+ridg?+ risinpdd’).

(25) e=tikMI o,
oder mit Einfiihrung des Triigheitsmoments der Kugel
(25") e=2ikOow.

JEs wire leicht, auf Grund dieser Losung die Beeinflussung der
Planetenbahnen durch die Rotation der Sonne zu berechnen. Wir wollen
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aber auf diesen Gegenstand nicht abschweifen und uns auf eine anschau-
liche Deutung des Einflusses von ¢ auf das Linienelement beschranken.
Wir deuten zu diesem Behufe &, r, ¢ als Polarkoordinaten eines Eukli-
dischen Bildraums und ¢ als die zugehorige Zeit einer Lorentzschen
Welt. Als Bewegungstransformationen in dieser Welt sind solche anzu-
sehen, die den Ausdruck

(26) do*=dt’ — r¥sinpdd’ — drt— r2de®

ungedndert lassen. Homogene lineare Transformationen dieser Art der
Koordinatendifferentiale allein sind lokale Bewegungstransformationen,
die im allgemeinen nicht integrabel sind. Wir suchen nun durch eine
solche Lokaltransformation das Glied mit ¢ in (23) herauszuschaffen.
Hierzu geniigt eine Transformation in d¢ und d9 allein. Man sieht sofort
ein, daB dieselbe die Form haben muB:

I dt = Coje-dt’' + rsing-Ginadd’,
(27 ) 1 . ’ - ’

1 af = m Ginadt - @D'Oﬂd’ﬂ .

wo « eine Lokalkonstante ist. Da das wegzuschaflende Glied unendlich
klein ist, kann man €oj« durch 1 und Sine durch « ersetzen und findet
leicht, daBl (23) in die orthogonale Form (1) iibergeht durch die Lokal-
bewegung

PRI T
(28) [ at=ar+25%av,

l d9=dd + ‘Z_ms? dt’.

(Die erste Formel ist nur integrabel, wenn man sich auf einem
Kegel ¢ = konst. hilt, die zweite nur auf einer Kugel r = konst., das
ganze System also nur auf einem Parallelkreise.) Die anschauliche Deutung
des Ausdrucks (25) besteht also darin, dap auf einem Parallelkreise (r, ¢)
die Wirkung der Rotation des Zeniralkorpers gleichkommi einer Rotation
des Parallelkreises (des Athers kénnte man sagen), mit der nach aufen
hin stark abnehmenden, ‘wegen (25) wvon wm unabhdngigen Winkel-

2l
2m p® 5r2 °
Ausdruck nicht etwa nach r differentiieren darf, um aus dem so bestimmten
»Atherwind* einen ,, Atherwirbel® abzuleiten. Fiir solche Betrachtungen
komm: man mit linearen Transformationen wie (28) nicht aus. Merk-
wiirdig ist, wenn man von , Atherwind* reden will, der . Mitfiihrungs-
koeffizient* 2 an der Oberfliche.

Es set nur noch betont, daB der ,,Atherwind“ nur auf bewegte

Es sei nochmals betont, dal man diesen

geschwindigkeit
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Massenpunkte Kraftwirkungen ausiibt, wie sich aus der Gleichung " der
geoditischen Linie leicht ergibt.

Fiir feinere Betrachtungen, insbesondere das Studium der durch den
,»Atherwind* hervorgerufenen Kompressionen, Krifte und Driicke ist aber
eine Berechnung der zweiten Niherung unerliBlich, der wir uns jetzt
zuwenden.

IV. Zweite Niherungswerte der Integrale.
A. Sechs inhomogene lineare partielle Differentialgleichungen.

‘Die Abweichungen der zweiten Niherungswerte von den ersten sind
nach der Bemerkung am Anfang des Abschnitts III um zwei GroBen-
ordnungen kleiner als die ersten Naherungswerte. Wir setzen deshalb in
die Gleichungen R, = 0 des Abschnitts II ein:

r—2m a . e 2 ain? 2 7. _. T 2 L.
[u: —— +¢%a; f=rsin’p 4 £-b; y—r—2m+8 ¢;

29
( ) o o gsin?p "
d=r?4¢*-d; (n=—r———}—£ -e

Die Rechnung ist nun ziemlich langwierig, hat aber das Angenehme,

daB sich nach ihrer Ausfiihrung eine (durch den Impulssatz bedingte)
" Kontrolle bietet. Wir werden fiir die vier Unbekannten a, b, ¢, d fiinf .
Gleichungen erhalten, die sich nicht nur auf vier, sondern auf drei redu-

- zieren miissen, da in der Meridianebene eine Transformation von folgen-
der Form willkiirlich bleiben muf, die die erste Niherung ungedndert

186t :
¥ 2. oy > Oy
(30) r=r,+e°r (rl—-2m)5—:f?, p=q, — 6;1

wo eine gani beliebige Funktion von r, und ¢, ist. Bei dieser Trans-
formation gehen die GriéBen a, b, ¢, d, ¢ in folgende iiber:

2m(71—2m) 6“‘!’
&G=a+——— 53
by=0b+2r2(r, — 2. sin? ¢1 — 277 sin @, cos g, ;:;
(1) :
2 (21, —3m) 0y 'y oy L3y
=g LT A IV —2m), — 21555
1 = € r—2m or +2 1 Br-!’d =d-+2r] (1’ m)a"x rla¢i‘,
¢ —e— wu_ﬂm ew
= r, ¢, 7y ory

Mit Einsetzung der Werte (29) nehmen nun die Klummungskompo-
nenten R;, (Formeln (15) bis (18)) nach Division durch g bzw &* folgende,
Werte an:
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m?

-2 t
(82) B tomg 4 La, + 2 g, 2, 4+W @

T 2

+m('r-—-2m)b ~_m(r—‘Zm) _m(r-——2m) (r—2m)
2rdginZe 9 r8sin? g 2t rs
+m(r~2m)d m(r—2m)d__(r—2m)sin’q:__2cos2qo__ m?sinse
2rd 76 277 78 r'(r—2m)°
R,‘B_rsm @ rsingpcos g megin® g r—Zm 1
(83) P aal Tr—2m) B " r—2m a+ 33+Wb44
r—4m cotg ¢ r—2m , cotg?e r—2m)® sin?
— by — Ty 4 [ }b“( e,
‘(r—2m)sin<pcos<p (fr—2m)(r+m)sin‘zqf (r—2m)sin’yp
+ 2r O r? ¢+ 2rt s
__»sinq»éosrpd +2msm q)d*(ér-—wm)sm‘ __sinfgcoste
272 2ri(r—2m) ré(r—2¢m)’
R, . r . m m (2 r—3m) 1
(34) 8_9—2(9”—2";)“33“_2(¢_2m)‘3a3‘+ r(r——2m)3a+2’25in2¢ 33
2r—5m ' 3m 1 2r—3m
2r3(r—2m)sint 3+r‘(r—2m)sin*zpb+wc“~Tr*_—c3
cotgq: m(2r—3m) 2r—5m
+ 2r r¥(r—2m) +2r- 33 &r‘*(r—‘lm)d
+ r—3m d___gir* 36rm+30m)sm2(p*
ré(r—2m) T 2rs(r—2m)®
' R“ r m 1 r—2m
(85) = ﬁz(r~2m)“44+ % = T om @t Srame g 44+mba
cotgzp [ r—2m] 'r—2m (r—2m) Cs
T r¥gin®y b, + risinig ~ risin® + 2y G 2r
(r%m)(r—2m) r—"m r—4m cotg(p
- re ¢+ s';_ J ds_ z,z d
., r—2m 1 (4r—3m)sinep
+ 73 d_r”(r—2m)+ ri(r—2m) °
Ry r r—m 1 . cotg @
(36) e?  2(r—2m) By — 2 (r—2m)® 4“51_27"’sm @ 3 2rfsine 3
. 1 cotg ? 5 cotg @ cotg ? 4 (5% —9m) sing cos ¢
r“sin"zpb +r"smzzp o 2re ds -+ -+ rir—2m)® ’
R, r—2m cotg ¢ Ssin?e
(37) ”5_:2 5y 333+Q‘;?e44"' 5yt 4+ et
sin @ cos ¢ Smsin? g r+2m cotg
+2r2(r—2m) T I —2m) G+ b g b

cotg?oe - r+2m] (r—2m)’sin® (r—2m)singcos ¢
+[ r3 2re b+ 4rd o+ 2rt G4
(r——2m)(2r—m)sm ?. _ (r—2m)sin® tpd smcpcoscpd

278 4rd PO

(3r—~2m)sm tpd_l_(r+3m)sm4<p_sm“tpcos’q)
2r0 T —2m)  rir—2m)’
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Diese Ausdriicke sind wiederholt berechnet und kontrolliert worden.
Es ist ja klar, daB man bei so komplizierten Ausdriicken, bevor man zur
Integration schreitet, erst volle Sicherheit gewinnen mufl, daB kein Fehler
stehen geblichen ist. Eine weitere Kontrolle bot dann die Anwendung
der Transformationen (30), (81).

B. Reduktion auf ein System von 5 -5 -+ 14- 1 gewohnlichen Differential-
gleichungen.

Bei Betrachtung des Aufbaues der Ausdriicke (32) bis (87) bemerkt
‘man folgendes: In den ersten fiinf Ausdriicken tritt e nicht auf, man
kann also die Gleichung R,y = 0 zur Bestimmung von e einstweilen zuriick-
stellen und hat nur fiinf Gleichungen fiir die vier Unbekannten a, b, ¢, d.
An diesen Gleichungen fallt nun weiter auf, daf die Abhéngigkeit von
@ eme verhiltnismiBig einfache zu sein scheint. Setzt man jetzt zunichst
diese Abhangigkeit in Form einer Fourierschen Reihe an, so ergibt sich
aus Symmetriegriinden, daB in diesen Reihen die-Sinusglieder verschwinden
miissen. Wir wandeln aber die so verbleibende Kosinusrethe sofort in eine
nach steigenden Potenzen von sin®¢ fortschreitende Reihe um, in der
wir uns auf mdoglichst wenig Glieder zu beschrinken bestrebt sein werden,
da ja der rotierende Korper kugeldhnlich sein soll. Man sieht leicht ein,
daB man’' mindestens zwei Glieder der Reibe nehmen muB, da die
»Storungsglieder« zweigliedrig sind (auBer in B;, und Ry,).

Wir machen deshalb folgenden Ansatz:.

38 a=a'+a”sin?p; b=>bsinte} b’ sintp; c=2¢ 4 ¢"singp;
(38) { d=d +d"sin®p; e=¢e'sin?p+ e”sin'yp.

Setzt man dies ein, so findet man sofort, daB sich tatsichlich jede
Gleichung streng in zwei spaltet, von denen die mit der hdheren Potenz
von sin?¢ behaftete nur die mit zwei Strichen versehenen Unbekannten
enthiilt, Man hat also jetzt fiir die Integration folgendes Programm:

 Zuerst sind fiinf gewdhnliche Differentialgleichungen fiir die Funktionen
a”,b",¢" d" integrieren, hierauf fiinf #hnliche fir a/, b,¢,d, in
denen die a”, b, ¢”, d” mn -ls »otorungsglieder* suftreten. Sodann hat
man noch eine Gleichung fiir ¢” und zuletzt noch eine fiir e’ zu inte-
grieren. ' ‘ .
" Bevor wir dies tun, miissen wir erst noch die Wirkung der erlaubten
Transformation (30) auf die neuen Unbekannten studieren. Wir spalten
deshalb auch y in

(89) y=y'+y"sin’p
und finden durch Spaltung von (31):



(40)
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2m(r,—2
=a —i—————*(r}l e ai’=a"+

T (r,—2m) .
7, 3y

b =b +2ri(r,—2m)yp,— 4riy”; b;'=b"+"2rf(rl~— 2m)yy 4+ 477 y":

2 — Dy —
¢l — ¢+ r12r, mfm) c,,___’3,,_{*21*1( 7, — 3 m)

vy 277y

rn—2m ,

4

” ” "

Vs e =e"+ ~y" —
1

’ ’ 4 ” rl—zm ”
eg=¢e ——y"— -
1 ! v 3

Hierbei wird
(41) { r=r1+5f71('f1_2m)(‘/’:;"_‘/’;;’sm?'ﬂ);
' p=¢, —2&2sing, cos @, "

Geht man nun von der (zutrefienden) Vermutung aus, da8 die Gleichungen
durch rationalg. Funktionen von ¢ erfiillt werden konnen, so zeigt (40),
daB man dann stets y” logarithmenfrei so bestimmen kann, daB die
Differenz b1 —d; einen beliebigen rationalen Wert erhilt, z. B. den Wert
Null. Wenn es also iiberhaupt rationale Losungen gibi, so gibt es sicher
auch solche, bei denen b” =d" ist. Diese nun wollen wir zuerst auf-
suchen. Wir haben dann fiir die drei Unbekannten a”,b”, ¢” fiinf Diffe-
rentialgleichungen. Wegen des ungleichmifligen Auftretens des Nenners
(r — 2m) fithren wir aber erst noch statt ¢” eine neue Unbekannte

(42) cIll= "'~(T—2m)

ein und betrachten ferner statt B,, den Ausdruck R, — R]. -Die aus
(82) bis (36) entspringenden Gleichungen lauten dann, wenn man sie mit
passenden Potenzen von (r — 2m) und r multipliziert, bzw.:

14

(43) (r—2m)*afy + (27— 9rm -1 10 m* % — (ori—12rm—2my) %

- ” . - o " "
4 (r— 2‘m)2-2,':lb3 N (r . ‘Z'm)‘ 4m.b - (r —9m )-. mcd

r:l

2 me” | 3ri—4drm—6m?
+(r—2m)" =+ =0.

'

” 2a” W o 2mby
(44) (r —2m)a3 —(r—}—m)—;—“—{—(r‘—-‘v..’m)ez‘.:’.——}—(r,—2m) ':f:,

—(r—2m 8o )"’%{—_’_,:—(_37"‘-’—'—4rm—-4m'3)%’—:
+——3rr-i;12m=0.
(45) (r—2m)-2a;'—-(3r+2m)?a—"— ’r—2m-)'zg;_b:i+(r—— 2m)%3‘”
341) ) 2 _’ .(.rg__ rom — 2ms)4:a’"
+14r—ldm=:

d

"n—2m "/’”"‘*‘ 2T1 ‘/’33;
d1 =d 4+ 21‘1‘ (7‘ —2m)y,— 419", d;’z d"+ 2ri(r,—2m)yy + 8rky”
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2 ZI"
46) (r — 2m)as — 2r—|—m) +(r—2m ""—1—(1' m)——f%-'L
r
” e
—(r—2m) r,‘.—(r—-Zm)QE:——(5r*-—8rm~—4m“)—-—
+8r;-56m=0‘
: . 4"
(47) (r—2m)-2af —(r—m )——— +(r—"m)g2b“‘ —(r—2m)s7;—
—(r? —-3rm+2m“)2cm Wr=—18m__,.

r® .

Durch Subtraktion der Glelchunw (46) von (44) kommt die von 5"
freie Gleichung:

(48) "a"—}—(r-—-z'm) :1_1_1’;*:_1§ﬂ 0.

Ebenso durch Subtraktion der mit 2:— multiplizierten Gleichung (47)
von (43):

(49) (r —2m) afs+ (22 -—11rm+14m3)——— dr——7m)2am

—(r—2m)®. " (35— 10rm+ 8m?) 2

?r‘-“—-14rm+12m“
+

ro

= 0.

Hierauf subtrahiere man die mit 1’; multiplizierte Gleichung (48)

von (49). Dann 148t sich eine Division durch (1 —-2—:3) ausfithren, und

es kommt :
(50) (r—2m)rass+(2r —7Tm)a; — 6a” ——(1—2m)m°“

+(r_4m) "’+3r:3m

0.

SchlieBlich muB man noch (48) nach # differentiieren, mit %'_ multi-
plizieren und zu (50) addieren. Dann erhdlt man eine Differential-
gleichung fir a” allein :

Dae2 1 D5 g 2
51) (r—2m)raf + (2r — 6m)ay — 6a” + 2 +%°’r:" omt_ 9.

Diese Gleichung zweiter Ordnung besitzt eine einparametrige Schar
logarithmenfreier Integrale. Man bestﬁ,tigt am besten durch Einsetzen, daB
n__ 8 1

(52) a4 = + i

dmr?

2 - Const. (r — 2m)*

2r°

ist. Die Konstante muB natiirlich gleich Null gesetzt werden, da die
Mathematische Zeitschrift. XTII. 9
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Wirkung der Rotation fiir r =00 nicht unendlich werden darf. Zu a”
liefert (48) den Wert
- 8 15
(53) ¢ ——4mr’+175'
Zur Bestimmung von b” wihlen wir zwecks Vermeidung von by, die

Gleichung (47). Diese lautet nach Einsetzung von (52), (53) und wohl-
gelungener Division (es ist dies immer eine sehr angenehme Kontrolle)

durch 2. (1 —?—rﬁ)g:

” ” 9 6
(54) fbs—2b =m+;—§
Das im Unendlichen verschwindende Integral hiervon lautet
‘e ’ ” 8 - 3
(55) A vy T

Man iiberzeugt sich durch Einsetzen, da8 die gefundenen Integrale
die Gleichungen (43) bis (47) befriedigen. Hiermit ist der erste Punkt
des Integrationsprogramms erledigt und die Losung kontrolliert.

Was die Wirkung der erlaubten Transformation auf die nunmehr zu
bestimmenden Funktionen a’, b’, ¢, d’ betrifit, so lehrt (40), daB durch
eine solche die Differenz b'— d’ (abweichend von b"—d") nicht geindert
werden kann. Wohl aber kann y; (vielleicht nicht y’, was aber nichts
schadet, da y’ selbst in (40) und (41) nicht auftritt) logarithmenfrei so
bestimmt werden, da8 die Anderung einer der GroBen b’, d’ oder a’ einen
beliebigen rationalen Wert annimmt. In der Hofinung, daB sich .auch
fir a’,b’, ¢/, d’ rationale Funktionen ergeben werden, konnen wir also
annehmen, dall v, logarithmenfrei so bestimmt werden kann, daB z. B.

‘=0 wird. Dann ergibt sich aus R,,— 0 sofort, da8 auch d'=0 ist.
Es sind also nur die zwei Funktionen o’ und ¢’ zu bestimmen. Durch
eine dhnliche, aber etwas einfachere Rechnung wie oben, deren Unter-
driickung gestattet sei. erhilt man die im Unendlichen verschwindenden
Lésungen:

, ’ ’ . ’ 3(r—m) :
(56) a'=—zorg—5q, b=0; o= _—T"T0

2mrd(r—2m)°’

14

d=0.

Jetzt bleibt noch die Bestimmung von e aus R,, = 0 (Gleichung 37).
Diese Gleichung spaltet sich mittels (38) zuniichst in folgende:

r—2m , r—2m , 4 5 |, 5m ’ 1 ”
(57) Ty G et e +mas—2r“(r—2m)a +r“(r-2m)a'

L2mor  r4+2myr 1w (r—2m)° , (r—2m)(2r—m)
+ bs — 2r8 b —ﬁb +to e o 2rd ¢

g r=2m , r—2m | Br—2m y 1 . 1 .
e ¥ R T e TRl
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-_2 ' 6 ——2 ’ 2 5 2
(58) mes;_.. r m ”+4,-2 s r+om +r+ m

T2ri(r— 2m) 4r5
r—2m y (r——2m) _(r—2m) (41—m) r—2m
+ 3 b+ o5 — 28 4 d3

5r—2m 3r+3m .
+ 2y d +2r’(r 2m)—'0'

Nach Einsetzung der Werte von a”,b”, c”,d" geht (58) iiber in

(59) r—2m , G'r—2me,, 15 18 |, 21w

Ty W T g8 —fmr T =0

Das in Betracht kommende. Integral von (59) lautet

(60) PO N -

1 1, 5 27
(61) e —5¢ —gmip T Tmrs =

2m2 S 4mr®

und ihr Integral:

(62) ¢ = 3

C. Die Losung.
Zusammenfassend haben wir fiir das Linienelementquadrat
(4) dr*=adu®t 2wdudd + §d9° + ydr® + édg?

gunichst folgende Ausdriicke der Koeffizienten gefundeil:

_r—2m sf—r—m , 8r%+rm—6m? . , .
=—FT¢ {Zmr‘ v imerd st
ﬂ=r“sin2¢p—|—e‘-"sin'zqo-{()—{—i———sin <p}
. r 3 Sr—3m ~3r+15m
(63) ?_"“‘2"‘+8 {2m1*(r 2m)2+4m"3("' Zm)sm lPi
—3r—6m .
— g2 2 2 1.
d=1r+4¢ {O—}—‘ Tmre S0 lp},
__esin?y 8 e f2r+8m  —5r—5rm46m? . o |
w=-——+F¢&'sm’y {4m2r4 - T s sin® gy,

Aixsdriicke, die noch anderweitig etwas normiert werden konnen, da ja
eine Transformation der Form (30) freigestellt ist. Wihlt man z. B. in (39)

-
’ r4+m n__ T+m
(64) Vi =g oomy ¥ = Emire

so erhilt man statt (63) die etwas einfacheren Ausdriicke:
. g
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r—2m o r+2m .,

“‘: r +£-'4m1' sin*
/;‘=r'zsin'=(p—|—0")'
-1 2r—38m N )
(65) 7= + 12m 7 (1 —2m) +4m rE(r— 2m)sm (P}’
4)=r'+£'-,):;;:sin"’¢.
. &sinte saime o —1 2m 1
0= —— ~+ &*s1n <p14—-—m__,,_3+8m.“sm qvj

Mit diesen Werten lautet die Wurzel aus der Determinante 4o y:
e L ua PR B sin? )
{66) 1/5_7 sing 4 sl g { Y] mi

28ingcos 2 ¢

=rising —¢ Tt

Auch die Werte (65) wurden durch direktes Einsetzen in die Diffe-
rentialgleichungen kontrolliert.

Die Koordinatenwahl, die zu (65) fiihr ., diirfte wegen b =0 empfehlens-
wert sein. Doch wollen wir auch noch auf solche Koordinaten transfor-
mieren, fiir die Vg, = 7?sing, wird. Um dies zu tun, beachten wir, daB
sich Vg bei der Transformation (30) mit der Funktionaldeterminante von
r, ¢ nach r;, ¢, multipliziert. Wir haben also zur Bestimmung von
die Gleichung:

(67) rising- [1 — ———————Egcoigﬂ [1 +&? { : ("1 (7 — 2"”)(’#") - le

{m2r® ¢y it

hi
= rising,,

in deren ersten Teil noch die Werte (30) einzusetzen sind. Dann kommt:

v 0 _9 nz/) oy 9 _3 _i__ 01/; cos2rp,'
(6]) ( (r, m) (q)_—l— (7, m) o cotg 81 i = Tm Tt

Mittels (39) spaltet sich diese in zwei Gleichungen, in denen wir
den Index 1 weglassen:

) 3 ‘ ) '~ 1 2 " ]
(69) r(r—2m)yg - (4r —6miy) +6y¢" = — T
N ’ [ - l
(70) r(r— 20 ) g+ (dr —6m) g — 4w =+ g
(69) besitzt nur ein einziges rationales Integral:
ne =1 .
(71) A P

Dagegen bleibt in ¢ (auf 3’ selbst kommt es nicht an) merk-
wiirdigerweise eine Konstante h willkiirlich :
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- oy —=r+2im
(72) ws—*im?r*{r—Qm) ’

Mit diesen y-Werten erhdlt man die dritte Form der Losung:

o 2 f(l—4br+6hm | - 3 . .
(73) 7_r—2n1+s [2,,”.-:(,._2,,,)3+4mr2(r-—'2m)sm (P}, ﬁ=7‘51n¢.
2 2 [P LI ‘ .
d=¢r>-t¢ -{"_”._._Zm’_sm (p},
__esintq 3o r—hm  —5r42m .,
W= + & s @ {2"121.4 Bm2yt s <P}

o

r—2m

—r+2hm 3r—2m

r

-

621

2mr? + 4moyt sm-q)};

ﬂ :risin‘z(p —*—e‘lsin?q).{_h_ _Lsin‘zé,};

mr mr

Man kann schwanken, ob man fiir die willkiirliche Konstante % den
Wert O oder 1 vorziehen soll.

(Kingegangen am 26. Juli 1921}



