
Neue L~sungen der Einsteinschen Gravitafionsgleichungen. 

A. Das Feld in der Umgebung eines langsam rotierenden 
kugel~hnlichen K~rpers yon beliebiger Masse in 1. und 2. Ann~herung. 

Von 

Rudolf Bach in Essen-Hiigel. 

I. Einleitung. 

Yon astronomischcn Gcsichtspunkten ausgehend, haben bereits 1918 
J. Lense  und H. Th i r r ing  1) flit den Fall unendlich k/e/net Masse und 
latimer Rotation das Feld eines ZentralkSrpers in 1. Ann~herung be- 
stimmt und den Einflul~ der Rotation auf die Planetenbewegung unter- 
sucht. Sie bedienten sich bei der Ableitung der von E i n s t e i n  ~) ent- 
wickelten Gravitationswellenmethode. Ira folgenden soll die Masse des 
ZentralkSrpers beliebig bleiben, dagegen miissen wir uns in bezug auf  
die Rotationsgeschwindigkeit Beschr~nlmng auf die Glieder 1. und 2. Oral- 
hung auferlcgen. 

Wit gehen aus yon der yon Schwarzsch i ld  3) gegcbenen LSsung 
fiir die Umgebung einer ruhenden Kugel, die wir unter Einfiihrung der 
iiblichen rein imagin~ren Koordinatc u = ie~ so schreibcn: 

(1) ds2-----r-2mdu'+~ r'dq)'+r~sin~q~d#~" 

IL Formulierung des Problems. 

Zwecks Feststcllung der aUgemeinen Form des Linienelements beachten 
wit zun~chst, daft alle Koeffizienten desselben sowohl von der  Zeit z. (1) 
unabh~ingig s e i n  miissen, da die Bewegung stationer sein soU, als  auch 

1) j. Lense und H. Thirrfng, Uber den Einfluflder Eigenrotation der Zentral- 
k~rper usw, Phys. Zeitschr. (1918), S. 156-165.~ 

~) Sitzungsberichte der Preul]. Ak. d. Wiss. (1918), S. 154--167. 
5) Schw&rzsehild, ~ber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach def. 

Einsteinschen Theorie. Sitzungsher. der Preu6. Ak. d. Wiss. (1916I), S, 189-196. 
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yon dem Azimut x (:) der Meridianebene, da die axiah Symmetrie dutch 
die Rotation offenbar nicht gest6rt wird. Ferner Steht lest, dab das 
rdumliehe Linienelement eines beliebigen nichteuklidischen R a auf die 
orthogonale Form gebracht werden kann, ebenso wie wit dies z. B. an 
dem Ausdruck (1) sehen. Da wir nut eine erste und zweite Ngherung 
berechnen wollen, wird sich das Linienelement nut um kleine Olieder 
yon (1) unterscheiden und deshalb aueh die Koordinaten, die"den rgum- 
lichen Bestandteil davon orthogonal machen, nur wenig yon den fiir das 
statisehe Feld benutzten. Wir bezeichnen sie direkt wieder mit 
x (e)-~- 6, x (a)~ r, X (~)~ q0. 

Es handelt sich nun noch um die GrSBen glo., gla, g14- Da wir aus- 
driicklich eine Rotation, also eine Bewegung in der x(e~-Richtung, an- 
nehmen, diirfen wit gxe nieht gleich Null setzen, es wird vielmehr als 
eine unendlich kleine Griil~e erster Ordnung eingefiihrt werden miissen. 
Dagegen zeigt der Erfolg, daft g~8 und g14-~ 0 vorausgesetzt werden 
diirfen. Wir setzen nun an: 

(2) ds ~ -  adu~ + 2to dudO + rid#~ ~,dr~ + 5dq~:, 

wo die Funktionen a, fl, 7, ~, ~o nut yon r u n d  ~o abhhngen, co ist eine 
z. Z. rein imagin~re Gr6fle, die bei konstantem r und ~0 der nicht ngher 
definierten Rotationsgeschwindigkei~ proportional ist. Die Ableitungen 
der unbekannten Funktionen nach x(a)~-r und q(~)~ r bezeiclmen wir 
mit angeh~ngten unteren Indizes 3 bzw. 4, da eine Verwechshng mit 
den kovarianten Indizes der Tensoren nicht zu befiirchten ist. Ferner 
setzen wit 
(~) 

Wir haben 
Schemata: 

(4) g~l, = 
0 

0 

dann zungchst fiir den Fundamen~al~ensor 

coO 

o 

0 7 
0 0 

0 

0 

0 

folgendo 

/~/a --o,/a o o 1 
- ~ o / ~  ,~/~. o o 

0 0 1/7 0 
o o o lla 

Ferner fiir den Pseudotensor 

(5)  

(6a) 2 - r ~ . ~ =  

,~, = ~ , ~ i  - ~ - ~ /  

I 

o o - ~  - ~ ,  = o o o , ~ - % f l  
0 0 - ,~ - &. 0 0 --o% - - ~ ,  . (6b) 2 .F ,  ik 

- - %  - - %  0 0 ' "" - -~% --f13 0 0 

- ~ ,  - o  h 0 ~-0 -co ,  - /~ ,  :b 0 
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t::. o  ,.oo 
2..r~.,~= A o o ; (6a) 2.r~,,~= o,, A o o, 

0 --Ts --74 0 0 + ) , ,  - -6  a 

Aus diesen GrSBen bgrechnef man die 21 Kriimmungskomponent~n nach 
der Formel 

~ ['p,,lt ~i~,~ + g"~ ( v  . 

Man erh/ilt 
., , , ,~_ % & , r - -  0r 3 ~ 3  "~- (~ (8) 4R~,~-- 

~ u ~ - - 2 t o % w a + a t  % t}~sFa--7%74 
(9) 4"R13. ta~-- --  2Ua3 -~ d ~- 7~J 

B , 4 . , 4  ergibt sich aus R,,. ~3 dureh gleichzeitige gertauschung von 
3 mit 4 mad 7 mit & R~3~a und R.,4~.4 ergeben sich aus diesen zwei 
Komp0nenten dutch Vertauschung yon t~ mit ft. 

(10) 4Rs, a~= -- 2744-- 2 a a s +  7~+:'a~a k 6 
�9 7 

(11) R~ o s =  -- 20%, 4- aP'wa-'~176 Jr ~w'*r"+rw'@ 
,- zl 7J 

R18,~ ~ ergibt sich hieraus durch die Vertauschungen (3, 4) und (7, 6) 
mad ~nachfolgende Umkehrung des Vorzeichens. RI~,~ 4 ergibt sich darausa 
daft es mit diesen letzten beiden Komponenten zusammen Null aus- 
machen mull 

(I2) 4R, s,, 4 - -  2a34-~- t~%t~ "-}- 
d 7~ 

I-Iieraus R~o~ durch die Vertauschupg (a, fl). 

( 13 ) 4 R~,  ~ = - -  2 % s  q-  "~ & w.~ - ,,, (,<~ & + ,,q) + ~ ~ ~ -k ~- 7:, % -  r r, % 
�9 d 78 

Hieraus R~.4o. dutch die Vertauschungen (3, 4) und. (r,  6). 
Die ach~ iibrigen /r i~, sind Null. 
Aus den Rz~,i~ bildet man nun endlieh dureh Bemafzung der Formal 

(14) R,~.= -"~R - Y (,i, ~.fl 
~tie Komponenten des Einstei~nschen Tensors. Man erhiilt: 

(15) 4R11 = ~9%~ + ~_~ + "fla.~+~asfla+2waao~a--2~o~;'~A7 

,.vo ~ 2 :.jr_--i~ s162 - -7  tcat~,+-YJ(czsJa-Ft%7,) - J  uaYa 
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Hieraus R~. dutch die Vertauschung (a, fl). 

2744 + 2tSa3 . 2flaaa,4too~aa+2~fl8 a ya~a+7~ y4~4+8~ 
16) 4Raa=--  ~- --g----~ A rt5 ($'-' - 

A~, A6 

Hieraus R , ,  durch die Vertauschungen (3, 4) und (7, ~). 

(O85 (17)  4tr = - ~ -  + - ~  + - ~ p, ~', + 2 " ~ , ~ -  ~,~ ~ 

--afla<~176176 -- 72(~,,o)a+ 7 ~ (ha a)s+ ?4 o~,t) -- ~y, o:) 

(18) 4Ra~ 2fi~,4+ 2u&,-  4o,%, -~&r,-~,r,+2o,~%r, 

+ - (xfl,~,~-- a(z,~a+ 2 ~oo~ 1 
~ �9 + - ~  [ - , ~ & -  ~%~,  - 2 ~ % t o ,  

+ 2i~to(fl~ ws + fla to,)+ 2flm(a.~to,+r to : ( % s  a, fis+ 2 tos to4 )]. 

Die vier iibrigen R ~  s i n ~ u l l .  
In den Ausdriicken mt die Kleinheit der GrSlle to noch nicht beriick- 

siehtigt. Zuniiehst stellen wit noehmals die flit to -- 0 geltenden statischen. 
Werte der Unbekannten zusammen: 

(19) tOo=0,  % = r - 2 m  r" r r ' rio= sinO'q~, 7o==r_2,n, ~o=r~.  

Diese Ausdriieke betraehten wit als nullte Anniiherung. Die prinzi- 
pielle Hauptsehwierigkeit besteht darin, fiber diese hinaus zu einer ersten 
Niiherung za kommen, was im folgenden Abschnitt erledigt wird. Die 
Aufstellung der zweiten Niiherung bietet, wenn der allgemeine Gesiehts- 
punkt erst gefunden ist, nut rechnerische Schwierigkeiten. 

HI. Erste Niiherungswerte der Integrale. 

Bei Betraehtung der Differentialgl:2:hungen zeigt sich foigendes als 
der Punkt, an dem die Integration ansetzen kann: Bei der Potenzent- 
wick|ung der GrS~en R~ naeh P0tenzen der unendlich kleinen Gr5~en 
erster Ordnung to, toa, to4 usw. ist jedes folgende Glied um zwei GrSflen- 
0rdnungen kleiner als d~s vorhergehende, und zwar kommen in Rl~ " nur 
die GrSBen ungerader Ordnung vor, in den fibrigen Komponenten nur die 
yon gerader Ordnung. Eine erste Ann~he~ung erh~ilt man also, wenn 
man die Glieder zweiter und hiiherer Ordnung streicht, in hSchst einfac, her 
Weise. Zuniichst ist: 

(20)  ~, = ,~o, t)~ = t)o, n = to, ~ = ~o, 
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wozu noeh fiir co aus R~_ ~ 0 eine lineare Differentialgleichung folgt, die 
nach Einsetzen der Werte (20), (19) lautet: 

cotg ~ 4m 
(21) r-2----~m.eo83-~.co4~ r~. co4~-~r-co = 0 .  

r 

Diese Gleichung hat leicht auffindbare In tegra le  yon der Form 
f ( r ) . g  (T), da abet unser rotierender KSrper als mSgliehst einfaehes, kugel- 
~hnliehes Gebilde, nieht z. B. als Dipol oder noeh k0mplizierter gedacht 
ist, kommt fiir uns nut die LSsung in Betracht, die in bezug auf die 
heliozentrische Poldistanz ~ die denkbar einfachste Abh~ingigk~i~ zeigt und 
flit ~----0 versehwindet. Wit geben diese LSsung, da sie iiberraschend 
einfach ist, ausnahmsweise in einer Form, die nicht nut flit den Aul]en- 
raum, sondern allgemeiner fiir den leeren Raum zwischen zwei einander 
einsehliei]enden Massenschalen gilt: 

w _ ~ ( r + e * r ~ ) s i n ~ :  (~,~* unendlieh kleine Konstanten.) (22) 

Fiir die weitere Bearbeitung setzen wir abet sofort wieder e*~-0 .  
Dann wird also in grofler Ent/ernung die Wirlcung der Rotation un- 
endlich klein, ein erstes, durchaus befriedigendes Resultat. Wir haben 
also als erste N~iherung gefunden: 

( 2 3 )  ds~----r-2mdu~-2~sin~'~ dudt~ ~ r_----~elr~ r~d~-~-r~sin~cpd#~" 

Den Wert der Konstanten e bestimmen wir dureh Vergleieh mit dem 
yon Lense  und T h i r r i n g  (1. e.) gefundenen Resultat. Forint man das 
dortige Linienelement auI Polarkoordinaten urn, so kommt:  

(24) ds~-----r--2kM du~-~ - 8ikMl~~ d u d ~  
r 5 r  

r+2kM (dr~ ~ r~dq~ _~ r ~ sin ~. ~ d~'~). 

Formel ist k die E ins te insehe  Gravitationskonstante, 
I der Radius und r die Rotationsgesehwindigkeit des 

In dieser 
M die Masse, 
Zentralk5rpers. 

Dureh die Substitution r ~ r ' - -  k M  l~l]t sich volle Uhereinstimmung 
mit (23) erzielen und der Vergleich gibt 

4 (25) e = -~ ilcMl~co, 

oder mit Einiiihrung des T~gheitsmoments der Kugel 

(25') e = 2i]~ Oco. 

~Es w~ire leicht, auf Grund dieser LSsung die Beeinflussung der 
Planetenbahnen durch die Rotation der Sonne zu berechnen. Wit wollen 
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aber auf diesen Gegenstand nicht abschweifen und uns auf eine anschau- 
fiche Deutung des Einflusses yon e auf das Linienelement beschr~inken. 
Wir deuten zu diesem Behufe O, r, ~ als Polarkoordinaten eines Eukli- 
dischen Bildraums und t als die zugehSrige Zeit einer Lorentzsehen 
Welt~ Als Bewegdngstransformationen in dieser Welt sind solche anzu- 
sehen, die den Ausdruck 

(26) do"= dr" ~ rS sin~',pdO 0"- dr"--- r'dq~" 

unge~indert lassen. Homogene lineare Transformationen dieser Art der 
Koordinatendi[]erentiale allein sind lokale Bewegungstransformationen, 
die im allgemeinen nieht integrabel sind. Wir suehen nun dutch eine 
solehe Lokaltransformation das Glied mit e in (23) herauszusehatien. 
Hierzu geniigt eine Transformation in d t  und dO allein. Man sieht sofort 
ein, daft dieselbe die Form haben mull: 

dt  = ~ola .d t '~ -  rs in~o.~inad#' ,  

= 1 . ~ ' i n a d t ' +  ~oia.dO', (27) dO r sin ~o 

wo a eine Lokalkonstante ist. Da das wegzusehaffende Glied unendlieh 
klein ist, kaian man qoi a durch 1 und ~ i n  a durch a ersetzen und finder 
leieht, dall (23)  in die orthogonale Form (1) iibergeht dureh die Lokal- 
bewegung 

f , e s i n  -~ ~ , | dt--=-dt-q- -y-d-dO, 

I d,9--d,~'-~,Ud~-g.,dt '. 

P 

(Die erste Formel ist nur integrabel, wenn man sieh auf einepa 
Kegel tp = konst, h~ilt, die zweite nur auf einer Kugel r = konst., das 
ganze System also nut auf einem Parallelkreise.) Die anschaulicl~e Deutung 
des A usdrucks (25) besteht also darin, daft au] einem ParaUelkreise (r, qg) 
die Wirkun 9 der l~otation des Zentralkdrpers gleichkommt einer Rotation 
des Parallelkrelses (des ~thers kdnnte man sagen), mit der nach au]3en 
bin stark abnehmenden, wegen (25) yon m unabhdngigen Winkel- 

~, 21"w 
geschwindigkeit 2 m r ~ -  5r ~ . Es sei nochmals betont~ dal~ man diesen 

Ausdruck nieht etwa nach r differentiieren darf, um aus dem so bestimmten 
,,Ather~zind" einen ,,zttherwirbelq abzuleiten. Fiir solehe Betraehtunge.,1 
komn'_.i man mit  linearen Transformationen wie (28) nicht aus. Merk- 
wfirdig ist, wenn man von ,,:~therwifid" reden will, der ,Mitfiihmngs- 

o koeffizient" :, -- an der Oberfl~ehe. 
Es sei nur noch betont, dall der '" " " ,,Atherwmd not ~uf bewegte 
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Massenpunkte Kraftwirkungen ausiibt, wie sich arts der Gleichung der 
geodiitischen Linie leicht ergibt. 

Fiir feinere Betraehtungen, insbesondere das Studium der dutch den 
,,Xtherwind" hervorgerufenen Kompressionen, Kri~fte und Driicke ist abet 
eine Berechnung der zweiten Niiherung unerliil31ich, der wit uns jetzt 
zuwenden. 

IV. Zweite Niiherungswerte der Integrale. 

A. Seehs inhomogene  lineare partielle Differentialgleiehungen. 

Die Abweichungen der zweiten N~herungswerte yon den ersten sind 
nach der Bemerkung am Anfang des Abschnitts I I I  um zwei GrSllen- 
ordnungen kleiner als die ersten Niiherungswert e, Wir setzen deshalb in 
die Gleichungen R~k = 0 des Abschnitts I I  ein: 

r -- 2 m r2  + r g2 ~ - -  - -  +e~- .a ;  f l =  s i n ~ + e - . b ;  y - -  + .c; r r- -2m 
( 2 9 )  ,, �9 

6 = r " +  e:'.d; ~ l J - - - - - -  + ~a.e. r 

Die -Reehnung ist nun ziemlieh langwierig, hat aber das Angenehme, 
da• sieh naeh ihrer husfiihrung eine (dutch den Impulssatz bedingte) 

K o n t r o l l e  bietet. Wit werden fiir die vier Unbekannten a,  b, c, d fiinf 
Gleichungen erhalten, die sieh nicht nut  auf vier, sondern auf drei redu- 
zieren miissen, da in der Meridianebene eine Transformation von folgen- 
der Form willkiirlich bleiben mul3, die die erste Niiherung ungeiindert 
li~l~t : 

(30) r = r+ + e~-rl (r z - - 2 m )  or, _~ _ ~.., or' �9 ~-~r, ' ~ 7)1 ~, ~o,' 

wo q, eine ganz beliebige Funktion yon ra und ~pj ist. Bei dieser Trans- 
formation gehen die GrSl~en a,  b', c, d, e in folgende fiber: 

2m(rz--2m ) by,. 
a x = a -+- r ,  o r ,  " 

" c 'J' -- 2 r~ sin ~1 cos ~o I o,e . b 1 = b ~- 2 r f .  (r+ -- 2 m ~ sin "- qh o r, ' - -  

(3t). 
o .+-'+.  23  "-~ 

C a = C A  ra--2m -~l-+-'~rz-~r~ ' d l  toque' 

2 s i n  qh  c o s  q' t  0,1, ( r  t - -  2 m )  S ~  ~ ~1L C '/ ' " 

Mit Einsetzung de~ Werte (29) nehmen nun die Kriimmungskompo- 
nenten Rik (Formeln (I 5) bis (18)) nach Division dutch ~" bzw. ~. foigende 
Werte an : 
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cotg 9 - m ~ (82) 
m ( r - - 2 m )  m ( r - 2 m )  b m ( r - 2 m )  2 m ~ ' ( r - 2 m )  

+ ~ 5 ~ - ~  ba r e s i n ~ o  2 r '  ca rS c 

m ( r - 2 m )  ds m ( r - 2 m )  d ( r - 2 m )  siner  2 c o s ~  m2sinS ~ 
-~- 2ra  r e 2 r  ~ r e r ~ ( r - 2 m ) "  

( 3 3 )  / ~  r sin2 q~ r sin r  ~ m sin~ r r - 2 m  1 b 
~ - = ~  a a - F  2 ( r - - 2 m )  a4 ~ - ~ - - 2 m a - ~ - ~ b s a - ~ 2 ~ r  ~ 44 

r - - 4 m  b cotg ~ I r - 2 m  c~ ~7 b - -  ( r - 2  m)~sin" ~ 

(r -- 2 m) (r + m) sin e ~ (r -- 2 m) sin ~ ~ d _+_ (r~-- 2 m)2rSin ~ cos r Ca _ r~ C -~ 2-~i s 

sin r C~ ~ r / , ~ r ~  -4  -~ 2 m sin2 C r ~  d (5 r -  12 m) sin4 ~~ - -  sin~ ~ c~ 9 ~  
2r4  ( r - - 2 m )  r~ ( r - - 2  m) �9 

( 3 4 )  Rs. . r _ ra  , +  m (2 r -  S m) a 1 b33 
~ - - ~ -  2 ( r _ 2 m ) a s s  2 ( r _ 2 m )  ~-~ r ( r - - 2 m )  a ~- 2r.Zsin~q~ 

_ 1 2 r - - 3 m  
2 r - - S i n  ba ~ - r 4 ( r  - 2m)  s i n ~  2 r  e 2 r a (r - 2 m) sin e r 

cotgr  m ( 2 r - 3 m )  1 d 2 r - 5 m  
+ --2r~-r ~ c4 rS (r--  2 m) C ~- '-2-~r~ s3 2 r~ ( r _  g-m ) d.~ 

r - - 3 m  ( l i r ~ - - 3 6 r m + 3 0 m ~ ) s i n ~ ;  
~- r 4 ( r - - 2 m )  d . 2 r a ( r _ 2 m ) s  ~. 

R44 r m a -~- 1 h , r -- 2 m . 
( 3 5 )  - ~ =  2 ( r _ 2 m ) a a i  - ~ - ~ a  a r---~2m 2 r~s i n~v~a '  "-~ 2 r e s i n e ~ O a  

cotg~ b4_~_ I 1 r - 2 m ~  r - 2 m  c ( r - 2 m )  ~ ca 
r~sin~ o r~ s~a 9 r-s s-~n~ ~ J b -~ 2 r  44 2 r  

( r ~  m) (r -- 2 m) C + r -- 2 m r - - 4  m d eotg ef . 
- -  r ~ ~ ds'~ 2 r ~ - 3  2 r '~ a~  

_+_ r - - 2 m  d 1 ( 4 r -  3 m) s in~r  
r ~ r ~ ( r - - 2 m )  -~- r a ( r _ 2 m )  

( 3 6 ) '  ~ "  - -  r r -- m 1 b " eotg~ bs 
- ~ - - - - ~ a a 4 - - 2 0 . , 2 m ) 2 a ~ 7 ~ - 2 r ~ s i n ~ q ~  s4 2 r.~ sin~ ~ 

1 eotgr  h cotg~ . cotg~ d_t  ( 5 ~ g m ) s i n ~ c o s ~  

(37) P~' r - 2 m  I co tg r  2 m  5 sin~- ~ 

sin r cos ~ 5 m sin ~ ~o r + 2 m ~ eotg 
+ 2 ~ - ~ - ~ m ) a 4  2 r a ( r _ 2 m )  a + 4 rn  ~a 2 r  ~ b~ 

+ LVC~ ~ " r *  r+2m]~ j b+ ( r - -  2 m)~ sin~ ~ " 4 0  t~ + .  ( r - -  2 m) sin ~ cos 9 2 r ,  V4 

( r - - 2 m ) ( 2 r - - m ) s i n ~  c __ ( r - - 2 m )  s i n ~  d s ingcos  ~ . 
- -  , 4 rb a 2 ~- ~ a~ 2 r 5 

+ ( 3 r - - 2 m ) s i n ~ q ~  d 4 -  ( r + 3 m )  s in4~  sins ~ eos~ ~ 
~ r ~  . . . .  2 r ~ ( ~ - 2 ~ ,  ) ~ * : ( ~ r - 2 m ) "  
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Diese Ausdriicke sind wiederholt bereelmet und kontrolliert wozden. 
Es ist ja klar, dab m a n  bei so komp]izierten Ausdriicken, bevor man zur 
Integration schre!tet, erst Voile Siclterheit gewinnen muff, da~ kein Fehler 
stehen geblieben ist. Eine weitere Kontrolle bot dann die Anwendung 
der Transformationen (30), (31). 

B. Reduktion auf ein System yon 5 + 5 + 1 + 1 gew6hnlichen Differential- 
gleichungen. 

Bei Betrachtung des Aufbaues der Ausdriicke (32) b!s (37) bemerkt 
m a n  folgendes: In den ersten fiinf Ausdrficken tritt  e nicht auf, man 
kann also die Gleichung Rlt = 0 zur Bestimmung yon e einstweilen zuriick- 
stellen und hat nur fiinf Gleichungen fiir die vier Unbekannten a, b, c, d. 
An diesen Gleiehungen f~llt nun weiter auf, dab  die Abhiingigkeit yon 

eme verh~iltnism~l~ig einfache zu sein scheint. Setzt man jetzt zuniiehst 
diese Abh~ingigkeit in Form einer Four ierschen Reihe an, so ergibt sich 
aus Symmetriegriinden, dab in diesen Reihen die.Sinusglieder verschwinden 
miissen. Wit wandeln aber die so verbleibende Kosinusreihe sofort in eine 
each steigenden Potenzen yon s i n ~ 9  fortschreitende Reihe u rn ,  in der 
wit uns auf mSglichst wenig Glieder zu beschr~inken bestrebt sein werden, 
da ja tier rotierende KSrper kugel~hnlich sein soil. Man sieh~ leicht ein, 
dab man'  mindestens zwei Glieder der Reihe nehmen muff~ da d ie  
,,StSrungsglieder" zweigliedrig sind (auffer in /~ss und Rs~ ), 

Wir machen deshalb folgenden Ansa t z :  

' - ,  b" (38) a=a'+a"s in~q~;  b-~b s m ~ +  sind~v; e = c ' ~ c " s h ~ ~  
d = d ' + d " s i n 2 ~ ;  e = e ' s i n ~  + e " s i n ~ .  

i Setzt man dies d e ,  so finder man sofort, dab sich tats~hlioh:jede 
Gleiehung streng in zwei spaltet, yon denen die mit der hSheren Potenz 
yon sin~'q behaftete nur die mit  zwei Striehen versehenen Unbekannten 
enthiilt. Man hat also jetzt fiir die Integration folgendes Programm: 

Zuerst sind fiinf gewShnliehe Differentialgleiehungen fiir die Funktionen 
I t  " 1 1  I I  I a", b , c ,d  zu integrieren, hierauf fiinf ~ihnliehe flit a', b ~, d ,  d ,  in 

denen die a", b", c", d" mir -Is ,,Stfrungsglieder" auftreten. Sodann hat 
man noch eine Gleichung fiir e" and zuletzt noch eine flit e' zu inte- 
gfieren. 

Bevor wir dies tun, miissen wit erst noeh die Wirkung der erlaubten 
Transformation (30) auf die neuen Unbekannten studieren. Wit spalten 
deshalb auch ~ in 

(89) ~ = ~ ' +  ~" sin e q~ 

und linden dutch Spaltung yon (31): 



(40) 
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b;=b'+ 
e ~ = , ' +  - -  

! 

di = d '  + 

R. Bach. 

2 m ( r , - - 2 m )  , .  
r l  IP3 

2 r~ 0", - 2 m) ,/,~ - 4 ,'~ v'"', 

r~ --2 m 

2 r ; ( r ~ - -  2m)q,~ 4 - -  r~ "q~ ; 

4 ?fl tv r t - -  ~ m t . 

Hierbei wird 

(41) r = r a + e ' - ' r , ( r ,  2 m ) ( %  + q,a sin'-' ~p~); 

q~ = qh -- 2 e ~ sin 9~ cos (p~ ~,"  

" a" 2m ("1 -- 2 m) ,,. al  = + 'q' a , 

tP I t  ~ ?P , 
b, = b "  + 2 r ~ ( r , - -  2 m )  y)a + 4r~x y, , 

" e "  ~ ' ~ ' ~ , " " ) v , '  ~ " "  c~ = + ~ + 2 r ~ . q , 3 8 ,  

d ~ = d " + 2 r s  - -  2m)  Y's" + 8 r~ ~ .~" 

p,, e t t  4 r  9" l - -  *2 ~ t t  
ex = + ~'--1 '~) " ~  l t t s "  

Geht man nun yon der (zutreffenden) Vermutu. ng aus, dab die Gleichungen 
durch rationale~Funktionen von r erfiillt werden kSnnen, so zeigt (40), 
dab man dann stets yJ" logarithmenfrei so bestimmen kann, dab die 

H t t  
Ditierenz b t -  dt einen beliebigen rationalen W e r t  erh~ilt, z. B. den Wert 
Null. W e n n  es also iibexhaupt rat ionale  L6sungen  gibt, so gibt es sivher 

auch solche, bei denen b" d"  . =  ist. Diese nun wollen wit zuerst auf- 
sffchen. Wir haben dann flit die drei Unbekannten a",  b", c"  fiinf Diffe- 
rentialgleichungen. Wegen des ungleiehm~Bigen Auftretens des Nenners 
( r -  2 m) fiihren wit aber erst noch s t a t t c "  eine neue Unbekannte 

( 4 2 )  c "  = c" .  (r  - 2 , , )  
1 8 

ein und betrach.ten ferner stat t  Rs3 den Ausdruek R 1 - - R s . ~  Die aus 
(32) bis(36)  entspringenden ~ l e i ehung~  lauten dann, wenn man sie mit  
passenden Potenzen w n  ( r -  2 m) und r multipliziert, bzw.: 

(43) ( r - -  2 ,, r ~. 10m "'a:l' ('6r"--- 12 - - 2 m " ) r  ~ 2 m )  aaa:-[-(2 - -  9 r m - t =  ") ~ - -  rm -- 

- - z m )  - . - ~  ( r - - 2 m ) ~ .  rS. (r--2m);.mc"r:, 
". m . . . .  3 r ~ - - 4 r m - - 6 n (  -' +( -2m3 = o  

2 a "  ~'b" " 
(44) (r 2 m ~ a  " ( r + m )  @ ( r - - 2  ' "~ - -  - -  m )  T.,_ + ( r - - 2 m )  2rob" j :~ - ; -  g.r 

6 b pp ,, m c m 
- ( r  - 2 m ) - ~  - ( r  - 2 m ) ' ~  - (:~ ; "  -:- 4 r m  - -  4 ~ '~ )  ~ 

- - S r + 1 2 m  
+ r~ = O. 

2 a "  2 b "  ,t 
- �9 " 2 , . )  - ~  + (r  - 2 m )  ~ ,., (45) (r 2m) 2 a 3 - - ( 3 r + 2 m ) - - ~ - - ( r - -  ~ ,:, 4ba 

4 b "  2 c " 4 c " 
( .  - § ( r  - - , : ,  

14 r -- 1 2 m  
+ r~ = O. 



Neue IAisungen der Einsteinschen Gravitationsgleichungen. 129 

" .2 m b~' 
. 2 a "  ra)'bi4+(r-2m) 7; (46) (r-- 2re)an --(2r  +m) - -C-+(r - -  2 . r 

6 b"  c~" __ --  (r " 2 . t )  - W  -- (r - - 2 , n ) ~  ; ~  (5 r~ - -  8 r , n .  4 m ' ) ~  

8r - -6m 
+ r - - - r - -  = 0 �9 

2 a "  ~' (47) ( r - - 2 m ) ' 2 a l ' - - ( r - - m ) - r  - - -~- ( r -2m) '2b '~- f i - - ( r -21rn ' ) '4b ' ' r '  

2 e"  - - ( r ' ~ - - 3 r m + 2 m ~ ) ~ +  ,lOr-18ra 0 
r , 5  I ~ " �9 

Dutch Sabtraktion der Gleichung (46) yon (44) kommt die yon b" 
freie Oleichung: 

2#" - 1 1 r + 1 8 r a  0" (4s) 2 ~ " + ( r "  2m)-~-.  + ~ 

Ebenso dutch Subtraktion der mit m. multiplizierten Oleichung (47) 

yon (43) : 

(49) (r ~ " (2r "~' ~"  2m) a ~ s +  - - l l r m + 1 4 m ~ ) - 7 - - - ( 3 r - - 7 m ) 2 r  
r " " m e ~  op t i t  e p ' t  

- - ( r  . m ) ' .  r8 + ( 3 r  ~ - 1 0 r m + 8 m  ~-) -;~ 

+ 3r:-14rm+12m* 
~.6 ~ O .  

Hierauf subtrahiere man die mit  ~ multiplizierte Oleiohung (48) 
le 

yon (49). Dann liiBt sieh eine Division durch (1 2m/ - - - 7 - /  ausfiihren, und 
es kommt : 

�9 tP it" " ~  C t t t  
(50) ( r - - 2 m ) ~ a 3 . + ( 2 r - - 7 m ) a . - - 6 a " - - ( r - - 2 m )  "-r~ 

me'" 3 r + 3 m  
+ ( r -  4 m ) 7 - +  ~ = o .  

Sehliel~lich mul~ man noch (48) nach r differenfiieren, mit  ~ multi- 

plizieren und zu (50) addieren. Dann erh~ilt man eine Differential- 
gleichung [iir a" allein : 

(51) . ( r -  2ra)ra.~'~ + ( 2 r -  fim)a~'-- 6 a " +  3"~+ 25rm-45m:  
t" 0 ~ O .  

Diese Oleichung zweiter Ordaung besitzt eine einparametrige Sehar 
logarithmenfreier Integrale. Man bestiitigt am besten (lurch Einsetzen, dall 

(52) a " =  8 1 8m 4mr  :'-~ 4 r  2r  ~ + C~ (r - 2m)~ 

ist. Die Konstante muI~ natiirlieh gleich Null gesetzt werden, da die 
Mathematische Z e i t s c h r i f t .  X I I I .  9 
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Wirkung de r  Rotation fiir r ~ o v  nicht unendlich we~len daft. Zu a "  
lidert (48)den  Weft 
(53) r  8 15 

4 m rg -]- 4 ~ "  
b t t  ff  Zur Bestimmung von w~ihlen wit zwecks Vermeidung yon b88 die 

Gleichung (47). Diese lautet nach Einsetzung yon (52), (53) und wohl- 
gelungener Division (es ist dies immer eine sehr angenehme Kontrolle) 

durch 2 - ( 1 - - " ~ ?  ' '  
T / " 

(54) r b[  ~ 2 b" = .i__d~ + ~ 6 

Das im Unendlichen verschwindende Integral hiervon lautet 

(55) b" 3 - 8 
�9 ---- 4 m r  2r  ~ " 

Man iiberzeugt sich dutch Einsetzen, dab die gefundenen Integrale 
die Gleichungen (43) bis (47) befriedigen. Hiermit ist der erste Punkt 
des Integrationsprogramms erledigt und die LSsung kontrolliert. 

Was die Wirlmng der erlaubten Transformation auf die nunmehr zu 
I {~? bestimmenden Funktionen a', b ,  c', betrifft, so lehrt (40), dab dutch 

eine solche die Diflerenz b ' - -d* (abweichend yon b '~ -  d") nicht geiindert 
werden kann. Wohl aber kann ~,~ (vielleicht nicht ~', was aber nichts 
schadet, da q/ se|bst in (40) und (41) nicht auftritt) logarithmenfrei so 
bestimmt werden, dal~ die .~nderung einer der GrSl~en b', d* oder a '  einen 
beliebigen rationalen Weft annimmt. In der Hoffnung, daft sich .such 
ffir a', b', r d '  rationale Funktionen ergeben werden, kSnnen wir also 
annchmen, daiS % logarithmenfrei so bestimmt werden kann, dal3 z. B. 
b ' ~  0 wird. Dann ergibt sich aus R84-----0 sofort, daft such d ' ~  0 is t. 
Es sind also nur die zwei Funkfionen a '  und ~' zu bestimmen. Dutch 
eine ~hnliche, abet etwas einfachere Rechnung wie oben, deren Unter- 
driickung gestattet sei. erh~ilt man die im Unendiichen verschwindenden 
L6sungen: 

(56) a ' ~  1 1 b' c ' =  a(~-~)  d ' =  2 m r  a 2 r "  -= 0; 2 m r 2 ( r _ 2 m ) o ,  O. 

Jetzt bleibt noch die Besgimmung yon e aus R ~ =  0 (Gleichung 37). 
Diese Gleichung spaltet sich mittels (38) zuniichst in folgende: 

( 5 7 )  , ' - 2 r a  , r - 2 r a  , ,  4 ,, , 5 , 5 ~  , 1 a "  
~ e a a  r8 e - f f  ~-~e - t - ~ a a  2 r 3 ( r _ 2 m ) a  -~ r~(r_2m--) 

+~'ar+2m~' r + 2 m  h , ~  ~--r-~l b,, @ (r-2m)"~ c~--(r-2m)(2r-m)2r a c' 

r ~ 2 m _ ,  r - - 2 n t  tv 3,---2md.i 1 .n i 
-i- - - 7 - c - - c  ~ ~a -t 2 - ~  _ - ~-~a r ' ( r -  ~,,O = O. 
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(58) r- -2ra  . 6 r - - 2 m  ,,__ 5 a"  2 r + 5 m  ~ _ _ r + 2 m  b-  

�9 r - - 2 m . , ,  , ( r - -2m)  ~ ( r - - 2 . m ) ( 4 r - : m ) c , , _ r ' 2 m  - 
--~---~-r-~-r6 0 --~ : ~ ~ 2r  ~ ~r-~ ds 

5 r - 2 m d , ,  ~ 8 r+Sm 
+ 2 r------V--- . 2r~(r_2ra) ~ 0 .  

Nach Einsetzung der Werte yon a", b", c", d" geht (58) fiber in 

(59) r - 2 m  . 6 r - 2 m e , ,  15 18 21m 
~ -  e~.~- -~  ' 4 , . , .~  r '  + - - O - = 0 "  

Das in Betraeht kommende Integral yon (59) lautet 

. 5 5 8 
(60)  e = s m ' ~ '  s ~ + 4 , ' ~ "  

Die Gleichung (57)wi rd  nach Einaetzung und Division dureh ( 1 -  2__~): 

1 , 1 e '  5 27 
(61) ~ %a - -  ~-~ 2,n ~ r a 4 m r ~ = 0, 
und ihr Integral: 

1 3 
(62) e' --  - -  -~ �9 2m-~r ~ 4 m r '  

C. D i e  L i i s u n g .  

Zusammenfassend haben wir ffir d~s Linienelementquadrat 

(4) d r Y =  a d u  2 + 2 o~dudO + f ldO ~ + 7 d r "  + ~Sdef"- 

zuniichst folgende Ausdriieke der Koeffizienten gefunden: 

r - 2  . { - r - , , *  a , " + r m - 6 m O ' s i n . .  9 }  ; r163 ~ 2 f - 8 2  r 2 m r  4 I 4 m r  a 

{ - -3r--6  "" } 

r �9 9 (  3 r - - 3 m  , - - 3 r + t 5 m  
(63) 7---- r _ ~ m  + e  / 2 m r ~ r - ~ m 9  + 4~7~-~VL-=2~) sin~ 

- 3 r - 6 m  . . ) 

[ 2 r + 3 m  - - 5 r ~ - - 5 r m + 6 m  ~ } 
C O -  ~ s i n ~  -~- *3s in~  q~" ~ - 4 - ~ - ~  -}- S t a ~ r b  s in e q~ , 

Ausdriicke, die noch anderweitig etwas normiert werden kSnnen, da ja 
eine Transformation der Form (30) freigestellt ist. W~ihlt man z. B. in (39) 

t*r+m r + m  
(64) ~"a = 4 m ' r ' ( x - -  2 - , ) ;  W " =  8m~ r~, 

so erhiilt man start (63) die etwas einfaeheren Ausdriicke: 
9* 
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r - -2m ~,o r + 2 m  
t~' - -  + s i n  ~ 9o ; 

~" " 4 m r '  

I; = r" sin'-' cp q- 0 (!): 
r , , [  " 1 2 r - - S i n  } 

( 6 5 )  Y - ~ r - 2 m - } - e ' ] g m ~ r ( r - - 2 m )  ~ -4m~r" . ( r -_2m)  Sin"~f ; 

~) = r"  q -  e - .  ~ sin'-' r  

' ' -  I" " l  , ' - 2 m  . . } r - -  ~ siner ep + e'  ~ s i n "  ( p / ~  --~ ~ s n l -  q~ . 

Mit diesen Werten lautet die Wurzel aus der Determinante zl ~ 7': 

(66) Vg=r" s inq ) - t - e~s inq~  '. - - ~ q -  ~ 

,, sin q~ cos 2 
= r ~ s i n  q - -  e - 4 m'-' 

Aueh (lie Werte (65) wurden dnreh direktes Einsetzen in die Diffe- 
rentialgleichungen kontrolliert. 

Die Koordinatenwahl, die zu (65) fiihr., diirfte wegen b =  0 empfehlens- 
weft sein. Doeh wollen wit aueh noeh auf solehe Koordinaten transfor- 
mieren, flit die t /ga- - r~  sin qh wird. Um dies zu tun, beaehten wir, dab 
sieh Vg bei der Transformation (30) mit der Funktionaldeterminante von 
r, ep naeh rl ,  ~Pa multipliziert'. Wir haben also zur Bestimmung yon q, 
die Gleiehung: 

E' E - 
o 

~= r~- sin qh, 

in deren ersten Tell noeh die Werte (30) einzusetzen sind. Dann kommt:  

" (rt ( r t - -  2 ,n)  ~"') ~;~"' 2(," 1 2 ,0~  , ~,~ o o s ~ ;  (fiR).. ~) , . - --~ C r - - ~ - - ~ q -  -- m)c--~--e~ 

Mittels (39)  spaltet sieh .diese in zwei Gleiehungen, in denen wir 
den Index 1 weglassen: 

' ~ l  �9 i v  t t  ] . 

(I)9) r ( r - - 2 m ) y , 8 ~ @ ( 4 r - - 6 m ) y , : ~  + 6 q ,  - -  . 2m.. . .  ~, 

, , 1 
(70) r ( r - -  2 m ) , t , a : ~ + ( 4 r  - - 6 m )  q's-- 4 m " =  @4m~r'-'" 

(69) besitzt nut ein einziges rationales Integral: 

(71 ~ ' / ' "=  ~ m~r... -" 

Dagegen bleibt in q,~ (auI W' selbst kommt es nieht an) merk- 
wiirdigerweise eine K o n s t a n t e  h w i l l k 4 r l i e h  : 



(72) 
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, - - r + 2 h m  

~'8 = 4 m~,'* ( r -  2 m) " 

Mit diesen y,-Werten erhiilt man die dritte Form der Liisung: 

, ' - - 2 m  ., ~ - r q - 2 h m  3 r - - 2 m  � 9  | 
e = - - + ~ ' / ~  ~h-7~ -~ i ~ 7 , . r s m - ~ ;  

~ _ e . , . l ( l - 4 h ) r + 6 h m  8 " .z . 

[ 2 m r : ( r _ 2 r a ) ~ - ~ - 4 m r . , ( r  2 m ) S m  qo , 

e*'-~ _h 1 sin~ q~}; 

~'sine9 ' . . ,  f r - - h m . - 5 r - l - 2 m  � 9  
o , =  ,. + e . ~ s m - g , - i ~ - t  - gW.,-:i sm'~o,. 

Man kann sehwanken, ob man fiir die willkiirliehe Konstante h den 
Werg 0 oder 1 vorziehen soll. 

= r "~ sin ~p. 

(Eingegangen am 26. Juli  1921.) 


