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Theorie der quadratischen Kongruenzen.

Von Lothar von Schrutka in Wien,

1. Ubliche Behandlungsmethode. In den Elementen der
Zahlentheorie pflegt man bei der Behandlung der Kongruenzen
zweiten Grades von der allgemeinsten Kongruenz dieser Art

Ax*+ Bax -+ C==0(m)

auszugehen und zu zeigen, wie sie auf eine reine Kongruenz
zurickgefiihrt werden kann, dann aber nur die Theorie der reinen
Kongruenzen zweiten Grades oder, anders ausgedriickt, die Theorie
der quadratischen Reste weiter zu verfolgen.

In der vorliegenden Abhandlung unternehme ich es, die Theorie
der Kongruenzen zweiten Grades systematisch zu behandeln,
indem ich mich eines Prinzips bediene, das ich in einer friiheren
Arbeit ,Theorie der Polygonalreste® (Monatshefte fiir
Mathematik und Physik, XVI. Jahrgang, Wien 1906, p. 167) zur
Losung einer speziellen Aufgabe dieser Art angewendet habe und
das kurz als eine Abbildung geeignet gewihlter rationaler
Zahlen, die arithmetische Reihen bilden, auf die Reihe der ganzen
Zahlen bezeichnet werden kanmn.

2. Absonderung des Absclutgliedes. Wird die Kongruené
zweiten Grades

Az? 4+ Bz C=0(m)

auf die Form
Ax*+ Br=— C(m)

gebracht, so ist zun erkennen, dafi sie als die Forderung angesehen
werden kann, diejenigen Zahlen x zu ermitteln, fiir die der Ausdruck
Ax? - Bz einen nach dem Modul m einer bestimmten Zahl— C
kongruenten Wert annimmt.

Es wird daher das zahlentheoretische Verhalten des Ausdrucks
Ax? | Bz bei verinderlichem x niher zu untersuchen sein.
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3. Erste Vereinfachung. Die in der Formel 4z%-{- Bz
enthaltenen Zahlen sind — z als ganzzahlig vorausgesetzt — jeden-
falls ganz, wenn A und B selbst ganz sind, ferner aber anch dann,
wenn A und B beide Briiche mit ungeradem .Zihler und dem
Nenner 2 sind, da ja stets

=2z (2)

ist. ‘Wird daher

gesetzt, so sind T, U zwei ganze Zahlen, die keiner Beschrinkung
unterworfen sind, und es ist

T, T+20

d=3 B=—5—>

2
Az Bp=T.~ ;-x+ Us.

Offenbar kann man aber, ohne etwas an Allgemeinheit zu
verlieren, annehmen, daff 4, daher auch T eine positive Zahl sei.

4. Die Transformation F. Es mége nun jeder ganzen
Zahl a die (im allgemeinen gebrochene) Zahl

da—T—2U
e=lO=—37—
zugeordnet werden. Wird von der Bedingung, daf @ ganz sein
soll, abgesehen, so kann der Ubergang von a zu F'(a), der kurz
als die Transformation F bezeichnet werden moge, als eine
T4+20U
9 4—2T
1: - beschrieben werden. Nur fir T=2 tritt an die Stelle der

T
Streckung eine Translation um das Stiick ! _}2_ v

Streckung der Zahlenlinie vom Punkte aus im Verhiltnis

; insbesondere ist
fir U=—1 F(a) mit a identisch.
Da T positiv vorausgesetzt wurde, so ist
F(a)ZF (),

je nachdem a%b ist. Beziehungen der Gleichheit und Ungleichheit
bleiben demnach bei der Transformation erhalten.

Die zu F inverse Funktion sei ®:

a=®(a):2Ta+f+2U;
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® myge auch als Zeichen fiir die zu F inverse Transformation,
der Ubergang von F(a) zu ¢ oder von a zu ® («) verwendet

werden. :
Was die Bezeichnung betrifft, so soll, wie es hier bereits ge-

schehen ist; das kleine griechische Alphabet aussehlieflich zur Be-
zelchnung der Zahlen von der Form F(a) verwendet werden.

Schlieflich seien noch folgende stehende Abkiirzungen ein-
gefiihrt:

2

T420
L:F(O):———i—zf:,z,———
4 —-7T-20U0

2T 7
1=Fe ="
12—7-2U0
T

(T2 (T+2U~4)
J= 87T

e=F(l)=

p=F(3)=

Y

5. Analoga der Addition und der Multiplikation. Ist
a=F(a), 8 = F(b),

so ist sowohl F'(a-}06) wie F(ab) eine durch @ und b, daher auch
durch « und 8 bestimmte Zahl; es werde

4(a4b)—T—20

Fla-by= - —
=a-fp—r1=a({)8
F(ab):4wb~—2IT"——2 U:

— L+ B2y =8

gesetat.

6. Rechengesetze fiir diese Verkniipfungen. Aus diesen
Definitionen folgen unmittelbar fiir die mit den Zeichen (-{-) und (-)
belegten Verkniipfungen das kommutative Gesetz:

a(H)B=2(H) o, 2 (-)E=B()a
das assoziative Gesetz:

[2(H) Bl () r=a (R [BH)] =B r=a()[E()]
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und das distributive Gesetz:

w ()Y HIEC)r=(2 (B ().

Ferner ist
a(——l——) L=a,
ai-)e=a,
a{-Yr=u

(. Umkehrungen dieser Verkniipfungen. Die Umkehrungen
dieser beiden Verkniipfungen existieren ebenfalls und sind ein-
deutig. Wird
46—T—20U

2T

F(—b)=— =(—)b

gesetzt, so ist
a(—)b=2a(+) [(—) 8]
die Losung der Gleichung

B () E=u;
wird
4__1_* T—2U0
1 b & e

gesetzt, s0 ist

2 () == ()

die Losung der Gleichung
b E=o
hiebei ist § ==t vorausgesetzt. Die Ausrechnung ergibt ohne Miithe
2 (=) B=a—it,
«  4a—(TH2U)3 —4f
ST T eTiFTF2U

b

8. Die direkte Operation dritter Stufe. Es werde noch

9

;(.)Z(.) (.)‘a’:am)

e
gesetzt. Unter a® soll «, unter o &, unter ot (7)) verstanden werden.
o V(3
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Insbesondere ist

T T-+2 2
IO LT NI e L PR (st . R Ry
9. Allgemeiner Satz itber die eingefithrten Ver-~
kntipfungen. Durch entsprechende Kombination der Gleichungen
in Nr. 5 und 7 ergibt sich folgender allgemeine Satz:

Ist
Q(—{_) _ﬂ'a:‘aab>c,--->:]ﬂ

eine Kombination der Zeichen -}-,—,-,: und der Zahlen
a,b,e,..., also eine Rechenoperation, die aus Additionen,
Subtraktlonen Multiplikationen und Divisionen besteht —
Divisionen durch Null sollen iberdies angeschlossen sein —
und auf ¢, b, ¢, . .. angewendet das Resultat % ergibt; ist ferner

a=F(a),3 =F@),y=F(),...,
so ist die Ausfithrung der Operation

QUA), (=0 C (D) byy )

stets moglieh, d. h. es tritt keine Zahl « hinter dem Zeichen (:)
auf und es ist, wenn das Resultat mit » bezeichnet wird,

v == F(k).

10. Teilbarkeit. Hs braucht wohl kaum darauf hingewiesen
zu werden, dafl die bisherigen Resultate auch giltig bleiben, wenn
a=®(),b==>0 @),c=®(y),... keine ganzen Zahlen sind; im
folgenden hingegen ist diese Bedingung wesentlich. Es ist némlich
auch moglich, alle zahlentheoretischen Begriffe von den Zahlen «
auf die Zahlen F'(a) zu iibertragen.

Wenn
a=3(-)y

ist, so soll « durch 3 teilbar heifien. Der grofite gemeinsame Teiler
kann vermige der Permanenz der Beziehungen der Ungleichheit (Nr. 4)
durch einen dem Euklidischen vollkommen analogen Algorithmus be-
stimmt werden, Hierauf. baut sich nun die ganze Zahlentheorie auf
(Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, vierte
Auflage, Braunschweig 1894, § 16). Also lat sich fir die Zahlen #(a)
eine vollstindige Zahlentheorie entwickeln. Im folgenden sollen mit
Ubergehung aller Beweise nur die Hauptpunkte dieser Theorie be-
riihrt werden, soweit sie fiir die Anwendung, die das Ziel der
ganzen Arbeit darstellt, notwendig sind.*)

*) Bine ausfiihrlichere Darstellung, die sich tibrigens hier fast Wort fiir Wort
einfiigen liefle, findet sich in meiner in Nr. 1 zitierfen Abhandlung, Nr. 11 bis 31.



Theorie der quadratischen Kongruenzen. 97

11. Primzahlen. Kongruenz der Zahlen. Lineare Kon-
gruenz. Eine Zahl = (C>¢), die nur sich selbst und e zum Teiler
hat, heiit eine Primzahl. Die Zerfillung in Primzahlen — im
Sinne der Operation () — ist eindeutig.

Wenn a(—) 3 durch u teilbar ist, so heiflen «, 3 nach (dem
Modul) p kongruent:

Die lineare Kongruenz
a(-) =5

hat eine und nur eine Wurzel, wenn « und p teilerfremd sind;
ist dagegen der grofte gemeinsame Teiler & von o und p grofler
als ¢, so hat sie ® (8) oder keine Wurzel, je nachdem 3 in 3 auf-
geht oder nicht.

12. Analogondes Fermatschen Satzes. Wird ¢ (p)=¢(® p)
wo ¢ (m), wie iiblich, die Anzabl der zu m teilerfremden Zahlen
in der Reihe 0,1,...m —1 bedeutet, gesetzt, so ist fir jedes
zu u teilerfremde o

a(gp @) = e (W),

)

Inshesondere ist fiir eine Primzahl =

A2 =1) = (),

13. Reste zweiten Grades. Analogon des Eulerischen
Kriterinums. Auvalogon des Legendreschen Symbols. Be-
stimmung der Reste fiir einen gegebenen Modul.

Je nachdem die Kongruenz
€0 =1 (),

wo & zu p teilerfremd ist, loshar ist oder micht, soll 3 ein Rest
zweiten Grades (oder kurz Rest) oder ein Nichtrest von
v heiflen.

Fir den Modul % ist jede Zahl Rest; fiir eine grofere
Primzahl = als Modul ist 3 Rest oder Nichtrest, je nachdem

3 () =(+)¢ (r)

Monatsh, fiir Mathematik u. Physik, XX1II. Jahrg. 7
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ists hiebei ist » == ¢ (z) gesetzt. Diese Zahl (4) s soll durch das
Symbol <(%)) bezeichnet werden, s gilt ((i))(-) ((i)) <(0—€—'—)>.Ist

3 Rest, so hat die Kongruenz

E® =3 ()
zwel Wurzeln.

Fir den Modus n@® gelten dieselben Resultate, dagegen
verlangt der Modul 7™ eine besondere Behandlung. Nach dem
Modul 7 ® ist = Rest, (—)= Nichtrest und die Kongruenz

E@=c¢ (®)

hat die zwei Wurzeln (+)z. Nach dem Modul ™, wo n=3 ist,
sind alle jene und nur jene Zahlen & Reste, die =z (n®) sind und
die Kongruenz

£ =5 (4™)
hat in diesem Fall vier Wurzeln.

Ist endlich der Modul p zusammengesetzt
Bo= ‘q(ﬂo) () 7?7(nx) () coem ](an)’

o ist eine Zahl 3 nur dann Rest von g, wenn sie Rest von 70w,
L ,n(]:lk) ist und die Anzahl der Wurzeln der Kongruenz

E =17 (u)

ist in diesem Falle gleich dem Produkt der Wurzelanzahlen fiir
die genannten Moduln.

14. Bestimmung der Moduln, von denen eine gegebene
Zahl Restist. Erginzungssétze und Reziprozititssatz., Die Zahl
(—)e ist Rest oder Nichtrest der Primzahl =, je nachdem ==
v(-)7®(d)e ist. Die Zahl 7 ist Rest oder Nichtrest der Prim-
zahl =, je nachdem = die Form v (:)7® (&)e oder die Form
v(-)7® (&) p bat.

Sind = und & zwei voneinander und von 7% verschiedene
Primzahlen, so gilt

(o=l e

15. Die quadratische Kongruenz. Erste Bedingung fir
die Losbarkeit. Die quadratische Kongruenz wurde in Nr. 2
und 3 auf die Form

Tx2;{—x+ Ur= — C(m)
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gebracht; aus dieser ist sofort zu sehen, daff sie nur dann losbar
ist, wenn — C durch den grofiten gemeinsamen Teiler D von
T, U,m teilbar ist, in diesem Falle ist sie mit der Kongruenz

T x“—]—x C’(m)
D’ +1)::_7IE

gleichwertig ; jede Wurzel dieser Kongruenz liefert D Wurzeln der
urspriinglichen. Ks moge daher weiterhin angenommen werden,
daf T, U, m nicht alle einen gemeinsamen Teiler haben.

16. Regulire und irregulire Moduln. Eigenschaften der
reguldren Moduln. Es moge nun bei gegebenen 7' jede ungerade
Primzahl p irregulér oder regulér genannt werden, je nachdem
sie in T aufgeht oder nicht; die Primzabl 2 hingegen soll regulir
heiBen, wenn 7'==2(4) ist, sonst immer irregulir. Ferner heifle
ein Modul dann und nur dann reguldr, wenn er lanter regulire
Primfaktoren enthdlt, sonst irreguldr.

Nach einem reguliren Modul ist der Brueh—% stets einer ge-

T

wissen ganzen (ibrigens zu m teilerfremden) Zahl 5 kongruent:
2
"'T = h (m).

In der Tat ist T zu jedem ungeraden Primfaktor p des Moduls -
teilerfremd und wenn m gerade ist, so muﬁ—% nach der oben ge-

gebenen Definition ungerade sein und man hat wieder

=h(m)

S

o

Hierans folgt weiter, dafl nach einem regulsiren Modul m jede

Ziahl

¢ —T—20

-4
Flo)="""%

b

einer ganzen Zahl, ferner auch die Zahl

(T4 20 (T-2U — 4)
S= 8T
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einer ganzen Zahl s kongruent ist. Denn man hat

Flay=h (a — Z——t}g>

o T+2U<T+2U
f:h' 4 . 1 ——1)

und der hier auftretende Nenner 4 hebt sich in dem einzigen
Falle, in dem er Schwierigkeiten bereiten kinnte, nimlich bei
einem geraden Modul m, weg; denn in diesem Falle ist (wie

vorhin)
T=2(4),

ferner, weil 7, U,m keinen gemeinsamen Teiler haben sollen,
U=1(2),

742U
4

Man kann endlich schliefien, daf fiir einen reguliren Modul m
die Kongruenzen

somit eine ganze Zahl.

az=p (m)
und
a={(p)
wo p==F(m) ist, dquivalent sind.
Setzt man nidmlich @ («) = a, ®($) =15, so lautet die erste
Kongruenz
doa—T—-20_ 46—-T-—-2U
27 - 27

(m),

kann daher durch
ha=hb(m),

a=b(m)

ersetzt werden; diese Kongruenz ist aber nach dem Satz in Nr. 9
mit a =8 (p) aqulvalent

17. Losbarkeit einer quadratischen Kongruenz nach
einem reguldren Modul. Aus der Kongruenz nach dem reguldren
Modul :

22

T—;——g—ﬁ—f-UxE—C(m)
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oder

;2 -
i ;}—a,_§_ Uw~s=— C-s(m)

folgt, wenn yund £ durch die Kongruenzen

bestimmt werden,

S¥v

2;_§+ (/YE"}‘fEVJ]—f(?n)

(Der gebrochene Koeffizient —gl macht keinerlei Schwierigkeit, da

bei geradem m auch T’ gerade ist) Die letzte Kongruenz kann
aber auf die Form

0 == 1 (n)
gebracht und statt dieser kann nach dem letzten Satz in Nr. 16
D=y f((p=F(m)).
gesetzt werden. Also ist die Zahl

LT 20 (T+2U—-4) T+2U]

‘(+f='((+)[f+t]='{<+){ 8T >
T2 (T _

Rest zweiten Grades des Moduls p. Dafiir kann nach Nr. 9 ge-
sagt werden, die Zahl

(T+20) (T+2U—8)\ (T2 (T+2U—-8)
) ST J—o@+of 8T )‘

1 (T-220) (T2 U— ]
— o) (2rTE2OTTE O prau)=

T4 20T —4
—og R0 20—y

‘D<Y (+

sei quadratischer Rest des Moduls m. SchlieBlich ist

O =0 0="2T0EE2T,,
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Das Resultat ist also folgendes:
Die Kongruenz

2
7 jx+ Uz - C=0 (m).

ist dann und nur dann losbar, wenn die Zahl

—9TCLTL2U  (TL2U) (P20 —4)
4 + 16 =

_ 7 C_}_(T—,-.?Uf

quadratischer Rest von m ist; und die Anzahl der Wurzeln
ist ebenso grofi wie die der Waurzeln der Kongruenz

e Loy (L2,

Der Ausdruck rechts stimmt, wie leicht zu sehen, mit dem
vierten Teil der negativen Diskriminante der quadratischen Kon-
gruenz iiberein.

18. Losbarkeit einer quadratischen Kongruénz nach
einem beliebigen Modul. Es bleibt nun noch der Fall eines
beliebigen Moduls M zu untersuchen. Man denke sich von M alle
1rregularen Primfaktoren ¢ ¢, ... abgetrennt und setze

M=qg - g™ ...m
Es zeigt sich nun, dafl, was die Losbarkeit und die Wurzelanzahl
der Kono“ruenz
.Z' —rx

Ll L Urd-0=0

anbelangt, sich die beiden Moduln M und m vollstindig gleich
verhalten. Um dies nachzuweisen, ist nur zu zeigen, daff die
Kongruenz

2
7% j—x+ Ux =-—C "),
wo ¢ eine irreguliire Primzahl ist, stets eine und nur eine Wurzel hat.

Es sei zuniichst ¢ ungerade, = p. Bedeuten % und ! zwei
Zahlen aus der Reihe

0,1,2,...p"—1,
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so folgt aus der Kongruenz

2 2
T£}£+U%ETZJL+UMWL
daB '

r(PTE P v y=00),

[TEHI+1D)+2U)E—10)=0p")

sein mufl. Nun geht p in 7, aber nicht in 2 U auf (weil ja sonst
T,U,m den gemeinsamen Teiler p hitten), somit ist der Faktor
T(k--1-41)+ 2 Uzum Modul p* teilerfremd und es mufl k=1 sein,
daher nach der Voraussetzung £ mit / zusammenfallen. Also kommen
unter den echten Resten der Zahlen

T“jx+vx

alle- Zahlen 0,1,...p"—1 je einmal vor.

Es sei jetzt ¢ =23 dann ist 7' entweder durch 4 teilbar oder
ungerade. Im ersten Fall ist der Beweis ishnlich wie vorhin. Es
seien k,l zwei Zahlen aus der Reihe

0,1,2,...2"—1;

aus der Kongruenz

T@%f+umzﬂ%#+vuw
folgt .
|G D+ U] - =00

der Faktor—g (k!4 1)+ U ist ungerade, weil —;—1 gerade, U un-
gerade ist, also mull £ — 17 durch 2" teilbar, mithin k=1 sein.

Ist dagegen T ungerade, so mogen k,! zwei Zahlen aus der

Reihe
0,1,2,...20%+1—1

sein. Aus der Kongruenz

2 2.1
Tk§k+wm5 Lgf+UuW)

folgt
[T~ 1--1) 2 U] (h— 1) =0 (22 +1).
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Da die Zahlen T und 72 U beide ungerade sind, so hat die
Kongruenz

T-g=T-+2U@2+1

eine und nur eine Lisung g, die iiberdies eine ungerade Zahl ist.
Statt der letzten Kongruenz kann nun auch die Kongruenz

k4149l (k—D=0@2"*")

eingefithrt werden. Da die Differenz der beiden Faktoren links
214-g, also ungerade ist, so kann sie nur erfillt werden, indem
einer der Faktoren durch den ganzen Modul 2%+ teilbar ist. HEs
mufl also entweder

=/ oder b=—17—g(2*+)
sein. Diese beiden Fille sind stets streng geschieden, weil
z=2—1—g(2) |

ist. Mithin erhilt man, wenn in

T”j$+0x

alle Zahlen von 0 bis 27+! — 1 eingesetzt werden, nach dem
Modul 27 jede Zahl genau zweimal, also ist jede Kongruenz

Tﬁjx+ﬂm+050@0

auflosbar.

Die Z#hlung der Wurzeln ist freilich in diesem Ifalle nicht
in der gewthnlichen Art durchfibrbar. In der Tat, ist = eine
Wurzel der Kongruenz

T“jx+0m+050@m

so sind alle andern nieht, wie es sonst der Fall ist in der Formel
z-2%. U,
sondern in den beiden ¥ormeln
C LT, —g— g2 T

enthalten, Man kann nur sagen, daf sich unter je 2* aufeinander-
folgenden Zahlen durchschnittlich eine Wurzel befindet; allerdings
bekommt man durch Wahl der Teilungspunkte

oI on 9 I on I g 9n...
1 2 27 27 2+27 2—[—227
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Intervalle, die je eine Wurzel enthalten, aber die Wurzel steht
erst in jedem zweiten der Intervalle wieder an derselben Stelle,
wihrend in den dazwischenliegenden Intervallen die Anordnung
genau entgegengesetzt ist. Der Grund dieser Erscheinung liegt

darin, dafi die Koeffizienten der quadratischen Kongruenz 4 — 5
und B :?T ~+ U den Nenner 2 aufweisen, wenn auch die Formel
Ax?+4 Bz - C fir alle ganzzahligen Werte von z selbst ganz-
zahlige Werte annimmt.



