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Theorie der quadratischen Kongruenzen. 

Von Lothar yon Schrutka in Wien. 

1. ~lbliche Behandlungsmethode.  In den Elementen der 
Zahlentheorie pflegt man bei der Behandlung der K o n g r u e n z e n 
z w ei t e n  G r a d e s yon der allgemeinsten Kongruenz dieser Art 

Ax ~ + Bx + C~O(m) 

auszagehen und zu zeigen~ wie sie auf eine reine Kongruenz 
zartiekgeftthrt warden kann~ dann aber nur die Theorie der reinen 
Kongruenzen zweiten Grades oder~ anders ausgedriickt~ die Theorie 
der quadratischen Reste welter zn verfolgen. 

In der vorliegenden Abhandlung unternehme ieh es~ die Theorie 
der Kongrnenzen zweiten Grades systematiseh zu behandeln~ 
indem ich mich eines Prinzips bedien% das ich in einer frtiheren 
Arbeit , T h e o r i e  d e r  P o l y g o n a l r e s t e "  (i~onatshefte fiir 
Mathematik und Physik~ XVI. Jahrgang~ Wien 19067 p. 167)zur 
LSsung einer speziellen Aufgabe dieser Art angewendet habe und 
das kurz als eine A b b i 1 d u n g geeignet gew/ihlter rationaler 
Zahlen~ die arithmetisehe Reihen bilden~ auf die Reihe der ganzea 
Zahlen bezeiehnet warden kann. 

2. Absonderung  des Absolutgl iedes .  Wird die Kongruenz 
zweiten Grades 

auf die Form 

Az~ -k Bz  + C_~ 0 (m) 

Ax~ @ B x ~  - C(m) 

gebraeht~ so ist zu erkennen~ dag sie als die Forderung angesehen 
werden kann~ diejenigen Zahlen x zu ermitteln~ ftir die der Ausdruck 
A x~--~ B x einen nach dam Modul m einer bestimmten Z a h l - - C  
kongruenten Wert annimmt. 

Es wird daher das zahlentheoretische Verhalten des Ausdrucks 
A x e @  B x  bei verlinderlichem x naher zu untersuehen sein. 
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3. Ers to  Vereinfachung.  Die in der Formel Ax2-@Bx 
enthaltenen Zahlen sind ~ x als ganzzahlig vorausgesetzt--jeden- 
falls ganz, wenn A and B selbst ganz sind~ ferner aber aneh dann, 
wenn A und B beide Brtiehe mit ungeradem .Zahler und dem 
Nenner 2 sind~ da ja stets 

x ~ ~ x (2) 

ist. Wird daher 
2A- -7~  B - - A - ~ U  

gesetzt~ so sind T, U zwei ganze Zahlen, die keiner Besehr~tnkung 
unterworfen sind~ u n d e s  ist 

T T @ 2 U  
A - = - 2 , B - -  2 

X2+X 
Ax~-@ Bx-~- T. 2 -] Ux. 

Offenbar kann man aber, ohne etwas an Allgemeinheit za 
verlieren, annehmen, dab .,4~ daher aneh T eine positiYe ZahI sei. 

4. Die Transformat ion  /~. Es mSge 
Zahl a ale (im allgemeinen gebroehene) Zahl 

4 a - -  T - - 2 U  
= F (a) = 2 T 

nun jeder ganzen 

zugeordnet werden. Wird yon der Bedingung~ dab a ganz sein 
soll~ abgesehen, so kann der Ubergang yon a za ~(a)~ der kurz 
als die T r a n s  ~ o r m a t i o n  F bezeichnet werden m(ige, als eine 

Streekung der Zahlenlinie yore Pankte T-@ 2 U 4 - -  2 ~  aus im Verhi~ltnis 
2 

1 : ~  beschrieben werden. Nur for T ~ 2  tritt an die Stelle der 

Streckung eine Translation um das Stiiek 1 ~ - U  2 ; insbesondere ist 

fiir U ~ - -  1 F(a) mit a identiseh. 

Da T positiv vorausgesetzt warde, so ist 

F(~) ~ F (b), 
> 

ie naehdem a ~  b ist. Beziehungen der Gleiehheit and Ungleichheit 
bleiben demnach bei der Transformation erhalten. 

Die zu F inverse Funktion sei (I): 

a=O(a)  2T=@T@2U 
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�9 m~ge aueh als Zeiehen htr die zu F inverse Transformation, 
der Ubergang von //'(a) zu a oder yon a ztt (I)(e) verwendet 
werden. 

Was die Bezeichnnng betrifft~ so soll~ wie es hier bereits ge- 
schehen ist~ das kleine grieehisehe Alphabet aussehliel~lieh zur Be- 
zeiehnung der Zahlen yon der Form _F(a) verwende~ werden. 

SchlieNich seien noeh folgende stehende Abktirzungen ein- 
geftihrt : 

= F ( o ) - -  T §  
2 T 

4 - - T - - 2 U  
= F ( 1 )  - -  2 T ' 

8 - - T - - 2 U  

1 2  - -  T - -  2 U 
p = F(3) = 2 I '  

/_ (T§ 2 U) ( T +  2 u -  ~) 
8 T  

5. Analoga der Addition und der 3Iultiplikation. Ist 

so ist sowohl F ( a @ b )  wie F(ab) eine dnreh a und b, daher aueh 
dureh q. und ~ bestimmte Zahl; es werde 

4 ( a @ b ) - - T - - 2 U  
F (~ + b) = 2 T = 

4 a b - - T - - 2 U  
F (a o) = 2 T = 

gesetzt. 

6. Rechengesotzo ffir dieso Verkntipfungen. Aus diesen 
Definitionen folgen unmittelbar ftir die mit den Zeiehen (@-) und (-) 
belegten Verkntipfungen alas kommutative Gesetz: 

( + )  ~ = ~ (-t-) ~, ~ ( ')  ~ = ~ ( ')  ~, 

das assoziative Gesetz: 

[~ (§  ~] (§  -~ ---- ~ (-5) [,~ (§  ~], [~ (.) ~] (.) ~ = ~ ( .)  [~ (-) ~] 
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und das distributive Gesetz: 

Ferner ist 

~(. 

7. Umkehrungen  dieser Verkniipfungen.  Dis Umkehrungen 
dieser beiden Verkntipfungen existieren ebenfalls und sind sin- 
deutig. Wird 

- - 4 b - - T - - 2 U  
F (-- b) =- 2 T -=- ( - )  ~ 

gesetzt~ so ist 

wird 

1 

= ( - - ) : - :  (:) ~ 
F - -  2 T  

gesetzt~ so ist 

die LSsung der Gleichung 

hiebei ist ~ @t vorausgesetzt. Die Ausrechntmg ergibt ohne Mtihe 

4~z-- (T--[- 2 U) ~ - - 4  f 
( _ _ )  ---~ 

2 T~--J-T-~- 2 U 

8. Die direkte  Operation dr i f te r  Stufe.  Es werde noch 

~(. )~( . )  . . .  (.) ~=~c,,) 

$ 
gesetzt. Unter a (~) soil % unter 5(~ e~ unter a(-~) (~) verstanden werden. 

a(n) 

die LSsung der Gleiehung 
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Insbes0ndere ist 

T 2 T-I-2U T~q--~ 

9. Allgemeiner  Satz fiber die eingeft ihrten Ver- 
knttpfungen. Duret~ entspreehende Kombination der Gleiehungen 
in Nr. 5 und 7 ergibt sieh folgender allgemeine Satz: 

Ist 
a (+ ,  - - , . , :  I ~, b, c , . . . )  - - •  

eine Kombinatlon der Zeiehen -or,-- , '~:  and der Zahlen 
a~ b,e~...~ also eine Reehenoperation, die aus Additionen. 
Subtraktionen~ Multiplikationen and Divisionen besteht _2' 
Divisionen dureh Null sollen tiberdies angesehlossen sein - -  
und auf a~ b~ c~...  ang'ewendet das Resultat k ergibt; ist ferner 

= .F(a) ,  ,3 = F(b)~ "r = F(c) , . . .~  

so ist die Ausfiihrang der Operation 

Q ( + ) ,  ( - - ) ,  ( ' ) ,  ( : ) i ~, ~, "~, �9 �9 - ) 

stets m~glieh, d. h. es t ritt keine Zahl t hinter dem Zeiehen (:) 
anf und es ist, wenn das Resultat mit x bezdehnet wird, 

z - =  F ( k ) .  

10. Teilbarkeit .  Es braueht wohl kaum darauf hingewiesen 
zu werden, dal~ die bisherigen Resultate aneh giltig bleiben~ wenn 
a = (I) (~), b ~--- �9 (~), c = d) (7),-. �9 keine ganzen Zahlen sind; im 
folgenden hingegen ist diese Bedingnng wesentlieh. Es ist nltmlieh 
atleh m~Sglieh, alle zahlentheoretisehen Begriffe yon den Zahlen a 
auf die Zahlen _F(a) zu fibertragen. 

l cVenn  
~ = ~ ( . ) - ~  

ist~ so soll ~ dureh ~ teilbar heiI~en. Der grOl~te gemeinsame Teiler 
kann vermSge der Permanenz cler Beziehnngen der Ungleiehheit (Nr. 4) 
dureh einen dem Euklidisehen vollkommen analogen Algorithmns be- 
stimmt werden, t:[ierant, baut sieh nun die ganze Zahlentheorie auf 
(D i r i e h 1 e t- D e d e k i n d~ Vorlesnngen fiber Zahlentheorie, vierte 
Auflage, Braunsehweig 1894~ w 16). Also liilat sieh far die Zahlen F ( a )  
eine vollstgndige Zahlentheorie entwiekeln. Im folgenden sollen mit 
l~bergehung aller Beweise mlr die Hauptpunkte dieser Theorie be- 
rfihrt werden~ soweit sie fill- die Anwendung, die das Zie[  der 
ganzen Arbeit darstell b notwendig sind.*) 

�9 ) Eino ausftihrlichero Darstellung, die sich iibrigens hier fast Wort  fiir Wort  
einfiigen liege, ridder sich in meiner in Nr. 1 zitierten Abhandlung, Nr. 11 bis 31. 
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11. Primzahlen.  Kongruenz der Zahlen. Lineare  Kon- 
gruenz. Eine Zahl ~ ( ~  ~), die nur siah selbst und s znm Teiler 
hat~ heil~t eine P r i m z a h 1. Die Zerfgllung in Primzahlen - -  im 
Sinne der Operation ( . ) - -  ist eindeutig. 

Wenn a (--)~ dureh V teilbar ist~ so heigen ~ ~3 naeh (dem 
M o d u l )  ~ k o n g r u e n t :  

~.-~ ~ (~.). 

Die l i n e a r e  K o n g r u e n z  

~(- )  ~ ~ (,~) 

hat eine and nur eine Wurzel~ wenn ~. und ~ teilerfl'emd sind; 
ist dagegen der grSgte gemeinsame Teller ~ yon ~ nnd ,~ gr6ger 
als ~ so hat sie q~ (8) oder keine Wurzel, je naehdem 8 in ~ auf- 
geht oder nieht. 

12. Analogon des Fermatschen  Satzes.  Wird qo (~) ~ r ( (b ~) 
we ~ (m)~ wie ablich~ die Anzahl tier zu m teiierfremden Zahten 
in der Reihe 0~ l ~ . . . m - - 1  bedeutet~ gesetzt~ so ist far jedes 
zu ,a teilerfremde 

Insbesondere ist far eine Primzahl 

18. Res t e  zweiten Grades. Analogon des Euler isehen 
Kri te r iums.  Analogon des Legendreschen  Symbols .  Be- 
s t immung der Res te  fa r  einen gegebenen l~Iodul. 

Je naehdem die Kongruenz 

we 8 zu ~ teilerfremd ist, 15sbar ist oder nieht~ soli 8 ein R e s t  
z w e i t e n  G r a d e s  (oder kurz Res t )  oder ein N i c h t r e s t  yon 
p heil3en. 

Far  den Modul ~ ist jede Zahl Rest; far eine grOgere 
Primzahl ~ als Modul ist 8 Rest oder Nichtrest~ je naehdem 

l~onatsh, ftir ~Iathematik u. Physik, X:g]II. gahrg. 7 
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ist; hiebei ist r -~ -?  @) gesetzt. Diese Zahl ( 1 ) s  soll dureh das 

Symbol (("-~)) bezeiehnet werden. Es gilt ((8))(.)((8_~)))((~)}. Ist 

Rest, so hat die Kongruenz 

zwei Wurzelm 

Ffir den Modus ~(,o gelteu dieselben Resultate, dagegen 
verlangt der Modul ~('~)eine besondere Behandlung. Nach dem 
5~odul ~ (2)ist s Rest~ (--)~ Nichtrest und die Kongruenz 

(2) ~_ ~ (~ (2)) 

hat die zwei Wurzeln ( •  Nach dem ~Iodul ~lo~)~ wo n =  > 3 ist, 
sind aHe jene und nur jene Zahlen ~ Rest% die ~ - :  (7(3)) sind und 
die Kongruenz 

(2) ~ 6 (-~('~)) 

hat in diesem Fall vier Wurzeln. 

Ist endlieh der Modul ~ zusammengesetzt 

0~k) 

o ist eine Zahl ~ nut dann Rest yon ~ wenn sie Rest yon 5("~ 
~,)~... ~ (~1~) ist und die Anzahl der Wurzeln der Kongruenz 

k 

ist in diesem Falle gleich dem Produkt der Wurzelanzahlen ft~r 
die genannten Moduln. 

14:. Bestimmung der Moduln, yon denen eine gegebene 
Zahl Res t  ist;. Ergi~nzungsstttze und Reziproziti~tssatz. Die Zahl 
(--)~ ist Rest oder Niehtrest der Primzahl ~:, je naehdem ~---~ 
~('):~(:)(:d:)a ist. Die Zahl q ist Rest oder Niehtrest der Prim- 
z~hl ~, je naehdem ~ die Form v (.)r~(~)(d:)e oder die Form 
v (.) ~(3) ( •  ~ hat. 

Sind ~ und~  zwei voneinander und yon ~ versehiedene 
Primzahlen, so gilt 

.15. Die quadrat ische Kongruenz. Ers te  Bedingung ftir 
die Liisbarkeit .  Die quadratisehe Kongruenz wurde in Nr. 2 
und 3 auf die Form 

T x  2 -~- x 
2 - [ - U x ~ - - C ( m )  
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.gebraeht? aus dieser ist sofort zu sehen~ dal~ sie nar dann 15sbar 
1st, w e n n -  C dureh den grSl~ten gemeinsamen Teller D yon 
T~ U~ m teilbar ist, in diesem Falle ist sie mit der Kongruenz 

~ "  - - U - + - ~  ' x ~  J~ \~5/ 

gleiehwertig; jede Warzel dieser Kongruenz liefert D Wurzeln der 
arsprtingliehen. Es mSge daher weiterhin angenommen werden ~ 
dag T~ U~ m nieht alle eiuen gemeinsamen Teller haben. 

16. Reguliire und i r regul~re  I~Ioduln. Eigenschaf ten  der  
regul~ren l~Iodulu. Es mSge nun bei gegebenen Tjede ungerade 
Primzahl p i r  r e g u 1 • r oder r e g u I iir genannt werden~ ie naehdem 
sie in T aufgeht oder night; die Primzahl 2 hingegen soll regulfir 
heigen~ wenn T~2(4) ist, sonst immer irregul~tr. Ferner beige 
ein )5odul dann und nur dann reguli~r~ wenn er lauter regulate 
Primfaktoren enthitlt~ sonst irregular. 

einem regul~ren 5Iodul ist der Brueh 2 stets einer ge- Naeh 

wissen ganzen (ttbrigens zu m teilerfremden) Zahl h kongraent: 

2 
T = h (m). 

In der Tat ist T za jedem ungeraden Primfaktor p des ~Ioduls 
T 

teilerfremd nnd wenn m gerade ist~ so mul~--~ naeh der oben ge- 

gebenen Definition ungerade sein und man hat wieder 

1 
T ---- h (m) 

-2- 

Zahl 
ttieraus folgt weiter, dal~ na.eh einem regularen Modal m jede 

4 a - -  T - - 2  U 
Y(a) : 2 T 

einer ganzen Zahl~ ferner aaeh die Zahl 

/= (T+ 2 U) (T+ 2 U- 4) 
ST 

7 ~ 
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einer ganzen Zahl s kongraent ist. Denn man hat 

F(a) ~ h (a T @  2 4 U) 

f ~ h  T+,U4 (T@-42U 

and des bier auftretende Nenner 4 heb~ sich in dem einzigen 
FaUe: in dem er Schwierigkeiten bereiten kSnnte, ngmIieh bei 
einem geraden l~odul m~ weg; denn in diesem Fatle ist (wie 
vorhin) 

T_=_ 2 (~), 

ferner, weft T~ U~m keinen gemeinsamen Teiler haben sollen, 

U = 1 (2), 

somit T @ 2 U  . 4 eme ganze Zahl. 

Man kann endlich schliel~en~ dal~ far einen regali~ren 3/Iodul m 
die Kongruenzen 

und 
~ ( ~ )  

w'o u = F(m) ist~ aq~ivalent sind. 

Setzt man n~mlieh ( I ) (~)~  a, q)(~)~---b~ so lautet die erste 
Kongraenz 

4 a - -  T - -  2 U__._ 4- b - -  T - -  2 U (m), 
fiT -- 2T 

kann daher durch 
h a ~ h b (m), 

a ~_ b ( ,g 

ersetzt werden/ diese Kongruenz ist aber nach dem Satz in Nr. 9 
mit ~ ~ ~ (~) aquivalen~. 

17. L S s b a r k e i t  e iner  q u a d r a t i s c h e n  K o n g r u e n z  nach  
e inem regu l~ ren  hIoduL Aus der Kongruenz nach dem regul~ren 
Modul m : 

T x  ~ -+- x 
2 + U z ~ - - C r  
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oder 
~r~ Z2 -4- 93 

2 
- - §  c.§ - c ' §  (,,~) 

folgt~ wenn 7 uncl ~ durch die Kongmenzen 

,~ =~ - C (m) 

bestimmt werden~ 

T ~  @ U~ @f~;,@ f(m). 

T 
(Der gebroehene Koeffizient ~2-maeht keinerlei Schwierigkeit~ da 

bei geradem m aueh T gerade ist.) Die letzte Kongraenz kann 
aber aaf die Form 

~(~) ---~ "c q - / ( m )  

gebr~eht und start dieser kann naeh dem letzten Satz in Nr. 16 

gesetzt werden. Also ist die Zahl 

= "r (+)  (T ,,-- ~ v) (T q- 2 u - -  s) 
8 T  

Rest zweiten Grades des Moduls ,a. Daftir kann naeh Nr. 9 ge- 
sagt werden~ die Zahl 

~, (~ (+)(T+~ ~7) (T+ 2 ~,~-s) ~ ( (T+ ~ U)(T+ 2 U-S) ) 

= q~ (:) @ (T@ 2 g ~) (T-+- 2 U - -  4) 
�9 16 

sei quadratiseher Rest des ~Iochals m. SehlieNieh is~ 

r (~) = �9 ( - -  C) = - -  ~ T C + T 4 -  2 U (m). 
4= 
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Das Resultat ist also folgendes : 

Die Kongruenz 

T x  ~ -{- x "~ q-- Ux + C =_ 0 (m). 

ist dann und nur dann 15sbar~ wenn die Zahl 

--2TC4-T+2~7 } (T+2U) ( T + 2 U - - 4 ) =  
16 

_ _  T 

2 

c/uadratiseher Rest yon 
ist ebenso grol~ wie die 

2 2 ~  

~, ist; und die Anzahl der Wurzeln 
der Wurzeln der Kongruenz 

2T C @ . ( T @ 2 U ) ~ ( m  ) 4  " 

Der Ausdruek reehts stimmt~ wie leieht zu sehen~ mit dem 
vierten Teil der negativen Diskriminante der qaadratisehen Kon- 
gruenz iiberein. 

anbelangt~ sieh die 
verhalten. Um dies 
Kongruenz 

18. L0sbarkei/~ einer quadra~ischen Kongruenz nach 
einem beliebigen l~Iodul. Es bleibt nun noeh der Fall eines 
beliebigen Moduls M ztl untersuchen. Man denke sich yon 2]//-alle 
irregul~tren Primfaktoren q q'~. . ,  abgetrennt und setze 

M =- ~ �9 ~"~'... m. 

Es zeigt sieh nun, daI~, was die L6sbarkeit and die Wurzelanzahl 
der Kongruenz 

T x~ 4- x ~- U x + C ~ O  

beiden Noduln M und m vollstandig gleieh 
nachzuweisen~ ist nur zu zeigen~ dal~ die 

TX 2 + x 

wo q eine irregulgre Primzahl ist~ stets eine unc[ nur eine Wurzel hat. 

Es sei zuniiehst g ungerad% ~-- p. Bedeuten k and l zwei 
Zahlen aus der Reihe 

O~ 1: 2, . . . p ' ~ - -  1~ 
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so folgt aus der Kongruenz 

~ ' - - F -  .+ § 

daI~ 

[T(7~-+- Z § ~) §  V] (~ - -  Z) ~ 0 ~  ~) 

sein mulk Nun geht p in T~ aber nicht in 2 U auf (well j~ sonst 
T, U~m den gemeinsamen Teller p h~ttten)~ somit ist der Faktor 
T(k-~ l Q- 1) -~- 2 Uzum Modulso ~ teilerfremd und es mug k ~-~ 1 sein, 
daher nach der Voraassetzung ]~ mit 1 zusammenfallen. Also kommen 
unter den echten Resten der Zahlen 

x~-@x 
T ~ + U x  

alle Zahlen 0, 1 . . . .  p ~ - -  1 je  einmal vor. 

Es sei jetzt q ~-  2~ dann ist T entweder durch 4 teilbar oder 
ungerade. Im ersten Fall ist der Beweis iihnlich wie vorhin. Es 
seien ]~l zwei Zahlen ~us der Reihe 

0, 1: 2~ . . . 2 ~ -  Ii 

aas der Kongruenz 

k2-4-- k l~ -~- l P ~ ~ vk~_ T - - y - 4 -  u1 (2,~) 

folgt 
VT ] 

T T 
der Fa~tor-2- (k -~- l ~-  1) ~-  U ist ungerade, well -~ ger ade, U un- 

gerade ist~ also mul3 k -  1 durch 2 ~* teilbar~ mithin k--=-1 sein. 

Ist dagegen T ungerade, so mSgen ]c,l zwei Zahlen aus der 
Reihe 

O~ 1~ 2~ . . .  2 ~ + ~ -  1 

sein. Aus cler Kongruenz 

folgt 
[T(1~ + z4-1) 4- 2 u] (~ - -  0 ~ o (2~+ ~). 
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Da die Zahlen T uad T-j-2 U beide ~ngerade sind, so hat. die 
Kongruenz 

T- g =_ T+ 2 U(2-+ ~) 

eine und nur eine LSsung y~ die t~berdies eine ungerade Zahl ist. 
Statt der letzten Kongruenz kann nan aaeh die Kongruenz 

[~ § z + g~ (~ - -  l) - -  o (2 ~ + 9 

ei~geffihrt werden. Da die Differenz der beiden Faktoren links 
21@g~ also ungerade ist~ so kann sie nur erftillt werdenv indem 
einer der Faktoren dureh den ganzen Modul 2~+1 teilbar ist. Es 
muJ3 also entweder 

k ~ l  oder k ~ - - l - - y ( 2  '~§ 
sein. Diese beiden F~lle sind stets streng gesehieden~ weft 

z_--i_---- z - g (2 )  

ist. Mithin erh~tlt man, wenn in 

Tx~+x 
2 ~- d x  

alle Zahlen yon 0 bis 2 ~ + 1 - - 1  eingesetzt werden~ nach dem 
Modul 2 ~ jede Zahl genau zweimal, also ist jede Kongruenz 

auflSsbar. 
Die Z~hlung der Wurzeln ist freilieh in diesem Falle nieht 

in der gewShnliehe'n Art durehffihrbar. In der Ta% ist x eine 
Wurzel der Kongruenz 

~2+X 

so sind alle andern nieht, wie es sonst der Fall ist in der Formel 

x §  2",. u, 

sondern in den beiden Formein 

~ + ~ , , + ~ . u ,  - - ~ - - g - 5 2 " +  1. u 

enthalten. 3{an kann nur sagen~ dal3 sieh unter je 2 '~ aufeinander- 
tblgenden Zahlen durehsehnittlieh eine Wm'zel befindetl allerdings 
bekommt man dureh Wahl der Teilungspunkte 

. . . .  g - - - - - 2 " ,  g 'q 5 2 " - - ~ - @ 2 . 2 ' ~ . . -  
' 2 2 '  "2 
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Intarvall% dis je sins Wurzsl anthalten~ abet die Wurzal steht 
erst in .jedam zwaitan der Intervalle wieder an darselban Stalla~ 
w~threncl in den d~zwiszhenliegenclen Intarvallan dis Anorclnung 
genau entgagangesstzt ist. Der Grund dieser Ersaheinung liegt 

T 
darin~ dal~ die Koeffiziantan der quadratischen Kongruanz A ~ -2- 

T 
uncl B _~_y q - U  den Iqennar 2 aufweissn~ wcnn auch dis Formal 

A x 2 - ~ B x q  - C fur ~lle ganzzahligen Werta yon x selbst ganz- 
zahlige Warta annimmt. 


