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UNA DEFINIZIONE SINTETICA, DELLE CURVE POLARI; (*) 

Nora di G. B. G U 0 131 A, in Palermo. 

AdunanztL del x 3 agosto 1893. 

I. Siano nel piano: [G] ~ un sistema lineare di curve, d'ordine 
n e dimensione k; P un punto qualsiasi. 

Qual'~ il luogo dei punti in cui rette condotte da P hanno 
contatti d'ordine k con curve del sistema [C} ~ ? 

Si indichi con ~ il luogo cercato e con ~-k il suo ordine. 
a) Sia k ~  I. Poich~ vi ~ una, ed una sola, retta uscente da 

P, la quale ~ ivi tangente ad una curva del fascio (C), ne segue 
che la curva rI,* v passa con un ramo pel punto P. D'altra parte, una 
retta condotta ad arbitrio per P contiene, come 6 noto, 2 ( n - - I )  
punti (diversi da P), in ciascuno dei quali essa ~ tangente ad una 
curva del fascio (C). Di qui s'inferisce che il luogo a~iv b dell'ordine : 

(I) I + 2 ( n - -  0 - - 2  n - -  I. 

( ' )  Questa breve nota ~ estratta da un S, ancora inedito, delle Ricerche sui 
sistemi lineari di curve algebriche plane, dotati di singolaritdt ordinarie, una parte 
delle quali si ~ pubblicat:t .in questi Rendiconti, t. VII, 1893 , pp. i93-25~. CosL 
mi riserbo di far conoscere pifi tardi le proprletb, dei luoghi ~p e degl'inviluppi 

f ~  qui considerati. 
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b) Sia k >. I. Si indichi con :  
B u n  punto base semplice di un sistema lineare [C]'  d 'ordine 

n e dimensione i ;  
R' nna ' re t ta  condotta ad arbitrio per B ; 
v~ la classe della curva, fl~,, inviluppo delle rette, le quail, nei 

nei punti di R', hanno contatti d'ordine i con curve del sistema [C]' ;  
~., il numero delle rette uscenti da B, ciascuna delle quali ha 

un contatto d'ordine i + I con una curva di [C] ~. 
Fra le curve del sistema [C] i v e  ne ~ u n a ,  ed una sola ,  che 

ha in B u n  contatto d 'ordine i con la retta R'. D'altra parte, la 
retta R' contiene (i + i)  (n - -  I - -  0 punti (*), in ciascuno dei quali 
essa ha un contatto d'ordJne i con una curva di [C] ~. Di qui s ' in- 

ferisce che l'inviluppo ~ ,  ha, nella retta R', una tangente multi- 
pla del grado:  

( i -~ -  I ) ( n - - I - - O -  [- I - - ' - ( i - - ~  I )  ( n  - -  / )  - -  i. 

Tutte  le curve di [C] i che passano per un punto qualsiasi Q 

della retta R' costituiscono un sistema lineare [C] *-', nel quale vi 

s'ono, per ipotesi, ~,-i curve, ciascuna delle quali ha in Q un con- 
tatto d'ordine i con una retta. Sono dunque in numero 

(i + O ( n - - O - - i  

le tangenti che si possono condurre da Q alla curva fl~,. Si ha 
quindi : 

(2 )  + ( i +  i )  (n - -  i)  - i. 

Ritorniamo :d luogo cercato ,IJ~, relativo al sistema [C] ~. 
Si conduca nel piano una trasversale arbitraria T. Per un pun- 

to qualunque ~ di questa retta passa u n a ,  ed una sola, curva del 
sistema [CJ k, la quale ha ivi un contatto d'ordi'ne k - -  I con la retta 
P z. Questa curva incontrer,~ T in altri n -  I punti [~. Reciproca- 

(*) Intorno all,t formola ( t - I-  I) (n - -  t) ct'r. : Due JJroposi~io~i relative alle 
invohtzioni di specie qualunque, dotate di singolarit~ ordinarie (questi Rendiconti~ 
t. VII, i893, pp. 49-6o), nora a pi~ delia paglna ~ .  
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mente : Si ass uma ad arbitrio un punto [5 nella retta T. Tut te  le 
carve di [6"] ~, le quali passano per [5 costituiscono un sistema lineare 

[C] ~-'. Ora, le v~_, rette uscenti da P e tangenti all'inviluppo a ~  ~ 
relativo at sistema [C] ~-' incontreranno la retta T in altrettanti 

punti ~. Cosi : a ciascun punto ~ corrispondono n - -  I punti [~ ed a 
ciascun punto i~ corrispondono v[_, punti ~. Vi saranno dunque (*) 
n ~ r + v[.~ punti ~, ciascuno dei quali coincider~ con uno dei cor- 

rispondenti [3. Poich+ ognuna di queste coincidenze ~ un punto co-- 
mune alla retta T e al luogo r ne segue che :  

(3) t~ --- n + v' ,~-- l - -  I .  

Una trasversale condotta ad arbitrio pel punto P contiene 

(k + 0 ( " -  k) 

punti (diversi da P),  in ciascuno dei quail essa ha un contatto d 'or-  
dine k con una curva de1 sistema [C] ~. Essendo quesfi i soli punti 
in cui la trasversile incontra il tuogo q ~ ,  oltre il punto P, se ne 
conclude che il luogo m6desimo avr~i in P u n  punto multiplo de1 
grado : 

+ k). 

Si osservi, the una qualsiasi delle tangenti in P alla curwt ~ ,  
una retta che ha ivi un contatto d'ordine k con una curva del sistema 
[C] k, val quanta dire un contatto d 'ordine k con una curva del 
sistema minore [C] ~-' dotato d 'un  punto base semplice in P. Si ha 
quindi : 

(4) ~k_, - -  V-k - -  (k + ~) (n - -  k) ; 

(*) d e J o n q u i ~ r e s ,  Thdor~mes gdndraz~ conoernant les courbes g~om~tri- 

ques planes d'un ordre qu,lconq~te (Journal de Math~matiques, 2~ s~rie, t. VI, x86i, 

pp. i 13-i 36).--C r e m o n a, Introduzione ad una teoria geometrica ddle carve piane 

(Mere. Acc. Bologna, X l I t ,  I862), n ~ 83. - - R i g u a r d o  al cc principio di corri- 
spondenza ,b fin qui esclusivamente attribuito a C h a s 1 e s ,  rimandiamo il let- 
tore alIa recente ed interessaute monogr,tfia deI S e g r e :  Intorno aUa storia de! 

principio di corrispondenza e dei sistemi di curve (Bibliotheca M~thematica, i89z, 

pP. 33-47). 
Reml, Circ, Matem., t, VII, parte v~.--St.tmpato il 6 ottobre i89~. 34 
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e scrivendo k - - I  in luogo di k:  

(5)  ~.~_2 - -  I,.~-, - k (n - k + ~). 

Ora, dalle (2)(per i z k - - ~ ) ,  (3) e (5) ricaviamo la formola 
di ricorrenza : 

V'k---V'h--, + n - - k ;  

mediante la qhale~ in virtfl della 0 ) ,  si deduce: 

(k + ~) (2 n - -  k) 
(6)  I'-, - -  2 

D'altra parte, dalle (4) e (6) si trae: 

:2 

Possiamo quindi enunciare la seguente proposizione : 
Dato un sistema lineare .d'ordine n e dimensione k, il Iucrgo dei 

punti in cui rette uscenti da un .punto fisso P hanno contaUi d'ordine 
k con curve dd sistema, ~ una curva, O~,, dell'ordine 

la qtCale passa con 

rami pel puntb P C) 

(k + O ( 2 n  7 k) 

k(k  + 0 

2. Suppongasi che il sistema [C] k sia tale rispetto al punto P, 
che, per ogni retta R condotta per P e per rutt'i valori successivi 
di l d a  I a k vi sia un sistema lineare [C] ~-l, contenuto'in [C] ~-z+', 

(*) Per k = I  cir. C r e m o n a, Introduz., etc., n ~ 85. Le curve ~ ,  relative 

ai punti del piano costituiscono un sistema oo k , c h e  ~ Iineare per k = I. Delle 

curve tI~i~ mi sono gi,~ servito nelle mie Lezioni di Geometria superiom (1889-9o, 

l i togr. ,  pp. I55-I62 ) per determinare, in varl casi di singolarit'k, l'abbassamento 
che subisce iI numero dei punti doppi di un fascio. 



mqA Dr.rlmzIo~lz SI,',ITETmX DELL~. CURVE I'OL21RI. 26 7 

la curva generica del quale abbia ,~ (I  ~ , ,  < % < . . .  < *k ~ n) 

delle sue intersezioni con g riunite in P.  
In queste ipotesi come si comporterS, il luogo ,l,~, nel punto P ? 
In virtfi di una proposizione dimostrata altrove (*), la tetra R 

conterrS. 

k(k + 
/~x 2 

_ ( k +  
- -  2 ~ Z fit 

punti, in ciascuno dei quali la retta medesima ha con una curva del 
sistema [C] * un contatto d 'ordine.k.  Poich~ son questi i soli punti 
in cui la retta R incontra la curva ~ oltre il punto P, se ne con- 
clude che 

2 2 l--x t,=f 

intersezioni di R e 0~, coincideranno nel punto P. Epper6: 
La curva ~k e passa con 

5-  ~z 
l~,  

rand pel punto P. 

3- Nelle ipotesi del  n ~ precedente, si osservi, come sopra (n ~ I), 

che una tangente in P all.a curva ,I,~, ~ una retta che ha in questo 
punto un contatto d'ordine k con una curva del sistema [C] ~, val 

quanto dire : un contatto d'ordine k con uno dei ~ rami di una curva 
del sistema minore [C] k-~. Pertanto, ponendo : 

1r I - - - t ,  ~ t - -  r, %~---~l-,, (I-----2,3 . . . .  t - - i )  

abbiamo la proposiziohe seguente : 

(*) Due proposfzioni, etc., Lemma II. 
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Siano dati nel piano : un sistema lineare [C] ted un punto P. Sup- 

pongasi : 
i ~  il sistema ICy abbia in P u n  punto base (r)-plo; 
u ~ cbe, per ogni retta R uscente da P, e per tutt ' i  valori succes- 

sivi di i da i a t, vi sia un sistema lincare [C] t-', contenuto in [C] ~ - ' ,  
la curva generica deI quale abbia p~ delle site intersezjoni con R ritu. 
nite in P; dove: 

r < p , .<  ~ < . . .  < ' ? , ~ n .  

In queste ipotesi vi  saranno : 

# m g  

rette uscenti da P, ciascuna delle quali ha ivi un contatto d'ordine" t + i 
con uno degli r rami di una curva del sistema [C]'. 

4- In particolare, il sistema [C] ~ sia dotato in P d 'un punto base 
(r)-plo (r :~  t), i cui gruppi di tangenti alle singole curve costitui- 
scano un'involuzione di grado r e specie t ( the  per semplicit,~ sup- 
porremo non abbia raggi base). In questo caso il sistema [C] * non 
conterr~t Curve dotate in P d 'un  punto.di  moltiplicit~t > r (*). Ma, 
condotta per P una retta arbitraria R, per tutt 'i valofi successivi di 
i d a  i a t vi sar,~ un sistema lineare [C]. f-', contenuto in [C] t'~+', 
la cui curva generica passa pel punto P con r rami, uno dei quali 
ha ivi un contatto d'ordine i con la retta R. Talch+, ponendo nel 
teorema precedente p, ~ -  r + i, si ha la proposizione : 

Dato un sistema lineare ~ ' ,  il quale possiede un punto base (r)-plo, 

P (r ~___ t), i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un'in- 
voluz~ione di grado r e specie t senna raggi base, vi sono : 

(t + (z r + t) 
2 

(*) Ricerche, etc . ,  n o I : .  
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rette uscenti cla P, ciascuna delle quali ha ivi un contatto d" ordine t + 

con uno degli r rami di una curva del sistema (*). 

5. Siano dati una curva C d'ordine n ed un.punto  qualsiasi 
P.  Si indichi con:  

R una tetra scelta ad arbitrio nel piano; 

? , _ z ( l - - o ,  I,  2, . . .  r . - - I )  un gruppo qualunque di n -  I 
rette uscenti daI punto P. 

Le r + I  curve d'ordine n, linearmente indipendenti :  

~p., ?,_, R, �9 . .  %__,+< -,V-', C 

(dove R i indica la retta R contata ] volte) individueranno un si- 

sterna lineare, d'ordine n e dimensione r :  

(7) [q~,, %,__, R . . . .  .?._,+, R r C.], 

tale che :  per tutt ' i  valori successivi di i d a  I a d  r, il slstema ~o'-~: 

(8) [%, R, . . .  

contenuto nel sistema oo'-i+' : 

l?P., <P.-, e , . . .  <p,,_,+,_, z "-'+'] (**), 

ha in P un punto base ( n -  r + i)-plo (***). 
Poich~ la curva generica del .~istema (8) ha n - -  r + i inter- 

sezioni riunite in P con ogni retta uscente da "questo punto, ne se- 
gue (n I I e 2) che la curva ~ ,  luogo dei punti in cui rette con- 

dotte da P hanno contatti d'ordine r con curve del sistema (7)', la 

(*) Cfr. D o e h I e m a n n, Ueber lineare Systeme in der Ebene und im Raum 

und hber deren Ja  c o b i'sche Curve beziebun~sweise Ja  c o b i'scbe Fl~che (Math.  

Ann. ,  XLI ,  1893, pp..545-57o~, p. 549- 
( * * ) . P e r  i = I :  contenuto  nel  s is tema .o r (7). 

(*~*) Riaerebe, etc., Teo rema  I, a. 
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quale ~ dell 'ordine 

passer~ con 

G. B. G U C C I A .  

(r + I) (2 n - -  
2 

J ~  r ( r  - -  I) 
5 - ( "  - + i )  - -  

rami pel punto P. 
Ora, egli + evidente che il luogo ,I,~, sar!t composto delle 

t-.,~-, r(r - -  I) 
Z ( n - - I ) ~ _ n r  
1 ~ o  :2 

rette uscenti da P,  che costitui~scono i gruppi ? , ,  ? ._ , ,  . . .  ?,_,+,, 
e di una curva residuale, d'ordine 

r ( r -  I ) ]  (r + i)(2 n - -  r )  _ n r  = n - r ,  

la quale non passa, in generale, pe! punto P. 
Dico che quest'ultima curva (che indicher6 con C~,) ~ la (r)  ~'= 

polare del punto P rispetto alla curva data C. 
A tal uopo ~ mestieri dimostrare : a) che, per r - -  I, la curva 

C~, coincide con la prima polare di P rispetto a C; b) che ,  per 
r ~ 2, 3, - �9 �9 , la curva C~, coincide con la prima polare di P ri- 
spetto a C~, -x. 

a) In virtah della sua definizione, il luogo ~ ,  passer~ per gli 
n ( n - -  I) punti di contatto delle tangenti condotte da P alla curva 
C. Questi  punt i ,  non potendo trovarsi sulle rette dei gruppi ?,,, 
,%_,, . . .  ?,_,+, (i quali, per ipotesi, sono stati assunti ad arbitrio) 
si troveranno tutti necessariamente sulla curva C~. Ora, siccome per 
gli n (n - -  I) punti comuni a "due curve d'ordini n e d  n - -  I non 
pu6 passare un'altra curva d'ordine n - -  I, cosl si conclude senz'al- 
t r o c h e  la curva C~ coincide colla prima polare di P rispetto a C. 

b) Sia Q il punto di contatto di una tangente condotta da P 
alla curva C~-'. II sistema ~,-z 

[?,, ?,_, R, . . .  ?,_,+~ R'-L C] 
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conterr'X una curva, la quale avr'X in Q un contatto d'ordine r con 
la tetra P Q. Ma quest'ultimo sistema + contenuto nelsistema r (7); 
dunque:  il punto Q apparterr~ "anche alla curva C~,. Ora, poich~ 
la curva C~, (d'ordine n - - r )  passa per gli ( n - - r )  ( n - - r  + I) 
punti di contatto delle tangenti condotte da P alia curva C~-' (d 'or- 

dine n - -  r + O, ne segue, come sopra (a), che essa ~ la prima 
polare di P rispetto a C ~ '  . 

Si ha quindi la seguente proposizione : 

Siano dati : una curva fondamentale C, d" ordine n, ed un ]oolo qual- 
siasi P. Indicando con : 

R una rata scelta ad arbitrio nel piano; 

9,-4 (l " - -o ,  I, 2, , . .  r -  I) un gruppo qualunque di n -  I 
rette uscenti da P; .  

allora : la (r)  ~* ~Oolare di P rispetto a C ~ la ctgrva (d'ordine 
n - -  r)  che, insieme ai gruppi di rette 

~,,,  ~ . . , ,  . . .  ~ , _ , + , ,  

costituisce iI  luogo dei punti  in cui rette condotte "da P banno contatti 

d'ordlne r con curve del slstema lineare (d'ordine n e dimensione r) 
determinato dalle r + I curve: 

q~,, 9 .- ,  R, . . .  ?.-r+, R " ' ,  C 

(dove R i indica la retta R contata ] volte). 

In particolare, per r --- i " 

La prima polare di un punto P rispetto ad una curva C, d'or- 

dine n, ~ la curva (d'ordine n - -  I) che, insieme ad un gruppo qual- 

siasi, ? . ,  d i n  rette uscenti da P, costituisce il luogo dei punti di con- 
tatto delle tangenti condotte da P alle curve del fascio (? . ,  C)(*) .  

(*) t~ mio debito far conoscere che il prof. C r e m o n a, aI quale avevo co- 
muaicato il superiore teorema, mi scriveva, in data del 28 agosto I893, di esser- 
gli gi/~ noto pel caso partir r = I. 
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6. Un teorema affatto analogo si ha, nello spazio, per le superficie 
polari di un punto rispetto ad una superficie data. D'altra parte, 
segando il sistema lineare (7) con una tetra condotta pel punto P 
si ritrova, nel campo binario, Ia definizione data dal sig. K o h n pei 
centri armonici di grado n - -  r (*). 

Pa le rmo ,  se t t embre  1893. 

G. B. G u c c l A .  

(*) G. K o h n ,  Zur Theorie der harmonisehen Mittelpunkte (Sitzb. der  k. 

Akad.  tier Wissensch.  zu Wien,  II. Abth . ,  Jul i -Heft ,  i853)  , a o 8 (po: leado ivi n - -  r 

in  luogo di r ) .  


