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Uber Dirichletsche Reihen und algebraische
Differentialgleichungen.
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Alexander Ostrowski in Géttingen.
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Einleitung.

Nachdem Holder bewiesen hat, daB die Gammafunkiion keiner

algebraischen Differentialgleichung geniigt'), wurde dieselbe Eigenschaft
fiir viele Funktionen bewiesen. Zu den interessantesten Resultaten in
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3} Math. Ann., 28 (1887), 8. 113, fiir andere Beweise des Batzes vgl. E. H.Moore,

Math. vAnn., 48 (1897), 8.49—74; N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gamma-
funktion, Leipzig, Teubner (190@; A. Ostrowski, Math. Ann., 79 (1919), S. 286—-284.
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sche {-Funktion keiner algebraischen Differentialgleichung geniigt®). Im
ersten Paragraphen der vorliegenden Abhandlung werde ich nun beweisen,
daf} dieselbe Bigenscheft allen Dirichletschen Reihen

‘j (229

i 78
zukommt, bel denen alle Koeffiztenien a, won 0 verschieden sind, oder
auch nur solche Koeffizienten von O verschieden blesben, dafs die Indizes n
dieser Koeffizienten a, durch unendlich wiele verschiedene Primzahlen
teilbar sind. Noch allgemeiner, jede Dirichletsche Reihe

Ng g™ ns
P 13

besitzt diese Eigenschaft, bei der alle 1, sich nicht durch endlich viele
unter ihnen linear ganzzahlig ausdriicken lassen, insbesondere also, wenn
unter den 1, unendlich viele linear unabhingig sind. Wir werden diesen
Satz in einer insofern noch allgemeineren Gestalt beweisen (Satz 1 u. ),
als wir die Unméglichkeit einer algebraischen Differenzendifferentialgleichung
nachweisen, also einer Funktionalgleichung von der Form

Fiz, f(z), £ (@), ... (), Flz4+h), - P (2R, ..o,
Fl@+hy)s oo [ (24 hy)) =0,

wo k., h,, ..., 'k, reelle Zahlen sind, F aber ein Polynom in den in F auf-

tretenden Argumenten ist. Dies ist insofern von Wichtigkeit, als sich

mit Hilfe der hierin enthaltenen Tatsache, dafl die Riemannsche {-Funk-

tion keiner algebraischen Differenzendifferentialgleichung geniigt, die Rich-
tigkeit des von Hilbert vor etwa 20 Jahren vermutungsweise als ,,wahr-

scheinlich* susgesprochenen und seitdem noch nicht bewiesenen Satzes

nachweisen 1a8t, daB die Funktion l(z,s), die fir 2! <1, Ris) -1

durch die Reihe definjert wird:

‘als Funktion der beiden Variablen =z, s aufgefaBt, keiner algebraischen
partiellen Differentialgleichung geniigt®). Dieser Nachweis wird im § 2

%) Hilbert, Mathematische Probleme, C. R. du 2. congrés international des
math., Paris 1902, S. 100. Die Ausfilhrung des Beweises gibt V. E. E. Stadigh,
Digsertation, Helsingfors 1902. Wegen Literaturangaben iiber Funktionen, die keiner
algebraischen Differentialgleichung geniigen, sei fiberhaupt auf die Einleitung zur
Dissertation von Stadigh, sowie auf die Abhandlung von R. D. Carmichael,
Trans. Am. M. Soc., 14 (1913), 8. 311 verwiesen.

%} Mathematische Probleme, L c. 8. 101
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erbracht (Satz 2), und zwar mit Hilfe der von Hilbert 1. ¢. angegebenen

Funktionalgleichung
- 0Lz ’.ﬁl

s =1z, 5 —1),

der I(w, s geniigt. Dann geben wir aber fiir diesen Satz einen zweiten
Beweis, der weder von der Hilbertschen Funktionalgleichung noch von
den Entwickelungen des ersten Paragraphen Gebrauch macht, und in dessen
Verlauf die Eigenschaft, keiner partiellen algebraischen Differentialgleichung
zu geniigen, z. B. fiir alle Reihen von der Form

fa(@)
ns

nachgewiesen wird, wo f,(«) ein beliebiges Polynom genau vom %-ten
Grade ist, und die Konvergenzbedingungen erfiillt sind (Satz 3). Im §3
zichen wir aus der in § 2 bewiesenen Eigenschaft von [(xz, s) weitere
Folgerungen. Es ergibt sich z. B., daB es unméglich ist, {(x, s) aus be-
liebigen analytischen Funktionen einer Variablen und beliebigen algebra-
ischen Funktionen mehrerer Variablen durch sukzessive Einschachtelung zu
gewinnen (Satz 4)*). Die beim Beweis erforderlichen Eliminationen lassen
sich vollsténdig streng und besonders einfach und iibersichtlich mit Hilfe
eines (selbstverstindlich lingst bekannten) algebraischen Lemmas durch-
fiahren, fiir welches ich im § 4 den auf kdrpertheoretischen Betrachtungen
beruhenden Beweis nachtrage, und das sich bei vielen verwandten Unter-
suchungen in dhnlicher Weise benutzen laft. Nachdem im § 4 noch einige
Erginzungen zu den Entwicklungen von § 1 gegeben werden, untersuchen
wir im § 5 allgemeiner die Eigenschaften von analytischen Funktionen,
die algebraischen Differentialgleichungen geniigen kénnen — ,,algebraisch-
transzendenten Funktionen'. Die Ergebnisse von § 5 gestatten uns dann,
die Satze von § 1 und § 4 auf Potenzreihen zu iibertragen. Es ergibt sich
dabei z. B. der Satz, daf man aus jeder Potenzreihe durch Multiplikation
gewisser Glieder mit — 1 auf unendlich viele verschiedene Weisen Potensz-
reihen erhalten kann, die keiner algebraischen Differentialgleichung ‘ge-
niigen (Satz 11), und einige andere Resultate, aus denen ich eftwa den
Satz hervorheben mochte, daB die Reihe

x | x* | 2*
e T
fiir keinen konstanten rationalen gebrochenen Wert von s einer algebra-
ischen Differentialgleichung geniigt. Fiir srraiionale Werte von s liegt
4) Diese Fragestellung ist dureh den bekannten Satz von Hilbert angeregt.

daB es analytische Funktionen von drei Variablen gibt, die sich nicht durch endlich
vielmalige Verkefttung von Funktionen von zwei Variablen bilden lassen.. 1. e. S. 92
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wohl diese Eigenschaft sehr nahe, ich konnte jedoch keinen strengen Be-
weis hierfiir erbringen. Im nichsten Paragraphen (§ 6) kann ich jedoch
als Korollar aus einem -allgemeineren Satz folgern, daB die Menge der Werte
von s, fir die {(z,8) einer algebraischen Differentialgleichung geniigt,
abzahlbar ist. — Im § 6 greife ich nun die aligemeine Frage an, welche
Dirichletsche Reihen fiberhaupt algebraischen Differentialgleichungen ge-
niigen konnen. Aus den Ergebnissen der beiden ersten Paragraphen folgt,
daBl eine solche Dirichletsche Reihe vom Typus
N7 On

Lt E

die Form haben muf

Fin ",ms % .., m. "),

wo Fi{x ,z,,..., %,) eine Potenareihe in ihren x Argumenten ist. Und
man kann leicht solche Potenzreihen F bilden, die fiir jede Wahl der
ganzen Zahlen ., n,, ..., n, Funktionen von s darstellen, die algebraischen
Differentialgleichungen geniigen. Denn es gibt Funktionen F(z,, ..., z,)
mit der Eigenschaft, da8 F (g, (2), @, (%), ..., @ (x)) stets einer algebrai-
schen Differentialgleichung geniigt, sobald das gleiche fiir ¢, (%), @, (2), ...,
@u(2) der Fall ist. Wir beweisen nun, da eine Funktion F(z,, ..., 2,)
dann und nur dann diese letzte Eigenschaft besitzt, wenn sie einem
sogenannten Mayerschen System algebraischer partieller Differential-
gleichungen gentigt (Satz 15). (Unser Beweisverfahren fiihrt zu einem
noch schirferen Satz.) Geniigt eine allgemeine Dirichletsche Reihe vom

Typus

einer algebraischen Differentialgleichung, so a8t sie sich, nach den Er-
gebnissen der §§ 1 und 2 in der Form darstellen

F(e—tls, g—lzsv I e—L‘“s),

wo F eine Potenzreihe ist, die nach positiven und negativen Potenzen
threr Argumente fortschreitet, A, 4,, ..., 4; aber reelle positive linear un-
abhingige Zahlen sind. Fiir Dirichletsche Reihen vom Typus

fa

w?
schreitet die Potenzreihe F' nach positiven Potenzen ihrer Argumente fort,
und nur in diesem Fall kann man auf die Existenz einer analytischen
Funktion schlieBen, die durch die in einem gewissen Gebiete konvergente
Potenzreihe F dargestellt wird. Jedenfalls kann wohl selbst im Falle der
Existenz einer solchen Funktion F daraus, daf sie fiir ein gewisses Wert-
system linear unabhéngiger 1, ..., 4. Zu einer eine algebraische Differential-
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gleichung befriedigenden Dirichletschen Reihe fiihrt, noch nicht ge-
schlossen werden, dal sie die im oben angegebenen Satz vorausgesetzte
Eigenschaft besitzt. Es 138t sich aber beweisen, dal sie einer alge-
braischen partiellen Differentialgleichung geniigt (Satz 19), und diese Eigen-
schaft bleibt sogar dann bestehen, wenn die Potenzreihe F(z,, ..., %)
keinen 2 u-dimensionalen Konvergenzbereich besitzt. In diesem Falle gibt
es eine partielle algebraische Differentialgleichung, der die Potenzreihe
Fiz,,...,%,) formal geniigt. Dagegen kann bewiesen werden, und ich
gebe diesen Beweis am Schlusse des § 7, dal, wenn die Funktionen
F(e—*s, e, . e~ %?) fiir jedes linear unabhingige Wertsystem der po-
sitiven 1 einer algebraischen Differentialgleichung geniigen, dasselbe stets
auch fiir
F(@1(8)s @3(8)s -5 pul8))

gilt, sobald ¢, (s), ..., ¢.(s) algebraischen Differentialgleichungen gentigen
(Satz 20). Auch diese letzten Ergebnisse lassen sich auf die nach belie-
bigen Potenzen von « entwickelten Integrale algebraischer Differential-
gleichungen iibertragen, worauf ich ebenfalls im § 7 eingehe. Diese Re-
sultate hingen eng zusammen mit den von Poincaré, Picard und anderen
entwickelten Methoden zur Untersuchung von Integralen von Systemen ge-
wohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung in der Umgebung kritischer
Stellen?}.

In § 8 beweise ich endlich (Satz 21 und 22), daB eine Potenareihe

__)ja,ia:"f (n;,_, <m-<...adint),
in der nicht alle n, sich linear ganzzahlig durch endlich viele unter ihnen
darstellen lassen, keiner an der dem Wert 2 == 0 entsprechenden Stelle
analytischen Differentialgleichung geniigen kann. (Fir komplexe n; sind
noch einige weitere Voraussetzungen ndtig.) Durch diesen Satz wird ein
Beispiel von so schweren (Verzweigungs-) Singularititen gegeben, daB die
mit ihnen behafteten Funktionen nicht einmal als Losungen von an
der entsprechenden Stelle analytischen Differentialgleichungen erhalten
werden konnen. Der Beweis verliuft ganz nach demselben Schema, wie
in §1, abgesehen von einem Punkt, der bei algebraischen Differential-
gleichungen selbstverstindlich ist. Es handelt sich um eine Tatsache, in
der insbesondere der Satz enthalten ist, daB, wenn eine analytische
Funktion einer analytischen Differentialgleichung geniigt, sie auch einer
solchen analytischen Differentialgleichung geniigt, bei der sie kein singu-
lares Integral ist. Ein direkter Beweis dieser Tatsache bietet Schwierig-
keiten, da der WeierstraBBsche Vorbereitungssatz bei Potenzrethen in

5y E. Picard, Traité d’Analyse, 3 (2. éd.), 8. 1—40.
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mehreren Variablen bekanutlich im allgemeinen erst nach einer geeigneten
linearen Transformation' anwendbar ist, eine solche aber bei Differential-
gleichungen nicht znléssig ist. Daher muBte diese Schwierigkeit auf einem
Umwege iiberwunden werden.

Die Hilfsmittel, mit denen die Beweise gefilhrt werden, sind sehr
elementar. Aus der Theorie der Dirichletschen Rethen wird nur der
Eindeutigkeitssatz benutzt, nach dem 1in einer konvergenten, nach
wachsendem 1 geordneten Dirichletschen Reihe Za‘. e Zis, die als' Funk-
tion von & fiir alle hinreichend grofie positive s verschwindet, alle Koeffi-
zienten a@; verschwinden. Im ibrigen haben sich die meisten Beweise auf
einfache formal algebraische Schliisse zuriickfithren lassen®).

§1.
Uber die Eigenschaft einer Klasse von Dirichletschen Reihen, keiner
algebraischen Differenzendifferentialgleichung zu gentigen.

Definition. Unter einer algebraischen Differenzendifferentialglei-
chung versiehen wir eine Funktionalgleichung von der Form :

1) Flz, {2+ ) =0,
wo hy, hy,, ... endlich viele reelle Zahlen sind, und F eine Polynom in
seinen. Argumenten ist.

Hilfssatz 1. Gendgt eine analytische Funktion ¢(x) einer alge-
braischen Differenzendifferentialgleichung von der Form (1), so geniigt sie
auch einer Differenzendifferentialgleichung

F(fP@+h)) =0,

in der F die unabhdngige Variable x explizit nicht enthdlt.

Wir konnen annehmen, daf F ein in seinen Argumenten irreduzibles
Polynom vom Grade n ist. Differenzieren wir (1) total nach x, so ent-
steht eine neme Differenzendifferentialgleichung fiir ¢

F*(z, f(z +h)) =0,

wo F *gx, f")(m%—h‘u)) ein Polynom in seinen Argumenten ist, dessen
Grad micht hoher als n ist. Andererseits enthilt F* sicher wenigstens
einen bei der Differentiation hinzukommenden Ausdruck f®(x -+ h,), der
in F nicht vorkommt. Daher kann F* durch F nicht teilbar sein, und
da F irreduzibel ist, wird die Resultante der Polynome ¥ und F* in bezug
auf & ein nicht identisch verschwindendes Polynom F** (f* (x + h,)) sein.

%} Die vorliegende Abhandlung stellt einen Abdruck einer von der philosophischen
Fakultit der Universitat GOttingen angenommenen Inanguraldissertation dar.
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Denn sonst hitten die Polynome F und F* einen gemeinsamen Teiler,
der in bezug auf  ganz, in den Ausdriicken f"'(z - &,) rational wire.
Daher wiirden sie nach den bekannten Sitzen iiber die eindeutige Zer-
legung von Polynomen in irreduzible Faktoren auch einen gemeinsamen
Teiler besitzen, der in z und f* (x4 h,) ganz wire, und dies ist un-
moglich. Nun gilt eine Identitdt

F* — M,F - M,F¥,

wo M, und M, Polynome in z, /*(x--h,) sind. Daher geniigt ¢z}
auch der algebraischen Differenzendifferentialgleichung

F¥ (£ (2 4+ 8,)) =0,
in der x explizite nicht vorkommst, w. z b. w.

Durch sukzessive Anwendung desselben Beweisverfahrens beweist man
ohne weiteres, daf wenn eine analytische Funkiion ¢ (z,y, ...) einer
algebraischen partiellen Differentialgleichung geniigt, sie auch einer solchen
algebraischen partiellen Differentialgleichung geniigt, sn der x, vy, ... ex-
plizit nicht vorkommen.

Hilfssatz 2. Bs seien 7, » ganze positive Zahlen, k. k,, .. .. k, reelle
untereinander verschiedene Zahlen und es werde etn Ausdruck betrachtet

L()= e ' (t=0,1,...,71; i=1,2,...,%),

in dem: nicht alle ¢ werschwinden. Dann besitzt dieser Ausdruck als
Funktion von L nur endlich viele reelle Wurzeln.

Beweis. Besitzt L (A1) unendlich viele reelle Wurzeln 4,, 4,,..., so
konnen wir aus ihnen jedenfalls eine Teilfolge von solchen Wurzeln heraus-
greifen, die gegen --oco oder — oo konvergieren. Denn sonst wiizden die
4; eine Haufungsstelle im Endlichen haben, und da L(4) in jedem endlichen
Punkte regulir ist, so miiite L{Z) fiir jeden Wert von 1 verschwinden,
und dann kann man fiir 4,, 4,, ... etwa die Zahlen 1, 2, 3, ... annehmen.
Es habe daher bereits die Folge

Ay Ags Ags oo (40, i=1,2,3...)
der Wurzeln von L (1} die Eigenschaft, dal etwa le A;==ocist. (Der Fall
da L1m J;= —co ist, wird auf diesen mruckgefuhrt indem man anstatt

L) den Ausdruck L (— 1) betrachtet.) Es sei o,,“dllt‘ ¢*%. dasjenige Glied
von L (1) mit ¢, ; = 0, welches das groBte k; und unter allen Gliedern von
L(Z) mit diesem k; das gréBte ¢ hat. Lassen wir in der Gleichung

1, -t —ik ‘ re ~t, kg —
-6;—’;11 4 é 2"11:*1 L(2.> =1 - 2 ct;i:li 3 e i(kp 6} = 0

i unendlich werden, so erhalten wir einen Widerspruch, w. z. b. w.
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Es sei nun <p(s)==2wie" 4% eine Dirichletsche Reihe, iiber deren

Konvergenz nichts bekannt zu sein braucht, jedoch sei Lim ;= +nc.

i=w
Es sei F(f ) (g4 k,)) =0 eine dlgebraische Differenzendifferentialgleichung,
in der s explizite nicht vorkommt. Man denke sich ¢(s) in den Aus-
druck F fiir f(s) eingetragen und das Resultat rein formal ausgerechnet
und in eine Dirichletsche Reihe umgeordnet. Verschwinden alle Glieder
der so entstehenden Dirichletschen Reihe, so sagen wir, ¢(s) geniige
formal der Gleichung F (£ (s + k)= 0.

Wir werden im Folgenden bei jedem Ausdruck von der Form e—#s
stets 1 als seinen Exponenten bezeichnen.

Hilfssatz 3. Gendigt eine Dirichletsche Rethe

p(s) = a;e” " (A << Ay < ... ad inf)
[
formal einer algebraischen Differenzendifferentialgleichung
(2) F(f”(s+ k) =0,

in der s explizite nicht vorkommt, so lift sich von einem bestimmien A,
an jedes 1, linear gamzzahliy durch die vorhergehenden 1, ausdricken.

Es sei n der Gesamtgrad des Polynoms F in bezug auf die Argu-
mente (s +h,). Wir konnen annehmen, daB n den kleinstméglichen
Wert hat, so daBl ¢ (s) gewiB keiner algebraischen Differenzendifferential-
gleichung formal geniigt, deren Gesamtgrad kleiner als n ist. Wir bilden
mun die Ausdriicke

(v}
By (5 - ) = L (e kB

2(F@ (s +h,)

Fassen wir einen dieser Ausdriicke F, , ins Auge, so ist er ein Polynom
in f®(s--4,), dessen Gesamtgrad kleiner als n ist. Tragen wir daher
in F, , fiir f(s) die Rethe ¢(s) ein und rechnen das Resultat formal
in eine Dirichletsche Reihe um, so konnen nicht alle Glieder dieser
Dirichletschen Reihe verschwinden. Es sei das erste nicht verschwin-
dende Glied der entstehenden Dirichletschen Reihe gleich b, ,e” *oo®. Wir
denken uns diese Anfangsglieder fiir jedes in Betracht kommende Zahlen-
paar g, ¢ berechnet.

Da die i; von einem gewissen % an positiv werden, und bei der Bildung
von F, ,(¢®(s+h,)) die einzelnen Glieder der Reihen ¢®)(s-+5,) hoch-
stens (n — 1) mal miteinander multipliziert werden, so ist klar, daf nur
endlich viele Glieder der Reihen ¢®(s--h,) zur Bildung der Glieder
bo,c¢ “¢°® oder der vorhergehenden Glieder in F, , (¢ (s+h,), die sich
weggehoben haben, beitragen konnen. Es gibt daher eine solche positive
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Zahl A, daB, wenn wir die Reihe ¢(s) bei irgendeinem Glied mit dem
Exponenten ;> A abbrechen und den so entstehenden, nur ams endlich
vielen Gliedern bestehenden Ausdruck in F, , (f®(s-+h,)) fir f(s) ein-
tragen, die Resultate wieder die Anfangsglieder bg,,e_lﬂ””‘ haben werden.

Die kleinste unter den Zahlen 1, , moge mit A, bezeichnet werden,
und es seien etwa Zo,,0, = dg,,0, = .. =1y o == A, wilhrend alle iibrigen
Ap.6 > A; sein mogen.

Es werde nun fiir ein 1, > A

-1 L3
g(s)=A4,(s)+R(s),  Ai(s)=2la e, Bi(s)=2lae "
0 @
gesetzt. Tragen wir 4,(s)+ R,(s) in F(f"(s+ h,)) fiir £(s) ein und
entwickeln nach dem Taylorschen Lehrsatze, so entsteht

(3) F(p®(sth,)=F (AP (s b))+ S F,, (AP (s 4+ b,) LE )

ds®
+ 20 W (B (s +D.) Fy (AP (s +R) + .-

Hier sind F,, F,;, ... die zweiten, dritten usw. Ableitungen von F
nach seinen Argumenten, ¥,, ¥, ... sind aber gewisse homogene Formen
zweiter, dritter usw. Dimension in den B{’(s -+ h,). Daher sind die Ex-
ponenten der Anfangsglieder von ¥,(R™ (s -+ k,)), ¥ (R™ (s+h.), - ..
wenigstens gleich 24, 34, usw. Da aber andererseits die Gesamtgrade
der Polynome F,, F,, ... hochstens n — 2, » — 3, ... sind, so erhalten
wir fiir die Exponenten der Anfangsglieder des dritten, vierten usw. Be-
standteils von (3) als Abschitzungen nach unten 21, — (n— 2)|4y;,
34;—(n—3) ], - -

Fassen wir jetzt den.zweiten Bestandteil der rechten Seite von (3}
ins Auge, so erhalten wir fiir sein Anfangsglied den Ausdruck

(4) g Ut STg (e
sofern die Summe
2, —lkﬂg
2 bep o (— 1) e

fiir 2=1, von 0 verschieden bleibt. Nach dem Hilfssatz 2 besitzt aber
diese Summe als Funktion von 1 nur endlich viele reelle Wurzeln. Bezeichnen
wir ihre gr6Bte Wurzel durch A,, so wird fiir 4, > A - [4,i 4|4, +n]4)
das Glied (4) sich mit keinem anderen Gliede aus dem zweiten, dem
dritten usw. Bestandteil der rechten Seite von (3) wegheben kénnen. Da
aber nach unserer Annahme jedes Glied der rechten Seite von (3) sich
weghebt, so kommt unter den Gliedern von F (Aﬁ-”(s%—fz,,)) ein Glied mit
dem ,Exponenten A, 4-4, vor. Daher setzt sich der Exponent A, - 4;
linear ganzzahlig aus den Exponenten 1,4, ..., 4., der Glieder von
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A,(s) zusammen. Andererseits setzt sich auch A, linear ganzzahlig aus
Ags Ay oy Ay, zusammen, da 2;> A, -+ n|dy] ist. Daber ist 2, eine lineare
ganzzahlige Funktion von 2y, 4,,..., 4;,_;, W.z. b.w.

Unter den Bedingungen des Hilfssatzes 3 lassen sich alle 1; als ganz-
zahlige Linearformen derjenigen Exponenten 1 darstellen, die kleiner als
A+ 14,1+ 4,{+nliy -1 sind. Das Exponentensystem 2, von ¢ (s) be-
sitzt also, wie wir sagen werden, eine endliche lineare Basis aus den Zahlen i,
selbst. Es sei etwa 1; das letzte 1, das < 4+ LA+ 1y 4+ Ay -1 ist.
Ays 4y, - - -, 4; brauchen natiirlich nicht linear unabhingig zu sein. Ist die
Anzahl der linear unabhiingigen unter ihnen etwa «, so lassen sich be-
kanntlich ¢ solche ganzzahlige Linearformen w, , w,, ..., we VOR Jy, Ay, .., 4,
bilden, daB sich umgekehrt iy, 4, ..., 4; und daher auch alle i; lnear
ganzzahlig durch w,, w,, ..., w. susdriicken lassen. Setzen wir nun in die
Reihe ¢(s) diese Ausdriicke der i, ein, so 1aBt sich ¢(s) auch schreiben:

D (e "5 em L e e,

wo @ (z,,%,,..., %) eine nach ganzen positiven und negativen Potenzen
von &,, ..., %, fortschreitende Potenzreihe ist, die allerdings vorldufig nur
formal hingeschrieben werden kann, solange iiber die Konvergenz von ¢ (s)
nichts bekannt ist. — Dabel konnen alle o, positiv angenommen werden.

Aus dem Hilfssatz 3 folgt inshesondere, dafl unter den Exponenten
nicht unendlich viele linear unabhingig sein kénnen, falls ¢ (s) der Glei-
chung (2} formal geniigt. Um uns iiber die Tragweite dieses Resultates
Rechenschaft zu geben, betrachten wir speziell Dirichletsche Reihen

vom Typus
‘55‘) ‘_’%-_—Zane—slﬂgﬁ_

Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung der natiirlichen Zahlen in Prim-
faktoren folgt, daB die Logarithmen simtlicher Primzahlen linéar unab-
héngig sind. Sind nun unter allen Zahlen logn, die in (5) wirklich vor-
kommen, nur endlich viele linear unabhingige, so sind von einem gewissen #
an alle in (5) auftretenden Zahlen log n von gewissen endlich vielen Logarith-
men natiirlicher Zahlen linear abhingig, etwa von logn,, logn,, ..., logn;.
Dann enthalten aber alle in (5) wirklich auftretenden Nenner n nur solche
Primfaktoren, die in n,, n,, ..., n; vorkommen. Sind also die Indizes n
der von O verschiedenen @, in (5) durch unendlich viele verschiedene Prim-
zahlen teilbar, so kann (5) sicher keiner Gleichung (2) formal geniigen.
Kommen aber in den in (5) wirklich auftretenden Nennern nur endlich
viele Primzahlen p,, p,, ..., 2 ,; YOI, 0 kann man (5) formal in der Form
schreiben

Pprs p7% 5 p5°)
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wo W (x,,%,,...,%s) eine nach positiven Potenzen von z,, ..., z; fort-
schreitende Potenzreihe ist. Besitzt aber (5) einen Konvergenzbereich (dsher
auch einen Bereich absoluter Konvergenz), so besitzt auch ¥(z,, ..., a5}
einen Bereich absoluter Konvergenz und stellt in ihm eine analytische
Funktion von ,, ..., 2z dar.

Satz 1. Besitat eine Dirichletsche Reihe

¢ (s) =2 ae it
einen Bereich Q absoluter Konvergenz und geniigi die durch sie in £
dargestellte  analytische  Funktion einer algebraischen Differenzen-
differentialgleichung, so besitzt das System der Zahlen 1, eine endliche
lineare Basts aus den Zahlen 1,.

Beweis. Genligh die analytische Funktion ¢ (s) in 2 einer algebra-
ischen Differenzendifferentialgleichung, so geniigt sie auch, nach dem Hilfs-
satz 1 einer Gleichung von der Form (2) des Hilfssatzes 3. Setzen wir
¢ (&) in jene Gleichung ein, und bedenken, daB auch die Reihen ¢® (s + A,)
in einem gewissen Bereich absolut konvergieren und dort die analytischen
Punktionen ¢ (s 2,) darstellen, so diirfen wir, da das formal gebildete
Produkt von endlich vielen absolut konvergenten Dirichletschen Rethen
ebenfalls einen absoluten Konvergenzbereich besitzt nnd in ihm das Produkt
der entsprechenden Funktionen darstellt, mit der Reihe ¢ {8) formal rechnen.
Die so entstehende Reihe D(s) besitzt einen absoluten Konvergenzbereich
und stellt in ihm das Resultat der Einsetzung von ¢ (s) in die linke Seite
der Differenzendifferentialgleichung dar. Da aber dieses Resultat identisch
verschwindet, so mufl nach dem Eindeutigkeitssatze auch die Reihe D(s)
identisch verschwinden. Daher geniigt @(s) formal einer algebraischen
Differenzendifferentialgleichung von der Art der Gleichung (2) im Hilfs-
satz 8 und die Anwendung des Hilfssatzes 3 beweist den Satz.

§ 2.
Beweis der Eigenschaft der Reihe o -+ :—;: =+ ;:9; ~- ... und analog gebauter
Reihen, keiner algebraischen partiellen Differentialgleichung zn geniigen.
Wir Lkénnen nun den Beweis des von Hilbert in seinem Pariser
Vortrag iber ,,Mathematische Probleme als ,,wahrscheinlich* bezeichneten
Satzes erbringen:

Satz 2. Die Funktion

4 3
{(=z, s) zx—‘rgg—f—g;—r“-
gentigt als Funktion der Variablen x,s keiner partiellen algebraischen
Differentialgleichung.
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Die Funktion {(w,s) geniigt, wie man sofort nachrechnet, der von
Hilbert angegebenen Funktionalgleichung:

2L (x,8)

(6) gt ={(z,s—1).

Aus dieser Funktionalgleichung erhalt man sofort die allgemeineren
(7) (x;;:)“é‘(ac,s—v"):.:(m,s—‘u—v)

und .

(8) {mc—%\}” Qas\)l"(x,s v)———g;—g(x,sﬁymu),

Es geniige nun (%, s) einer partiellen algebraischen Differentialgleichung
D(L,(x,8)) =0,
U

wo {,;{x,s) fir ——— i‘(a: s) gesetzt ist, und @ ein Polynom in seinen

u

Argumenten 1ist, da-s wir von z, s frei voraussetzen kdnnen, wegen der an
den Hilfssatz 2 gekniipften Folgerung.

Die Funktionalgleichung (6) gestattet nun, die Ableitungen von {(z, 8}
nach x durch die GroBen {(z, s — ») sukzessive auszudriicken:

(9) LitE 2 f,ax 8— )+ 6§ 8— 11+ ey L, 5 —1).
* ox

Hier sind die Koeffizienten ¢ rationale Funktionen von z. Die Gleichungen
(9} lassen sich offenbar nach den GréBen f(z, s — ») auflsen:

S G NN 1Y € )
Py A 8

, o
(10) &z, 8 —p)=2g* "”%Tf’s‘) + Yuu-1

»

und y sind ebenfalls rationale (sogar ganze) Funktionen von z. Diffe-
rentileren wir -die (leichungen (9) und (10) 2 mal nach s, so erhalten wir:

(11) MMz 1@ &t (z,8— "') Lo "_.:_.("m’s“”'t_l),;.
‘ dxt sk x® dst Al Iy
t,(x,s——l)
REL S R T e
Sh o . st A pF A1
(12, Cimemw) N les) TS
T ot sxtasr T FRCES P
P e
7!4 1 Hm“ah PN ]
x gt

da ¢ und y von s unabhéngig sind. Und auch hier bilden fiir jeden Wert
von i die entsprechenden Gleichungssysteme (11) und (12) Auflésungen
voneinander. Setzt man nun in das Polynom &(Z, ; (=, s)) fiir die Ab-

leitungen LA LY die Ausdriicke (11} ein, so entsteht ein Polynom

Bz“csl
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" (6‘-’:(x,s—ﬂ>

EES
e (z5—y)
e

von « sind. Setzen wir in das Polynom v aber fiir seine Argumente die
Ausdriicke (12) ein, so ergibt sich wieder @. Daher kann y nicht identisch
verschwinden.

Wir multiplizieren nun das Polynom + mit einer solchen Potenz von
x, daB v ganz auch in bezug auf z wird und dividieren durch eine még-
lichst grofSe Potenz von x — 1, falls das entstehende Polynom dann durch
2 — 1 teilbar ist. Setzen wir dann x =1 fiir hinreichend grofle s, so
entsteht aus {(x, 8) die Dirichletsche Reihe

| 8
<t
i

in den Awusdriicken , dessen Koeffizienten rationale Funktionen

“ , 1 1 1
H‘S_)Sl'i‘;;'}"g;‘i‘;}"?-n-,

aus den Awusdriicken ﬁi(gi;_———?—) die Ausdriicke £ (9)(8 —»}, und aus der

8
Gleichung

2Lz, 8—v)
o (=) o0
eine algebraische Differenzendifferentialgleichung fiir £ (s). Nach dem Satz 1
und den Bemerkungen, die wir an den Beweis des Hilfssatzes 3 gekniipft
haben, geniigt aber £ (s) keiner algebraischen Differenzendifferentialgleichung.
Damit ist der Satz 2 bewiesen.

Wir haben bei dem Beweis des Satzes 2 die Funktionalgleichung (6
benutzt, der {(z, s) geniigt. Man kann aber durch direkte Verwendung
derselben Methode, die uns zum Beweis des Hilfssatzes 3 fithrte, ein viel
allgemeineres Resultat erhalten.

Es sei

F(z,8)=_ gilmieu*  (hy<iy-...adint)

eipe in einem gewissen Bereiche der x-Ebene und einer gewissen s-Halb-
ebene (ebenso wie ihre simtliche partielle Ableitungen nach 2} absolut
und gleiehmaBig konvergente Reihe, und es seien ¢, (x} nicht identisch ver-
schwindende Polynome in =z, deren genaue Grade durch m; bezeichnet
werden méogen. Es geniige F (x, 8) elner algebraischen partiellen Differential-
gleichung

D(Fp»(x, 8)) =0,

deren linke Seite als ein von z und s freies Polynom in den partiellen
4 +y

; w;,, ngenommen werden kann. Bezeichnen
rrgsy

wir allgemein die partiellen Ableitungen & nach F,, durch &, ., so
17*

Ableitungen F, ., (z,s)=
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diirfen wir annehmen, daB F(z,s) keiner der partiellen Differential-
gleichungen Do (Fop) =0

geniigt. Setzt man die Rejhenentwicklung fiir F(x,s) in @, ,(F,,) ein
und ordnet das Resultat formal wie eine gewdhnliche Dirichletsche
Rethe, so kann die so entstehende Rethenentwicklung

(18) D yi(z)e e

nicht identisch verschwinden. Denn da die Reihe fiir F(z,s) und ihre
simtlichen partiellen Ableitungen in einem gewissen Bereich absolut kon-
vergieren, konvergiert jedenfalls auch die Reihe (13) absolut in einem
gewissen Bereich und stellt in jenem Bereich die analytische Funktion
®,.(F,,) dar. Es sei nun das erste Glied in (13) mit nicht identisch
verschwindendem v; etwa y, e~ %% Brechen wir die Reihe F(z, ¢) bei
einem hinreichend grofien £ ab, so #ndert sich dieses erste Glied nicht.
Wir stellen nun fiir jedes in Betracht kommende Wertepaar von u, »
solche erste Glieder auf und suchen den kleinsten der in ihnen auf-
tretenden Exponenten », — er sei etwa durch A bezeichnet und trete
etwa bei &, . (v=1,2,...) auf. Die entsprechenden Polynome v, (2}
seien durch @ (2), ihre genauen Grade durch m® bezeichnet.
Wir setzen nun
Flz, 8)=A,(z,8)+ R(x, s),
i-1

Az sy =2 g (z)e e, Bila,0) =3 pi(a)e s,
g i

und tragen 4;+ R, in P ein. So entsteht:

o+ p ~rt' +
i 14) (D(Faa,__,p( .4,) 5’45“( TeA,.) 24T R,

e’ s/ Gxtasv

i 4

a"—}ng)
+Z ((*a: 089) %(az‘“és" -

Hier sind &,, @,, ... zweite, dritte, ... Ableitungen von & nach seinen
Argumenten, ¥,, ¥,, ... sind aber gewisse homogene Formen zweiter,
dritter, ... Dimension in den Ableitungen von R,.

Wir nehmen jetzt an, daf Limm, = co ist, und suchen unter dieser

Voraussetzung dasjenige Glied der R;ihenentwicklung des zweiten, dritten usw.
Bestandteils von (14), dessen Exponent moglichst klein ist. Dieses Glied
ist fiir hinreichend groBe 3

, vl ) gy,
(15) —?’YT’UM (z) e (— 2,)7 et s




Dirichletsche Reihen und algebraische Differentialgleichungen. 255

sofern es nicht identisch in # verschwindet. Denn einerseits ist fiir andere
aUHA‘) oBer
2z°08° 8o
als A, andererseits ist der Exponent des Anfangsgliedes von ¥, ¥, ..-
wenigstens gleich 2/, fiir hinreichend groBe ¢. Da nun &(F,,) identisch
verschwindet, so ist fiir jedes hinreichend groBe i das Glied (15) gleich 0,
oder es hebt sich mit einem Glied aus @(a Ted,
ez 6s®
nun sicher unendlich ‘oft nichi der Fall sein, falls entweder: 1. die Ex-
ponenten 4, besitzen keine endliche lineare Basis, oder 2. Lim sup RS

i=m 'Z’l'—‘x

Werte von u, » der Exponent des Anfangsgliedes von <15#,y(

) weg. Das zweite wird

ist. Unter jeder von diesen Annahmen muf also

8z @, (z) v
) — T T Y T
(16) > vt () o (%)

- k3

fiir unendlich viele 4 verschwinden. Setzen wir in (16) den Koeffizient
der hochsten Potenz von @ gleich 0, so erhalten wir eine Gleichung von
der Form

(17 O(m;, i;)=0,

wo O ein Polynom in m,, 4, mit konstanten von ¢ unabhingigen und
nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten ist.

Diese letzte Gleichung kann aber sicher nicht fiir unendlich viele ¢
bestehen, falls entweder m; rascher wichst als jede Potenz von 4;, oder

rascher wichst als jede Potenz von m,, falls also

1 . i:
O8Mi _  oder Lim 2BM
log 4; i 10EM:

entweder Lim

=
ist. Um zu einem schirferen Resultat zu gelangen, entwickeln wir die
mit 4 unendlich werdenden Wurzeln m,; von (17} nach Potenzen von Z; in
der Umgebung der unendlich fernen Stelle. Wir erhalten endlich viele nach
gebrochenen abnehmenden Potenzen von Z; fortschreitende Reihenentwick-
lungen, die mit einer positiven Potenz von 1, beginnen. Daraus folgt, daf

unter den Hiufungswerten von ITOO%%‘ endlich viele von 0 verschiedene
rationale Zahlen vorkommen miissen. — Wir fassen das Resultat zu-
sammen im

Satz 3. Hs ses
Fz,s)=_Y g (z)ets (i<l < ... adinf.)
eine in einem gewissen Bereiche der x- Ebene und einer gewissen &- Halb-
ebene (ebensowie thre samiliche partielle Differentialquotienten nach x) absolul
und gleichmafig konvergente Reihe, und es seien @,(x} Polynome in z mit
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genauen Graden m;, die mat wachsendem i uber alle Grenzen wachsen. Es

komme unier den Hdufungswerten von %gg-% keine won 0 werschiedene
rationale Zahl vor- dics ist sicher der Fal, falls Lim D5 gleich 0 oder oo
ist). Ist eime von dem beiden Bedingungen erf;éil't:

1. die Exponenten 1, besitzen keine endliche lineare Basts,

2. es 18t Lim sup - x,

£ = i

so geniigt F(x,s) keiner algebraischen partiellen Differentialgleichung.

An diesem Satz ist besonders bemerkenswert, daf in ihm nur iiber
Gradzahlen der Polynome ¢,(x) Annahmen gemacht werden, nicht aber
iiber ihre Koeffizienten, abgesehen von den Annahmen, die in den Kon-
vergenzforderungen enthalten sind. Er laBt sich offenbar nach mehreren
Richtungen verschirfen, inshesondere ist, wie man léicht beweisen kann,
die Forderung der absoluten Konvergenz unwesentlich.

Da Lim %" _ ist, ist der Satz 2 im Satz 3 enthalten.
ne-w 0glogn

§ 3.
Uber eine Klasse analytischer Funktionen von zwei Variablen.

Wir werden in diesern Paragraphen beweisen, dafl die im vorigen
Paragraphen betrachteten Funktionen sich nicht aus beliebigen analytischen
Funktionen einer Variablen und algebraischen Funktionen mehrerer Variablen
durch sukzessive Einschachtelungen erhalten lassen. Die bei diesem Beweis
(und bei den weiteren Betrachtungen dieses Paragraphen) vorkommenden
Eliminationen lassen sich vollstindig streng und besonders einfach und
tibersichtlich mit Hilfe des folgenden sehr leicht durch korpertheoretische
Betrachtungen beweisbaren Lemmas begriinden:

Es gendige jede der n -+ 1 Punkiionen

fi(Z e 8. (@ e B Fasa (B e )

einer algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten Polynome in x,, ..., %,
mit Koeffizienten aus einem beliebigen Korper K sind. Dann besteht
zwischen den Punktionen f,, f,, . .., [a+1 etne algebratsche Relation in bezug
auf den Korper K, d. h. es gibt ein solches Polynom @ (y, , Yo - +es Ynt1)
mal Koefffzienten aus dem Korper K, die nicht samilich verschwinden, daf

¢(fl (x:l’ e x‘ﬂ)’ ﬁ:(xv Tty xn): L fn-H(xl: ey xﬂn == 0
idendisch in x; isi.
Wir werden nun den Begriff einer wuneigenilichen Funktion von
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2 Variablen z, s einfithren, und zwar werden wir fiir die Zwecke des
Beweises uneigentliche Funktionen verschiedenen Ranges unterscheiden.

Als eine uneigentliche Funktion ersten Ranges werden wir jede ana-
Iytische Funktion bezeichnen, die nurvon einer der beiden Variablen z, s
abhingt. Als eine uneigentliche Funktion zweiten Ranges ¢ (x, s} be-
zeichnen wir jede algebraische Funktion von mehreren uneigentlichen
Funktionen ersten Ranges, die ein gemeinsames Existenzgebiet in z, s
besitzen. Als eine uneigentliche Funktion drifien Ranges bezeichnen wir
eine analytische Funktion (¢ (2, s)) von einer uneigentlichen Funktion
¢ &, s) zweiten’ Ranges, unter der Voraussetzung, daB das Existenzgebiet
von y einen Teil des Wertgebietes von ¢ enthdlt, der dem gemeinsamen
Existenzgebiet der in ¢ vorkommenden Funktionen ersten Ranges ent-
spricht. Allgemein soll unter einer uneigentlichen Funktion 2n-ten Ranges
eine algebraische Funktion von mehreren uneigentlichen Funktionen
{2n — 1)-ten Ranges, unter einer uneigentlichen Funktion (2n-f1)-ten
Ranges eine analytische Funktion von einer uneigentlichen Funktion 22 -ten
Ranges verstanden werden. Dabei ist aber stets an der Voraussetzung
festzuhalten, daf die Existenz- und die entsprechenden Wertgebiete simt-
licher vorkommenden Funkfionen zueinander passen.

Jede analytische Funktion von zwei Variablen, die nicht eine uneigent-
liche Funktion von irgendeinem ‘endlichen Rang ist, bezeichnen wir als
eigentliche Funkiion von zwei Variablen. Die uneigentlichen Funktionen
ungeraden Ranges, die zum Aufbau einer uneigentlichen Funktion dienen,
bezeichnen wir als deren Komponenten. Eine solche Komponente besteht
aus einer analytischen Funktion in einer Variablen, in die statt der Varia-
blen eine uneigentliche Funktion geraden Ranges eingesetzt ist. Diese
analytische Funktion einer Variable bezeichnen wir als die Hauptfunkiion
der Komponente. So hat z. B. die uneigentliche Funktion vierten Ranges

gy () + ¢ (8) + ¢ (z) + ¢ (8)
vier Komponenten
ely@)+e©), vk @), ¢ls)
mit den Hauptfunktionen ¢ (2), w(2), @(z), ¢(z).

Hat eine Komponente die Form ¢ (P (x, s)), so bezeichnen' wir die
Funktion @ (P(z, s)), wo ¢* (z) die x-te Ableitung der Hauptiunktion
@lz) ist, als die »-te Derivierte der Komponenie. (Sie ist also nicht
etwa mit einer der partiellen Ableitungen der Komponente identisch.)

Diese Unterscheidungen werden wichtig bei der Bildung der partiellen
Ableitungen einer uneigentlichen Funktion. Es sei @ (%, s} eine uneigent-
liche Funktion m-ten Ranges, und sie enthalte u Komponenten. Bilden
wir eine x-te partielle Ableitung von @(x,s), so ist sie offenbar eine
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algebraische Funktion der ersten x Derivierten aller Komponenten von @,
also eine algebraische Funktion von héchstens xx Argumenten. Folglich

hangen Lti—llzi'if—zl erste partielle Ableitungen von @ bis zur »-ten Ordnung
algebraisch hochstens von g Argumenten ab. Und da fir ein hinreichend
grofles » die Zahl Qil—)éfif—zl groBer als xu ist, so folgt hieraus nach
unserem Lemma, daB jede uneigentliche Funktion von 2 Variablen einer
algebraischen partiellen Differentialgleichung geniigt. Und hieraus folgt
insbesondere der

Satz 4. Sowohkl die Funktion

x , z* | z?
§($,3)=F+§;+§;+---

als auch allgemeiner jede Funktion, die durch eine den Bedingungen des
Satzes 3 gendigende Reihe dargestellt ist, ist eine eigentliche Funktion
von 2 Variablen, ldBt sich also nickt durch Verkeitung von analytischen
Funktionen einer Variable mit algebraischen Funktionen mehrerer Varia-
blen gewinnen.

Wir kénnen indessen dariiber hinaus noch zeigen, daf die Funktionen,
von denen im Satze 4 die Rede ist, nicht einmal einer partiellen Diffe-
rentialgleichung gentigen konnen, deren Koeffizienten uneigentliche Funk-
tionen von z und & sind. Genauer gilt der

Satz 5. Gendigt eine analytische Funktion f(x, s) von zwei Varia-
blen eciner pariiellen Differentialgleichung, deren linke Seite ein Polynom
in der unbekonnien Funktion und thren Ableitungen ist mit Koeffizienten,
die uneigentliche Funkiionen von zwei Variablen sind, so gendigt sie
auch einer solchen partiellen Differentialgleichung, deren linke Seste ein
Polynom in der unbekannten Funktion und ihren Ableitungen mit
Zahlenkoeffizienten ist. .

Es sei die Differentialgleichung, — unter f; ; allgemein giT—Ictf:(zk’— %) ver-
standen, — oz’cs
(18) D(fi, ) =0,
der f(z, s} geniigt. von der m-ten Ordnung, und es sei & ein Polynom
in bezug auf f und die partiellen Ableitungen von f, dessen Koeffizienten
uneigentliche Funktionen von z, 8 sind. Es mdge zugleich & eine solche
Differentialgleichung von kleinstmoglicher Ordnung sein. Die Anzahl der
verschiedenen Komponenten, die in den Koeffizienten von & auftreten,
bezeichnen wir durch . Es sel f; 4—; elne in @ wirklich auftretende
Ableitung m-ter Ordnung, bei der ¢ moglichst groB gewihlt sei. Den
partiellen Differentialquotienten von @ nach dieser Ableitung bezeichnen
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wir durch §. Da wir m moglichst klein angenommen haben, ist S von
0 verschieden.

Bilden wir nun die » + 1 Gleichungen, die aus (18) durch x-malige

,,totale® Differentiation nach z und s hervorgehen,

e dre d* o

ds*

::0’

f==S == PR

dx* ? da"lds
so haben sie die Gestalt

(19) sz-’-/m -t = ‘pl(f& n) Sf‘H*V lm—a-Ll‘*(Po(fe n) Sfi,m—i+x=(7)n+1(\fe.n,}r

wo die ¢ Polynome in solchen £, , sind, deren Ordnungen e -+ » hdchstens
gleich m -~ sind. Von den f,, aber, deren Ordnungen gleich m 4
sind, enthdlt g, .1 nur solche mit e << 4, ¢, nur solche mit e << 441, .

¢, nur solche mit e < ¢ - x. Daher kénnen wir von den Gleichungen (19
durch sukzessive Substitutionen zu den Gleichungen von der Form gelangen

(20) Stfi%—z, m—i = Y (fe,n): Slfi+n—-1, m—i+1 = Yo (f&n)s reey Slfnm~i+x‘:f[’n+1(f:s.u)'
Hier sind die Argumente f, , der i partielle Ableitungen von f bis zur
{m -+ %)-ten Ordnung, von den Ableitungen (m -+ x)-ter Ordnung kommen
jedoch in den vy die Ableitungen f,,, bei denen e>1,n>m — ¢ ist,
nicht vor, und die Gleichungen (20) dienen gerade dazu, diese f,, durch
die brigen partiellen Ableitungen m-ter Ordnung und die partiellen Ab-
leitungen niedrigerer Ordnung auszudriicken. Lassen wir x alle ganzen Werte
durchlanfen von 1 bis »” und benutzen sukzessive die Gleichungen (20) fiir
kleinere Werte von », 5o kommen wir endlich zu den Ausdriicken, die alle f, ,,
mit m < e-+n<m-+x', e >4, n>m— ¢ durch die {ibrigen partiellen Ab-
leitungen bis zur (m 4+ x’)-ten Ordnung rational darzustellen gestatten.

P (/, +3) Ableitungen f,, mit m <<e-t+tn<m+ =",

Begeichnen wir die

&>, n>m —4 In irgendeiner Relhenfolge mit p,, P,, ..., die dbrigen
partiellen Ableitungen von f bis zur {m - »')-ten Ordnung mlt i NN
so haben wir Darstellungen von der Form

X (43,

(21) Slptzxt(Qg) (_\‘t‘—‘-‘l,z,..-,‘ 15}

&

Hier sind y und 8 Polynome in den Argumenten ¢, mit Koeffizienten.
die algebraisch in den Derivierten verschiedener Komponenten der Koef-
fizienten von @ bis zur x'-ten Ordnung sind, also in hdchstens u (%’ 413}
Grofen. Fassen wir die GrdSen g, als Unbestimmte suf und bezeichnen
den durch ihre *Adjunktion zum Korper aller komplexer Zahlen hervor-
gehenden Korper durch K, die in 8 und den y vorkommenden Derivierten
aller Komponenten der Koefﬁéienten von @ mnd diese Komponenten
selbst in irgendeiner Reihenfolge durch =z, z,,..., und nehmen wir
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’

#' > 2p an, so 148t sich das obige Lemma anwenden, und wir sehen, daB
zwischen den Funktionen Efder x eine identische Relation mit Koeffizienten

aus dem Kérper K besteht. Daher besteht zwischen den p, eine Relation
{22) W(ptﬁ Qg): 0’

deren linke Seite ein Polynom in den p, ist mit nicht identisch ver-
schwindenden Koeffizienten, die rationale Funktionen der ¢, sind. Wir
konnen nun diese Koeffizienten offenbar auch als Polynome in den g,
annehmen und erhalten aus (22) eine algebraische partielle Dlﬂerenmal
gleichung fiir f(z, ). -— Es liegt nahe zu vermuten, dall die Satze 4 und 5
auch dann bestehen bleiben, wenn wir die Definition der uneigentlichen
Funktionen in der Richtung erweitern, dal die zu ihrem Aufbau benutzten
Funktionen einer Variablen nur stetig, nicht aber analytisch zu sein brauchen,
wenn nur die uneigentlichen Funktionen selbst analytisch sind; da8 also
die Funktionen des Satzes 4 sich nicht aus beliebigen stetigen Funktionen
einer Variablen und algebraischen Funktionen mehrerer Variablen aufbauen
lagsen. Es ist mir jedoch nicht gelungen, einen lickenlos strengen Beweis
hierfiir zu erbringen.

§ 4

Der Hauptsatz fiir beliebige konvergente Dirichletsche Reihen und
einige Erweiterungen des Hauptsatzes.

SBatz 6. Qeniigt die durch eine konvergente Dirichletsche Reihe
dargestellte Funkiion

pls)= > ae "’

einer algebraischen Differenzendifferentialgleichung, so besitzt das System
der Exponenten i; eine endliche lineare Basis.

Beweils. Geniigt die analytische Funktion ¢ (s) einer algebraischen
Differenzendifferentialgleichung, so geniigt sie nach dem Hilfssatz 1 auch
einer solchen

(23) F{f(s+h))=0,

in der # ein von s unabhingiges Polynom in seinen Argumenten ist. Es
wird daher geniigen, um unseren Satz zu beweisen, zu zeigen, daf die
Reihe ¢ (s) auch formal der Gleichung {23} geniigt, da dann die Behaup-
tung ans dem Hilfssatz 3 folgt. Nehmen wir nun an, daf die Dirichlet-
sche Reihe

24) Flg® (s + ),
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die sich durch das formale Umrechnen ergibt, nicht identisch verschwindet,
und es sei ae ** ihr erstes nicht verschwindendes Glied. Zur Bildung
des Exponenten 1 in (24) und der Exponenten der vorhergehenden Glieder
von (24), die sich weggehoben haben, haben offenbar nur endlich viele
Exponenten ; von ¢ (s) beigetragen. Z.B. sind bereits alle Exponenten
ionilyl+ 12!, wo n den Gesamtgrad von F bedeutet, sicher ohne
jeden EinfluB. Andern wir daher ¢'(s) in solchen Gliedern irgendwie ab,
denen Z; >n'!l, -~ 2! entsprechen, so ist das Anfangsglied des Resultats
der Einsetzung der so abgednderten Reihe wieder ae™**. Brechen wir die
Reihe ¢ (s) bel irgendeinem hinreichend groflen ; ab, so ist die Differenz
zwischen @(s) und dem entstehenden Abschnitt

—1
4,(s)= Za,.e'%“
1]

von ¢(s) eine Funktion R;(s), die sich wegen der gleichmiBigen Kon-
vergenz Dirichletscher Reihen in der Form schreiben 188t

et 8(s),
wo Lim §(8) =@, ist. — Hier und im folgenden ist die Bezeichnung Lim

=
so zu verstehen, dal dabei s durch reelle positive Werte lauft. — Und
ebenso 148t sich dann schreiben

{25} ?)(V)(s—hh,,)=A§r’(8+h,,)—}—e_i‘sS(""ﬂ)(s\),

wo Lim 8% (s) eine endliche Konstante ist. Setzt man jetzt in die

Gleichung (23) @(8) = 4,(s) e~ %' 8 (s) und die Ausdriicke (25) ein,
und entwickelt nach dem Taylorschen Lehrsatz, so entsteht eine Gleichung
von der Form

(26 FAD (s + k) )+ e G0 @(s) 0,
wo Lim ®(s) endlich ist. Andererseits laBt sich F (A4 (s+h,)! in der
Form schreiben
e~ P(s),

wo Lim P(s)=a =0 ist, sofern 2, >4+ m i, ist. Setzen wir aber

FEX-1
dies in {26) ein, multiplizieren mit e** und lassen dann s gegen -+ o
konvergieren, so erhalten wir, sobald i, > 1|+ n |4, ist, @ = 0, was der
Apnahme widerspricht. W.z. b.w.

Kehren wir noch einmal zum Beweis des Hilfssatzes 3 im § 1 zuriick
und namentlich zur Gleichung {8). Wir hatten aus ihr gefolgert, dall
fir jedes hinreichend groBe i, in F(A4Y (s h,)) ein Glied mit dem
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Exponenten A, + 4; vorkommt. Da aber F vom Gesamtgrade » ist, ent-
steht jeder Exponent der bei den Gliedern von F (A (s + k,)) auftrits,
aus hochstens » Zahlen durch Addition, von denen jede einer der Zahlen
11, Aos oo oy iy gIeieh ist. Wir erhalten deher fir 4, die Relation
1A, + 4] <nu, 1|, ausder, da .1, konstantist,
le sup > < 7
folgt. Wir gelangen zu dem Satze:
Satz 7. Kine konvergente Dirichletsche Reihe

\ J — A58
P

A;
Lim sup -— ™

i=

bei der

8t, kann keiner algebraischen szferenzendzﬁerentialgleichung geniigen.
Wir fassen nun wieder die Gleichung (3) des Beweises des Hilfs-
satzes 3 ins Auge, nehmen jetzt jedoch an, daB alle Zahlen %, =0 sind,
daB also die Gleichung F (£ (s + h,)) = 0 sich auf die Form P (f”(s)) =0
reduziert und daher zu einer Differentialgleichung wird. Dann muB der
Ausdruck, der aus (4) entsteht, wenn wir noch fiir b, , einfach b, setzen,

. —(Ay+i)s Y
(27) @ YT, (— 1)

in F(AY (s)) fir hinreichend groBe ¢ enthalten sein, daher mufB der
Koeffizient
a«;Zbe‘(* i)t

von (27) sich rational mit rationalen Koeffizienten durch die Koeffizienten
von F, durch ay, ..., @;-1, 44, 4;, --., 44—; ausdriicken lassen. Da aber sich
alle 1, ganzzahlig linear durch endlich viele unter ihnen ausdriicken lassen,
80 konnen wir alle a; sukzessive durch die Koeffizienten von F, durch b,

und eine endliche Anza.hl gewisser Zahlen unter a; und Z;, also durch
endlich viele Zahlen rational mit rationalen Koefﬁmenten da.rstellen. —
Wir werden sagen, daf ein System von Zahlen %,, k,, ... eine endliche
Basts besitzt, wenn es endlich' viele solche Zahlen »x,, sx,, ..., %, gibt,
daB sich alle k; als rationale Funktionen mit rationalen Koeffizienten von
#y5 .., %, darstellen lassen. Das System der Zahlen »,, ..., »_ wollen
wir dann als Basis der Zahlen k; bezeichnen. Mit Hilfe dieser Bezeich-
nung konnen wir dann den Satz aussprechen:

Satz 8. FEine Dirichletsche Reihe

— A
Na e 5t

¥
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bei der das System der Koeffizienten a, keine endliche Basis besttzt,
geniigt keiner algebraischen Differentialgleichung.

Die Anwendung dieses Satzes wird dadurch vereinfacht, daB es im
Falle der Existenz einer Basis geniigh, fiir die Zahlen der Basis des Systems
der a; gewisse unier den o, selbst zu nehmen. Es gilt nimlich der

Hilfssatz 4. Besitzt ein System von Zahklen ki, k,, ... eine end-
liche Basts, so besitzt es auch eine endliche Basis, deren Elemente wn
diesem System selbst enthalten sind.

Der Beweis erfordert den Nachweis der Ausfithrbarkeit gewisser
Eliminationen, der auf direktern Wege mit Hilfe der allgemeinen Elimi-
nationstheorie nur sehr umstandlich zu filhren wéire. Diese Schwierig-
keiten lassen sich aber umgehen, wenn man gewisse korpertheoretische
Betrachtungen heranzieht. Wir stiitzen uns dabel auf einige Sitze aus
der grundlegenden Arbeit von E. Steinitz: 4lgebrastsche Theorie der
Korper?), und namentlich aus dem § 22 der Steinitzschen Arbeit.

Man lege einen Korper § zugrunde und betrachte im iibrigen nur
GroBen, die in einem festen & umfassenden Korper € (einer ,,Erweiterung*
von §) enthalten sind. Eine Gréfie ¢ von & nennt man algebraisch in
bezug auf &, wenn sie Wurzel eines Polynoms in einer Variablen mit
Koeffizienten ans & ist. Ist © ein System von GrdSen, so nennt man
eine GroBe o algebraisch abhdngig von & (in bezug anf &), wenn @ in
bezug auf den Korper (&) algebraisch ist, der aus & durch Adjunktion
aller GroBen von & entsteht. Ein GréBensystem &’ nennt man algebraisch
abhingig von &, wenn jede GroBe von &' von & algebraisch abhingt.
Es gilt nun der Satz: Hangt &, von &,, ©, von &, algebraisch ab,
so hingt &, von &, algebraisch ab. Daher sind wir berechtigt, zwei
Systeme ©, und &, dguivalenf zu nennen, wenn jedes vom anderen
algebraisch abhingt. Ein System &, welches keinem echten Teil von sich
dquivalent ist und nicht aus einer in bezug auf & algebraischen Grofe
besteht, nennt man grreduzibel. Wir werden nun folgende Sitze zu be-
nutzen haben:

1) Ein irreduzibles System B, welches von einem endlichen System U
algebraisch abhingt, kann nicht mehr Elemente enthalten als dieses®).

2} Es seien U und B endliche irreduzible Systeme von m bzw. n Grofen,
und es sei B algebraisch abhdngig von U. Dann sind tm Falle m =n
die Systeme U und B dquivalent, vm Falle n < m ist aber U einem
irreduziblen System dquivalent, welches aus B und m — n Grofen von U
besteht?).

T %} Crelles Journal fiir Mathematik, 137 (1910), S. 167—-349.

8) Le. S.292.
% 1.c. §.291-292.
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Bevor wir weiter gehen, wollen wir aus 1) eine Folgerung ziehen,
die wir bereits angewandt haben und die auch in den folgenden Para-
graphen wiederholt zu verwenden sein wird. Dies ist das folgende

Lemma. Zwischen beliehigen n -1 algebratschen Funlktionen der
n Variablen x,, ..., %

a
flimi’ e by bhoeess fn+1(w1’ ""xﬂ)

mit Koeffizienten aus einem Korper K besteht siets eine algebraische
Relation mit Koeffizienten aus K, d.h. es gibt ein solches Polynom
D(Y, - Ypu,) mit Koeffizienten aus K, die nichi alle 0 sind, daf
die Grofe
DAL,y oo @), [l oo @)e ooy frgy (& oo @)

fitr unbestimmie x verschwindet'® ).

In der Tat, das System 8 der n -1 GroBen £ (=;), ..., [, . (2}
héngt algebraisch vom System U der n GroBen z,, ..., z, in bezug auf X

ab, kann daher nach 1. nicht irreduzibel sein, da es mehr als n GroBen
enthilt. Es ist daher sinem echten Teil von sich Aquivalent, etwa

(28) ful®:), fo (), - ft)

Folglich hingt f,, (x;) vom System (28 algebraisch ab, geniigt also
. einer Gleichung

Pz [ RI=a (R o ()27 + .+ a(f) =0,

in der a,(f,), &, (f,), .-, a,(f,) GroBen des Kérpers K (f,, ..., [,) sind.
Wir kénnen sie nun als Polynome in f,,...,f, annehmen, indem wir
ndtigenfalls @ mit einem Polynem in f,, ..., f, multiplizieren. Sind aber
@, ---, @, Polynome in den f,, so hat das Polynom P(y,, ¥, ---» ¥, 4, )
die im Lemma behauptete Eigenschaft.

Wir kehren nun zum Beweise des Hilfssatzes 4 zuriick und nehmen
an, dafl das System (k;} eine endliche Basis aus den Zahlen x, x,, ..., x,
besitzt. Den K&rper der rationalen Zahlen bezeichnen wir durch R und
legen ihn den folgenden Betrachtungen zugrunde, als den Korper &
der Steinitzschen Sitze. Sind alle Zahlen » algebraisch, so ist der
Kérper E(k;) im endlichen Korper R{sx,) enthalten, ist daher mit einem
seiner Teiler, den wir etwa mit R, bezeichnen wollen, identisch. Ist etwa
¢ eine primitive Zahl von R,, so muB sich ¢ durch endlich viele %
rational mit rationalen Koeffizienten ausdriicken, etwa durch E Lk, ... k.

Da aber such jedes k; sich durch « rational mit rationalen Koeffizienten

“} Hiersus folgt netiirlich sofort, daB f,, ..., fry, auch im gewdhnlichen Sinme,
als analytische Funktionen von =,, ..., 2, sutgefaBt, abhingig sind.
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ansdriickt, bilden die Zablen k,, k,, ..., k, eine endliche Basis: des
Systems (k;). — Sind aber nicht alle »; algebraisch, so ist & = (x;) ent-
weder irreduzibel oder einem irreduziblen Teilsystem 3 iquivalent, welehes
aus b Zahlen x»; bestehen mag, etwa aus x,,2x,,...,%,. Dann sind alle
iibrigen Zahlen x,, sofern nicht @ =25 ist, algebraisch in bezug auf
Rz, ey )

Andererseits muB auch das System (k) einem aus endlich vielen
Zahlen k; bestehenden irreduziblen System &aquivalent sein, sofern nicht
alle k, algebraische Zahlen sind. Denn ist etwa T = (k,, k,, ..., k,) ein
irreduzibles Teilsystem der k;, so ist 7' von X algebraisch abhéngig, und
daher ist mnach 1) ¢ <b. Ist aber 7' so gewiblt, daB ¢ >0 und den
groBtmoglichen Wert hat, so ist jedes k; algebraisch abhingig von T.
Denn das System (T, k,) besteht aus ¢ -1 GroBen und mull daher einem
irreduziblen Teilsystem 7' &quivalent sein, von dem dann k; algebraisch
abhiingig ist. Andererseits ist 7 von (7, k;) algebraisch abhingig, daher
auch von 7’. Dann muB nach 1) die Anzahl der Grofen von T gleich ¢
sein, nach 2) miissen 7" und 7' #quivalent sein, daher ist k; auch von 7T
algebrajsch abhingig, und 7' mit (%,) &quivalent.

Das System 7 ist, falls nicht alle &; algebraische Zahlen sind, von
Y algebraisch abhingig. Daher ist dann 2) anwendbar, und das System
ist einem System (k,, k,. ..., k,, ¥ys Yo, - - - ¥;—,.) Squivalent. Wir wollen
k. k,, ..., k, lieber durch @, ,, ..., z, bezeichnen, wobei diese Grolen
gar nicht aufzutreten brauchen, falls alle k; algebraische Zahlen sind,
und ¢ also =0 ist. Adjungieren wir zum Korper B (@, .-, T Y5s -
¥,_.) alle zx,, so- entsteht eine endliche algebraische Erweiterung K,
in der alle GroBen %; enthalten sind. Dabei sind aber k; bereits in bezug
auf R(x,, ..., x,) algebraisch. Ist nun b='c, so treten keine Grolen y
auf, und alle %, sind in einem endlichen K&rper iiber R(z,, ..., %) ent-
halten, bestimmen daher selbst einen endlichen Korper iiber Bz, ..., %}
dessen irgendeine primitive GroBe durch § bezeichnet werden mag. Dann
driickt sich f§ rational mit rationalen Koeffizienten durch endlich viele k;
und z,, ..., z, aus. Andererseits driicken sich alle k; rational mit ratio-
nalen Koeffizienten durch § und z,,...,#, aus. Und da z,, ..., , selbst
gewisse unter den k; sind, so ist in diesem Falle der Hilfssatz 4 bewiesen.

Es sei jetzt b > ¢. Adjungieren wir alle k; zum Korper B(z,, ..., 7.}
bzw., falls ¢ = 0 ist, zum Korper R, so entsteht ein algebraischer Korper K
uber R{z,,...,x), und es geniigt zu beweisen, daB K endlich in bezug
auf R{x,,..., a:(ﬂ ist. Denn dann driicken sich alle k; durch eine primi-
tive GroBe y von K und =z, ..., %, rational mit ratlona.len Koeffizienten
aus, und da z,, ..., ©, gewisse unter den k; sind, ist dann der Hilfssatz 4
bewiesen. Ist nun aber m der Grad von K in besmug auf R{z,,....x,.
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Y1» +nos Yp—o)» S0 behaupten wir, daB der Grad von K in bezug auf
R(z,,...,xz,) hochstens m ist, d. h. daB zwischen m -1 beliebigen
Grofen

(29) k’, kll’ s k(m+1)
von K eine Relation mit nicht sémtlich verschwindenden w,(%;) besteht:
(30} Uy (Z) By () B b () " =0,

in der die GrdBen u,(z;) aus R(=z,, ..., x,) rationale Funktionen der z
mit ratiomalen Koeffizienten sind, bzw. rationale Zahlen, falls ¢ =0 ist.
Da der Grad von K gleich m ist und die Zahlen (29) dem Korper K

angehoren, besteht eine Relation
(81} v (w, y) b +oa(z, g) k" o0, (7, 9) Y =0,

in der v,(=;, y;) rationale Funktionen in den z;, y;, mit rationalen Koeffi-
zienten sind und nicht simtlich verschwinden. Wir konnen offenbar alle
v, als Polynome in den z;, y; anmehmen. Kommen in ihnen.y; gar nicht
vor, so ist unsere Behauptung bewiesen. Enthalten aber die v auch ge-
wisse y, so ordnen wir (81) rein formal nach Potenzprodukten der y um.
So erhalten wir eine Gleichung von der Form
(32) YL@k + o @)k + e @) ) =0,
J

in der nicht alle w;”(z,) verschwinden. Besteht nun keine Relation von
der Form {30), so sind in (32) nicht alle Koeffizienten verschiedener
Potenzprodukte der y gleiech 0. Dividieren wir (82) durch den gréBten
gemeinsamen Teiler aller Potenzprodukte Y, so muB nach Division wenig-
stens ein y in (32) wirklich.vorkommen, da in (32) sonst nur ein ¥ vor
der Division auftreten wiirde, was eine Gleichung von der Form (30)
nach sich zieht. Es wiirde also ein gewisses Polynom in ¥, ..., ¥,_,.
dessen Koeffizienten algebraisch von z,, ..., x, abhiingen und nicht simtlich
0 sind, verschwinden. Dies widerspricht aber der Annahme, daf das
System z,,...,%,, ¥, ..., ¥,_, irreduzibel ist. Damit ist der Hilfssatz 4
vollstdndig bewiesen!).

Aus diesem Hilfssatz ergibt sich folgende Verschirfung des Satzes 8:

Satz 8'. Gibt es ein solches Teilsystem © der Koeffizienten a, einer
Dirichletschen Reihe

(33) 2 aei,

*} Die im letzten Teil des Beweises bewiesene Tatsache ist im wesentlichen mit
einem von Herrn I Schur, Berliner Sitzungsber. (1911), S: 619#. bewiesenen Hilfs-
satz identisch.
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dessen Zahlen sich micht durch endlich viele, demselben Téil.system an~
gehorende Zahlen rational mil rationalen Koeffizienten ausdriicken lassen,
so geniigt diese Reihe keiner algebrasschen Differentialgleichung.

Insbesondere geniigt also (33) keiner algebraischen Differentialgleichung,
wenn unter den Zahlen a, unendlich viele algebraische Zahlen vorkommen,
die in keinem endlichen algebraischen Zahlkdrper alle zugleich enthalten
sind, z. B. unendlich viele verschiedene Einheitswurzeln.

§ 5.
Uber den Begriff der algebraisch-transzendenten Funktion.

Um die in den vorhergehenden Paragraphen gefundenen Resultate
weiter ausbauen und auch auf Potenzreihen anwenden zu konnen, miissen
wir zuerst auf allgemeine Eigenschaften von Funktionen einer Variablen
eingeben, die algebraischen Differentialgleichungen geniigen. Mit E. H. Moore
werden wir solche Funktionen, die einer algebraischen Differentialgleichung
geniigen, als algebraisch-transzendente Funkiionen bezeichnen'?).

Als einen Rationalitdtsbereich R wollen wir in diesem Paragraphen
einen Korper von analytischen Funktionen verstehen, die alle einen ge-
meinsamen Existenzbereich G (R) besitzen, in welchem jede von ihnen bis
auf isolierte Punkte reguldr analytisch ist. Auflerdem wollen wir annehmen,
daB mit jeder in B vorkommenden Funktion auch ihre simtlichen Ab-
leitungen in B vorkommen. Eine in G(R) existierende Funktion f(z),
die einer Differentialgleichung

(p(f(i))= 0

geniigt, wo @ ein Polynom in f und den Ableitungen von [ mit Koeffi-
zienten aus R ist, nennen wir algebraisch-transzendent in bezug auf R.
Es sei nun g(z) eine algebraisch-transzendente Funktion in bezug
auf B, f(x) eine algebraisch-transzendente Funktion in bezug auf den
Rationalititsbereich R (g), der aus R durch Adjunktion von g(z) und
samtlichen Ableitungen von g(x) hervorgeht. Wir behaupten, daf dann
f(z) algebraisch-transzendent in bezug auf R ist. Es geniige g(z) einer
Differentialgleichung m-ter Ordnung
{34) D(g9)=0,
deren linke Seite ein Polynom in ¢, ¢', ..., g™ mit Koeffizienten aus B ist,
aber keiner solchen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung oder derselben

Ordnung und vom niedrigeren Grad in g. Dapn 1Bt sich durch suk-
zessive Differentiation der Gleichung (34) jede der weiteren Ableitungen

2) Math. Ann, 48 (1897), S.48.
Mathematische Zeitschrift. VIII, 18
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gmty gmsa . von g rational mit Koeffizienten ans R durch g,9', ..., gm

darstellen, wobei als Nenner eine Potenz von 8 =- auftntt dieser

letzte Ausdruck aber sicher nicht identisch verschwindet. .Es geniige nun
f(z) einer Differentialgleichung n-ter Ordnung

(35) w(f?) =0,

wo ¢ (f”) ein Polynom in £, 7', ..., f™ mit Koeffizienten aus R (g) ist,
und keiner Differentialgleichung nledngerer Ordnung, oder n-ter Ordnung
und vom niedrigeren Grad in bezug auf f™. Daher ist 7' = PV Sicher

f(n)
von O verschieden. Durch sukzessive Differentiation der Gleichung (35
kann man alle weiteren Ableitungen f et 1) f @+ . rational durch
£if ... f™und g, ¢, ... ausdriicken, wobei als Nenner nur eine Potenz
von 7' auftritt. Setzt man fir gty gm+a  jhre Ausdriicke ein, so
kann man alle Ableitungen %, F**¥ | rational durch 7, /', ..., F™,
g,9, ..., g™ mit Koeffizienten aus B ausdriicken, wobei als Nenner nur

Potenzenprodukte von 7' und § auftreten. Die Anwendung des Lemmas
aus § 3 beweist die Existenz einer rationalen Relation mit Koeffizienten
aus B zwischen einer hinreichend groBen Anzahl der Ableitungen von f.
Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Es seien nun g,,¢,,..., ¢, in bezug auf R algebraisch-transzendente
Funktionen, und f sei algebraisch-transzendent in bezug anf R (g, g,,...,g,).
Dann ist nach dem soeben Bewiesenen f algebraisch-transzendent in bezug
auf R{g,, gs; -. ., §;), daher auch in bezug auf R(g,, ..., g,) usw., daher
auch in bezug anf R selbst. Hieraus folgt:

Satz 9. Gendigt eine analytische Funkiion [ (x) einer Differential-
gleichung .
o () =0,

deren linke Seite ein Polymom in f, ', [, ... ist mit Koeffizienten, die
algebraisch-transzendent in bezug auf einen Rationalitdtsbereich R, so
ist [{z) selbst algebraisch- transzendent in bezug auf R, falls f(x) im
Definitionsbereich von R existiert.

Dieser letzte Zusatz ist nétig, da f(z) von @G (R) durch eine natiir-
liche Grenze getrennt sein kénnte, wihrend der gemeinsame Existenz-
bereich der Koeffizienten von '@ sowohl G(R) als auch den Existenz-
bereich von f(z) enthalten konnte.

Aullerdem aber folgt aus der obigen Betrachtung, daB jede rationale
Funktion von algebraisch-iranszendenten Funktionen in bezug auf R
selbst algebraisch-transzendent in bezug auf B 4st.™*) Und allgemeiner

%) Diesen Satz gibt Stadigh (I c. 8. 5).
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gilt dasselbe auch fiir jede algebraische Funktion von algebraisch-transzen-
denten Funktionen in bezug auf R. —

Wir spezialisieren nun R zum Koérper aller Konstanten, betrachten
also von jetzt an nur algebraisch-transzendente Funktionen schlechthin.
Es seien g (z) und f(z) algebraisch-transzendente Funktionen, und es
habe der Wertbereich von ¢ () ein gemeinsames Gebiet mit dem Existenz-
bereich von f(z). Betrachten wir die Funktion f(g(x))= ¢ (). Man
kann, falls ¢ (%) keine Konstante ist, die Funktionen f'(g(z)), die aus
den Ableitungen von f(z) durch das Einsetzen von g (x) entstehen,
rational durch die Ableitungen von ¢ (z) und von g(x) ausdriicken, wobei
als Nenner eine Potenz von ¢'(z) auftritt. Nun geniigt f({x) nach dem
Hilfssatz 1 einer algebraischen Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten, in der also z nicht explizit vorkommt. Seftzen wir in sie fiir
fla), f'(z), ' (z), ... die Ausdriicke von £ (g (z)}, " (g(=)), ' (g(z)), .
in den Ableitungen von ¢ (z) und von g(z) ein, so entsteht eine rationale
Relation zwischen den Ableitungen von ¢{2)und g(2), die nicht identisch
besteht, da sie fir g(z) ==, ¢ (%) ={(x) wieder zur Ausgangsdifferential-
gleichung fiir f(z) wird. Aus dem Satz 0 folgt nun, daB ¢ (x) = f{g (2}
selbst eine algebraische-transzendente Funktion ist.

Diese Tatsache gibt uns die Moglichkeit, analytische Funktionen
mehrerer Variablen zu konstruieren, die die Higenschaft besitzen, daB,
wenn man in sie fiir die Variablen algebraisch-transzendente Funktionen
von x einsetzt, sich wieder eine algebraisch-transzendente Funktion ergibt.
Man bilde beliebige algebraische Funktionen von algebraisch-transzendenfen
Funktionen irgendwelcher Variablen #,%,2,... So erhaltene Funktionen
setze man wieder in beliebige algebraisch-transzendente Funkbionen als
Variablen ein, von den so entstehenden Funktionen nehme man wieder
beliebige algebraische Funktionen usw. Man wiederhole also den Prozef,
der im §3 zur Bildung von uneigentlichen Funktionen von zwei Variablen
gefiihrt hat, nur mit dem Unterschied, daf jetzt nicht mehr belsebige
analytische Funktionen einer Variablen und algebraische Funkfionen von
zwei Variablen kombiniert werden, sondern algebraisch-transzendente Fank-
tionen einer Variablen und algebraische Funktionen beliebig vieler Variablen.
Und ebenso wie dort ist darauf zu achten, da8 die Existenz- und die
entsprechenden Wertgebiete der vorkommenden Funktionen zueinander
passen. Jede so entstehende Funktion f(#,y,z,...) hat nach unseren
Satzen in der Tat die Eigenschaft, daB f(¢ (), (2), z(z),...} alge-
braisch-transzendent ist, sobald ¢ (), w (%), z (%}, ... essind. Im nichsten
Paragraphen werden wir die allgemeinsten Funktionen aufstellen, die diese
Eigenschaft besitzen. — Wir bemerken noch, da wenn eine solche Funktion

18*
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f(z,y, 2, ...) nach ganzen positiven Potenzen von , ¥, 2, ... entwickel-
bar ist, insbesondere die Dirichletsche Reihe

fe—hs, e~s, ...)
fiir positive 4, 4,,... auch eine algebraisch-transzendente Funktion ist.
Aus jeder Potenzreihe
(@)= a,taz+a,2+ ...,
die in einer Umgebung des Nullpunktes konvergiert und eine algebraisch-
transzendente Funktion darstellt, geht durch die Substitution x = ¢~* nach
dem oben Bewiesenen eine Dirichletsche Reihe hervor, die (einen
Bereich absoluter Konvergenz besitzt und dort) eine algebraisch-transzen-
dente Funkbion darstellt. Wir konnen daber die Sitze 7 und 8’ auf ge-
wohnliche Potenzreihen iibertragen. Aus dem Satz 8 erhalten wir den

Satz 10. Gibt es ein Teilsystem der Koeffizienten einer in einer Um-

gebung des Nullpunkies kenvergenten Potenzreihe
fl)=a,+a,x+a,2°+ ...,

dessen Blemente sich nicht durch endlich viele wunier ihnen rational
mit rationalen Koeffizientén darstellen lossen, so ist die durch diese
Potenzreshe dargestellie Funktion f(x) nicht algebraisch-transzendent.

Hieraus folgt z B., dafi die Reihe
: « x 2% | x|
{36) 5(x,v)—"f;—-?+§;7—
fiir jedes rationale nicht ganze » keiner algebraischen Differentialgleichung
als Funktion von x geniigt. Denn die algebraischen Zahlen 27, 87, ... kénnen
in keinem endlichen Zahlkorper liegen, z. B. weil sonst die Diskriminante
dieses Zahlktrpers durch die Diskriminante jedes Unterkorpers teilbar sein
miiite, also, wie etwa aus den Sitzen von Landsberg!?) folgt, durch jede
Primzahl. Fiir ganze » geniigt diese Reihe stets einer algebraischen Differen-
tialgleichung. Fiir irrationale » ist es vermutlich nie der Fall, doch ich
habe es nicht zu beweisen vermocht. Awus den Sitzen des nichsten Para-
graphen folgt aber, daB die Menge der », fiir welche die Funktion (36)
algebraisch-transzendent tst, abzahlbar ist. — Es1aBt sich andererseits, worauf
mich Herr G. P6lya aufmerksam machte, und wie ich mit seiner freund-
lichen Erlaubnis hier noeh anfiihren mdchte, leicht zeigen, daB (x, ») fiir
irrationale » nichi algebraisch ist, wenn man das Verhalten von ¢ (2, v)
fir z = 1 betrachtet. Es geniigt, wegen der Funktionalgleichung, 0 <» < 1
anzunehmen. Nun ist aber dann {man vgl. etwa E. Picard, Traité d’Ana-
lyse, 1. (2.6d.), p. 230) Lim (1 — 2y (. v) gleich I'(1—»)+0,

*} Crelies Journal fiir Mathematik, 117 (1897), S. 140 £.
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wenn 2 aus dem Inneren des Einheitskreises radial an den Punkt =1
herankommt, (z,») wird also fiir =1 von einer irrationalen Ordnung
unendlich.

-

Aus dem Satze 7 ergibt sich, daB eine Potenzreihe
g, x™ e, ™.,
in der die wirklich vorkommenden ganzen nicht negativen Exponenten

I N - . -
%y s My, -~ 80 stark wachsen, daf Lim —- = co ist, keiner algebraischen

i=w Ni-
Differentialgleichung geniigt. Dieser Satz ist bekannt und stammt von
Gronwall®®). Aus ihm 148t sich der folgende Satz folgern, der einem
bekannten Satz von G. Polya iiber nicht fortsetzbare Potenzrethen!®)
analog ist:

Satz 11. Aus jeder unendlichen in einer Umgebung des Nullpunkies
konvergenten Potenzrethe kann man auf unendlich wviele Weisen durch
Multiplikation gewisser Koeffizienten mit — 1 solche Potenzreshen ab-
leiten, die keine algebrassch-transzendente Funktionen darstellen.

In der Tat, es sel
Q(z) = ayx™ + ayz™ -+ ...
eine aus gewissen Gliedern von
Pz)=a,+a x+ a,2* +a,2*+ ..

derart aufgebaute Potenzreihe, daf sie schon infolge des Anwachsens der
Exponenten keine algebraisch-transzendente Funktion ist. Geniigt P(2)
einer algebraischen Differentialgleichung, so kann die aus ihr durch Ande-
rung des Vorzeichens bei allen auch in Q(z) vorkommenden Gliedern
entstehende Potenzreihe P, (z) keiner algebraischen Differentialgleichung
genfigen, da sonst dasselbe auch fiir @(z)=1(P(s) — P, ()) der Fall
sein miite. Ist aber P (x) nicht algebraisch transzendent, und gibt es
unter den Potenzreihen

ta,tar:ax Taxt ...

wenigstens eine algebraisch-transzendente, so konnen wir unseren Schluf
an sie ankniipfen und @(z) auf unendlich viele verschiedene Weisen
wihlen. — Aus einer Dirichletschen Reihe

R Z *; e';' i

13y Ofversigt af Vetensk. Akademiens Foérhandlingar, 55 (Stockholm, 1898).
S. 387 .

8y Acts Mathematica, 40 {1916), S. 179—183.
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entsteht durch die Substitution e—%== 2 eine nach ins Unendliche wach-
senden Potenzen von x fortschreitende Reihe

Zaéx’*‘ ,

bei der die Exponenten 1, nicht mehr ganz, ja nicht einmal rational zu
sein brauchen. Da solche Reihenentwicklungen sehr oft bei der Unter-
suchung des Verhaltens von Integralen gewdhnlicher Differentialgleichungen
auftreten, so ist es von Interesse, die fiir solche Reihen aus dem Satz 6
sich ergebende Folgerung zu formulieren:
Satz 12. Sind in der in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes
konvergenten Reihe
_}_7aix“

die Exponenten i, reelle ins Unendliche wachsende Zahlen, und besiizen
diese Bxponenten keine endliche lineare Basis, so kann die durch diese
Rethe dargestellte analytische Funkiion keiner algebraischen Differential-
gleichung geniigen.

Der Satz 148t sich unter gewissen Einschrinkungen auch auf den Fall
verallgemeinern, daB i, komplexe Werte durchlaufen. Fiir diesen Fall
wird sich jedoch aus den Untersuchungen des letzten Paragraphen ein direk-
ter Beweis ergeben.

Dabei verstehen wir (hier und im folgenden) unter x* stets e*lozs
wo der Koeffizient von V1 in log = nicht vegativ und kleiner als 2z zu
nehmen ist.

§ 6.
Uber den Begriff der algebraisch-transzendenten Funktion bei
mehreren Variablen,

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir eine gewisse Klasse von
analytischen Funktionen mehrerer Variablen f (z,y,z,...) erwahnt, mit
der folgenden Eigenschaft: Setzt man in flz,y. 2, ...) fir z,9,2,...
irgendwelche algebraisch-transzendente Funktionen ¢, (s), ¢, (s}, @3 (8), .-
einer Variablen s ein, so ist die so entstehende Funktion

A 7y (8), ¢, (8): @5 (8)s - )
wieder eine algebraisch-transzendente Funktion, falls die Wert- und
Existenzbereiche der ¢ zueinander und zum Existenzbereiche von f passen.
Wir stellen uns nun die Aufgabe, alle Funktionen mehrerer Variablen
mit dieser Eigenschaft aufzustellen. Wir-wollen diese Higenschaft kurz
als Eigenschaft A bezeichnen. Es sei etwa f{z, y, 2) eine solche Funktion,
Dann ist f{x, y,z) fir jeden konstanten Wert von g,z algebraisch-
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transzendent als Funktion vonx. Man betrachte nun die Menge aller
Potenzprodukte aus einer unbestimmten Funktion &(#) und ihren Ab-
leitungen beliebiger Ordnung. Diese Menge ist abzihlbar, da bel jedem
solchen Potenzprodukt

(37) G B () ... V() ...

die Summe « -+ 18-+ ... -+ 4y + ... endlich’ist und zu jedem Wert dieser
Summe nur endlich viele Potenzprodukte gehdren. Weiter ist aber auch
die Menge U aller ¢ndlichep Untermengen der Menge der Potenzpro-

dukte (37) abzahlbar, wie bekannt und sofort zu beweisen ist. Fiir jeden
Wert von y, 2z gibt es nun ein System von Potenzprodukten:

(38) I 0%, I, (9°), ..., Il (%)

von der Form (37) und, von der Figenschaft, dafl fiir jene y, 2z

39) o 1L, (F9a, yoon + 6, I, (£ (2 9, 2) + .. + 6, L (1 @9, 2)=-0

ist, wo die Zeichen der Ableitungen bei f(=, y, z) sich nur auf z beziehen,
und ¢, ¢,, ..., ¢, nicht simtlich verschwindende Konstanten sind. Halten
wir nun z —= z, fest und lassen y alle Punkte einer beliebig kleinen Strecke
a <y <b im entsprechenden Regularititsbereich (a <y <Lb,c L v L d)
von f durchlaufen, so nimmt dabei y eine Menge von Werten an von der
Machtigkeit des Kontinuums. Und da die Michtigkeit der Menge U kleiner
ist, so gibt es wenigstens ein System von Potenzprodukten (38), zwischen
denen eine Relation von der Form (39) fiir unendlich viele y besteht.
Die Koeffizienten ¢,, ..., ¢, konnen dabei aber natiirlich noch vom je-
weiligen Werte von y abhingen. Bilden wir nun die Wronskische De-
terminante der Funktionen

10y I (F @ gz, I (F% @, g,z oo ILFY @ 90200

in bezug auf z, so entsteht eine analytische Funktion F(z,y), die fir
unendlich viele y'aus dem Intervall a <y < b identisch in 2 verschwindet.
Sie hat daher fiir jedes feste 2, als Funktion von y, unendlich viele Wurzeln
im Intervall @ <y < b, verschwindet daher identisch in y fiir jeden Wert
von , ist also fiir jenen festen Wert von z identisch in =z, y gleich 0.
Daher besteht zwischen den Funktionen (40) eine Relation von der Form

in der, $Wie aus dem bekannten Beweis des Satzes iiber die Wronskische
Determinante unmittelbar folgh, ¢, (y), ¢.(¥),---, ¢,{y) als nicht simt-
lich identisch verschwindende analytische Funktionen von y fira <y <b
angenommen werden konnen, Man differenziere nun die Relation (41)

iy) ]L(f“" @, 9, 2,)) + & () Hg(f“’ @, Y, 2g)) & .- 4 ck{y;mgf‘i’ @ ¢ 2,) =0,
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(k — 1) mal nach z partiell. Wir erhalten dann k& —1 weitere Gleichungen
von der Form

" T o _ I ‘
{42} cl(y}m (f“(a:,,y,zo}}ntcg{w]]; (F7 (@, y. 2,)) S (1 @, v, 200) =3
fiir »=1,2,..., k—1. Hier bedeutet I7” (45('3) den Differentialausdruck,
der aus IT,($®) durch v-malige Differentiation nach der unabhéngigen
Variablen entsteht. Betrachten wir die Determinante

Loy Io%) .. I
I IL (qb‘*’),..ﬂk @) | _pow,

. i
1) ‘ @ o #-1 |
I @y IL 0. IL ™ (9]

Diese Determinante stellt einen mnicht identisch werschwindenden
Differentialausdruek in ¥ dar. Denn verschwiinde er identisch, und setzen
wir fiir @ etwa die Riemannsche {-Funktion [(s) ein, so entsteht aus
ihm die Wronskische Determinante der %k Funktionen I (£ @ (s))
I, (% (s)), ..., IT,(:(s)). Aus ihrem Verschwinden folgt die Existenz
einer Relation

43) o AL o)+ e L, (2% @)+ ...+ o, L (%) = 0
mit nicht simtlich verschwindenden ¢. Da nun I, IL,, ..., [l lauter
voneinander verschiedene Potenzprodukte der Funktion @ und ihren. Ab-
leitungen sind, so ergibt (43) eine algebraische Differentialgleichung, der £ {s)
genfigt. Dies widerspricht aber dem Hilbertschen Satz, dal {(s) keiner
algebraischen Differentialgleichung geniigt.

Folglich geniigt f{z, y, z) fir jeden Wert z, von z einer algebraischen
Differentialgleichung in bezug auf x mit konstanten Koeffizienten:

T{fm€xa Y, zo))": 0.

Wir lassen jetzt z varileren und gelangen durch Wiederholung der-
selben SchluBweise zu einer Relation von der Form

44} ¢ {y. z‘eH} 1%, y, 2} + 6, (v, z}ﬂg{fﬁ}(x, Y, 2} -+

+ Gk'(ly,Z)ka(fm(sg, 9,2)=0,

in der wieder II (@), ..., IL.(®"™) Potenzprodukte aus der Funk-
tion @ und ihren Ableitungen sind. Differentiieren wir nun (44) (¥’ —1}
mal nach x, so erhalten wir durch dieselbe Uberlegung wie oben eine
algebraische Differentialgleichung in bezug auf z, der f(x, y, 2) identisch
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in @, y, # geniigt. Der Beweis ist offenbar von der Anzahl der Variablen
unabhingig. Wir formulieren das Resultat im

Hilfssatz 5. Hat eine analytische Funktion f(z, y, z, . ..) die Higen~
schaft, in der Umgebung eines reguldren Punkies fir jeden Wert von
Y, 2, ... ols Funktion von x einer algebraischen Differentialgleichung zu
gendigen, so genilgt sie sdentisch in %, y, 2, ... einer gewchnlichen alge-
braischen Differentialgleichung in bezug ouf x mit konstanten Koeffi-
ztenten.

Haben wir nur zwei Variable z, y, so liefert unser Beweis mehr.
Wir haben in ihm nur benutzt, daB die Machtigkeit der Menge der
y-Werte, fur die f(z, y) algebraisch-transzendent ist, gréfer ist als die
Michtigkeit einer abzihibaren Menge. Und daraus konnen wir schlieSen,
daB f(z,y) fir jeden Wert von y algebraisch-transzendent ist, fiir den
die Funktion f(z, y) analytisch in « bleibt. Hieraus folgt

Satz 13. Gibt es auch nur einen einzigen Wert won y, fir den
eine analytische Funktion f(x,y) anclytisch in x bleibt und keiner
algebraischen Differentialgleichung in bezug auf x geniigt, so ¢gibt es
hochstens obzdhlbar viele Werte von -y, fir die f(x,y) analytisch in =
blesbt und algebraisch-transzendent ist.

Insbesondere sehen wir, daB die Potenzreihe

nur fiir eine abzihlbare Menge der »-Werte einer algebraischen Differen-
tialgleichung in bezug auf x geniigt, da sie fiir rationale nicht ganze »
nicht algebraisch-transzendent ist (fiir jedes ganze » dagegen algebraisch-
transzendent, wie man leicht einsieht).

Weiter folgt aus dem Bewiesenen der schirfere

Satz 14. Gibt es zu jedem positiven M ein y derart, daf die ana-
lytische Funktion [(x, y) fir dieses y analytisch bleibt und keiner alge-
braischen Differentialgleichung geniigt, deren Ordnung kleiner als M ist,
so gibt es nur abzihlbar viele y, fir die f(x,y) analytisch in x bleibt
und algebraisch-transzendeni ist.

Kebren wir nun zu uuserer Aufgabe zurlick. Aus unseren Primissen
kénnen wir jetzt folgern, dall f(x,y,z,...) in bezug auf jede ihrer
Variablen einer gewdhnlichen algebraischen Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten geniigt:

(45) @ (fz.y.z,...0)=0, ¥z 9,2 ...)=0,
X_,i'f(i’(a;, Y, 2, - 0)=0, ...
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Hieraus folgt, daf jeder partielle Differentialquotient von [ von einer
gewissen Ordnung m -+ 1 an sich algebraisch durch 7 und die Ableitungen
von [ bis zur m-ten Ordnung ausdriicken 1aB8t. Denn es sei @, = 0 von
der Ordnung ¢, ¥, =0 von der Ordnung §, X, = 0 von der Ordnung y

usw. Dann kann man fir m die Zahl ¢+ 8-+y-+...—1 nehmen
Denn es geniigt dann zn beweisen, da jede Ableitung

A a¢+b+k+...f

(46) dzadybize. .

wo a-+b-+c—+...2>«+ B+ y ist, sich algebraisch durch die partiellen
Ableitungen von [ bis zur Ordnung @ -+b-+-c¢ -+ ... —1 ausdriicken 1a8t.

Wegen a-+b-+c-+...2a+f+y-+... folgt entweder a >« oder
b>p oder c>y,... Essel etwa a>«. Wir bilden dann die Diffe-
rentialgleichung '
; Ge—atbtet .. &, (f(’:’(m,y, z,.. )
(47) fat%aybaze. ..

= (.

In ihr kommt die partielle Ableitung (46) linear vor, multipliziert mit

2@,

{48 5}@:

wo [ die «-te Ableitung von 7 nach z ist. Und da wir annehmen kénnen,
daB (45) Gleichungen niedrigster Ordnung und unter diesen vom niedrigsten
Gesamtgrad sind, ist (48) von O verschieden. Andererseits sind alle in
{47} vorkommenden Ableitungen, abgesehen von (46), von niedrigerer
Ordnung als ¢+ b -¢+4 ... Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
Ein System von partiellen Differentialgleichungen fiir eine Funktion
iz, ¥, 2,...), welches gestattet, alle Differentialquotienten von einer ge-
wissen Ordnung an durch die Differentialquotienten niedrigerer Ordnung
auszudriicken, nennt man ein Mayersches System. Sind die linken
Seiten der Differentialgleichungen eines Mayerschen Systems Polynome
in den Ableitungen, deren Koeffizienten algebraisch in den unabhingigen
Verénderlichen sind, so sprechen wir von einem algebraischen Mayerschen
System. Gendigi nun eine Punkiion {{%,y,z,...) einem algebraischen
Mayerschen System, so gendigt sie stets auch in bezug auf jede threr
Variablen einer gewchnlichen Differeniialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten. Denn man kann nach Definition jede der partiellen Ableitungen

i*r”tfm, Y.z, ...)

) ! algebraisch ausdriicken durch endlich viele partielle Ab-

leitungen von f und durch =, y,s,...; daraus folgt aber nach dem
Lemma des §3, daB zwischen einer hinreichend groBen Anzahl wvon
partiellen Ableitungen ﬁﬁl—ﬁ%‘;ﬁ——m} eine rationale Gleichung mit kon-



Dirichletsche Reihen und algebraische Differentialgleichungen. 277

stanten Koeffizienten besteht. Hieraus und aus dem oben Bewiesenen
geht weiter hervor, daB jede Funktion, die einem algebraischen Mayerséhen
System geniigt, auch einem solchen Mayerschen System geniigh, dessen
Differentialgleichungen auf der linken Seite Polynome in den Ableitungen mit
Lonstanten Koeffizienten haben. — Ein Mayersches System 1484 sich auch noch
anders charakterisieren. Das allgemeine Integral eines solchen Systems hingt
nicht von willkiirlichen Funktionen, sondern nur von endlich vielen will-
kiirlichen Konstanten ab. Umgekehrt ist nach einem héufig ausgesprochenen
Satze ein jedes System von Differentialgleichungen, dessen allgemeines
Integral nur von endlich vielen willkiirlichen Konstanten abhingt, ein
Mayersches System. Ein strenger Beweis dieses letzten Satzes findet
sich indessen in der Literatur nicht vor. Er diirfte wohl erst aus den
Untersuchungen von Riquier abzuleiten sein, in denen eine Normalform
fiir Systeme partieller Differentialgleichungen aufgestellt wurde, an der
die Anzahl und die Art der willkiirlichen Elemente im allgemeinen Integral
unmittelbar abzulesen ist, und in die jedes System von partiellen Diffe-
rentialgleichungen durch Differentiationen und Eliminationen iibergefilhrt
werden kann'?).

Unser oben: erhaltenes Resultat lautet jetzt; dal jede Funktion mit
der Eigenschaft 4 einem algebraischen Mayerschen System geniigt.
Dieses Resultat 148t sich nun auch umkehren, so daB sich ergibt:

Satz 15. Besitzt eine analytische Funkiion f(=, y, 2, ...) die Eigen-
schaft, jedesmal eine algebraisch-transzendenie Funktion von s zu ergeben,
sobald man fir 2,9, 2, ... algebraisch-transzendenite Funkiionen von s ein-
setzt, deren Wert- und Ewxistenzbereiche zueinander und zum Existenz-
bereich von f(x,y.z,...) passen, — oder auch nur dann, wenn fir alle
Variablen x,y, 2, ..., bis auf eine, belicbige Zahlen aus gewissen nichi
abzihlbaren Mengen eingesetzt werden, und diese eine gleich s geselzt wird,
so0 geniigt sie einem algebraischen M ayerschen System und wmgekehri.

Der Beweis der Umkehrung bietet keine Schwierigkeiten. Wir ver-
binden ihn mit einigen allgemeineren und weitergehenden Betrachtungen.

Die analytischen Funktionen, die einem algebraischen Mayerschen
System geniigen, bilden nimlich die richtige Verallgemeinerung der alge-
braisch-transzendenten Funktionen einer Variablen. Fiir sie gelfen ganz
analoge Sitze, wie fiir jeme, so dal sie ebenfalls ein in gewissem Sinme
abgeschlossenes System bilden. Wir bezeichnén sie als algebraisch-trans-
zendente Funktionen wmehrerer Varigblen. Um diesen Begriff noch zu
verallgemeinern, definieren wir als einen Rationalitdtsbereich R einen

™ Riquier, Les systémes d’équations aux dérivées partielles. Paris, Gauthier-
Villars, 1910,
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Korper von analytischen Funktionen gewisser Variablen z, y, z, ..., die
alle” einen gemeinsamen Existenzbereich G'(R) besitzen, in dem jede von
ihnen bis auf (» —1)-dimensionale singuldre Mannigfaltigkeiten regulir
analytisch ist. AuBerdem verlangen wir, da R mit jeder Funktion von
%, ¥, 2, ... auch ihre simtlichen partiellen Ableitungen aller Ordnungen
enthalt. Wir nennen nun eine analytische Funktion f(x, ¥, 2, ...) alge-
braisch-transzendent in bezug auf R, wenn sie einem Mayerschen System
geniigt, dessen Differentialgleichungen durch das Nullsetzen von Polynomen
in f und ibren Ableitungen mit Koeffizienten aus B entstehen.

Ist R der Korper aller Konstanten, so wird f(z, y. 2, . ..) algebraisch-
transzendent schlechthin. Ebenso wie oben konnen wir zeigen: 1. Jede
algebraisch-transzendente Funktion f(z, y, 2,...) in bezug auf R geniigt
in bezug auf jede ihrer Variablen einer gewdhnlichen Differentialgleichung,
deren linke Seite ein Polynom in f und ihren Ableitungen nach jener
Variablen mit Koeffizienten aus R ist. 2. Geniigt eine analytische Funk-
tion f(z, y, 2,...) in bezug auf jede Variable einer gewGhnlichen Diffe-
rentialgleichung, deren linke Seite ein Polynom in f und ihren Ableitungen
nach jener Variablen mit Koeffizienten aus R ist, so ist f algebraisch-
transzendent in bezug auf E. — Und nun gelten die Sitze:

Satz 16. Ist f(z, y, 2, ...) algebraisch-transzendent in bezug auf
den Rationalitdisbereich R{g, k, ...), der aus einem Rationalitdtsbereich R
durch Adjunktion gewisser in bezug auf B algebraisch-transzendenter Funk-
tionen g, k, ... und ihrer samtlichen Ableitungen entsteht, so ist f(x,y,2,...)
auch algebraisch-transzendent in bezug auf RB.

Es geniigt, beim Beweise nur den Fall zu betrachten, wo zu R nur
eine Funktion g(z, y, 2, ...) mit ihren Ableitungen adjungiert wird. Denn
hierans folgt durch sukzessive Anwendung dieses Falles die Richtigkeit des
Satzes fiir den Fall, daB zu R nur endlich viele Funktionen g, &, ... mit
ibren simtlichen Ableitungen adjungiert werden. Andererseits lassen sich
alle Differentialgleichungen des Mayerschen System, dem f in bezug aunf
R(g,h,...) geniigt, aus endlich vielen Differentialgleichungen ableiten,
z. B. aus den gewdhnlichen Differentialgleichungen, denen f in bezug auf
jede einzelne Variable genfigt. Daher kommt es nur auf endlich viele
GrGBen von R{g, %, ...) und ihre Ableitungen an.

Lassen sich nun alle partiellen Ableitungen von f durch x unter ihnen
und die Groflen von R(g) algebraisch ausdriicken, lassen sich weiter samt-
liche Ableitungen von g durch » unter ihnen und die GroBen von R alge-
braisch ausdriicken, so mufl zwischen u-+» -1 beliebigen partiellen Ab-
leitungen von f eine ganze rationale Relation mit Koeffizienten aus R
bestehen, wie aus dem Lemma des § 3 folgt. Es sei nun 4 die kleinste
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Zahl von der Eigenschaft, dafl zwischen 1 beliebigen partiellen Ableitungen
von f eine ganze rationale Relation mit Koeffizienten aus R besteht, und
es selen etwa P, Py, ..., P;_, solche 1 —1 partielle Ableitungen von f,
zwischen welchen eine solche Relation nicht besteht. Dann ist jede par-
tielle Ableitung von f eine algebraische Funktion von p,,...,p,_, und
von Gréfen von R, w.z. b. w.*5)

Satz 17. Sefzt man in eine algebraisch-transzendente Funktion
f{®, 9,2 ...) fire, y, z, ... irgendwelche algebraisch-transzendente Funk-
tionen @ (&, 9,4, ...), w(&n, 8.0, 2(& 0.8, ..., ... von irgend-
welchen Variablen &, 4, %, ... ein, so entsteht wieder eine algebraisch-
transzendente Funktion von £,9,C, ...

In diesem Satz ist insbesondere die Umkehrung des Satzes 15 als
spezieller Fall enthalten. FEr ist nur fiir algebraisch-transzendente Funk-
tionen schlechthin ausgesprochen. — Will man ihn auf algebraisch-tran-
szendente Funktionen in bezug auf einen beliebigen Rationalititshereich
verallgemeinern, so ist es hierzn notig, den Begrifi des Rationalitits-
bereiches B enger zu fassen. Wir miissen nidmlich verlangen, dal aus
jeder Funktion von R durch Einsetzen von beliebigen Funktionen von R
wieder eine Funktion von R oder wenigstens eine in bezug auf R algebraisch-
transzendente Funktion entsteht.

, Zum Beweise des Satzes bezeichnen wir mit u die kleinste Zahl von
der Eigenschaft, da sich jede Ableitung von f(z, y, 2, ...) algebraisch
(mit konstanten Koeffizienten) durch u unter ihnen ausdriicken laBt. Durch
¥, ¥, Vg, ... bezeichnen wir die entsprechenden Zahlen fir ¢ (&, 5, C, ...},
w{&n, 0,...), x(& 1,8, ...), ... BSetzen wir in alle Ableitungen von
fl{z,y,2,...) fir ¢, y, 2, ... die Funktionen ¢, v, y, ..., so mogen die
entstehenden Funktionen von &, %, {, ... durch p, bezeichnet werden. Auch
die p, haben die Eigenschaft, dafl zwischen u -1 beliebigen Funktionen p,
eine ganze rationale Relation mit Zahlenkoeffizienten besteht. Es sei nun Z
die kleinste Zahl von der Eigenschaft, daBl zwischen 1 1 Funktionen p;
stets eine ganze rationale Relation mit Zahlenkoeffizienten besteht. Dann
lassen sich alle p, algebraisch durch gewisse 1 unter ihnen ausdriicken. Jede
partielle Ableitung von f (¢, v, 7, . ..) isk-aber eine ganze rationale Funktion
der p;-und der Ableitungen von ¢, v, , ..., 1iBt sich also als algebraische
Funktion von 1-t», +»,+», ... GroBen darstellen. Daher besteht

18) Fiir analytische Funktionen F(x,y, z,...), fiir die eine einzige partielle
Differentialgleichung vorgegeben ist, kann man ein Analogon dieses Satzes auf dem-
selben Wege obne Schwierigkeit beweisen: Geniigh F(, ¥y, z, ...} einer partiellen
Differentialgleichung, deren linke Seite ein Polynom an den Ableitungen von F ist,
mit Koeffizienten, die algebraisch-transzendente Funktionen mehrerer Variablen sind,
sc geniigh F einer algebraischen partiellen Differentislgleichung.
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nach dem Lemma des § 3 zwischen 1--», + v, +#, + ... -+ 1 Ableitungen
von f(¢,w, %, ...) eine ganze rationale Relation mit Zahlenkoeffizienten.
Daher lassen sich alle diese Ableitungen durch endlich viele (hdchstens
iy, 4w, -y, ...) unter ihnen algebraisch ausdriicken, w.z. b. w.

§7.
Uber algebraisch-transzendente Dirichletsche Reihen und Potenzreihen, die
nach beliebigen Potenzen der unabhingigen Verdnderlichen fortschreiten.

Ist die durch eine Dirichletsche Reihe dargestellte Funktion
i=w
(49) floy=2 ae ™
i=0
algebraisch-transzendent, so kann die Reihe (49) nach den Sitzen 1 und 6
in der Form geschrieben werden

(50) Fle-as, o2 L, a2,
wo F(x,y, 2, ...) eine zunichst formal hingeschriebene Potenzreihe ist, die
nach ganzen positiven und negativen Potenzen von z, y, 2, ... fortschreitet.

Die reellen Zahlen i'”, 1, ..., 1%’ kénnen dabei positiv und linear un-
abhéingig angenommen werden. Ist nun F eine nach positiven Potenzen
von %, ¥, 2, ... fortschreitende Reihe, oder hat sie nur endiich viele nega-.
tive Glieder, so ist sie in einem gewissen Bereich absolut konvergent,
sobald {49) einen Konvergenzbereich besitzt; wir sehen, daf in diesem
Falle {50) (und (49)) auch stets einen Bereich absoluter Konvergenz besitzt.
Dies ist insbesondere stets der Fall, wenn (49) eine Reihe vom ,,zahlentheo- -
retischen Typus® ist:

N8

et ¥

Es geniige nun (49} einer algebraischen Differentialgleichung mit

Zahlenkoeffizienten

(51) @ (F9(s)) = 0.
Wir setzen nun in die Entwicklung (49) fir die Zahlen a, Unbestimmte u,
und tragen die so entstehende Reihe ¢ (s), die natiirlich nur eine formale

Bedeutung hat, in @ ein. Es entsteht nach rein formaler Umordnung
eine Entwicklung von der Form

N RPN P

ZAM’%““,E#G {ny 205 gy 2 +...-;-nﬂ/.(ﬂ))s’

wo die Exponentiellen nach wachsenden Exponenten geordnet sind, die

ganzen Zahlen =, %,,...,n, aber gewisse ganze positive und negative
12 Ty u ge 3 p ga

Werte durchlanfen. A, ., ...,s, ist ein Polynom in den u;, den Z; und
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den Koeffizienten von @. In A,,”n!,___,nﬂ kbnnen aber nicht alle Potenz-
produkte der w, vorkommen, sondern nur diejemigen, die eine gewisse
Gewichtsbedingung erfilllen. Um diese abzuleiten, stellen wir den all-
gemeinen Exponenten 4; von (49) linear mit ganzen Koeffizienten durch
A0 e 2% dar:

) __a(l) (1)+a /l() ' _+_ l(u)

Da bei der Differentiation eines Gliedes von (49) der Exponent unver-
indert bleibt, so mufl bei jedem Potenzprodukt der u; in A, ,,

U, Uy Uy + - - 5

WO 1, 72> Js» - - - gleiche oder verschiedene Indizes sind, wegen der linearen
Unabhangigkeit der 1 das System der Bedingungen erfiillt sein:

(r)+a(v) (V)_i_ L=, (r==1,2,..., uj

Sind nun ¢, ¢,, ..., ¢, beliebige Zahlen, so multipliziere man jedes w, mit
A 3 2
G Gt 0yt

Dann multipliziert sich jedes A, o, .. .. n, it erest. . 0:# Verschwin-

den nun alle 4, falls man die Unbestlmmten u; durch die Zahlen a, er-
Ju Ry
setzt, 50 verschwinden sie auch, falls man alle u, durch a;¢,* c° ... Gt

ersetzt. Auch jede so entstehende Dirichletsche Reihe geniigt a.lso formal
der Differentialgleichung (51). Die so entstehenden Reihen sind aber

Fe e ™3, g em2®s [ g, e,

und konvergieren fiir hinreichend kleine ¢,, ¢,, ..., ¢., falls F nach posi-
tiven Potenzen von =z, ¥y, 2, ... fortschreitet und konvergent ist. Wir
formulieren dies im

Satz 18. Ist F(x,y,=2,...) eine nach ganzen positiven Potenzen
vON X, Y, %, ... (mit hochstens endlich vielen megativen Potenzen) fort-
schreitende, in einer Umgebung des Nullpuniktes konvergenie Potenzreihe und
gendigt fir irgendein System positiver linear unabhdngiger AW ® e
die Dirichletsche Reike

(52) F(e= W g=1®s o-il®s

einer algebraischen Differentialgleichung mit Zalz;lenkoefﬂzimtm, so gendigt
flr jeden Wert der Konstanien c,, ¢, ¢, ... die Funkiion

— a0 1@ T )
{58) Fle e tVs, g, 67478, e s, ),

sofern sie fur diese Werte der Konstanien existiert, derselben Differential-
gleichung. Ist F(x,y,z,...) eine formale Laurenische Entwicklung,
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und genigt (52) formal einer algebraischen Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten, so geniigt auch jede Reihe (53) formal derselben
Differentialgleichung.

Aus diesem -Satz konnen wir nun sofort den weiteren Satz folgern:

Satz 19. Ist F{z, y,z,...} eine nack ganzen positiwen Potenzen
V0N X, Y, %, ... (hochstens mit endlich vielen negativen Potenzen) fort-
schreitende, in einer Umgebung des Nullpunktes konvergente Potenzreihe
und gendigt fir irgendein System positiver linegr unabhdngiger 1 A
die Dirichletsche Reihe

{54) fisy=F (e=*Ms g=2®a
ewner algebraischen Dzﬁerenéwlglezchung
(55} (9 (s)) =0

so gentigt Fix,y,2,...) einer algebraischen partiellen Differentialgleichung.
Ist F(x,y, 2, ...) eine beltebige Lawurentsche Entwicklung und gendigt (54 )
formal einer algebraischen Differentialgleichung, so gendigt F (x,y,z2,...)
formal einer algebraischen partiellen Differentialgleichung.

Wir kénnen & (f “’) als ein Polynom in den (s) mit konstanten
Koeffizienten annehmen. Dann geniigt auch F (¢, e~ s c,e* @
-der Differentialgleichang (55). Nun setzt sich jede Ableltung von
Fie e i Vs, 6,01 Ps .)nach s aus partiellen Ableitungen von F(z, y, 2 ,)
nach seinen Argumenten, fiir die nachtriglich die Werte ¢, e~ +" s, €y e s,
eingesetzt werden, zusammen, aulerdem aus den Exponentlellen ¢, e"(1
und den Zahlen 1 ’6‘7 Ist (55) etwa von der Ordnung m, so bea,chten wir,
daB die m-te Ablezmng von F(e, e~ M ..} gleich ist:

; 8 . 3 a B
(6% F(z,y.2, cf(__lm)ae_a;_mgc:(_lm))be_“ms”_’i__._

T
3
I
1
dz=e¢ @8

— 5241@95“_ —illlg
= i@y
y=c8
Bei den Ableitungen niedrigerer Ordnung von F(c, e~ MWs .j nach s

treten die m-ten partiellen Ableitungen von F(z,y, z,...) noch nicht
auf. Setzen wir nun s =0, so entsteht aus (55) eine algebraische par-
tielle Differentialgleichung m- ter Ordnung fiir F (c,, ¢,, ¢,, . ..) als Funktion
der Konstanten ¢, ¢,, ..., die nun wieder durch die Variablen 2, Y, 2
ersetzt werden kénnen. W.z.b.w.

Wir kehren nun wieder zu den Potenzreihen zuriick, die nach beliebigen
wachsenden Potenzen von z fortschreiten und algebraisch-transzendente
Funktionen darstellen. Ein auf solche Reihen beziigliches Resultat, welches
der ersten Halite des Satzes 19 entspricht, lieBe sich aus diesem Satze
durch direkte Ubertragung ableiten. Wir schlagen jedoch einen direkten

g an =
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Weg ein, bei dem sich die den Satzen 18 und 19 entsprechenden Satze
in groBerer Allgemeinheit ergeben. Es seien 1,,..., 1, beliebige linear
unabhdngige Zablen, die auch komplex sein kénnen. F(x, y,...) sei eine
beliebige Laurentsche Entwicklung in u Variablen z,y,..., und es ge-
nlige F{z*, x*,...) einer algebraischen Differentialgleichung in . Wir
nehmen dabei an, dafl F (x%, 2%, ...), nach Potenzen von x entwickelt, eine
Folge von Exponenten mit einer einzigen Hiufungsstelle im Unendlichen hat.
Es sel etwa

Fzh, xb, .. ) =f(x)= YGx”f Lim n; = ov.

Es seien nun zundchst 1; reell und es besitze f(x) (daher auch jede Ab-
leitung wvon [(x)) einen Bereich absoluter Konvergenz. Ein m-maliger
Umlauf wm den Nullpunkt fithrt F (z*, x%, ...} in ein anderes Integral
F (e2maiigh e3malsigia . }derselben Differentialgleichung & (£ (2)) = 0
iiber. Die Koeffizienten von @ mégen dabei rational in z sein. Ist keine
lineare ganzzahlige Kombination der 1, rational, so képnen wir die
Exponentiellen e?mahi, e2madai . nach einem bekannten Sats iiber
diophantische Approximationen beliebig vorgegebenen Zahlen ¢, ¢,,...
vom absoluten Betrage 1 beliebig nahe bringen. Lassen wir daher m
in geeigneter Weise wunendlich werden, so ergibt sich, daB auch
Ficah, ¢y, ...) der Differentialgleichung &(f®(2)) =0 geniigt. Und
hieraus folgt durch dieselbe SchluBweise wie oben, da F(z, y, ...) einer
algebraischen partiellen Differentialgleichung gentigh. Besteht zwischen
den 1; eine Relation von der Form 9,4, + 2.4 + ... + Dudp = D, WO
Py, ----Pu> P ganze Zahlen sind und p=0 ist, so kinnen wir
ganz analog wie oben in das Integral F(«%,...,z%) willkirliche
Konstanten ¢, ¢,..., 6,y vom absoluten Betrage 1 einfiihren:
FlcPuzh, cPuxl, ..., c7P 070 ... c‘Pﬁ 1), Hieraus folgt weiter durch
Substitution z=cz’, da,B auch F(y]xx .«.s yu*s) einer algebraischen
Differentialgleichung in z geniigt, wenn y,,..., . beliebige Konstanten
vom absoluten Betrage 1 sind, — wenn auch nicht notwendig derselben
Gleichung & (f*”) = 0. Hieraus schlieBen wir wieder, da F(z, y,2, ...}
einer algebraischen partiellen Differentialgleichung geniigt. In beiden Fillen
braucht F(z, y, z, ...) keinen Konvergenzbereich im gewshnlichen Sinne
zu besitzer, und dann geniigt F(z, ¥, %, ...) formal einer algebraischen
partiellen Differentialgleichung.

Wir lassen jetzt die Annahme der absoluten Konvergenz von f(s)
fallen, und nehmen an, daB f(s) einer algebraischen Differentialgleichung
formal geniigt. Wir nehmen aber auBerdem an, da8 alle Exponenten n;
bis auf endlich viele in einem und demselben Winkel von der Offnung
y < @ legen. Wir betrachten zugleich mit f(s) die Reihe

Mathemstisehe Zeitschrift, VIEL 19
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o
oo
rg

@ ()= Zuix"i,

wo u, Unbestimmte sind. Setzt man ¢ (z) in @ (p¥) ein, so entsteht

2 A )z,

wo auch Lim m; = oo ist und 4, (u;) nur von endlich vielen u; abhingt,
d=o0
nach unserer Annahme iiber die n;,. Dabei ist A4, (a;)=0 fiir jedes k.
Wieder unterscheiden wir zwei Fille: 1. Es sei keine lineare ganzzahlige
Kombination der i; rational, oder es gebe eine rationale lineare Verbin-
dung der i, die rational ist, & hiinge aber dann von x nicht explizit ab.
Ersetzt man dann F(z*,...,a2%) durch F(c,z™, ..., c,2z*), wo
¢, -, ¢, willkiirliche Konstanten sind, so multipliziert sich jedes @, mit
einem Potenzprodukt der c¢;; ebenso multiplizieren sich aber auch alle
4, (a,;) einfach mit einem Potenzprodukt der ¢;, bleiben also sémtlich gleich 0.
Wir sehen, daB auch F(c,z%, ..., ¢,x%) der Differentialgleichung & (f*)
gentigh. Und daraus kénnen wir wiederum schliefen, dall F(x, y, 2, ...}
einer algebraischen partiellen Differentialgleichung geniigt. Besteht aber
2. eine lineare Relation p, 4, -+ ...+ Pudy =9, WO P, ..., Dy, p ganz
sind und » von 0 verschieden ist, und enthilt @ die unabhéngige Variable
« explizit, so bilden wir wieder, unter ¢,,¢,, ..., ¢,—1 willkiirliche von 0
verschiedene Konstanten verstanden, die Reihe

— — /7
{56) F(cPoah, efea’s, ..., e7Pe;?. . 0,0 0

Tragen wir sie in @ ein, so multiplizieren sich wieder die Ausdriicke
A, (a;} nur mit einem Potenzprodukt der ¢;, bleiben also gleich 0. Daher
geniigh auch {56) formal der Differentialgleichung @ (f) =0, und von
hier ans schlieBen wir wieder ganz analog wie oben, fiir den Fall der
absoluten Konvergenz von f(s), daB F (z, y, 2, ...) formal einer algebraischen
partiellen Differentialgleichung geniigh. Besitzt dann F(z, y, 2, ...) einen
Konvergenzbereich im gew&hnlichen Sinne, so geniigt auch die durch sie
dargestellte Funkiion jener Differentialgleichung.

Die zuletzt angegebenen Resultate iiber Potenzreihen, die nach be-
liebigen Potenzen der mnabhingigen Variablen fortschreiten, sind insofern
von Interesse, als solche Reihenentwicklungen sehr oft beim Studium
des Verhaltens der Infegrale von gewdhnlichen Differentialgleichungen in
der Nahe eines singuliren Punktes auftreten. Hier wurde besonders von
Poincaré, Picard und anderen?®) eine Methode ausgebildet, die Auf-
suchung der Reihenentwicklungen solcher Integrale auf die Aufstellung
gewisser Funktionen mehrerer Variablen F(z,y,z,...) zu reduzieren,

) Vgl E. Picard, Traité d’Analyse 3, (2. éd.), 8. 1—40.
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die gewissen, aus der vorgegebenen gewdhnlichen leicht ableitbaren par-
tiellen Differentialgleichungen geniigen, und aus denen solche Reihenent-
wicklungen nach der Formel

f(z)=F(c,z™, c,z™,...)

erhalten werden. Allerdings sind diese Entwicklungen bei Poincaré und
Picard an sehr viele verschiedene Annahmen gekniipft, und das Auf-
treten von partiellen Differentialgleichungen erscheint wie ein sehr merk-
wiirdiger Kunstgriff. Die obigen Resultate geben fiir algebraische Differential-
gleichungen gewissermalen eine Umbkehrung dieser Methoden. — Im
nichsten Paragraphen werden wir auf den Fall der analytischen Differen-
tialgleichungen eingehen, und insbesondere den Satz 12 auf den Fall
komplexer Exponenten verallgemeinern. —

Wir kniipfen jetzt wieder an den Beweis des Satzes 19 an, machen
sber jetzt die Voraussetzung, daB die dortige Funktion (54)

(54 Bl o)

fir beliebige hinreichend grofe positive 2™ der von den 1 unabhdngigen
Differentialgleichung (55) genigt. Ahnlich wie dort konnen wir wieder in
das Integral (54) willkiirliche Konstanten einfilhren, die aber jetzt mit
Z,¥,2, ..., bezeichnet werden mogen. Wir erhalten dann die Funktion

Fls)=F (et ye-its, .. )

die einer von den %,y,z,..., A A unabhingigen algebraischen
Differentialgleichung @ (f) = 0 in s geniigt. Wir setzen nun die Differential-
gleichung in eine partielle Differentialgleichung in bezug auf z, y, 2, ...
um, wobei s vorerst unbestimmt bleiben mag. Wir erhalten so eine
partielle Differentialgleichung, in der die hochsten — m-ten — partiellen
Ableitungen von F in der Verbindung vorkommen:

e, Y% wogh. . (— 1) 1) gmarls 2B .
i s’ %oy’ j%’ - ze—AWs L h
v e,

Driicken wir 2, ¥, ..., durch &’ = ze=*"s, y’ — ye~*™s ... aus, so er-
halten wir eine partielle Differentialgleichung fiir F (', y,7,...), in
der die hochsten Ableitungen von F in der Verbindung vorkommen:
y(@%) eyt .. (— A (— A‘g})b e
=N\ sartay®. .. '
Da diese Differentialgleichung fiir beliebige Werte der 1 gilt, so gestattet
sie, die m-ten partiellen Ableitungen von F(z’, %', ...) durch die Ab-

leitungen niedrigerer Ordnung und =, y’, ... algebraiseh auszudriicken —
19*



286 A. Ostrowski.

F(x',y',...) geniigt also einem algebraischen M ayerschen System. Dieses
Resultat ist deshalb von Bedeutung, weil wir jetzt beweisen werden:
Hat eine analytische Funkiion F(xz,y, ...) die Eigenschaft, daf fir be-
liebige reelle Werisysteme von 1, 2, ..., die linear unabhingig sind und
in beliebig vorgegebenen Intervallen liegen, die Funktion F (=%, e~%=s, .. )
von s algebraisch-transzendent ist, so gemiigt F(e="%, e~%2, ...) fir alle
i; einer festen algebraischen Differentialgleichung. Dies folgt nicht direkt
aus dem Hilfssatz 5, da wir 4,, 4,, ... linear unabhéingig annehmen wollen,
188t sich aber durch dasselbe Verfahren beweisen, wie der Hilfssatz 5 Wir
wollen etwa den Fall von drei Variablen ins Auge fassen und 1, gleich — 1
annehmen, was nach den Séatzen von § 5 erlaubt ist. Geben wir A, irgend-
einen festen irrationalen Wert 4, so geniigt F (e¥, e—%%, e=%¢) einer alge-
braischen Differentialgleichung fiir jeden von 1 und 2, linear unabhingigen
jrrationalen Wert von 4, aus dem vorgeschriebenen Intervall. Daher gibt
es solche Potenzprodukte aus den Ableitungen von F (ef, e~*%, e~h*), die
fiir unendlich viele 1, aus einem bestimmten Intervall linear abhingige
Funktionen von s werden:

I, 11..... II.

Daher verschwindet ihre Wronskische Determinante identisch in s, 1,,
und es besteht eine Relation

G (@)Hl '}'Cz(;*z)llz + ... +6L(lﬁ)ﬂ-.l. =0,

aus der wir durch Differentiation und die wie im § 6 zu begriindende Eli-
mination der c;(%,) endlich eine Differentialgleichung fiir ¥ (e*, e—%5, ¢=%5)
erhalten, der F(e®, e~%* e~%%) fiir jeden Wert von 1, geniigt. Da es
nun fir jeden irrationalen Wert 1, von 1, aus einem bestimmten Intervall
eine solche Differentialgleichung gibt, so fithrt uns ebenso wie im § 6 eine
Wiederholung desselben Verfahrens zu einer algebraischen Differentialglei-
chung, der F (e, e~*#, ¢ %) fiir jeden Wert von A,, A, geniigt. TUnd
hieraus folgt nach den Satzen des § 5, daB auch F (e, e~%25, ¢—%3) einer
festen algebraischen Differentialgleichung fiir jedes Wertsystem von 4,, 4,, A
geniigt. — Wir bemerken noch, daBl wirdurch sukzessive Differentiationen
und Eliminationen, die mit Hilfe des Lemmas aus dem § 3 ohne weiteres
zu begriinden sind, erreichen konnen, daB die Koeffizienten der algebrai-
schen Differentialgleichung, der F(e~h1¢, ¢~%*, ¢~%¢) geniigt, von 4, 4y, 4,
unabhéingig und gewohnliche rationale Zahlen werden. — Wir kinnen jetzt den
Satz formulieren, der sich dem Satz 15 und dem Hilfssatz 5 an dieSeite stellt:

Satz 20: Hat eine analytische Funktion F (z; y, 2, ...) die Eigen-
schaft, dap F(e~*3, e~%s5, e=%s ) fiir belichige reelle, oder auch nur
fiir beliebige reelle linear unabhdngige in den festen worgeschricbenen
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Intervallen liegende A, iy, Ay, ... algebraisch-transzendent in 8 wird, so
ist F(x,y,2,...) selbst eine algebraisch-iranszendente Funkiton wvon
Z, Y, %, ..., geniigi also einem Mayerschen System algebraischer par-
tieller Differentialgleichungen.

§8.

Potenzreihen, die keiner analytischen Differentialgleichung genfigen.

Das Hauptziel der Entwickelungen dieses Paragraphen ist der Beweis
von spater besiiglich der Konvergenzfragen durch den Satz 22 zu er-
ginzenden

Satz 21. Es sei F(z,y,9,...,y™) eine Polenzreihe, die nach
postitven, Potenzen von =,y — ¢,y — ¢, ..., y™ — ¢, forischreitet und
in einer gewissen Umgebung des Punkies x =0,y =c,y =c¢,,...,y"™ =c¢,
konvergiert. In den Differenzen y® — ¢, sind ¢, Konstanten. Hinige
von thnen konnen unendlich werden. Dann st wnter y® — c, wie iblich

L o verstehen. Bs gentige die Reshe

YR
f=w
(57) Y = 2 a,x™
=0
formal “der Differentialgleichung
{58) Fz,y, 9, ..., y™)=0.

Dabei sind die n; reelle oder komplexe Konstanten, %ber die folgende An-
nakmen zu machen sind: Ihre reellen Teile sind mit i von einem ¢ an
zunehmend geordnet und konvergieren gegen —+ oc. Sind nichi alle n;
reell, so sei etwa n, ein nicht reeller Exponent, dessen treeller Teil r
moglichst klein ist. Sind dann die reellen Exponenten n;, die kleiner
als v sind, ganze nicht negative Zahlen, oder gibt es keine reellen Eax-
ponenien < r, 50 miissen wir vorgussetzen, daf r keinen nichi negatwen
ganzzahligen Wert hat, wnd daff es nur einen Exponenten n, gibt, dessen
reeller Teil gleich r ist.

Die Zaklen ¢, ¢, , .. .seien die ,,Werte' von y und der Ableitungen
von y fir x=0.

Ist eine der Zahlen ¢; (und dann auch alle folgenden} o, so muf
die formal gebildete i-te Ableitung von y mit einer Polenz von z an-
fangen, deren Exponent einen negativen reellen Teil hat. Dann lapt sich

1 . . . .
g® nach unseren Annahmen iber die n, in eine nach Potenzen won x

fortschreitende Reihe formal entwickeln, deren s@miliche Exponenten posi-
tiven reellen Teil haben. Diese Entwickiungen sind. dann in F fir

1 .
s ewmzusetzen.
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Unter diesen Annahmen lassen sich alle n; linear mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten durch endlich viele unier ihnen ausdriicken.

Wir bezeichnen die GréBenz,y — ¢, ..., y® — ¢, ... (bzw. z_ll‘—‘”> durch

25 %55 ~+ 5 %ivay - .. und konnen dann (58) in der Form schreiben:
{59) D(z,2,,...)0=0,

wo @ eine gewCShnliche Potenzreihe in z,z,, ... ist, die im Nullpunkt
verschwindet und in einer Umgebung des Nullpunktes konvergiert. Wir
bezeichnen die ersten partiellen Ableitungen von @ mnach z,,z,,... durch
D, (2}, D,(z,), ... und behaupten, daf die Gleichung (59) sich notigen-
falls durch eine solche erseizen lift, daf keine der Gleichungen

(60) B (2)=0, &,(z)=0, ...

formal besteht. Im Nachweis der Richtigkeit dieser Behauptung liegt die
eigentliche Schwierigkeit der folgenden Entwicklungen.

Wir miissen zunichst an einige Tatsachen aus der Theorie der Teil-
barkeit von Potenzreihen in mehreren Variablen in der Umgebung eines
Punktes erinnern®®). — Von allen Potenzreihen, die wir dabei betrachten,
setzen wir voraus, daB sie in einer Umgebung des Nullpunktes kon-
vergieren. — Eine Potenzreihe 1, (z;) heiBt durch eine anderé v, (z,)
teilbar, wenn eine Gleichung besteht:

vy (2) = pa (2 m(z),
wo m{z;} eine Potenzreihe ist. Ist jede der Potenzreihen vy, (z), w,(2)
durch die andere teilbar, so heiBen sie dguivalent. Dann verschwindet
m{z;) im Nullpunkt nicht. Eine Potenzreihe v (z;) heiBt irreduzibel, wenn
sie nur durch solche Potenzreihen teilbar ist, die ihr iquivalent sind, wenn
sie sich also nicht in der Form schreiben 158t:

y(z) =y (%), (z'i‘)’
wo beide Potenzreihen v, (z;) und v, (z;} im Nullpunkt verschwinden. Sieht
man Aquivalente irreduzible Potenzreihen nicht als verschieden an, so 130t
sich jede im Nullpunkt verschwindende Potenzreihe nur auf eine einzige
Weise als ein Potenzprodukt von irreduziblen Potenzreihen darstellen. Der
Beweis dieses letzten Satzes beruht auf dem Vorbereitungssatz von
Weierstral. Der Vorbereitungssatz besagt: Kommt in einer im Null-
punkt verschwindenden Potenzreihe v (z,, 2,,2,, ...) eine Potenz von z
allein vor, ist also (2, 0,0, ...) nicht identisch in z, gleich 0, so ist

) Man vergleiche etwa WeierstraB, Einige auf die Theorie der analytischen
Funktionen mehrerer Verinderlichen sich beziehende Sétze, Gesammelte Werke, 2,
5. 135—188.
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(2. %, --.) einer Potenzreihe dquivalent, die in bezug auf z, ein Polynom
ist, d. h. es gilt:

(20 %y 2y ) = (2 Ay (R 255 - 20 e F A2, N Bz, 2,

wo B (2, 2,, 2, ..-) im Nullpunkt nicht verschwindet und 4, (z,, 2, ...}, ...,
A4, (2,,%,,...) Potenzreihen in z,,2,, ... sind. — Kommt aber in v(z, 2,,...)
keine Potenz von z, allein, oder von z, allein usw. vor, so kann man durch
eine lineare Transformation der Variablen z, erreichen, daB in v von jeder
der neuen Variablen eine von den anderen Variablen freie Potenz vorkommt,
und dann ist der Vorbereitungssatz anwendbar.

Wire nun der Vorbereitungssatz stets ohne vorherige lineare Trans:
formation anwendbar, so wiirde der Beweis unserer obigen Behanptung
keine Schwierigkeiten bieten. Denn dann konnten wir mit Hilfe des Vor-
bereitungssatzes aus der Gleichung P (z,)==0 und der etwa noch aufer
dem bestehenden @,(z,)= 0 die Variable 2,., eliminieren und dadurch
eine analytische Differentialgleichung erhalten, der y formal geniigt und
die von mniedrigerer Ordnung ware. Und eine endlichmalige Anwendung
dieses Verfahrens wiirde uns zum Ziele fiihren. Da aber der Vorbereitungs-
satz nicht immer anwendbar ist, so scheint es, daB unsere heutigen
Kenntnisse iiber analytische Funktionen mehrerer Variablen eine direkte
Elimination einer bestémmien Variablen aus zwei analytischen Gleichungen
nicht immer erméglichen?'). In unserem Falle gelingt es jedoch, auf einem
Umwege zum Ziele zu kommen. —

Es kann vorkommen, daB eine Potenzreihe in s Variablen z; nach
einer linearen homogenen umkehrbaren Transformation der z; einer solchen
Potenzreihe dquivalent ist, die von weniger als x Variablen abhingt. Die
kleinste Zahl o von der Eigenschaft, daf v (z;) nach einer lLinearen home-
genen umkehrbaren Transformation der z; einer Potenzreihe in ¢ Variablen
Aquivalent ist, wollen wir als den Rang von w(z;) bezeichnen "

Ist w(z;) vom Range g, so ist auch jeder Teiler von y(z;) vom
Range o. Denn transformieren wir die Variablen 2z, in neue Variablen £,
so geht dabei jeder Teiler von w(z;) in einen Teiler der transformierten
Potenzreihe iiber; ist aber die transformierte Potenzreihe einer solchen dqui-

%y Es sei etws das folgende Problem genannt: Zwel gewShnliche Potenzreihen
f{z,9.2), g(2,y,2) konvergieren in einer Umgebung des Nullpunkies und ver-
sohwinden im Nullpunkt. Gibt es stets eine Potenzreihe h(z,y)}. die in einer Um-
gebung des Nullpunkies konvergiert, und dort fiir alle und nur diejenigen Wertepaare
hinreichend kleiner z, ¥ verschwindet, die mit einem hinreichend kleinen 2z beide
Potenzreihen f, g zu 0 machen? M. a. W.: Man betrachte die Schnittkurve von zwei
Plachen, die im Nullpunkte algebraischen Charakter haben. Hat skets ihre Projektion
auf eine beliebige durch den Nullpuokt hindurchgehende Ebene im Nullpunkt
slgebraischen Charakter?
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valent, die nur von o Variablen £, abhingt, so gilt auch fiir jeden ihrer
Teiler dasselbe, nach dem Satze iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung einer
Potenzreibe in irreduzible Faktoren.

Wir kehren nun zu unserer Frage zuriick und wihlen fiir @ (z;) eine
Differentialgleichung, der y formal geniigt, und bei der ®(z;) vom még-
lichst niedrigen Range o ist. Ist ®(z,)= &% (z,) ®"(z;), wo ®“ und
& Potenzreihen sind, so geniigt y formal einer der Gleichungen

d)(n(zi\} = O, Q)(ﬁ){zi) = 0.
Daher kénnen wir fiir @(z;) eine érreduzible Potenzreihe vom Range ¢
nehmen. Es gibt also eine lineare homogene umkehrbare Transformation
(61) 2; —“__,r O & '—._i $in %

durch welche ®(z,) in eine Potenzrethe @(Z,} iibergefithrt wird, fiir die
die Darstellung gilt

B(z;) = (L) = P(L) E Q)

wo ¥({;) nur von ¢ der Variablen {, abhangt, etwa von {,,...,{,, und E
im Nullpunkt nicht verschwindet. Ist TE%E) == ¢(z;), so konnen wir, indem
i

wir nétigenfalls @{z;) durch @(z;)e(z,) ersetzen, erreichen, daB @(z;}
durch (61) direkt in eine Potenzreihe ¥((,) iibergefithrt wird, die nur von
o Variablen £, ..., {, abhingig ist. Die Differentialgleichung Pz} = 0
hat dann die gewiinschie Eigenschaft. Denn angenommen, es befriedigte
y formal auch noch eine Gleichung ¥, (z;} = -— d m”‘)
Tdentitét:

== () etwa. Aus der

ﬁz(

folgt, dall auch @, (#;) durch {61) in eine Potenzreihe ¥ (Z,) von &,,...,%
iibergeht. Wir wenden nun auf P(Z,) und ¥*((,) eine weitere lineare
homogene Substitution an

(62) = rtaw, w=_t,0, i=1...,0 k=1....0)

durch welche wir erreichen, da$ auf beide Potenzreihen der WeierstraBsche
Vorbereitungssatz anwendbar wird. Und zwar kénnen wir erreichen, daB
in ¥ und P* nach Transformation freie Potenzen einer und derselben
Variablen, etwa u,, vorkommen. Denn sind die Aggregate der Glieder
niedrigster Dimension in P(Z,) und P*({;) etwa aff;) mnd B(L;), so
brauchen wir {62) nur so einzurichten, daf nach der Transformation (62) in
den homogenen Formen ¢ und b alle nach Dimension zulassige Potenz-
produkte der u, wirklich vorkommen. Wir konnen daher. schreiben
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P(L,) = X (u) = B (w) ()= B(u) (uf+ A (w)uf™ + ...+ 4“ (w))
T*(C) = X*(“-;> = E*(ui) H*(ui) =
= B™(u;) (u] + A*(l)(ui) w T L+ A*b’)(ui))-
Hier sind E(w;), B (u;) im Nullpunkt nicht verschwindende Potenzreihen,
A® und 4*% aber Potenzreihen in Uy, «.., Up. Bilden wir nun die
Resultante P (u,, ..., %,) von IT und II™ in bezug auf u,, so besteht eine
Identitét

Py, < ooy tp) == B(w;) I (u;) + B*(ui)ﬂ*(.ui)
oder

(63) Pty - os ) = O () X (w;) 4 07 () X ™ ().
Gehen -wir nun zuriick zu den {; und g;, so entsteht aus P(u,,...,u,)

eine Potenzreihe R(z;), deren Rang hochstens gleich o — 1 ist, und fiir

die sich aus (63) eine identische Beziehung ergibt von der Form
R(z;)=D(2,) D (2;)+ D, (2} D, (=)

Hieraus wiirde aber folgen, daf y auch der Gleichung R(z;)= 0 formal

geniigt, und R(gz;) ist vom Range ¢ — 1. Damit ist unsere obige Be-

hauptung bewiesen.

Wir kénnen also annehmen, da keine der Gleichungen (60) formal
befriedigt ist. Setzt man daher in eine von den Potenzreihen &,(z) in (60}
die Reihenentwicklung fiir ¥ ein, und ordnet das Resultat nach reellen
Teilen der Exponenten der einzelnen Glieder, was nach unseren Annahmen
mbglich ist, so werden nicht alle Glieder identisch verschwinden, und
die Entwickluzng wird mit einigen Gliedern anfangen, bei denen die reellen
Teile der Exponenten einen mdglichst kleinen Wert haben, etwa »,. Diese
Glieder seien etwa:

(64) Cix @i 5.

Aus unseren Primissen folgt weiter: Bricht man die Reihe fiir y irgendwo
hinreichend weit ab, so &ndern sich die Anfangsglieder der Entwicklungen
der &;(z) nicht. Die Exponenten Z;, sind also lineare homogene ganz-
zahlige Kombinationen aus gewissen m,. Wir trennen nun die Reihe fiir y
in zwei Teile

i=f-1 g=w
y=A,(z)+ B,(x) =2aix”f —}—Zaim”:
e i=%

und nehmen dabei ¢ von vornherein so groB, daB bereits von diesem # an
bei der Einsetzung von 4, (x) fir y die Anfangsgﬁedef der @, die Aggregate
der Ausdriicke (64 ) sind. Wit bezeichnen nun 4, (), 4 (%), ..., 4™ (=) mit
%y, Ug, .., Unsa, und R (z), R;(x}, ey R,‘”){:c) mit v, ¥, ..., Upia.
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wo die Indizes denen der z; entsprechend gewihlt sind. Die w; und v,
hingen dabei noch von-¢ ab.

Wir wollen nun ¥(z;} nach Potenzen der v, entwickeln. Zu dem
Zwecke bedenken wir, daB, solange der reelle Teil des Anfangsgliedes von
y@ nicht negabiv ist, 2z;0.=9y® —c¢;= (Uis2—¢;) + 010 1st, s0 daB
wir zaur Entwicklung nach Potenzen dieser v;., einfach den Taylorschen
Lehrsatz direkt zu benutzen haben. Hat dagegen das Anfangsglied b,z
von ¥ einen Exponenten mit negativem reellem Teil, so ist

E=<]
. 1 1 1 1 Uiy o Vo \E
) siram b~ Lomn L Sty e
{ ) ¢+ Uy po -+ Lz_l..! b; u.+, _L’U‘—;—g b; k‘:; bt +b,x"i

Hier haben —% __1 und Lt“— lauter Glieder mit verschiedenen Ex-

b,-x‘“ 61 2

ponenten, und die reellen Teile der Exponenten aller Glieder von i:ﬁi[} sind,
E

sobald ¢ hinreichend grof genommen ist, gréfler als die Exponenten

der Glieder von f’f—%. Wir bemerken endlich, daf die Entwicklungen der
T

aus (65) formal gebildeten Ableitungen von z;,, nach v;,, fir v, , =0
lauter Exponenteri haben, deren reelle Teile nicht negativ sind. Die
Formel (65) zeigt, da man bhei der Entwicklung von @ (z;) nach Potenzen
der v, den Taylorschen Lehrsatz benutzen kann. Bezeichnen wir noch

fir £2>0 allgemein w, ,— ¢, bzw. —1— durch w;,, (es ist also

i+3 %

W, = (2 _;_gf}v 50) so gilt die Entvncklung
2
(66) ®(z)=&(x, w)+ ‘(‘“”x 2} =w’+2vivk(~a—$f’f—})z e

dv; 6ur =

Hier sind slle Differentiationen so auszufiihren, daB man zuerst nach g

differentiiert und dann 2, nach #; {entweder aus g, = %, |+ v,;, oder aus

Nun bedenken wir aber, daf die Exponenten

der einzelnen Glieder in den Entwicklungen der Ableitungen von z; nach
v; nicht negativen reellen Teil haben. Ebenso enthalten die partiellen Ab-
leitungen von ®(z;) nach den z; nur solche Glieder, deren Exponenten
nicht negative reelle Teile haben, und dies ist auch dann der Fall, wenn
wir die z, durch die w; ersetzen. Aus alledem folgt, daB die reellen Teile
der Exponenten der einzelnen Glieder in den Summen

- “P(z,2) 3 B(z,z)
Zv"”’*( 0v; 6o >z_, 2” %Y, ‘(vv, 2wy, B0 jo =, Tt

nicht kleimer sind als 20,, wo o, der reelle Teil des Exponenten von
a,z™ ist.
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Wir haben oben den Taylorschen Lehrsatz benutzt, obgleich die Be-
deutung der Entwicklung (66) natiirlich eine ganz andere ist als gewdhn-
lich. Die #; und v; sind nicht hinreichend kleine Zaklen, sondern Potenz-
reihen in z. Die Gleichung (66) bedeutet, daB, wenn man rechts und
links fiir die z; und fiir die »; ihre Reihenentwicklungen in z einsetzt und
rein formal umordnet, auf der rechten und linken Seite genau dieselben
Glieder vorkommen. Dieses Umordnen ist aber stets ohne Ausfithrung
von Grenzprozessen moglich, da nach unseren Voraussetzungen iiber die u,
stets nur endlich viele Glieder entstehen kénnen, die dieselben Exponenten
haben.

Wir konnten die Gleichungen (65), (66) auch als Kongruenzen deuten
nach hinreichend hohen pesitiven Potenzen z¢ von z als Modul, in dem
Sinne, daf von allen Potenzen von z, deren Exponenten den reellen Teil
grofer als o haben, abzusehen ist. Dann kommen auf beiden Seiten der
(Heichungen (65) und (66) fiir jedes ¢ stets nur endlich viele Glieder in
Betracht, und die Gleichungen (65), (66) besagen, daf die entsprechenden
Kongruenzen fiir jedes ¢ gelten. — Und da bei unseren Entwicklungen,
die zur Gleichung (66) fithren, stets als Koeffizienten Potenzreihen in 2
auftreten, bei denen die Exponenten der einzelnen Glieder nichtnegative
reelle Teile haben, so ist klar, warum wir den Taylorschen Lehrsatz (und
die Regel tiber die Differentiation einer Funktion wvon einer Funktion}
benutzen diirfen.

Wir fassen nun die erste Summe auf der rechten Seite von (66)

ins Auge ,
AP {x, z)\
o ("%55")

Ist fiir irgend ein 7 > 1 das zugehérige z, =, +— v;, so ist der Koeffizient
von w; gleich

26 = ws

D, (2, Wy, -+ .5 Wpaa).
- 1 - . -
Ist aber z; = g 5O ist der.Koeffizient von o, gleich
i i
. .o—1
¢’~(x, Wys -y ‘wn.;_g} e
Hirn

Wir sachen nun die Glieder von (66), deren Exponenten den kleinsten
reellen Teil haben. Fir %, fiix welche z, = u, - #, ist, sind die Anfangs-
glieder von w; (%;2) v fiir hinreichend groBe ¢ gleich

3 zs= 5
(67) (=21 M) ma™ P anate =12,

Ist der reelle Teil von n, gleich o,, so ist der reelle Teil der Exponenten

der Glieder (67) gleich 6, +»,—é-+-2. Ist aber z, = uilA —, so kommt
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. 5 g is 1 -
(68) «(2»2):(‘;’;‘0;@,35“' ”‘lcf‘zx“’";;x o (x=1,2,..),
s - ':

wo b, 2" das Anfangsglied von u; ist. Ist der reelle Teil von y; gleich o,,
so ist der reelle Teil der Exponenten von (68) gleich

o, -+ », — 20, — 1+ 2.

Hier sind die Zahlen »,, o, von { unabhiangig. Wir bringen im Aggregat
der Glieder (67) und (68) a,z™ vor die Klammer und ordnen dann die
Glieder innerhalb der Klammer nach ihren Exponenten. Wir erhalten dann

w, N\ N
a; % t_/lr Py (M) THs,

wo k, lauter verschiedene komplexe Zahlen sind, ¢,(n,) aber Polynome
in », mit festen von ¢ unabhingigen Zahlenkoeffizienten. Alle ¢, (n,)
konnen offenbar nicht identisch in », verschwinden, da in (67) und (68}
¢ lauter verschiedene Werte annimmt, und daher =, in n-ter Potenz nur

einmal — in (:‘) — vorkommt. Ist nun k etwa ein k,, bei dem der

reelle Teil maoglichst klein ist, und der Koeffizient ¢ (n,) von z* von 0
verschieden, so kann ¢ (n,) jedenfalls nur fiir endlich viele n, verschwinden.
Von einem gewissen ¢ an muB sich also das Glied

Ntk
a p(n)z™

entweder mit einem Glied aus der zweiten, dritten Summe auf der rechten
Seite von (66 } wegheben, oder mit einem Glied von @ (2, w). Diereellen Teile
der Exponenten der Glieder der zweiten, dritten, . .. Summe der rechten Seite
von {66} sind aber nicht kleiner als 25,, also von einem gewissen ¢ an sicher
groBer als der reelle Teil von 6,4 k. Daher muf bei der Entwickelung
von F(x,w,,..., Wy..} sich wenigstens ein Glied ergeben, dessen Expo-
nent gleich n, 4 k ist. Die Exponenten der Glieder von @ (z, w) setzen
sich aber linear ganzzahlig aus 1,ng, %,,..., %, zusammen. Ebenso
setzt sich k aus 1 und endlich vielen n, linear ganzzahlig zusammen.
Daraus folgt aber, dafl alle », sich linear ganzzahlig durch endlich viele
aus ihnen ausdriicken lassen, w. z. b. w.

Im Satz 21 haben wir fiir sehr ausgedehnte Klassen von nach
beliebigen Potenzen des Argumentes fortschreitenden Reihen die Eigen-
schaft formuliert, keiner analytischen partiellen Differentialgleichung formal
zu geniigen. Wir wollen nun diese Eigenschaft auf durch solche Reihen
darstellbare Funktionen ausdehnen.

Um dies zu erreichen, verlangen wir von den Exponenten n;=o; -+ V—1z;
erstens, daf lim o, == —+ oo ist, zweitens, daf | =

! 2 von einem gewissen ¢ an
iz
besehrénkt bleibt. Dies bedeutet, geometrisch gesprochen, da8 alle n; von



Dirichletsche Reiben und algebraische Differentialgleichungen. 295

einem gewissen 4 an innerhalb eines Winkels von der Offnung y <C & liegen,
der den positiven Teil der reellen Aches einschlieft, die imaginire Achse
dagegen (bis auf den Nullpunkt) vollstindig auBerhalb laBt.

Um die auf die Konvergenz der Reihe (57) beziigliche Annahme zu
tformulieren, fithren wir den Begriff der absoluten Konvergenz im schdrferen
Sinne ein. Wir nennen eine Reihe 2 a; 2™ mit komplexen Exponenten
n, = 0; + VY — 11, die den obigen Bedmgungen geniigen, absolut konvergent
im schirferen Sinne fiir (x| ==y, falls die Reihezga”’ v e?%l konver-
giert. Eine solche Reihe konvergiert absolut auf dem ganzen Kreise

z' =y, sowie in jedem vom Nullpunkt verschiedenen Punkt innerhalb
dieses Kreises, und absolut im schérferen Sinn auf jedem konzentrischen
Kreise mit kleinerem Radius. Konvergiert Z a;z"* fiir |2|=1» absolut
im scharferen Sinn, so konvergiert die formal gebildete Ableitung
Sni a;x™~" dieser Reihe absolut im schérferen Sinn fiir (@] =»—¢,
wo ¢ eine beliebig kleine feste positive Grofie ist. Denn um dies zu be-
weisen, haben wir aus der Konvergenz von 2 a;veier il wo g |=q;

gesetzt ist, die Konvergenz derRelhe ch la; +V—T1x, Sy — )"i“ie““‘! zn
folgern. Dies folgt aber aus

=0,

} r- N
y— %" D gsev— 1 1y yg )%

Lim 0+V——-11 1( u) J,~.§ l‘r\:a' ‘§a.( !

i i [, »%;

Denn géfiilff' ist von einem gewissen 7 an absolut beschrinkt wund

tim o, (" ) 0. Hieraus folgt, daB jede formal gebildete Ableitung von -

N a,2™ absolut im schiirferen Sinn fiir [#]=» — ¢ konvergiert. Und
aus der GleichmiBigkeit der Konvergenz, die sich aus dem weiter unten
folgenden Beweis des Eindeutigkeitssatzes ergibt, folgt, daB die formal gebil-
deten Ableitungen die Ableitungen der durch die urspriingliche Reihe dar-
gestellten Funktion darstellen.

Konvergiert Z a;x"™ absolut im schirferen Sinn, und sind alle g;
positiv, so wird auch, wie wir sofort ausfiihrlich beweisen werden, die
Majorante >, o, ¢®*!%! mit kleiner werdendem » beliebig klein. Daraus
folgt, daB auch das Resultat der Einsetzung von (57) in die linke Seite
von (58) auf einem gewissen Kreise um den Nullpunkt abselut im schirfe-
ren Sinne konvergiert und dort das Besultat der Einsetzung der durch
(57} dargestellten Funktion in (58) darstellt. Es bleibt daher nur die Ein-
deutigkeit zu beweisen: Konvergiert eine Reihe 2 a;z" auf einem Kreise
um den Nullpunkt absolut im schirferen Sinn, und ist dort die durch
sie dargestellte Funktion gleich 0, so verschwinden alle Koeffizienten a,.
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Wir kénnen offenbar annehmen, da8 alle n,= o,V — 17, untereinander
verschieden sind und daf o, mit ¢ nichtabnehmend geordnet sind. Wir
konnen weiter annehmen, daB die ersten k(%> 0)o; verschwinden, da
dies sonst durch Multiplikation mit z—° zu erreichen ist. Es sei also
Op==...==0, =0, 0311 > 0. Wir behaupten zuerst, daB jedem posi-
tiven & ein solches 8 zugeordnet werden kann, daf | Z a2 <& st

k+1

sobald x| < ¢ wird. Es sei allgemein |@;|=¢;. Aus der absoluten
Konvergenz im schirferen Sinn von Z a; ™ folgt, daBl die Dirichletsche
Rethe

(69) Zaie‘“f’ife—"is

i=k+1

n einer gewissen s-Halbebene absolut und daher gleichméfig konvergiert.
Daraus folgt, dal man ein solches J, angeben kann , daf der absolute
Betrag von (69) kleiner als & wird, sobald der reelle Teil von s groBer

als 0, wird. Daraus folgt aber, daB der absolute Betrag von Zaz.a:"i
k41
kleiner als ¢ wird, sobald |z | < 6 =e~% wird.

Infolgedessen miifite, wenn alle Koeffizienten a,, ..., a, von ¢ ver-
schieden wiiren, die Summe @y 2V=1%+ ... -+ a, V=% zugleich mit 2 gegen 0
konvergieren. Es wird also geniigen, zu zeigen, dafl eine solche Folge der
reellen ing Unendliche wachsenden Werte von s existiert, daf8

f(S) =a, eV—1s7 + .. ta, V=15t
gegen einen von 0 verschiedenen Wert konvergiert. Die ganze Funktion
f(s) kann nicht identisch verschwinden. Denn sonst miifte sie auch fir
rein imagindre s =V~ 1¢ verschwinden, und in f(s) wiirde fiir hinreichend
grofes ¢ ein Glied iiberwiegen, da 7,,...,7, untereinander verschieden
sind. Es sei fiir ein reelles s = s, etwa f(s,) & 0. Es sei m eine beliebig
grole ganze positive Zahl. Dann gibt es bekanntlich eine solche von ¢
verschiedene mit Hilfe der bekannten Dirichletschen SchluBweise zu
findende ganze positive Zahl 8, dal die Zahlen s, 7,,...,s,7, sich von

gewissen ganzzahligen Vielfachen von 2« um weniger als Ei—i unterscheiden.

Und folglich wird der Wert von f(s, 4 ms,) mit wachsendem m gegen
7(s,) == 0 konvergieren. W.z.b.w.

Wir konnen das Resultat zusammenfassen im
Batz 22. Hat eine absolut sm schdrferen Sinn konvergente Reihe

y(z)= Z“i”ni (m;=0;,+V—17,)
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die Eigenschaft, daf 1. Lim o, = - cc sf; 2. %—Zi von einem gewissen 4
H {

an beschrimkt bletbt; 3. ist o, das kleinste o, zu dem ein wvon 0 wer-

schiedenes v gehort, und sind alle kleineren ¢ ganze nichi negative Zaklen,

so 148t o, keine ganze nicht negative Zahl und es ¢ibt keinen zwesten

Exponenten n mst demselben o;; gendigt ferner die Fumktion y(z) einer

Differentialgleichung, deren linke Seite analytisch inz,y—c, y'—e¢,, ...,
1 1 . . .

y®w —c,, gTL T iy ist, wo die reellen Teile der Exponenten der

nicht

negativ und ¢, C,, .- ., ¢, endliche Konsianten sind, so besitzen die Ez-
ponenten n; eine endliche ganzzahlige Basis.

) i
!
Anfangsglieder von z, y — ¢, y' — ¢, ..., y™ —¢,, e IR e

In diesem Satze ist zugleich eine Verallgemeinernng des Satzes 12
auf den Fall enthalten, wo die Exponenten komplex sind®¥). Die Sub-
stitution % == e~* filhrt dann zu einem dem Satz 12 ganz analogen Satz

iiber Dirichletsche Reihen Z a,e”**, wo 1, komplex sind, und eine
analog zu formulierende Forderung der absoluten Konvergenz im schérferen
Sinn zu stellen ist.

Bei der Formulierung des am Anfang dieses Paragraphen aufgesteilten
Satzes haben wir iiber die Gestalt der Differentialgleichung (58) Annahmen
gemacht, die noch etwas allgemeiner gefaBt werden konnten. Indessen
gilt wahrscheinlich der Satz, daB unter den Exponenten n; nur endlich
viele linear unabhingige vorkommen, auch dann, wenn F eine nach be-
liebigen ganzen positiven und negativen Potenzen ihrer Argumente fort-
schreitende, in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes konvergente
Potenzreilie ist. Dieser Fall ist jedoch den Methoden, die in diesem
Paragraphen zur Anwendung gebracht worden waren, nicht mehr zugénglich.
Der Grund, warum die Giiltigkeit des Satzes 21 und 22 auch in diesem
Falle plausibel erscheint, ist leicht zu iibersehen. Wiirden unter den
Exponenten n; unendlich viele linear unabhingige vorkommen, so wiirden
wir durch wiederholten Umlauf um den Nullpunkt wenigstens formal
unendlich viele willkiirliche Konstanten in das Integral hineinbringen
kénnen. Diese SchluBweise 188t sich in vielen Fillen vollstdndig durch
fithren. So kann man z. B. mit ihrer Hilfe beweisen, da8 Funktion

Exmg %, wo p, die ¢-te Primzahl ist, keiner Differentialgleichung

=1

0 In der Tat 148t sich jede algebraische Differentialgleichung, deren linke Seite
ein Polynom in z, der unbeksnnten Funktion mnd jhren Ableitungen ist, eventuell
durch Division mit einem Potenzprodukt sus der nnbekannten Funktion und ihren
Ableitungen auf die Form (58} bringen.
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geniigt, deren linke Seite in einer Umgebung des Nullpunktes eine ein-
deutige im allgemeinen analytische Funktion der Ableitungen wire. Und
analoge Potenzreihen lassen sich bei mehreren Variablen bilden. So liBt sich
z. B. die analoge Tatsache fiir die Rethe

x“ylogn

beweisen, die aus dér Reihe Z z%n~¢ durch eine einfache Substitution
entsteht. Und damit ist dann ein neuer'— dritter — Beweis der Eigen-
schaft der Reihe Zx“n—‘ gegeben, keiner algebralschen partiellen Diffe-
rentialgleichung zu geniigen. Ich werde diese Bemerkungen an einer
anderen Stelle ausfiihren und dabei auf den engen Zusammenhang ein-
gehen, in dem sie mit einer bekannten, zuerst von Herrn H. Bohr in
der Theorie der Riemannschen ¢-Funktion verwendeten SchluBweise stehen.

(Eingegangen am 3. Februar 1919.)



