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Einleitung. 

w 1. Uber die Eigenschaf~ einer Klasse yon Dir ichle tschen Reihen, 
keiner algebraischen Differenzendiffer~n~ialgleichlmg zu geniigen. 

Xr l ~ a  
w 2. Beweis der Eigenschafr der Reihe x -~-~- r - .~  + . . .  and analog 

gebaut~r Reihen, keiner algebraischen par~iellen Differentia~gleichung 
zu geniigen. 

w 3. Uber eine Klasse analy%ischer Funk'tionen yon zwei Variablen. 
w 4. Der Haup~sa~z flit beliebige l<onvergente Dir iehle tsche Re]hen 

und einige Erweiterungen des Hauptsat~es. 
w 5. Uber den Begriff der algebraisch-~ranszendenten Funktion. 
w 6. Uber den Begriff der algebraisch-tra~nszendenten Fur&tion bei mehreren 

Yariablen. 
w 7. Uber algebraiseh-tmnszenden~e Dirichleo~sehe Reihen 'und Po~enz- 

reihen, die naeh beliebigen Po~nzen der unabh~gigen Ver~nder- 
lichen ~ort~ehreiten. 

w 8. Po~enzreihen, die ]~einer a~aly~isehen Differen~ialgleichung geniigen. 

Einleitung. 

Nachdem HSlde r  bewiesen hat, dal3 die G a m m a ] u n ~ i o ~  keiner 
algebraischen Differentialgleichnng geniigtl), wurde dieselbe Eigenschaft 
fiir vieIe FunkCionen bewiesen. Zu den interessantesten ResultaCen in 
dieser Beziehung diir~e der Sa~z yon H i t b e r t  gehSren, dab die R i e , n a n l t  - 

~) Math. Ann., 25 (1887}, S. 1--13, fiir az~iere Be~eise ties Sat~es vgl. E.H.Moore,  
5Iath. Ann., 48 (1897.), S. 49--74; N. Nie lsen ,  Handbnch cl~r Theorio alex Gamma- 
t u r n ,  l~ipzig, Teublmr ( 1 9 ~ ;  A. Os~rowski,  MaSh. Ann., 79 (1919), S. 286--284. 
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sche ~ -Fun~ion  kehmr algebraischen Differentialgleichm~g geniigte).. Im 
ersten Paragraphen der vorliegenden Abhandlung werde ich nun beweisen~ 
dab dieselbe Eigenschef~ allen Dir ich le i schen  Re,hen 

V, a. 
n s  

zakomm~, bei denen age I~oef]izCenten a,  yon 0 verschieden sind, oder 
auch nur solche Koe]]izienten yon 0 verschieden bleiben, daft die Indizes n 
dCeser Koe]/izienten a, dutch unendlich viele versvhiedene Primzahlen 
t e a r  s r  Noch allgemeiner, jede Dir iohle tsche  Reihe 

. ~  a n e - ;'n s 

besit~t diese Eigenseha~, bei der aile ~,~ sich nicht dutch endlich ~Sele 
tinter itmen linear ganzzahlig ausdriicken lassen, insbesondere also, wenn 
unter den 2, unendlieh viele linear unabh~ingig sin& Wit werden diesen 
Sat~ in einer inso.fenl noeh atlgemeineren Gestalt beweisen (Satz 1 u. (i), 
a~s wir die UnmSglieh]~eit einer algebraischen Dif/erenzendi]/erentialgleichunq 
nachweisen, also einer Funktionalgleich~mg von der Form 

F ( x ,  f (x ) ,  f '  (x) . . . . .  fr t '(x + h~), . . . ,  fr (z + h~), . . . ,  

f (x  + h~,), . . . ,  fc~) (x + h~)) = O, 

wo /h, h,~ . . . .  ,'hr~ reelle Zahlen sind, F abet ein Polynom in den in F auf- 
t r e ~ d e n  Argumenten isr Dies ist insofern yon Wichtigkeit, als sich 
mit Hilfe der hiexin eakhaltenen Tatsache, da~ die R i e m a n n s c h e  ~-Funk- 
tion keiner algebraischea Differenzendifferentialgleichung geniigt, die Rich- 
tigkeit des yon Hilber% voz etwa 20 Jahren vermukm_ngsweise als ,,wahr- 
scheinlieh" ausgesprochenen und seiMem noch nieht bewiesenen Satzes 
nachweisen l ~ t ,  dal~ die FunkCion ~-(x, s), die fiir x I ~ 1 ,  ~ ( s )  -j-. 1 
dutch die Reihe definiert wird: 

als  FunkCion der beiden Variablen x,  s au~ge~a~t, ]~einer algebraischen 
partiellen Differengalgleichung geniigta). Dieter Nachweis wird i m w  '2 

~) Hilber t ,  MaChematisehe I~obleme, O. R. du 2. congr~s international des 
math.. Paris 1902, S. 100. Die Aasffihrung des Beweises gibt V. E. E. Stadigh,  
Dissertation, Helsingfors I902. Wegem Litera~urangaben fiber Funk~onen, die keiner 
al~braischen Diffexentialgleichung genfgen, sei fib~rhaupt auf die EinIeitung zm- 
D ~ t ~ o ~  yon Stadigh, sowie auf die ibhandilang yon I~. D. Carmichael .  

Am. M. Soe, 14 (1913), S. 311 vexwiesem 
~) ~ath~ma~ische Probleme, 1. c. S. 101. 



Dirich]etsehe Reihen und algebraische Differentia]gleichungen. 248: 

erbracht (Sat0z 2), und zwar mi~ Hilfe der yon H i l b e r t  ]. c. angegebenen 
Funk%ionalgleiehung 

x ~ x , s )  = ~(x, s - l ) ,  
~x 

der /:ix, s) geniigt. Dann geben wir abet flit diesen Satz einen zweiten 
Beweis, der weder yon der H i l b e r t s c h e n  Funktionalgleichung noch yon 
den Entwickelungen des ersten Paragraphen Gebrauch macht, and in de s s~  
Verlau~ die Eigenschaft, l~einer pal~iellen algebraischen Differentialgleichung 
zu geniigen, z. B. fiir alle Reihen yon der Form 

t~ (~) 
n8 

nachgewiesen wird, wo /~(x)  ein beliebiges Polynom genau yore n- ten 
Grade is~, und die Konvergenzbedingungen erfiillt sind (Satz 3). I m w  [~ 
ziehen wit aus der in w 2 bewiesenen Eigenschait yon ~(x, s) weitere 
Folgerungem Es ergibt sich z. B., dal3 es unmSglich ist, ~(x,  s) aus be- 
liebigen analyCischen Funlr~ionen einer Variablen und beliebigen algebra- 
ischen Funlr~ionen mehrerer Variablen dutch sukzessive Einschach~elung zu 
gewinnen (Sa~z 4)~). Die. beim Beweis erfo~derliehen Eliminationen lassen 
sich vollsKdndig s~reng uncl besonders einfach und iibersich~lioh mi~ gilIe 
eines (selbstvers~ndtich l~ngst bekannten) algebraischen Lemmas durch- 
i:dhren, ~dr welches ich im w 4 den auf kSrpertheoretischen Betrachtungen 
beruhenden Beweis nachtrage, und das sich bei vielen verwand~en Unter- 
suchungen in ~mlicher Weise benutzen l~l]t. Nachdem im w 4 noch einige 
Erg~nzungen zu den Entwicklungen yon w 1 gegeben werden, untersuchen 
wir i m w  5 allgemeiner die Eigenschafben yon analytischen Funk~ionen, 
die algebraischen Diffexentialgleichungen geniigen kSnnen -- ,,a~gebraiscJt- 
transzendenten Funkt ionen" .  Die Ergebnisse yon w 5 gestatten uns daun, 
die S~ze  v o n w  1 und w 4 auf Potenzreihen zu iiber~ragen. Es ergibt sich 
dabei z .B.  der Satz, da]  man aus jeder Potenzreihe dutch Multiplikation 
gewisser Glieder mit --  1 auf unendlich viele verschiedene Weisen Potenz- 
reihen erhalten kann, die keiner algebraischen DLfferen~gleichung ge- 
niigen (Sa~z 11), und einige andere Resultate, aus denen ich et~va den 
Satz hervorheben mSchte, da~ die Reihe 

~§ 
fiir keinen konstanten rationaten gebrochenen Weft  yon s einer algebra- 
ischen Differen~ialgleichung geniigt. Fiir /rrat/onaIe Werte yon s l i e~  

�9 ) Diese FragestetIung ist durch den bekannten Satz yon Hi lber t  angeregt. 
da~ es analytisc~ Funktionen yon drei Variablen gibe, die sieh nicht dutch endlich 
vielmatige Verke~ung yon Funktionen vo~ z~ei Variablesa l~den tassen.. 1. e. S. 92 
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woM diese Eigenschaft sehr nahe, ich konnte jedoch keinen strengen Be- 
weis hierfiir erbringen. Im nRehsten Paragraphen (w 6) kann ich jedoch 
als Korollar aus einem.al]gemeineren Satz folgern, dal~ die N[enge der Werte 
yon s, ffir die ~(x, s) einer algebraischen Diffezentialgleiehung geniigt, 
abz~/bar is~. - - I m  w G greife ieh nun die allgemeine Frage an, weIehe 
Dir ichletsche Reihen iiberhanpt algebraischen Differentialgleiehungen ge- 
niigen kSnnen. Aus den Ergebnissen der beiden ersten Paragraphen folgt, 
dal] e'me solehe Dirichletsche Reihe vom Typus 

RZ 

die Form haben rout 
F(n  . . . . .  

wo F(x l ,  x . z , . . .  , xt, ) eine Potenzreihe in ihren fe Argumenten ist. Und 
man kann leicht solche Potenzreihen E bilden, die fiir jede Wahl der 
ganzen Zah]en nl, n~, . . . ,  n~ Funk~ionen yon s darstellen, die algebraischen 
Differentialgleichungen geniigen. Denn es gibtFunl~ionen _~(x 1 . . . .  , x~) 
mit der Eigenschaft, daft F (~1 (x), ~v~ (x) . . . .  , ~ (x)) stets einer algebrai- 
schen Differentialgleichung geniigt, sobald das gleiche flit 99~ (x), ~ (x) . . . .  , 
~ (x) der Fall ist. Wit beweisen nun, da~ eine Funl~ion ~'(x~, . . . ,  m~) 
dann und nut dana diese Ietzte Eigenschaf~ besitzt, wenn sie einem 
sogenannfen Mayerschen System algebraischer partieller Differential- 
gleichungen geniigt (Satz 15). (Unser Beweisverfahren fShrt zu einem 
noeh sch~rferen Satz.) Geniig~ eine allgemeine Dir ichletsche ~ Reihe yore 

Z a ~  8 -2n~ 

einer algebraischen Differentialgleichu.ng, so l~i~t sie sioh, nach den Er- 
gebnissen der ~ 1 unct 2 in der Form darstellen 

wo F eine Potenzreihe ist, die nach positiven u n d  negativen Potenzen 
ihrer Argumente fo~schreitet, 2~, 4 ,  . . . ,  ,~; abet zeelle positive Iinear un- 
abl~ngige Zahlen sin& Fiir Diriehletsehe Reihen yore Typus 

schreitet die Potenzreihe F naeh positiven Potenzen ihrer Argumente fort, 
und nut in diesem Fall kann man auf die Existenz eine~ analytisehen 
Funk~Aon schlieten, die dutch die in einem gewissen Gebiete konvergente 
Potenzreihe 2' dargestellt wh~t. 5edenfalls kann wohl selbst im Falle der 
Existenz einer solchen Funktion _~ daraus, d ~  sie fiir ein gewisses Weft- 
system linear unabh~ngiger ~ . . . .  , ~,, zu einer eSne algebraische Differential- 
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gleichung befriedigenden Dirichletschen Reihe fiihrt, noch nich~ ge- 
sehIossen werden, dab sie die im oben angegebenen Satz vorauagesetzte 
Eigensehaft besitzt. Es laJlt sieh aber beweisen, dad] sic einer alge- 
braischen partiellen Differentialgleichung geniigt (Satz 19 ), und diese Eigen- 
sehaft bleibt sogar dann bestehen, wenn die Potenzreihe ~'(z~ . . . . .  a~) 
keinen 2 ,u-dimensionalen Konvergenzbereich besitzt. In diesem Falle gibt 
es eine partielle algebraische Dif~erentialgleichung, der die Potenzreihe 
F ( x ~ , . . . ,  x,~) ]ormal genfigt. Dagegen kann bewiesen werden, und ieh 
gebe diesen Beweis am Schhsse des w 7, dal], wenn die Funktionen 
I '  ( e-Z~% e-;.~-L . . . ,  e-X~ s) ffir jedes linear unabh~ingige Wertsystem der po- 
sitiven ~ einer algebraischen Differentialgleiehung geniigen, dasselbe stets 
aueh ffir 

gilt, sobald ~ (s) . . . .  , ~0~ (s) algebraischen Differentia/gleichungen geniigen 
(Satz 20). Auch diese letzten Ergebnisse lassen sich auf die nach belie- 
bigen Potenzen yon x entwickelten Integrale algebra~cher Ditterential- 
gleichungen ~bertragen, worauf ich ebenfalls i m w  7 eingehe. Diese Re- 
sultate h~iagen eng zusammen mit den yon Po inear~, Piearcl und anderen 
entwickelten t~ethoden zur Untersuchung yon Integralen yon Systemen ge- 

wShnlieher Diffe~entialgleiehungen 1. 0rdnung in der Umgebu_ng h/tSscher 
Stellen "~ ~. 

In w 8 beweise ich endlieh (Satz 21 und 22), daft eine Potenzreihe 

_~-~a~ x ~' (n~_I < ~ < : . . .  ~ i i ~ . ) ,  

in der nicht alle n~ sich linear ganzzahlig dutch endlieh viele unter ihnen 
darstellen lassen, keiner an der dem Weft x - - 0  entsprechenden Stelle 
analytischen Differentialgleiehung geniigen kann. (Ffir komplexe ~i si~d 
noch einige weitere u nStig.) Dutch diesen Sate wird ein 
Beispiel yon so sehweren (Ve~zweigungs-) Singulari~ten gegeben, dab die 
mit ihnen behafteten Funk~ionen nicht einmal als LSsungen yon an 
der entspI~ehenden Stella analytiscAen Differentiedgleic-hungen erhalten 
werden kSnnen. Der Beweis verl~uft ganz nach demselben Schema, wie 
in w 1, abgesehen yon einem Punk-~, der bei algebraischen Diffe2ent~at- 
gleichungen selbst-verstAncllieh ist. Es tmndelt sich um eine Tatsache, in 
der insbesondere der Satz en~halten ist, daB, wenn eine analytische 
Funl~on einer analytischen Dif[erentialgleichung genfigt, sie auch einer 
solehen anal/dschen Di~erentialgleichung geniig~, bei der sie kein singu- 
ldres Integral ist. Ein direk~er Beweis dieser Ta~sache bietet Schwierig- 
keiten, da der WeierstraBsohe Vorbere/tungs~atz bei Po~enzreihen in 

~.) E. Picard, Tra~t~ d'Ana~lyse, $ (2. ~.), S. 1--40. 
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mehreren Variablen bekanntlich im atlgemeinen erst nach einer geeignetei~ 
linearen Transformation' anwendbar ist, eine solche aber bei Differential- 
gleichungen nieh~ z u l ~ g  ist. Daher mu~te diese Sehwierigkeit auf einem 
Umwege ~iberwunden werden. 

Die Hilfsmittel, mit denen die Beweise geffih~ werden, sind sehr 
elemenf~x. Aus der Theorie tier Diriehletsehen Reihen wird nut der 
Eindeutigkeit~sat~ benutzt, nach dem in einer konvergenten, nach 

�9 - - ~ , r  

wachsendem ), geordneten Diriehletschen R e i h e ~ a ~ e  ~ , die als Funk- 

tion yon s f'tir atle hinreichend groSe positive s versehwindet, alle Koeffi- 
zienten a~ verschwinden. Im iibrigen haben sich die meisten Beweise auf 
einfache formal algebraische Sehliisse z~iick~iihren IassenS). 

w 

~ e r  die Eigensehaft einer Klasse yon Diriehletschen Reihen, keiner 
algebraischen Di~erenzendi~erentia~leichung zu geniigen. 

Def in i t ion .  Unfer einer algebraische~ Di~erenzendi~erentialglei- 
chu~g versfehen wit eine 2unktionalgleichung vo~ der Form : 

(1) F(x ,  f~'~ (= + h,,)) = o, 

I~  ht, h z , . . ,  endlich vide redle Zalden sind, und F eine Polynom ir~ 
se in~  Argumenten ist. 

HiI f s sa t z  l.  Geniig~ eine analytische ~unktion q~(x) ein~r alge- 
braizct~e~ Di~erenzandi~erent~lfleichung yon der Form (I), so geniigt sie 
auc~ e in~ Di~erer~endi~erentialgle~ung 

2~ (f'~lz + h,,))= o, 

in der 2" die unabh~ngige Variable x explizit nicer entluil$. 

Wir kSnnen anne~en,  dab F ein in seinen Argumenten irrecluzibles 
Polynom veto Grade n i s t .  Differermieren wit (1) total nach x, so ent- 
steht eine neue DifferenzendifferentiaIgteichung flit ~, 

F* (z, f~) (x + h,,)) = O, 

we tZ*(x , f ( ' ) ( x~h: , , ) )e in  Polynom in seinen Argumenten is% dessert 
Grad nicXt h6her als n ist. Amdererseits enth~It ~*  sicher wenigstens 
einen bei der Differentiation hinzukommeaden Ausdruok f(~)(x-~-h,,), der 
in 2v nicht vorkommt. Daher kann $'* dumb ~ nicht teilbar sein, und 
cL~ ~v irreduzibel ist, wird die Result~nte der Polynome iv uncl/~* in bezug 
auI x ein nicht identisch verschwindendes Polynom 2'** (f(~)(x -27 h~,)) seim 

*) Die vorliegende Abhandlung stettt einen Abdruok einer yon der phflosophi~hen 
Fakutt~t dex Universit~t G(Sttingen a~ngenommenen Inangu~exta t ion dar. 
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Denn sons~ h~t~en die Polynome F u n d  F*  einen gemeinsamen Tefler, 
der in bezug auf x ganz, in den Ausdrfieken f~')(x-~-h,,) rational whre. 
Daher wfirden sic nach den bekannten S~tzen fiber die eincleu~ige Zex- 
leg:ung von Polynomen in irreduzible Fakto~ea auch einen gemeinsamen 
Teiler besi~en, der in x uncl f~ ~ h,,) ganz w~re~ und dies is.~ u~n- 
mSglich. Nun gilt eine Identit~it 

~** = M~ F ~ M~F*, 
(~) _k_ wo M~ und M e Polynome in x, f (x ~ h,)  sind. Daher geniigt cp(x) 

auch der algebraischen Differenzendif[erentialgleichung 

F * *  ( f ( ' ) (x  + h,,)) = 0, 

in der x explizite niche vorkommt, w. z. b. w. 
Dutch sukzessive Anwendung desselben BeweisverIabxens beweist man 

ohne weiteres, dag wenn eine adalytische ~unIdivn ~ (x, y . . . .  ) einer 
algebraischen ~artieIlen Di#erentialgleichung geniigt, sie auch einer s o l v ~  
algebraischen partiellen Di~erentialgleichung gen4gt, in der x, y , . . .  ex- 
plizit nicht vorkommen. 

H i H s s a t z  2. Es seien ~, u ganze positive Zahlen, k~: k~ . . . . .  k~ redle 
unterein~nder verschiedene Zahlen und es werde ein Ausdruck betra~t~t 

L ( )~ )=~e , ,~ ) , t e  ~k' ( t = 0 , 1  . . . . .  ~; i = 1 , 2  . . . .  , z ) ,  

in dem nicht alle e verschwinden. Dana besitzt dieser Ausdrwcl: als 
.Fun~iou yon )~ nut endlich vide reelle Wurz.eln. 

Beweis .  Besitzt L(2 )  unendtich viele ~eelle Wurzeln 2~, ),~, . . . ,  so 
k5nnen wit aus ihnen jedenfalls eine Teilfolge yon solchen Wu~zeln heraus- 
greifen, die gegen A- r oder -- co konvergieren. Denn sonst wii~den die 
~i eine H~iufangsstelle im Endlichen haben, und da L !fi) in jedem endlichen 
l~ankCe regular ist, so mfiBte L().) flit jeden Weft yon ,i vexschwinden, 
uncI darm kann man flit zl, 2~, . . .  e~wa die ZaMen 1, 2, 3 . . . .  annehmen. 
Es babe daher bereits die Folge 

~ ,  ~,, ~.~, . . .  (~, + 0, ~ = ~, 2, 3 . . . : t  

de~ Wurzeln yon L(2)  die Eigenschaft, dab etwa Lira 2~ = ec ist. (Der Fall 

daJ~ Lira 2~ = -- oo ist, wird auf diesen zur{iekgef~r~, indem man ans~att 

L ( 2 )  den Ausdruek/~ ( --  2) be~rachtet.) Es sei cr dasjenige Glied 
yon L(2)  mit c~,~ 4= 0, welches das grSl~te k~ trod untex allen Gliedern yon 
L(2)  mi~ diesem k~ das grSl~te t ha~. Lassen wit in der Gleiehung 

g unendtie3~ wez'den, so e~hatt~n wit ~ e n  Widerspmch, w. z. b. w. 
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Es sei nun 9 ( s ) - ~ a ~ e  eine Dir lchle tsche  Reihe, fiber deren 

Konvergenz nichts bekannt zu sein braucht, jedoch sei Lira h i = + r 

Es sei ia (f(~) (s + h. )) = 0 eine algebraisehe Diffexenzendifferentialgleichung, 
in der s ext)lizite nicht vorkommt. Man denke sich 9(8) in den Aus- 
druck F fiir f ( s )  einge~ragen and dan Resultat rein formal ausgerectmet 
and in eine Dir iehle tsche Reihe umgeordnet. Versehwinden alle Glieder 
der so en~stehenden Dir ichletschen Reihe, so sagen wit, 9 ( s )  geniige 
]ormal der Gleichung F (f(~) (s 4-, h,,)) = 0. 

Wit wexden im Folgenden bei jedem Ausd~ck yon der Form e -;~ 
sC~ts 2 als seinen Exponenten bezeiehnen. 

H i l f s s a t z  3. Ge~gt eine Dirichletsche Reihe 
aa 

9(s) =.A,  a,~ (~o < 4 < - - -  ~ inf.) 
0 

]ormal einer algebrais~hen Di~erenze,uti~erentialgleichung 

(2 )  F (f('~ (s + h,,,)) = 0 ,  

in der , explizite nicht varkommt, so 15flt sich yon einem bestimmten ~i 
an ]edes )~ linear gunzc.aMig dutch die vorhergehenden ~ ausdri~eken. 

Es sei n dex Gesam~grad des Polynoms F in bezag auf die Argu- 
mente f(')(e +h~). Wit kSnnen annehmen, dab n den kleinstmSglichea 
Wer~ hat, so daIl 9(s )  gewit] keiner algebraischen Differenzendifferential- 
gleidam~g formal geniig~, deren Gesamtgrad kleiner als u ist. Wi~ bilden 
nun die A~drik~ke 

~F(f~')(~+h,,)) ~.o (fc'(8 + h~)) = 
(fo) O + ho)) " 

Fassen wir einen dieser Ausdriic]~e _Fe,~ ins Auge, so is~ er ein Polynom 
in f~)(s+h~,), dessen Gesamtgrad kleiner als n is~. Tragen wit daher 
in ~' . , .  flit f ( s )  die Reihe q,(s) ein Und rechnen das gesultat formal 
in eine Diriehletsche Reihe am, so kSnnen nieh~ alle Glieder dieser 
Dirichlegschen Reihe verschwinden. Es sei das ers~e nicht verschwin- 
dende Glied der entstehenden Dirichletszhen Reihe gldeh be,.e-~e, ~. Wir 
deakea uns diese Anfangsgtied~r fik jedes in Betrachg kommende Zahlen- 
paar ~o, a berectmet. 

Da die 1~ yon einem gewissen i an positiv werden, and bei der Bildang 
yon Fe. o (9 r (s + h~ )) die einzelnen Glieder der ReShen 9 (') (s + h t, ) hSeh- 
stems ( n -  1)real miteinander mu]~ipIiziert werden, so is~; klax, dal~ nur 
endlich viete Glieder der Reihen 9( ' ) ( s+h . )  ~ r  Bildung der Glieder 
be,.e-~e, ~ oder clef vorhergehenden Glieder in Fe,o(9{.)(s+h~)), die si'eh 
weggehoben haben, bei~ragen kSnnen. Es gibt daher eine solche positive 
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Zahl A, dal], wenn wir die Reihe ~(s )  bei irgendeinem Glied mi~ dem 
Exponenten ~ > A abbrechen und den so entstehenden, nut  aus endlich 
vielen Gliedern bestehenden Ausdrack in Fe,~,(fc~(s-kh~,)) fiir f ( s )  e/m- 

- - 1  oS tragen, die Resultate wiedex die Anfangsglieder be,o e e, haben werden. 
Die kleinste unter den Zahlen /e, o mSge mit A 1 bezeichnet wez4tem, 

und es seien etwa /e .... -~-- h e . . . .  : -  . . .  = he,,, ~ ---:- A,,  w~ihrend alle iibrigen 
2e,~ > A~ seia mSgen. 

Es werde nun flit i n  )'5 > , t  

0 i 

gesetz~. Tragen wit Ai(s)--l-.R~(s ) in F(fC~)(s~h~,)) fftr f ( s )  ein und 
entwiekelu nach dem Tay lorschen  Le/~satze, so entsteht 

Hier sind / ' , ,  Fs ,  . . .  die zweiten, drit%en usw. Abl i tungen yon F 
nach seinen Argumenten, ivy., 5vs,.. '. sind abex gewisse homogene Formen 
zweiter, clritter usw. Dimension in den (~9 , II~ ( s -I- h;, ). Daher sind die Ex- 
ponent~n der Anfangsglieder von ~ (~(~)(s -}- h~)), k~ (_~(~) (s + h,,)), . . .  
werd~tens gleieh 2h~, 32~, usw. Da aber anderersits die Gesamt~ade 
der Polynome F.~, .F~ . . . .  hSchstens n -  :~, n --  3, . . .  sind, so erhalten 
wi~ flit die Exponenten dez Anfangsglieder des 4ritten, vierten usw. Be- 
standteils yon (3) als Abschs nach tm~en 2 2 ; - - ( n - - 2 ) ! / o i ,  

Fassen wit jetzt den. zweiten Bestandt i l  der rechten S i t e  yon (3} 
ins Auge, so erhalten wit flit sein Anfangsglied den Ausdruck 

(4) a, e- (-~ +~') s Z  bet. "~(-- h,) ~ e - Z ~ "  

sofern die Summe 
v 

fiir 2-----h i yon 0 verschieden bleibt. Nach dean Hilfssatz 2 besitz~ abet 
diese Summe als Funk~on yon 2 nut  endlich viete reetleWutzeln. Bezeichnen 

I+ } oI wit ihre grSl]te Wurzel dutch A, ,  so wird f i i rh  i > A -{- t ~ tA ~ 
das Glied (4) sich mit keinem auderen Gliede aus dem zwiten,  dem 
d~itten usw. Bestandteil der rechten S i t e  yon (3) wegheben kSnnen. Da 
abet naeh unserer Annahme jedes Glied der re,bran Seite yon (3) sieh 
weghebt, so kommt unte~ den Gliedern yon lg(A~'~(s--[-h;,)) ein GYved n i t  
dem Exponenten  A~-~-h~ vor. Daher setz$ sich der Exponent A~-}-).~ 
linear ganzzatflig aus den Exponeaten / o , i ~ ,  . . . ,  h~_~ der Glieder yon 
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A~(8) zusammen, inderezseits setzt sich auch A 1 lfimar ganzzahlig aus 
2o, 21 . . . .  ,2i_ 1 zusammen, da 3 . ~  A~ -~ n 12oI ist. Daher ist 2~ eine lineare 
ganzzahlige Flmktion yon ~o, 21 . . . . .  2~_ ~, w . z . b . w .  

Under den B ~ g u n g e n  des Hilfssatzes 3 lassen sich alle )~ als ganz- 
zaMige Lineaxformen derjenigen Exponenten 2 darstellen, die ldeiner als 
A -~ !,41! -~ i ~ i  • n. I~oi ~. 1 sind. Das Exponentensystem 2~ yon of(s) be- 
~/~z$ also, wie wit sagen werden, eine endliJ~e lineage Basis aus den Zahlen ~ 
selbst. Es sei etwa 2~ das letzte 2, das < A -}- ~A~ 1 -~ ] ~ i -~ n [1o I ~ 1 ist. 
2 o, ~ , . . . ,  ).j brauchen natiirlich nieht linear unabh~ingig zu sein. Ist  die 
Anzaht der linear unabh~ngigen unter itmen etwa ~:, so lassen sieh be- 
kanntlich ~ solche ganzzahlige Linearformen w~, ~o~ . . . .  , ~o~ won 2o, 2~ . . . .  , ),j 
bilden, da~ sich umgekehrt ~o, 2~ . . . .  , ;.j. und daher anch alle ~ linear 
ganzzahlig dutch e)x, m~., . . . ,  eo~ ausdriici:en lassen. Setzen wir nun in die 
Reihe of(s) diese Ausdriicke der 2~ ehx, so l ~ t  sich ~ ( s )  auch schreiben: 

we r (x~, x,.) . . . . .  x,,'} eine nach ganzen positiven und negativen Potenzen 
yon x 1 . . . .  , x,, ~ortschrdt~nde Potenzreihe ist, die allerdings vorl~ufig nut 
formal hingeschrieben werden kann, so]ange fiber die Konvergenz yon ~ (s) 
nichts bekannt ist. --  Dabei kSnnen alle co~ positiv angenommen werden. 

Aus dem Hil~satz 3 folgt insbesondere, dal~ unter den Exponenten ~ 
nieht unendIieh viele linear unabhi4ngig sein k5nnen, &lls ~ ( s )  der Glei'- 
chang (2) formal genfigt. Um uns fiber die Tragweite dieses Resultates 
Rechenschaft zu geben, bet~ac-hten wit speziell D i r i c h l e t s e h e  Reihen 
veto T ~  

5~ ~,a~ = Z a ~ e _  ~ ~o~_, ~, ~ _ . j ~  �9 

Aus der Eindeutigl~eit der Zeriegmng der natiirliehen ZaMen in Prim- 
~ak%orea foIgt, da~ die Logarithmen s~mtlicher Primzahlen linear unab- 
h~ingig sind. Sh~d nm~ unter allen Zahlen logn,  die in (5) Wirklich vor- 
I~ommen, nut endlich viele linear u n a b h ~ i g e ,  so sind yon einem gewissen n 
an alle in (5) auf~retenden Zah]en log n yon gewissen endlich vielen Logarith- 
men natiirticher Zahte~ linear abh~g~g, etwa yon log n~, log n~ . . . .  , log n~. 
Dann enthalten aber alle in (5) wirklich auft~'etenden Nenner n nmr solche 
Prim~aktoren, die in n~, m~ . . . . .  n~. vorkommem Bind also die Indizes n 
dex yon 0 verschiedenen a~ in (5) dt~rch unendlieh viele versehiedene Prim- 
zahten ~ilbar, so kamu (5)  sic her keinex Gleiehung (2) formal geniigen. 
Kommen aber in den in (5) wir~ich au~tre~enden Nennern nur endlich 
viele Primzah~en p~, P~ . . . . .  T~ vor, so kann man (5)  ~ormal in der Form 
~hreiben 



Dirichletsche Reihen und algebraische Differen~ialgleichungen. 251 

we T (x I, % . . . .  , x~) eine nach positiven Potenzen yon x 1 . . . . .  xp fort- 
schreitende Potenzreihe ist. Besi~t  abet (5) einen Konvergenzbereich (daher 
audn einen Bereich absoh~er Konvergenz), so besitzt aueh ~ ( x  1 . . . .  , xz) 
einen Bereich absoluter Konvergenz und stellt in ihm eine analy~ische 
Funk~ion yon x 1 . . . . .  xf dar. 

Satz 1. Besitzt eine Dirichletsche I~eihe 

q ~ ( s ) = Z a ,  e-~.," 

einen Bereich (.2 absoluier Konvergenz und geniigt die dutch sie in .(2 
dargestellte analytische lVunktiou einer algebraischen Di//erenzen- 
di]]erentialgleichung, so besi~z~ das System der Zahlen ),~ eine endliche 
lineare Basis aus den Zahlen ~. 

Beweis.  Genfigt die analy~isehe l~unkVion r  in f2 einer algebra- 
ischen Differenzendifferentialgleichung, so genfigt sie auch, nach dem gilfs- 
sa~z 1 einer Gleichung yon der l%rm (2) des Hilfssatzes 3. Setze~ wir 
q~ (s) in jene Gleichung ein, und bedenken, clal3 auch die Reihen ~ ')  (s § h:,) 
in einem gewissen Bereich absolu~ konvergiexen mid dor~ die analy~ischen 
Funk~ionen ~(~)(s § h~,) dars~elten, so diirfen wit, da das format gebi]deee 
Procluk~ yon endlich vielen absolu% konvergen~en Dirichle~schen Reihea 
ebenfalls einen absolueen Konvergenzbereich besitz~ and in ibm das Produkt 
clef entsprechenclen Funktionen daxstelIt, mit der Reihe ~ (s) formal rectmen~ 
Die so entstehende Reihe D (s) besitzt einen absoluten Konvergenzbexeich 
und s~ellt in ibm das Resul~at der Einsetzung yon q (s) h~ die linl~e Sei~e 
der Differenzendifferentialgleichung dar. Da abet clieses Resultat identisch 
verschwinde% so muff nach dem Eindeutigkeitssatze auch die Reihe D( s )  
iden~isch verschwinden. Daher genii~o% ~(s)  /ovmal einer algebraischea 
Differenzendiffexentialgleichung yon der Art der Gleichung (2) im Hilfs- 
satz 3 und die Anwendung des Hilfs satzes 3 beweist den Satz. 

w 

Beweis  der Eigenschatt  der Re ihe  x + ~" -~ ~ §  und analog gebauter 2 s . ~s 
Reihen,  keiner algebraisehen partiellen Differenti~gleiehu~Lg zu  geniigen. 

Wit kSnnen nun den Beweis des yon H i l b e r t  in seinem Pariser 
Vortrag fiber ,,Mathematische Problems" als ,,wah~scheinlich'" bezeichneten 
Sat~es erbringen: 

Satz  2. Die F u n d / o n  

ge~i~t als Funktion der Va~b len  x, s l~nev partiellen atgebraischen 
Dil/erentiatgleichung. 

M a ~ i ~ c h e  Zeita:hrift. VIIL 17 
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(7) 
und 

Die Funktion $(w, s) geniigr wie man sofo~4 n~chrechne~, der yon 
H il be t  t angegebenen l~unk~ion~Igleichung: 

( 6 )  o:~ = $ ( x , s -  l l .  

Aus dieser Funktionalgleich~mg erhSJt man sofort die alIgemeineren 

( 8 )  , x  ~-~) L ~ )  ~ (:~' = - = ~P: ('~' = - ff - 

E s  geniige nun ~(x,  s)  einer part'ellen ~]gebraischen DifferentiMgleichung 

r (~:, 8))= o, 

wo .~:,,~(x, s) fiir 8F'~" $(x,  8) gesetzt is~, und r eial Polynom in seinelz 

.~gumenten ist, das wit yon x, s frei voraussetzen kSnnen, wegen der an 
den Hilfssar 2 gekniipften Folgerung. 

Die Funktionalgleichung (6) gestattet nun, die Ableitungen von $(x,  8~ 
nach x dutch die GrSl]en $(x,  8~--~) sukzessive auszadriicken: 

~F" ~'(:v,s) 1 ~_. 
!9) ~) x.~, . . . . . . . . . .  -7:~tx, s--l~)+c,,.,,,_,$(x,s--l,+l'~-L...+c,,.,~(x,s--1). 

ttiex Nnd die Koeffizienten e rationale Funktionen yon x. Die Gleiehungen 
(9] lassen sieh offenbar naeh den Gr61~en f ( x ,  s - -  ,,) auflSsen: 

e~ r s) d0-1 r (~, s) , 0~ tx ,  s)  
( I0 )  ~ ' ( x , s - - , u } = x  ,r @7' ,~ , , , , - : t  _ ~  T . . . + 7 ' , , , , - - ~ 7  .... ,- 

und y sind ebenIatls rationale (sogar gunze)Ftmk~ionen yon x. Diffe- 
rentiieren wit ,die Gleichungen (9) t rod (10) 2 real nach s, so erhal~n wit: 

c;:<+xZ(x,s) 1 a ~ ( x , s - ~ )  , , ~ x ~ ( x , s - ~ + l )  
r  . . . . .  @ 

a z ~ ( x , s - 1 )  

?'~" g (a:, ,~ --,,u) 
(12) ~# ~ + ;" r s) A- 7,,,~_ ~ .................... @ . . .  

~+~ ~-(~, s) 

dR c und 7 yon 8 unabhii~gig sin& Und auch bier bilden fiir jeden Wer~ 
yon 2 die entspreehenden Glei~nungssysteme (11) und (12) AuflSsungen 
~-o~m~aer .  Setzt mmu nun in das Polyno m qS($~, , z (x  , s))  fiir die Jb -  

leit'm:Nen ~-~-g-(x'2) die Ausdriicke (11) ein, so ent~teIat ein Polynom 
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Ose / 

in den Ausdriicken ae $ (z, s - r), dessen Koeffizienten rationale Furdedonen 

yon x sin& Setzen wit in das Polynom ~ abet fiir seine Argumente die 
Ausdriicke (12) ein, so ergibt sich wieder ~5 Daher kann y, nicht ident~sch 
verschwinden. 

Wi~ multiplizieren nun das Polynom •, mit einer solchen Potenz yon 
x, dab y~ ganz auch in bezug auf x wird und dividieren dutch eine mSg- 
lichst grolle Potenz yon x -  1, falls das entstehende Pol3mom darm dm'ch 
x -  1 teilbar ist. Setzen wit dann x--:-1 fiir hillreiehend grol~e s, so 
en~f~ht aus $(x,  s) die Dir iehletsche Reihe 

1 1 1 

aus den Ausdriicken d- ' : ( z , s -~ )  die Ausdriicke ~ ( s - - ~ , ) ,  und aus der 

Gleichung 
,# (.a~ ~ ( ~ , s - , ) )  == 0 

as ~ 

eine algebraische Dif[erenzendifferentialgleichung flit g (s). Nach dem Satz I 
und den Bemerkungen, die wit an den Beweis des ttilf~atzes 3 gekniipft 
haben, geniigt aber ~ (s) keiner algebraisehen Differenzendifferen$ialgleiehulrg. 
Damit ist der Satz 2 bewiesen. 

Wit haben bei dem Beweis des Sataes 2 die Fm~ionalgleich~mg (r 
benutz~, der ~(x, s) geniigt. Man kamu abet dutch direkte Verwendung 
derselben Methode, die uns zum Beweis des Hilfssatzes 3 fiihrte, ein viel 
allgemeineres Resultat erhalten. 

Es sei 

ei~e in einem gewissen Bereiche der x-Ebene und einer gewissen s-Halb- 
ebene (ebenso wie ihre s~mtliche partie]]e Ableimngen nach z)absolut  
unct gleidhm~ig konvergenf~ Reihe, und es seien g~ (x) nicht identzk~ch ver- 
schwinclende Potynome in x, deren genaue Grade dutch ~*i be~eichnet 
werden mSgen. Es geniige F (x, 8) einer algebraischen par~iellem Differen~ial- 
gleichung 

(F, , , ,  (x ,  s))  = o, 

deren tinke 8eite als ein yon x and s freies Polynom in den parVlelten 

Ablei~ungen Fe,,,(z, s) . . . .  angenommen werden kann. Bezeichnen 

wit allgemein die partielIen Ableifamgea q~ nach ,~.~ dutch ~5~,,,, so 
I7" 
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diirfen wit annehmen, dab F ( x ,  s) keiner der partiellen Differential- 

gleichungen ~ , ~  (F~,~) = 0 

geniigt~ Setz* man die Reihenen~wicklung fiir 2' (x, s) in ~ . , .  (F., e) ein 
uad ordne*, das Resulta~ formal wie eine gewShnliche Dirichletsche 
Reihe, so kann die so ent~ehende ReihenentwicMung 

(13 )  ' 

nicht identisch verschwinden. Denn da die Reihe fiir F ( x , s )  und ihre 
s~mtIicJaen partiellen Ableitungen in einem gewissen Bereich absolut kon- 
vexgieren, konvergier~ jedenfalls auch die Reihe (13) absolnt "in einem 
gewissen Bereich und stellt in jenem Bereich die analytische D~nktion 
~ ( $ ' ~ , e )  dar. Es sei nun das ers~e Glied in (13) mit nicht identisch 
ver~hwindendem y,~ e~ca y~le-~, ~. Brechen wir die Reihe ~ ( x , s )  bei 
einem hinreichend g~ol]en i ab, so ~der t  sich dieses erste Glied nicht. 

Wit stellen nun fiir jedes in Betraeht kommende Wer~epaar yon ,u, ~, 
solche ersf~ Glieder auf ~nd suchen den kle~nsten der in ihnen a~f- 
~retenden Exponenten z~ -- er sei etwa dutch A bezeichnet und trete 
e~wa bei q~s~,~ ( ~ =  1, 2, . . . )  auf. Die en~sprechenden Polynome ~v~(x 

seien durch ~v(')(x), flare genauen Grade dutch ~n(~) bezeichnet. 
Wit se~en nun 

F(~:, s) =: A~(~, s) § R;(x, s~, 

nnd tragen A~ ~ R z in q5 din. ,So entstaht: 

, . ~ . \ ~ x ~  ? s  ~ ]  

Hier sind Ce, q5 , . . ,  zweite, dri~e . . . .  Ablei~ungen yon q5 nach seinen 
Argumenfen, ~tr k ~ , . . ,  sind aber gewisse homogene Formen zweitar, 
driver, . . .  Dimension in den Ablei~ungen yon R~. 

Wit  netm~vn ]etzt an, daft L imm~=c~ /st, und suchen unter dieser 

Voraussetzung dasjenige Glied dex Reihenentwicktung des zweiten, dritten usw. 
Besf~ndteils yon (14), dessen Exponent mSgIichst klein ist. Dieses Glied 
ist fiir hinreichend grol~e i 

(1.5) ...,~,~') (~) ~:"'~'(~ ( -  ;.,)~' s-(~,+-~), 
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sofern es nich~ identisoh in x verschwindet. Denn einerseits i~ fiir andere 

Werte yon u, . der Exponent des Anfangsgliedes yon qsm,( 0"+* A~ grSBer 
, \ 0 x  ~ ~ s  e J 

als A, andererseits ist der Exponent des Anfangsgliedes yon ~ ,  ~r/,, . . .  
wenigstens gleieh 2 2~ ~iir hinreichend grebe i. Da nun # (F,.e) ident~_sc-h 
verschwindet, so ist flit jedes hirLreiehend grebe i des Glied (15) gleich 0, 

oder es hebt sieh mi* einem Glied aus qb(O~+eA')weg. Daszwei~e wird 
\ ~ a ~ s e J  

nun sicher unendlieh 'oft nicht der Fall sein, falls entweder: 1. die Ex- 

ponenten 2 i besi~zen keine endliche lineare Basis, oder 2: Lira sup ~ ----- 

ist. Unter jeder yon diesen Annahmen mul3 also 

v 

fiir tmendlich viele i versehwinden. Setzen wit in (16) den Koeffizien~ 
der hSehsten Po~enz yon x gleieh 0, so ethalten wit eine Gleiehung yon 
der Form 

( 17 ) ~9 (m~, 2i) = 0, 

we 0 ein Polynom ha ~n~, 2 i mit konstanten yon i unabh~ngigen und 
nieht s~mtlich vetsehwindenden Koeffizienten is~. 

Diese le~zte Gleichung karm abet sicher nich~ fRr unendlich viele r 
bestehen, falls en~weder m i rascher w~chst als jede Potenz yon 2~, oder 2~ 
raseher ws als jede Potenz yon ~n~, falls also 

log r~, log 2~ 
entweder Lira. 1-o~g~, = e c  oder Lira. 1-~g~ ~-~ c~ 

~s~. Um zu einem seh~fferen Resul~a~ zu gelangen, en~wiekeln wit d/e 
mi~ i unendlieh werdenden Wu~zeln m, yon (17) nach Potenzen yon 2~ in 
der Umgebtmg der unendlich femen S~elle. Wit erhMten endlieh viele n~oh 
gebrochenen abnehmenden Potelmen von 2~ fort~ehreit~nde Reihenenlrwick- 
lungen, die mi~ einer positiven Po~e~ yon 2~ beginnem Daruus folg~, da~ 

log m, lmter den H/~uflmgswe~en yon T~g& endlieh viele von 0 verschiedene 

ru~ionale Zahlen vorkommen mfissen. - -  Wir fasse~ da~ ~ t a t  ~u- 
samIn er~ im 

SaJz 3. Es sei 

ei~e in einem gewissen Bereicl~ der x-Ebe~e und einer gewisse~ s-Hcdb- 
eb~e ( ebensouq, e ihre s~mtliche I~ar$id~ Di/]eren~dr nazh x) absolut 
u~ul gleickm~flig k, onvergente t t e i~ ,  ~ e~ seie~ q~ (x) Polynome in x mit 
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genau~ Graden ml, die mi$ wac~endem i iiber aye Grenzen wachseu. Es 
log mi k~r~me unter den Hdu/u~,gswerten yon ~ i ~  keine yon 0 verschiedene 

log m~ 
rationale Zahl vor. (dies i~t sicher der Eall, ]aUs .Lira ]og-~i gleich 0 oder oo 

~:st). Ist e i ~  yon den beiden Bedingungen er/i~ll't: 

I. die Exponenten 2~ besitzen keine end, lithe lineare Basi~% 

2. es ist Lim sup ~----~---i~ ~c, 

~o gemigt $' ( x, s) ~ iner  algebraisvhen partiellen Di//erentialgleichung. 

An diesem Satz ist besonders bemerkenswert, dab in ibm nur iiber 
Gmdzahlen der Polynome ~,(x) Almahmen gemacht werden, nicht abet 
tiber ihre Koeff~ienten, abgesehen von den Annahmen, die in den Kon- 
vcrgeazforderungen enthalten sind. Er l~Bt sich offenbar na~h mehreren 
Richttmgen versch~i~en, insbesondere ist, wie man leicht beweisen kann, 
die Fordertmg der absolute~ Konvergenz unwesentlich. 

Da Lira log n n:-~ log log,--~- ~ ist, ~st der Satz 2 im Satz 3 enthalten. 

w  

~-ber eine Klasse anatytischer Funktionen yon zwei Variablen. 

Wit werden in diesem Paragraphen beweisen~ dab die im vorigen 
Paragraphen bet~achteten Ym~ionen sich nicht aus beliebigen anulytisehen 
]~unktSonen einer Variableu u~ld algebraischen Funktionen meh~e~er Vadablen 
dutch s~akzessive Einschac~telungen erhalten lassen. Die bei diesem Beweis 
(und bei den weiteren Bet~achtungen dieses Paxagraphen) vorkommenden 
Eliminationen lassen sich votlsK4ndig st~eng trod besonders einZuch und 
iibersich~lich mit Hilie des fotgenden sehr leicht dttrch kSrpertheoretische 
Be~rach~ungen bewe~sbaren Lemmas begriinden: 

Es geni~ge ]ede der n ~- I FunI~tionen 

e i ~  algebraischen G l ~ u n g ,  deren Ko~]fizienten Po!ynome in x~ . . . .  , x,~ 
mit ~Koe/fizienten a.us ein~m beliebigeu KSrTer K sind. Dann b e s ~  
zwiechen den F u n ~ i o ~  ~,  f~, . . . ,  f~+ l eine a~eb~aische Relation in bezug 
au] den K6rper K,  d.h.  es gib~ ein~olches Polynvm ~ ( y ~ , y ,  . . . . .  y~+~) 
,mit Koe/]zienten aus dem KSrper K,  die niaht sdr~lich verschwinden, daft 

�9 (~ (x~, . . . ,  x~,), f.. (x~ . . . .  , x . )  . . . .  , / ~ §  . . . ,  x . ) )  = 0 

identi~ch in x~ ~t. 

Wir werden nun den Begriff einer u n e i g e n t ~  FunkCion vo~ 
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"2 Variablen x, s einfiihren, und zwax werden wit fiir die Zwecke des 
Beweises uneigentliehe Funktionen verschiedenen Ranges untersoheiden. 

Als eine uneigentliehe Funktion ersten Ranges werden wir jede ana- 
lytische Funktion bezeiehnen, die nu rvon  einer der beiden Variablen x, s 
abh~ng~. Als eine uneigentliche Funktion zweiter~ Ranges ~(x ,  8) be- 
zeichnen wit jede algebraische Funktion yon mehreren uneigentlicken 
Funktionen ersten Ranges, die ein gemeinsames Existenzgebiet in x, s 
besitzen. Als eine uneigen~liche Funk~ion dritten Ranges bezeichnen wir 
eine analytische Funktion '~ (q~ (x, s)) yon einer uneigentlichen Funk~ion 
, / ix ,  8) zweiten" Ranges, unter der Voraussetzung, dal~ das Existenzgebiet 
yon ~/, einen Toil des Wertgebietes v.on qv enth~lt, der dem gemeinsamen 
Existenzgebiet der in q~ vorkommenden Funktionen ersten Ranges ent- 
sprichk Allgemein sol] unf, er einer uneigentlichen Funktion 2n-ten Ranges 
eine algebraische Funktion yon mehreren uneigentlichen Funk-tionen 
( 2 n - - 1 ) - t e n  Ranges, unter einer uneigen~lichen Famktion (2nZ~l)- ten 
Ranges eine analytisehe FunkVion yon einer uneigentlichen Funktion 2n-ten 
Ranges verstanden werden. Dabei is~ aber s~ets an der Vorausset~ang 
festzuhalten, dal~ die Existenz- und die entzpreehenden Wertgebiete s~mt- 
licher vorkommenden Fa__~rrktionen zueinander passen. 

Jede analyti~he Funk%ion yon zwei Variablen, die nich~ eine u_ueigent- 
liche Ftmktion yon irgendeinem "endlichen Rang ist, bezeiehnen w ir als 
eigentliche _Funktion yon zwei Variablen. Die uneigent~lichen Funkt~onen 
ungeraden Ranges, die zum Aufbau einer une.igentliehen Funk~ion dienen, 
bezeichnen wit ats deren Komponenten. Eine solche Komponente best, eft 
aus einer analy~ischen Ftulk~ion in einer Variabten, in die sta~ dex Varia- 
bten eine m~eigentliehe Funk~on geraden Ranges eingesetzt ist. Die~ 
analy-tische Funktion einer Variable bezeichnen wit als die Hauptfunktion 
der Komponente. So hat z. B. die uneigen~liche Funktion viert, en Ranges 

~- ( ,/, (x) + q, is~) + ~r (z)  + q (s) 
-v-i er Komponenten 

mit den Haup~funktionen qo(z), ~v(z), qv(z), 7~(z). 
Ha~ eine Komponent~. die Form ~(~5(x, s)), so beze~chnen' wir die 

Funk~ion ~ ( ~ (x ,  s)), wo ~r (z) die ~.-te Ableit-ang der Itaupt~uaktion 
~v(z) ist, als die z-to Der.ivierte der Kornponente. (Sic i~  also nicht 
etwa mit einer der par~ellen Ableihnagen der Komponens ident~sch.) 

Diese Unterscheidtmgen werden w[ehtig bed der Bfidung .tier par~elten 
Ableimugen einer uneigen~hchen Funkd;ion. Es sei r  s) eine uneigent- 
fiche Funktion m-ten Ranges, und sic eat~a~Ibe ,u Komponenten. Bilden 
wit clue ~r part~elle Ableitung yon r  s), so ist sic offenbax eine 
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algebraische Funk~on det ersten ~ Derivierten aller Komponenten von q), 
also eine algebraische Yunktion yon hSehstens xtt Arglimenten. Folglich 

h~ngen (" "- 1) (x + 2) erste pa~ldelle Ableitungen yon q5 bis zur r.- ten Ordnung 
2 

algebraisch hSchstens yon ~.fz Argumenten ab. Und da flit ein hinreichend 

grol]es x die Zahl (~.+1)( .+2) grSBer als ~# ist, so ~otgt hieraus nach 
2 

unse~em Lemma, daft jede uneigentliche Ftmktion yon 2 Variablen einer 
algebraischen partielten Differentialgleichung geniigt. Und hieraus folgt 
insbesondere der 

Sa tz  4. Sowohl die ~Vunk$ion 

8)= +oy + " "  

al8 auc& aUgemeiner ]ede 2run,ion,  die dutch eine den Bedingungen des 
S a ~ s  3 gen~gende Reihe dargestellt ist, is~ eine eigentliche Funkbion 
yon 2 Variablen, lSflt sich also nivht dutch Verkettung yon analyti~chen 
Funktionen einer Variable mit algebraischen Funktionen ~ r e r e ~  Varia- 
blen gew~nnem 

Wir kSnnen indessen dariiber hinaus noch zeigen, da~ die Funktionen, 
yon denen im Satze 4 die Rede ist, nieht einmal einer partiellen Diffe- 
rentiaIgleiehung geniigen kSnnen, deren Koefilzienten uneigentliehe Funk- 
tionen yon x and s sind. Genauer gilt der 

Sa tz  5. GenC~fl eine ancdy~ische ~unktion f ( z ,  s) yon zwei Varia- 
blen eir_~r p a r t ~  D~f~eren$ialg~ichung, deren lin~e Seite ein Polynom 
in der unbe~nnten Funktion and ~ e u  Ableitungen i~  mit Koeffizienten, 
die une4gentliv.he lVunl~iov~en yon zwei ]7-ariabl~ sind, so geni~gt sie 
aueh e~ner sold~en parlidlen DiHerentialgleichung, deren linke Sei~e ein 
Poly~wm in der unbekannte~ ~ u n k ~ m  und ihren Ableitungen mit 
Z a h l e n k o e / / i z i e n t e n  ist. 

Es sei die Di~erentialgteiehung, -- unter f~. k allgemein a~+~f(z' s) ver- 
standen, -- 8z%sk 

= 0, 

der f ( x ,  s) gentigt, yon de~ m-ten Ordnung, u n d e s  sei ~5 ein Polynom 
in bezug auf f u n d  die partiellen Abteitungen yon f, dessen Koeffizienten 
uneigentliehe Fun~ionen yon x, s sin& Es mSge zugleieh q5 eine solche 
Di~erentialgleichtmg yon kleinstmSg'ficher Ordnung sein. Die .4nzahI der 
verschiedenen Komponenten, die in den Koeffizienten yon q5 auftreten, 
bezeichnen wir durch #. Es sei f~,~_~ eine in ~b wirklich auf~retende 
A b . t d ~ g  m-ter Ordnung, bei der i mSglichst groB gew~htt sei. Den 
partiellen DifferentiaIquotienten yon r nach dieser Ableihn~g bezeiclmen 
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wit dutch S.  Da wit m mSglichst klein angenommen haben, ist S vo~ 
0 verschieden. 

Bilden wir nun die x H - 1  Gleichungen, die aus (18) dutch z-malige 
,,totale" Differentiation nach x und 8 hervorgehen, 

d x  ~ O, d x ~ _ t d  s O, . . . ,  ~ ~--- O, c~s z 

so haben sie die Gestalt 

(19) St~+~..,~-, = q>l ( f , , n ) ,  S/:;;+~-1,~_~+1 -~ % (f~,,,),..., Sfr 9;+1{/:,.,,), 

wo die ~ Polynome in solchen f~,, sind, deren Ordnungen e-~-n hSchstens 
gleich m-~-x sind. Von den f ~  abet, deren Ordnungen gleich m + z 
sind, enth~l~ q~.+~ nur solche mit e < i, ~ .  nut solche m i t e  < i + 1 . . . .  , 
~ nut solche mit e < i -~- ~. I~her  kSnnen wir yon den Gteiohungen ( 19 ) 
dv.rch sukzessive Substitutionen zu den Gleichungen yon der Form gelangen 

(so) ' ,s " 

Hier sind die .4.rgumente f~., clef ~ partielle Ableitungen yon f bis zla" 
(m q- ~)-ten Ordnung, yon den Ableitungen (m ~- ~)- ter  Ordnung kommen 
]edoch in den yJ die 4bleitungen fe,~, bei denen e ~ _ ~ i , n ~ _ m - - i  is~., 

n i c h t  vor, uncl die Gleichungen (20) dienen gerade dazu, diese f~n dutch 
die iibrigen partiellen 4bleitungen m- to t  Ordnung u~d die partiellen Ab- 
leitungen niedrige~er Ordn,ung auszudriicken. Lassen wir ~ alle ganzen Werte 
durcMaufen yon 1 his u'  und benutzen su]~zessive die Gleichungen (20) fiir 
kleinere Werte von ~, so kommen wit endlich zu'den Ausdrdcken, die alle ]~,~ 
m i t m  ~ e -~- n _< m 4-, z',  e ~_~ i, n ~ m -- i dutch die iibrigen partiellen Ab- 
leitungen bis zur (m-~-~ ' ) - ten  Ordnung rational darz-ustellen gestattem 

Bezeiohnen wir die ~'(z'+2 3) Ableitungen [~.~ mit m <: e ~ n _--< m -~- ~.'. 

e =_~ i, n _~ m ~ i in irgencleiner Reihenfolge mit TI, P_-, ---, die iibrigen 
paxtiellen Ableitungen yon f bis zur (m-~ , . ' )-ten Ozdnung mit q~, q, . . . . .  
so haben wit Darstellungen yon der Form 

( 2 1 )  2 ,  
' " " "  2 /" 

Hier sind Z m~d S Polynome in den Argmnenten q~ mit~ Koeffizienten, 
die algebraisch in den Derivierten verschiedener Komponenten der Koef- 
fizienten yon r bis zur ~ ' - ten  Ordmung sind, also in hSchstens # ( z  .-I-] 't 
GrSBen. Fassen wit die GrSBen qa als Unbestimmte auf und bezeichnen 
den dutch ikre ~Adjunktion sum KSrper allot koml0Iexer Zahlen hervor- 
gehenden KSzl~er dutch K ,  die in S und den g vorkommenden Derivierten 
allot Koml0onenten der Koefiizienten yon ~ nnd diese Komponenten 
selbst in irgendeiner Reihenfolge d~ch  x~, x e ,  . . . ,  mud nehmen wir 
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y-' > 2/~ an, so l~l~t sich das obige Lemma anwenden, und wir selden, dai~ 

zwischen den Funktionen z~ der x eine identische Relation mit Koeffizienten 

aus dem KSrper K besteht. Daher besteht zwischen den p~ eine Relation 

deren linke Seite ein Polynom in den Pt ist mit nicht identisch ver- 
schwindenden Koeffizienten, die ~ationale Fur&tionen der q q sind. Wit 
kSnnen nun diese Koeffizienten offenbar auch als Polynome in den q q 
am~ehmen und erhatten ans (22,') eine algebraische partielle Differential- 
gleiehtmg fiir f (x ,  s). ~- Es liegt nahe za vermuten, da$ die S~$ze 4 und 5 
aueh clam1 bestehen bleiben, wenn wit die" Definition der uneigentlichen 
Fm,~ktionen in der Richttmg erweitern, da$ die zu ihrem Aufban benutzten 
Funktionen einer Variablen nut stetig, nicht abet analytisch zu sein brauehen, 
wenn nut die nneigentlichen Funktionen selbst analytisch sind; dal3 also 
die tMnktionen des Satzes 4 sich nicht aus beliebigen stetigen Ftmktionen 
einer Variablen and algebraischen Funktionen mehrerer Variablen aufbauen 
lassen. Es ist mir jedoch nicht gelungen, einen liickenlos strengen Beweis 
hierfiir zu erbringen. 

w  

Der Hauptsatz ~ beliebige konvergente Dirichletsehe Reihen und 
einige Erweiteru~en des Hauptsatzes. 

Satz  6~ Geniigt die durch eine konvergente Dirichletsche Reihe 
darges~e~le Funk~bio~ 

q~{s) = Z a~e -z's 

einer algebraischen .Dif/erenzendi]]erentialgleichung, so besitzt das System 
der Exponenten ;~ eine endliche lineare Ba,~is. 

Beweis.  Geniigt die analytische Funktion q~ (s) einer algebraischen 
Differenzendi:fferentialgleichung, so geniigt sie nach dem HiKss~tz 1 auch 
einer solchen 

in der F ein yon s unabh~ngiges Polynom in seinen Argumenten is~. Es 
wird daher geniigen, um unseren Satz zu beweisen, zu zeigen, dab die 
Reihe ~(s )  auch /orma~ der Gleiehung{23) geniigt, da clann die Bdhaap- 
rang aus dem I-Iilfssatz 3 folgt. Nehmen wit nun an, dab die Di r ieh le t -  
sehe Reihe 
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die sich dutch das formale Umrechnen ergib~, nich~ identisch verschwindet, 
und es sei a e -l~ ihr erstes nicht verschwindendes Ghed. Zur Bildung 
des Exponenten 2 in (24) und der Exponenten der vorhergehenden Glieder 
yon (24), die sich weggehoben haben, haben offenbar nut endli~h viele 
Exponenten 2~ yon ~ ( s )  beigetragen. Z.B.  sind bereits alle Exponen~en 
2~ : .  n i201 -~ ! ~!, w o n  den Gesam~grad vo~ lv bedeutet, sicher otme 
jeden Einflul~. Jimdern wit  daher q~(s) in solchen Gliedern irgendwie ab, 
denen 2 i > n l 2o ~J- 12! entsprechen, so is$ das Anfangsgliecl des Resultats 

der Einsetzung der so abgeiinderten Reihe wieder a e -~'~. Brechen wir die 
Reihe ~ Is) bei irgendeinem hinreichend gro/3en 2~ ab, so ist die Differenz 
zwischeu ~ ( s )  und dem entstehenden Abschnitt 

i - -1  

0 

von q~(s) eine Funl~ion R~(s ) ,  die sich wegen der gleichm~il~igen Kon- 
vergenz Di r i ch l e t s che r  Reihen in der Form sehreiben I ~  

wo Lira S (s)== a i i s t .  - -  Hier und im folgenden ist die Bezeichnung Lira 

so zu vers~ehen, da/~ dabei s dutch reelle positive Werte l~uft. - -  Urrd 
ebeI~so l~il]~ sich dann schreiben 

f25 ) (s § h,,) = (s + h,,) + e-  S (" .~ (8),  

wo LimS(~'~)(s) eine endliche Konstante ist. Setz~ man jetzt in die 

Gleichung(23) q ~ ( s ) = A , ( s ) ~ , e - ~ " ' S ( s )  un4 die Ausddicke (25) ein, 
und entwickelt nach 4em Taylorschen  Lehrsatz, so entsteht eine GIeichung 
yon dex Form 

(26'~ F (  A~'~ (s-4: - h~)) -~- e -(~'-~fl')l)" O ( s )  - :  O, 

wo Lira O(s)  endlic~ is~. Andererseits ~l~t sich F ( A ,  ( + h , ) )  in der 

Form schreiben 
e - ~ P ( s ) ,  

wo Lira P ( s )  ----- a =~ 0 is~, sofern 2~ > 121 -~ n i2~ i is~. Se te~  wit abet 

(lies in (26) ein, multiplizieren mit e i~ lind ]assen dann s gegen ~ c,J 
konvergieren, so erhalten wit, sobald 2~ > !2 ! -~ n l)m i ist, a = 0, was der 
Aamahme widexspricht. W . z . b . w .  

Keh~n  wir noah dnmal  zum Beweis des Hil/ssa~zes 3 im w 1 z~u~iick 
und namen~lieh zur Gleichung (3).  Wi~ batten aus ihr gefolgert, daft 

flit jedes binreiehend grol~e 2~ in _~(A~')(~@h~)) ein Gtied mit dem 
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Exponenten A s ~ 2~ vorkommt. Da abet 2, yore Gesamtgrade n ist, ent- 
steht jeder Exponent, der bei den Gtiedern yon 2,(A~)(8-F-h t,)) atfftaStt, 
aus hSchstens n Zakden dutch Addition, yon denen jede einer der Zahlen 
21, i~ . . . .  ,2~_~ gleich ist. Wit ertml~en daher fiir 2~ die Relation 
!A 1 -q-2 , !~nI2~_~i ,  ausder, da A 1 konst~ntist, 

2; 
Lim sup ~T--;" s n 
i 'm ar~ 

folgt. Wit  geIangen zu dem Sa~ze: 

8 a t z  7. Eine konvergen~e Dirichletsche Reihe 

A-T aie-~' i  s ' 

bei der 
Lira sup 2~ = 
i = x  2~-1 

i~, kann keiner algebraischen Di]/erenzendi/ferentialgleichung geniigen. 
Wit fassen nun wieder die Gleichung (3) des Beweises des ttiKs- 

satzes 3 ins Auge, nehmen jetzt jedoch an, dal] alle Zahlen h~---~ 0 sind, 

dal3 also die Gleichung Y ( f  ~) (s -}- h s)) = 0 sich auf die l~orm 2' (f(') (s)) = 0 
reduzier~ lind daher zu einer Di/]erentialgleichung wird. Da~n mul~ der 
Ausdruck, der aus (4) entsteht, werm wir noc-h flit be, , ~ einfach be, setzen, 

in 2,(A~"~(s)) fiat hinreichend grol]e i enthalten sein, daher mu~ der 
Koeffiment 

yon (27) sich rational mit ratiormlen KoeSiizienten dutch die Koeffizieuten 
yon 2,, dutch a~ . . . ,  a~-l, 2 o, 2~, . . . ,  2~_1 ausdriicken lassen. Da abet sich 
alle 2~ ganzzahlig linear dutch endlich viele unter ihnen ausdriieken lassen, 
so kSnnen wir aUe a~ sukzessive dutch die Koeifizien~en yon 2 ,  dutch be, 
mad eine endliche Anzahl gewisser Zahlen unter a~ lind 2i, also dutch 
endlich viele Zah.len rational mi t  rutionalen Koeffizienten daxstellen. - -  
Wir werden sagen, dall ein System yon Zahlen kl, k~ , . . ,  eine endliche 
Ba,4s besitzt., wenn es endlieh viele sotche ZaMen zl ,  x e . . . .  , ~ gibt, 
dab sich alle k~ als rationale Funktionen mi~ rationalen Koeffazienten yon 
~ . . . .  , z,. darstellen lassen. Das System der Zahlen ~ , . . . ,  ~. wotIea 
wir dann als Bas/s der Zahlen k~ bezeichnen. Mit HiKe dieser Bezeich- 
hung kSnnen wir dann den Sa~  ausspr~qhed: 

S a t z  8. Eine Dirichle~sche Beihe 

S a i e - ;~  * , 
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bei der das System der Koe//izienten a~ lceine endliche JBasis besifz~, 
geni~fl l~einer algebrais~hen Differentialgleichung. 

Die Anwenclung dieses Satzes wird cladurch vereinfi~cht, da~ es im 
Falle der Existenz einer Basis geniigt, fiir die Zahlen der Basis des Systems 
der a~ gewisse unter den a i selbst zu nelunen. Es gilt n~mlich der 

Hilfssa~z 4. Besitzt ein System yon Zahlen k 1, k~., . . .  eine er~I- 
lithe Basis, so besitzt es auch eine endliche Basis, deren Elemente in 
diesem System selbst enthalten sir~. 

DeI' Beweis erfordert den Nachweis der Ausfiihrbarkeit gewisser 
Eliminationen, der au~ direktem Wege mi~ Hilfe der allgemeinen Elimi- 
nationstheorie nut sehr umsti~Ildlich zu fiihren w~e. Diese Schwierig- 
keiten ]assen sieh aber ulngehen, wenn man gewisse kSrpertheoretische 
Be~rachtungen heranzieh~. Wit stiitzen uns dabei auf einige S~ze aim 
der grundlegenden Axbeit yon E. Steini~z: Algebraisc~ Thezrie dee 
K6rper:), und namentlich aus dem w 22 der Steini tzschen Arbeik 

Man lege einen KSrper ~ zugrunde und be~rachte im iibrigen nut 
G~SBen, die in einem festen ~ umfassenden KSrper ~ (einer ,,Erweite2tmg" 
yon ~) enthal~ea sind. Eine GrSl]e a yon ~ nannt man cdgebraisvh in 
bemlg auf ~,  wenn sie Wurzel eines Polynoms in einer Variablen mit. 
Koeffizienten aus ~ is~. Ist ~ ein System yon GrSBen, so nenn~ man 
eine GrSl~e a algebraisch abhgngig yon ~ (in bezug auf ~), wenn a in 
bezug auf den KSrper ~ ( ~ )  algebraisch is~, cler aus ~ dutch Adjunktion 
aller GrSl~en yon ~ en~s~ht. Ein GrSBensystem ~ '  nennt man algebraisch 
abh~ngig yon | wenn jede GrS]e yon | yon | algebraisch abh~ngt. 
Es gilt nun der Sa~z: H~ng t  ~s yon  ~ ,  ~e yon ~ a lgebra isch  ab, 
so h~ngt  | yon ~ a lgeb ra i sch  ab. Daher sind wir berechtigt, zwd 
Systeme ~1 trod ~e d~uivalent zu nelmen, wean jedes yore anderen 
algebraisch abh~ngt. Ein System ~,  welches keinem eehten TeA1 yon s~ch 
~quivalent ist und nicht aus einer in bezug au~ ~ algebraischen GrS~e 
besteht, nennt man irreduzibel. Wit werden nun folgende S~ze zu be- 
nut~en haben: 

1) F in  irredu~Coles System ~ welches yon einem eredl~d~er, System 1I 
algebra~aeh abh~ng$, l~ann nicht me~x ElemenSe anthaltz~ als die*ess). 

2) Es  ~eien 1! ~nd ~ endl~vhe irred~z~-bI, Sy~steme yon m b ~ .  u GrSfien, 
u~d es sei ~ algebraisch abhdngifl vo~ II. Da~n sind im Falle m = n 
die Systeme 1I und ~ dcluivaIent, im F a l l e n  < m ~ abet 11 einem 
irreduziblen System 5quivalen~, welc~.zs aus 93 und m -  n CrrSflen ,)on 1I 
beaekt * ). 

r Crolles Journal fiir Mathemat~ik, 187 (1910), S. I67-309. 
s) L c. S. 292. 
~) 1. e. S. 291'-292. 
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Bevor wir wei~er gehen, wollen wir aus 1) eine Folgerung ziehen, 
die wit bereits angewandt hsben u~d die such in den folgenden Para- 
graphen ~4ederholt zu verwenden sein wird. Dies ist das folgende 

L e m m s .  Zwischen beliebigen r id-1  algebraischen Funktionen der 
n Variablen x 1 . . . . .  x~ 

s  . . . .  , x , , ) ,  . . . ,  f , + , r  . . . . .  x~) 

mit Koeffizienten aus einmn K&'~er K besteht stets eine algebraische 
Relation mit  Koeffizienten aus K ,  d .h .  es gibt ein solches Polynom 
r  . . . . .  Y,,+I~ mit Koe[]izienten aus K ,  die nicht alle 0 sind., daft 
die Gr6fie 

r  . . . . .  ,x~),  / ~ x ,  . . . .  , z , , ! .  . . . ,  /;,+~ r  . . . ,  x, ,~) 

[~tr unbestimmte x verschwindet ~o ). 

It~ der Tat, das System ~ der n-~- i  GrS/]en s  . . . ,  f , §  
h~ngt algebrsisch yore Sys~m 1~ der n Gr5/~en x~, . . . ,  x,  in bezug auf K 
sb, kann daher nach 1. nicht irreduzibel sein, da es mehr als n GrSl~en 
enth~lt. Es ist daher einem echten Tell yon sich ~quiv.alent, etwa 

(2s) s  5(~), . . . , / ; ,~,) .  
Folglich h ~ g t  t~+~(x~) yore System (28) algebraisch ab, geniigt also 

. einer Gleichmrg 

(~, t~ , . . . ,  L)  - ao(h)~+ ~ (h)  ~'-~ §  + ~ , (5 )  = 0, 

in der a , ( h )  , a~(f~), . . . ,  ~(f~) GrSl3en des gSrpers g ( f ~ ,  . . . ,  f : )  sind. 
Wir kSmlen sie mm sis Polynome in t~ , - - - ,  f~ anne]amen, indem wit 
nSt.ige~alls q~ mit einem Polynom in f~, .  .... r muttiplizieren. Sind sber 
a o, . . . ,  a~ Polynome in den ~,, so hat das Polynom q~(Yx, Y,., . . . . .  Y,,,~ ) 
die. ira Lemma behsuptete Eigei,z~chaft. 

Wir kehren mm zum Beweise des l:[ilfssa$zes 4 zuriiek lind nehmen 
an, dal] das System (k,~) eine endliehe Basis sus den Zahlen zl ,  h e , . . . ,  x~, 
besitzt. Den KSrper der rstionalen Zahlen bezeictmen wir dutch R and 
legen ih~l den folgenden Betraehtuagen zugrunde, als den KSrper ~' 
der S te in i t zschen  S~ze. Shad alte Zaklen x algebraisch, so ist- der 
KSrper R(k~) im endliehea KSrper R(y.i) enthalten, ist daher mi~ einem 
seiner Teller, den wit etwa mi~ R,  bezeichnen wotlen, identisch~ Ist etwa 
,: eine primitive Zahl yon R1, so mull sieh a dutch endlieh vieIe k~ 
rational mit  rstionalen Koeffizienten ausdr~icken, etwa dutch kl ,  k~, . . . :  k~. 
Da aber auch jedes k~ sich dureh t~ rational mit rationalen Koeffizienten 

z~) l-Iiera~s folgt ~tiirlich sofort, d~B f~ . . . .  , ]~+~ ~u~h im gewShrtliehen Sirme, 
sis a~lytische F~nktionen yon ~z . . . .  , a~ atttgefal~t, abhKngig sisal. 
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ausdriickt, bilden die Zahlen kl, k~ . . . .  , k r eine endliche Basis~ des 
Systems (k~). ' Sind aber nicht alle ~i algebraiseh, so ist ~ ~ (~)  ent- 
weder irreduzibel oder einem irTeduziblen Teilsystem 2" ~luivalent, w e l l e s  
aus b Zahlen ~ bestehen mag, e~wa aus zl,  ~ . . . .  , ~ .  Dann sind ~ le  
iibrigen Zahlen ~i, sofern nicht a = b ist, algebraisch in bezag a~ff 

Andererseits mul~ auch das System Ik~) einem aus endIich vielen 
Zahlen k i bestehenden irreduziblen System ~quivalent sein, sofern nicht 
alle k i algebraische Zahlen sind. Denn ist etwa T = (k~,/r . . . .  , k~) ein 
irreduzibles Teilsystem der k~, so ist T yon 2" algebraisch abh~ngig, und 
daher ist nach l i c~_~b. Ist  abet T so gew~hlt, dal~ c > 0  und den 
grSf~tmSglichen Wert hat, so ist jedes k~ algebraisch abh~gig yon T.  
Denn das System (T, k~) besteht aus c + 1 GrSl]en und mu~ daher einem 
irreduziblen Teilsystem T ~ ~quivalent sein, yon dem dann k~ algebraisch 
abh~ngig ist. Andererseits ist T yon (T, k~) algebraisch a b h ~ i g ,  daher 

T'. T' gleich auch yon Dann mul~ nach 1) die Anzaht dex G~5Ben yon c 
sein, nach 2) miissen T und T '  s sein, d~her ist~ k~ auch yon T 
algebraisch abhs und T mit (k~) ~luivalent. 

Das System T is% falls nicht alle /r~ algebraische Zahlen sind, yon 
2" algebraiseh abh~mgig. Daher ist dann 2) anwendbar, uncl das System ~C 
ist einem System (kl, k~ . . . . .  k~, Yl, Y~- . . . .  ., y~,_~.) s Wit wollen 
k~, k.~, . . . ,  kr l[eber dutch xl,  x.~ . . . .  , x~ bezeichnen, wobei diese G~51]en 
gar nicht aufzutreten brauchen, falls alte k~ algebraische ZaMen sind, 
u n d c  also = 0 ist. Adjungieren wit zum KSrper B ( x ~ , . . . ,  x~, y~, . . . ,  
y~_~) alle ~ ,  so- entsteht eine endliche algebraische Erwei te~ngK,  
in der alle Gr5~en ki enthalten sind. Dabei sind aber k~ bereits in bezug 
auf R(x~,  ...~ xe) algebraisch. Ist  'nun b = ' c ,  so treten keine Gr51~en 
au~, und alle k~ sind in einem endtichen KSrper fiber R (x~ . . . . .  x~) ent- 
halten, bestimmen daher selbst einen endlichen KSrper fiber R i x~ . . . . .  x~!, 
dessen irgendeine primitive GrSl]e dutch fl bezeiehnet werden mag. Dann 
driickt sich fl rational mit  rationalen Koeffizienten du_reh endlich vieIe k~ 
and x ~ , . . . ,  x,~ aus. Andere~eits driicl~en sioh alle k~ rational mit ra~o- 
nalen Koeff~zienten dutch fl und x ~ , . . . ,  x,, aus. Und da x~ . . . . .  x~ selbst 
gewisse unter den k i sind, so is~ in diesem Falle der Hils 4 bewiesen. 

Es sei je~zt b > c. Ac~jungieren wit alle k~ zum KSrper t t  ( ~ ,  . . . ,  x,), 
bzw., falls c = 0 ist, zum KSrper B ,  so entsteht ein algebraischer KSrper K 
iibez R(x~ . . . .  , x,:), und es genfigt zu beweisen, dal~ K endlich in bezug 
a'af R(z~ . . . .  , x.)  ist. Denn damn driieken sich atle k~ durch eine primi- 
tive G,~l~e 7 yon K und z,  . . . . .  x~ rational mit  xaf~ionalen Koe~fizienten 
aas, und da x ~ , . . . ,  z,, gewisse ~m~r den k~ sind~ ist dann der I-Iilfssatz 4 
bewiesen. Ist nun abet m de~ Grad yon K in bezug auf B ( x ~ , . . . ,  x ~  
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fli . . . . .  y~_~), so behaupten wit, dab tier Grad yon /s in bezug auf 
R ( x  1 . . . . .  xr hSchstens m i s t ,  d .h .  dal~ zwisohen m ~ 1 beliebigen 
GrSgen 

(29) /r k", . . . ,  k c~+~) 

yon _K ei~e Relation mit nicht siimtlich verschwindenden ut(xl)  besteht: 

<30) + u (xgU + . . .  + ("+I) 

in dear die GrSl~en %(x~) aus R ( x x , . . . ,  x~.) rationale Funktionen der x 
mit rationalen Koeffizienten sind, bzw. rationale Zahlen, ~alls c---~ 0 ist. 
Da der Grad yon K gleieh m i s t  und die Zahlen (.29) dem KSrper K 
angehSren, besteht eine Relation 

(31)  ~,(~, ,  y , )k '  + ~ ( ~ , ,  V,)k" + . . . + v , + ~ ( ~ , , y , ) k  `~+'' = :  O, 

in der v~(xi, y;) rationale Funktionen in den x~, Yi mit rationalen Koeffi- 
zienten sind and nicht s~mtlich verschwinden. Wit kSnnen offenbar alle 
vt als Polynome in den xl, Yi amlehmen. Kolnmen in ihnen y~ gar nieht 
vor, so ist unsere Behauptung bewiesen. Enthalten abet die v auch ge- 
wisse y, so ordnen ~4r (31) rein formal "nach PotenzprodulG.en de~ y inn 
So erhalten wir eine Gleichung yon der Form 

(32} z_~, .~ ,~  z , ,, ~, § , ,,,+~(xi) = 0 ,  
$ 

in der nieht alle w~it(xi) versehwinden. Besteht nun keine Relation yon 
der Form (30), so sind in ,(32) nicht alle Koeffizienten verschiedener 
Poten~rodukCe d e r y  gteieh 0. Dividieren wit (32).dutch den grSgten 
gemeinsamen Teite~ aller Po~enzprodukte ~., so mug nach Division wenig- 
stens ein V in (32) wirklieh.vorkommen, da in (32) sonst nur ein r vor 
tier Division a-~fftreten wiirde, was eine Gleiehung v o n d e r  ~'orm (30) 
naeh sieh zieht. Es wiirde also ein gewisses Polynom in Yl,--- ,  Yb-,, 
dessen Koeffizienten algebraiseh yon xi . . . .  , x~ abh~ingen und nicht s~imtlieh 
0 sind, verschwinden. Dies widersprieht abet der .Annahme, dag das 
System xl . . . . .  x~, y~ . . . .  , y~_o irreduzibel ist. Damit ist der Hilfssatz 4 
vollst~ndig bewiesen n). 

Aus diesem Hilfssatz ergibt sieh fo}gende VersehF~lffUng des Satzes 8: 

S a t z  8'. Gibt es ein solc.hes Teileyaem ~ der Koef/izienten a~ einer 
D i r i c h l e t sch~n .Beihe 

n )  Die im Ietz~n Teil des Beweises bewiesene Tatsaohe i.st im w~sentlicben mit 
vo~ Herrn I. Se l~ur,  Berliner Sitzungsber. (1911), S: 619ff. bewiesenen HiLfs- 

s a ~  identisch. 



Dirichle~sche Reihen und algebraische Differenti~lgleiehungen. 267 

dessen Zahlen sich nicht dutch endlich vide, demselben Te~Tsystem an- 
gehSrendc Zahlen rational rail rationalen Koe/]iz~enten ausdv~clceu lassen, 
so gen4gt diese Reihe keiner algebraische~ Di//erent~leichung. 

tnsbesondere geniigt also (33) keiner algebraischen Differen~ialgleidhang, 
wenn unter den Zahlen a~ unendlich viele algebraische Zahlen vor]~ommen, 
die in keinem endlichen algebr~ischen Zah]kSrper alle zugleich enthalten 
sind, z.B. m~endiich viele verschiedene Einheitswu~zelm 

w 

~ e r  den Begriff tier algebraisch-transzenclenten Ftmktion. 

Um die in den vorhergehenden Paragraphen gefundenen Resultate 
welter ausbauen und auch auf Potenzreihen anwenden zu ]~Snnen, miissen 
wit zuerst auf allgemeine Eigenschaften yon Flmktionen einer Yariablen 
eingehen, die algebraischen Differentialgleichungen geniigen. Mit E. H. Moore 
werden wir solche Funktionen, die einer algebraischen Diffexentia]gleichung 
geniigen, als algebrai~ch-transzendeute Funktionen bezeiotme~11~). 

Ms einen RationalitdtsbereicJ~ R wollen wir in diesem Paragraphen 
einen KSrper yon analytischen Funk~ionen verstehen, die alle einen ge- 
meins~men Existenzbereich G(R) besitzen, in we]chem jede yon ihnen his 
auf isolierte Pun~e regul~ analytisch ist. Au~erdem wollen wix" annehmen, 
dab mi~ jeder in /~ vorkommenden Ftmktioa auch ihre s~ntlichen &b- 
]eitungen in R vorkommem Eine in G(R) existierende Funkgon f ( x  }, 
die einer Differentialgleichung 

r ( f ( " )  = o 

geniigt, w o r  e in Polynom in f mid den Ablei~.ungen yon f mit Koeffi- 
zieaten aus _R isf,, nennen wit algebrai~ch:transzendent in bezug au/ R. 

Es sei nun g(x) eine algebraisch-transzendente Funkt.ion in bezug 
aaf R, f (x)  ehle algebraisch-transzendente Funk'tion in bezug auf den 
Rat ionalit~sbereich R(g) ,  der aus R durch Adjunktion yon g(x) wnd 
s;4mtlichen Ableitungen yon g(x) hervorgeht. Wit behaupt~n, da~ dann 
f(x)  algebraisch-transzendent in bczug au/ R ist. Es geniige g(x) einer 
Diiterent~algleichung m- te r  Ordmmg 

 84) = 0 ,  

deren linke Seite einPolynom in g, g', . . . .  gc~J mitKoeffizienten aus B ist, 
abet keiner solchen Dif~erentialgleichmlg niedrigerer Ordnung oder derse]ben 
Or4auag und yore niedrigeren grad in gr Daun 1 ~  sich dutch suk- 
zessive Di~eren~iation tier Gleichung (34) jede tier weiteren Ab]eif, ungen 

- )  ~ t h .  Ann., 4s (~897), S.49. 
~laC3aemati~che Zeitschriit. VIII. 1 
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g(~,~l~, g(,~+~, . . .  yon g rational mit  Koeffizienten aus R durch g, g', .... g(,, 

darstellen, wobei als Nenner eine Potenz yon .S=:-Zyi~h- i auftritt, dieser 

letzte iusdruck abet sicher nicht identisch versehwindet . .  Es geniige nun 
f ( x )  eider Dif[ereatialgleichung n - t e r  Ordnung 

(:35) v' (f~'~) = O, 

wo ,~(f(')) ein Polyalom in f, f ' , . . . ,  f(")m~t Koeffizienten aus R (g) ist, 
mad keiner Differentialgleichung niedrigerer 0rdnung, oder n - t e r  Ordmang 

und vom niedrigeren Grad in bezug auf f(') Daher ist T ~;' sicher 
" " ~  ~ - ? ( n )  

yon 0 versehieden. Dureh sukzessive Differentiation der Gleichung (35 ? 
ka~n man alle weiteren Ableitungen f~+l~, f~n~) . . . .  rational dure]~ 
f, f ' ,  . . . ,  f~') and g, g', . . .  ausdriieken, wobei als Nenner nu_r eine Potenz 
yon T auftritk Setzt man fiir g(~+~), g(~+~), . . .  ihre Ausdriicl~e ein, so 
kann man nile Ableittmgea f(~+~, f(~+"~, . . .  rational dureh f, f ' ,  . . . ,  f('~, 
g, g ' , . . . ,  g~) mit Koeffizienten aus R ausdriieken, wobei als Nenner nur 
t)otenzenprodukte yon T und S auftreten. Die Anwendung des Lemmas 
aus w 3 beweist die Existenz einer rationalen Relation mi~ Koeffizienten 
aus R zwischen einer hir~reiehend grol]en Anzahl der Ableimngen yon l"- 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Es  seien nun g~, g~ , . . . ,  g~ in bezug auf R algebraisch-transzendente 
l~mktionen, mad f sei algebraisch-transzendent in bezug auf/~ (gl, g~, . . . ,  gk). 
Dann ist linch dem soeben Bewiesenen f algebraiseh-transzendent in bezug 
a~i/r g s , - . . ,  g~), daher aueh in bezug auf R ( g , , . . . ,  gk) usw., daher 
au~n in. he, rag auf .~ selbst. Itieraus folgt: 

S a t z  9. G e n ~  eir, e analy'tische ~unktion f ( x) e.iner 1)iffereutial- 
gl~ichung 

(Z '9  = c ,  

deren linke Seite ein Polynom in ~, f ' ,  f " , . . ,  ist mit Koe/fizienten, die 
algebrai~ch-traroszerde~t in bezug an/ einen Rationalitdtsberei~h t~, so 
ist f (x) 8elbst algebraiseh-transzertdent in bezug an/ t~, ]aIls f (x) im 
De]initionsbereich vort R exi~tiert. 

Dieser le the  ZasaCz ist nStig, da f ( x )  yon G (/~) dutch eine r~iir-  
~ehe Greiaze ge~rennt seia kSnnte, w~hren4 der gemeinsame Existenz- 
be.reich der Koeffizien~en yon 'q5 sowohl G(R)  aIs aueh den Existenz- 
bereich yon f (x)  enthalCen kSnnte. 

Aullerdem abet folgb aus tier obigen Betrach~mag, dal~ 7"ede rationale 
Funktion yon algebraisch,-transzendenten ~unktionen in bezug an/ tt 

alge~aiach-transzenden~ in bezug an/ R ist. ~s) Und allgemeiner 

~a) Diesen Satz ~bt S~adigh (1. e. S. 5). 
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gilt dasselbe auch flit jede algebraische Fmlktion von algebraisch-transzen- 
dent~n Funktionen in bezug auf .R. - -  

Wit  spezialisieren nun R zum KSrper aller Konstanten, betrachten 
also yon jetzt an nut algebraisch-~ranszendente ~unktionen schlech~En. 
Es seien g(x') and f (~)a lgebraisch- t ranszendente  Funktionen, und es 
habe der Wertbereich yon g (x) ein gemeinsames Gebiet mit dem Existenz- 
bereich von f(x). Betrachten wit die Funk~ion f(g(x))=q~(x). Man 
kann, falls g (x) keine Konstante ist, die Funktionen f(e~(g(x)), die aus 
den Ableitungen yon f (x)  durch das Einsetzen yon g(x) entst~hen, 
rational dilrch die Ableitungen yon q~ (x) und yon g(x) ausdriicken, wobei 
als Nenner sine Potenz yon g'(x) auftri~t. Nun geniigt f(x) nach dem 
Hilfssatz 1 einer aJgebraischen Differentialgleichung mit konstanten Koeffl- 
zienten, in der also x nich$ explizit vorkomm~. 8etzen ~ i r  in sie flit 
f(os), f '  (x) ,  f "  (~) . . . .  die Ausdriicke yon f(g (x)), f '  (g (x)), f " (g(x) )  . . . .  
in den Ableitungen yon 9~(x) und yon g(x) ein, so entsteht eine rationale 
Relation zwischen den Ablei~angen yon g,(x)trod g(x ) ,  die nicht identisch 
besteht, da sie flit g(x)~x , '~(x)=f(x)  wieder zur Ausgang~lifferential- 
gleichung fiir f(x) wird. Aus demSatz  9 folgt nun, dab q0(x) =f(g(x)) 
seIbst eins algebraische-transzender~te Funktior~ ist. 

Diese Tatsache gibt uns die MSglichkeit, analytische Funktioaen 
mehrerer Variablen zu konstmuieren, die die Eigenschaft besifizen, das 
wenn man in sis fiir die Variablen algeb~aisch-t~nszendente Funk~onen 
yon x einse~zt, sich wieder sine algebraisch-transzendente ~'MnkVion e~gibt. 
Man bride beliebige algebraische Ftmk~ionen yon algebraisch-tmanszendenten 
l~hmktionen irgendwelcher Variablen x, y ,  z . . . .  So erhaltene Funktaonea 
setze man wieder in beliebige algebraisch4ranszendente Funk~ionen als 
Variablen ein, yon den so entstehenden Fmxktionen nehme man wieder 
beliebige a]gebraische Funktionen usw. Man wiederhole also den Proz~ ,  
der i m w  3 zur Bildung yon uneigentlichen Fmlk~ionen yon zwei Variablen 
gefiihr~ trot, nut mit dem Un~arschied, dab jetz~ nicht mehr beliebi~ 
analytische Ftmk~ionen einer Variablen and algebraische Fnnk~onen yon 
zwei Variabten kombiniert werden, sendern algebraisch-transaendente Fank- 
tionen einer Vartablen und algebraische F~ml~tionen beliebi~ violet Var~ablen. 
Und ebenso wie dort ist d a r a ~  zu achten, da~ die Existenz- nnd die 
en~sprechenden Wertgebie~e der vorkommenden ~mk4ionen zneinander 
passem. Jede so ents~ehende ~hmktion f(x, y,  z , . . . )  tm~ nach unsexen 
S~tzen in der Tat die Eigensoha2g dab f(~o (x) ,  ~ (x),  Z ( x ) , . . . )  alge- 
braisch-~ranszenden~ ist, sobatd ~o(x), Vz(x), Z(x)  . . . .  es sin& Im ngchst~n 
Paragraphen werden wit die allgemeinsten Fnnk4ioneu aufstellen, die diese 
Eigenschaft besitzen. - -  Wir bemerken noeh, dal~ wenn eine solche Funk~ion 

18" 
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f ( x ,  y ,  Z , . . . )  naeh ganzen positiven Potenzen yon x, y, z . . . .  entwickel- 
bar ist, insbesondere die D i r i c h l e t s c h e  Reihe 

f ( e - ~ , ,  e-~,~ . . . .  ) 

fiir positive )a, 22,-.- auch eine algebraiseh-transzendente Funktion ist. 
hus jeder Poter~reihe 

" f(x,)----- ao Q-alx-~-aex"- + . . . ,  

die in einer Umgebm~g des Nullpunl~es konvergier~ und eine algebraisch- 
transzendente ~unktion darstellt, geht dutch die Substitution x == e -~ nach 
dem oben Bewiesenen eine Di r i ch le t sche  Reihe hervor, die (eineu 
Bexeich absoluter Konvergenz besi~zt und dor~) eine aIgebraisch-~ranszen- 
dente Fmaktion dars~ellt. Wit kSnnen daher die S~tze 7 mad 8 '  attf ge- 
w5hnliche Potenzreihen iibertragen. Aus dem Sat~ 8 '  erhatten wit den 

Sa tz  10. Gibt es ein Teilsyslem des Koe//izienten einer in einer Um- 
gebung des Nullpunktes konvergenten Po~enzreihe 

f ( x )  a o + a , x +  ~ ' a~x'---7- . . .  , 

d~sen J~leme~te sich nicht durch e~dlich viele unter ihnen rational 
mit  rationalen Koe]]izientgn dars~llen lassen, so ist die durch diese 
Potenzreihe dargesteUte ~unkt ion  f (x )  nicht algebraisch-transzendent. 

Hieraus fotgt z. B., dat~ die Reihe 
= : :  ~ ~ 5 "0 X 3  

(36) $(x, ~,) r '  ~ e  ~ § 3 -7 + " "  

fii~ jedes rationale nicht ganze r keiner algebraischen Differenhalgleichung 
als Ftmktion yon x ge~iigt. Denn die algebraisehen ZaMen 2", 3", . . .  kSnnen 
in k~inem endlichen Za]flkSrper lie~en, z. B. weil sonst die Diskriminante 
dieses ZahtkSrpe~ dureh die Diskriminante jedes UnterkSrpers teilbar sein 
mii~te, also, wie etwa aus den S~tzen yon L a n d s b e r g  1~) folg~, dutch jede 
Primzaht. Fiir ganze ~, geniigt diese Reihe ste~s einer algebraischen Differen- 
tialgleichtmg. Fiir irrationale ~ isr es vermutlich hie der Fall, doch ich 
babe es ~ficht zu beweisen vermocht. Aus den S ~ e n  des n~ichsten Para- 
graphen fol~ abet, da~ die Menge der ~, /iir welc, he die l~unktion (36) 
algebraisch-transzenden.t ist, abzfhlbar ist. - -  Es l~l~t sich andererseits, worauf 
reich Herr G. P S t y a  auflnerksam machtr und wie ich mi~ seiner f~etmd- 
lichen Erlaubnis bier noeh a n o n  mSchte, leicht zeigen, cla]] $(x ,  ~,) fox 
irrationale ~ nicht algebraisch ist, wenn man das Verhalten yon $(~, ~) 
flit x ~ 1 betrachtet. Es geaiig~, wegen der l~nktionalgteichtmg, 0 ~ ~ < 1 
aazunehmen. Nun ist abet dann (man vgl. etwa E. P i c a r d ,  Trait6 d'Ana- 
tyse, 1. (2. rid.), p. 230) L im(1- -x )~-~$(x ,~ , )  gleich / ~ ( 1 - - ~ ) @ 0 ,  

~) Crelles Journal flit MaShema, tik, 117 (I897), S. 140ft. 
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wenn x aus dem Inneren des ELrdleitskreises radial an den Punk$ x -  1 
herankommt, ~(x,  r) wird also flit x ~  1 yon einer irra~ionalen Ordnung 
unendlich. 

Aus dem Satze 7 ergibt sich, dab eine Potenzreihe 

al x '~, -i- a~ z'~ + . . . ,  

in der die wirklich vorkommenden ganzen nicht negativen Exponenfen 

nl,  n . . . .  so stark wachsen, dab Lira n~ , .  . . . . . . .  cc • keiner atgebraischen 
" i=== ~ - i  

Differen~ialgleichtmg genfigt. Dieser Satz ist bekannt und stammt yon 
GrSnwal119 .  Aus ibm l~Bt sich der folgende Satz folgern, der einem 
bekannten Satz yon G. P61ya  fiber nicht for~se~zba~e Potenzreihen TM) 
analog ist: 

S a t z  11. Aus ]edev unendlichen in einer Umge~ung des Nullpu~k$es 
kanvergenten Potenzreihe kar~n man au/ unendlieh viel~ Weise~ durch 
Multiplikation gewisser Koe//izienten mit - - 1  sol, he Potenzzeihen ab- 
leiten, die keine algebraisch-transzendente Funktionen darstellen. 

In der Tat, es sei 

Q (x) = a,~lx '~, -4- a,~x", + . . .  

eine aus gewissen Gliedern yon 

P ( z ) = a  0 - ~ - a l x +  . ~ ' ~ �9 a.~ x " -i- a s  x -~, . . .  

deraxt aufgebau~e Potenzreihe, dab sie schon infolge des Anwachsens der 
Exponenten keine algebraisch-~ranszendente Funk~ion • Genfig~ P ( x )  
einer atgebraisehen Dif[erentialgleichu.ng, .so kann die aus ihr dttrch inde-  
rung des Vorzeichens be• allen auch in Q(x)  vorkommenden Gliedern 
entstehende Potenzreihe P~ (x) keiner algebraischen Differentialgleichtmg 
geniigen, da sonst dasselbe auch flit Q(x) : �89  -- t"i (x)) der Fall 
sein miiBte. Ist abet P ( x )  nicht algebraisch transzendent, und gibt es 
tinter den Potenzreihen 

• a o • a ~ x  • a ~ x  ~ • a,~x '~ • . . .  

wenigstens eine algebraisch-txanszenden~e, so kSnnen wit tm~_ren SchluB 
an sie an]znfip~en mad Q ( x )  auf unendlich viele verschiedene Weisen 
w~hlen. - -  Aus einer D i r i c h l e t s c h e n  Reihe 

~) Ofversigt  af Vetensk. Akademiens FSrhandlingax, 55 (Stockholm, 1898). 
S. -tr ft. 

~) Aot, a -,M~.t,h.em.atic~, 40 (1916), S. 179--I83. 
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ents~eh~ dutch die Substitution e -* == x eine n ~ h  ins Unendliche wach- 
senden Potenzen yon x fort~chre~tende Reihe 

~ T a  i x ).t , 

bei der die Exponenten ~i nichlb mehr ganz, ja nicht einmal rational zu 
sein brauchen. Da solche Reihenentwieklangen sehr o~ bei der Un~er- 
suchm~g des Verhaltens yon In~egralen gewShnlieher Differen~ialgleichungen 
auf~yret~n, so is~ es yon In~eresse, die fiir solehe t~eihen aus dem Satz 6 
sich ergebende Folgerung zu formulieren: 

S a t z  12. Sind in der in einer gewissen Umgebung des iVullpun~e.s 
konv~genten Reihe 

die Exponenter~ 2~ reelle i ~  Unendliche wachsende ~ Zahlen, und besitzen 
diese Exponenten keine endliche line.are Basis, so kann die dutch diese 
Reihe dargest~llte analytische _Funlction lr~.iner algebraischen Di//erential- 
gleichunr geniigen. 

Der Satz l~]t sich unter gewissen Einschr~nkmngen auch auf den Fall 
verallgemeinern, dal~ ~, komplexe Werte durchlaafen. Ffir diesen Fall 
wird sich jedoch aus den Untersuchlmgen des letzten Paragraph en ein direk- 
ter Beweis ergeben. 

Dabei ve~tehen wir (hie~ und im folgenden) unter x z s~e~s e zI~ 

wo der Koeffizient yon V'%-1 in log x lficht negutiv und kleiner als 2 ~ zu 
nehmea ~ ist. 

w  

1Dber den Begriff der algebraisch-transzendenten Funkt ion  bei 
mehreren Variablen. 

Ira vorhergehenden Pazag~phen haben ~ r  eine gewisse Klasse yon 
anai)%ischen Funk-tionen mehrerer Variablen f(x, y, z , . . . )  erw~nt ,  mit 
der ~olgenden Eigenscha~t: ~etzt man in f (x ,  y, z, ...) fiir x, y,  z . . . .  
irgendwe]che atgebraisch-t~anszendente F~nktionen" cp~ (s), qh (s),  %~ (s) . . . .  
eiaer Variabten s ein, so ist die so entstehende Funk~ion 

wieder eine aIgeb~isch-tranazenden~e Funktion, falls die Weft- und 
Existenzbereiche der q- zue~ander trod zam Existenzbexeiche yon f passen. 
Wi~ stellen uns nun die Aufgabe, atle l~tmk~ionen mehrerer V~riablen 

~eser Eigensclmft aufzusteUen. Wit-wollen diese Eigenschaf~ k~tr~z 
Ms ~igenscAa]-t A bezeichnen. Es sei e~wa f (x ,  y, z) eine solche Funktion. 
Damn is~ f ( x ,  y, z)fis jeden ko~st~nten Weft yon y, z algehra~sch- 
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transzendent als Fnnk~ion yon x.  Man betrachte nun die Menge aller 
Potenzprodukte aus einer tmbestimmten FtmkCion ~b(t) und ihren Ab- 
leitnngen beliebiger Ordnung. Diese hIenge ist abzahlbar, da bei jedem 
solchen Potenzprodak~ 

(37) r  ~ q~'(t)r . . .  ~(')Ct)r . . .  

die Summe c~ ~ 1 fl ~ . . .  q- ~7 -{- --- endlich" ist un4 zu jedem Wert dieser 
Summe nur endlich viele Potenzprodukte geh6ren. Weiter ist aber auch 
die Menge U aller tndlichen Untermengen der ~enge der Potenzpro- 
dukte (37) abzghlbar, wie bekannt und sofort za beweisen ist. Ffir ]eden 
Wert yon y, z gibt es nun ein System yon Potenzprodukten: 

 ss) /-I, , ,  

v o n d e r  Form (37) und. yon der Eigenschaft, da~ fiir jene y, z 

(39) q / - /1  (f(~)(z, y,z))§ c~ 1I~ (ft'(x, y,z))q-... + ckHdf(~(x,y,z))=o 
ist, wo die Zeichen der Ableitungen bei f(~;, y, z) sich nur auf x beziehen, 
und c~, c. z . . . .  , G nieht sgmtlich verschwindende Konstanten sind. Halten 
wir nun z = z o lest und lassen y alle Punkte einer beliebig kleinen Streeke 
a <: y ~ b im entsprechenden Regularit~tsbereich (a ~ y ~ b, o _< x __< d) 
yon f durchlanfen, so nimmt dabei y eine Menge yon Werten an v o n d e r  
~I~chtigkeit des Kontinuums. Und da die ~ch~igkei t  der ~tIenge U ]/leAner 
is~, so gibt es wenigstens ein System yon Potenzprodukten (38), zwischen 
denen eine Relation yon der Form (39) fiir unendlich viele y besteht. 
Die Koefflzienten c~ . . . . .  G kSnnen dabei abet natiirlich noch yore je- 
weiligen Werte yon y abhgngen. Bilden wit nun die Wronskische  De- 
terminante der Funktionen 

izl bezug auf x, so entsteht eine analytische Funktion ~ ' (x ,  y), die fiir 
unen~llieh viele y'aus dem Intervalt a _< y _~< b identisch in x verschwindet. 
Sie hat, daher fiir jedes feste x, als Fun~ion  yon y ,  unendlieh viele Warzeln 
im Intervall a __< y =< b, verschwindet daher identisch in y flit jeden Wert 
yon x, ist also flit jenen festen Wert yon z identisch it1 x, y gleich 0. 
Daher 5esteht zwischen den Funktionen (40) eine Relation yon tier Form 

c, W) ,Iv/,(fl" (x, y, z0) ) + r (y) 1 / :  (/ :" (z, y, zo) ) -f- . . .  § c~ty, l l , , ( z  (~, y, = 0,  
t 

in der, wie aus dem bekannten Beweis des Satzes fiber die Wronskisehe  
Del~ermi~ante u n m i ~ l b a r  folg~, c~ (y), ~ (y ) , . . . ,  G (Y) als nich~ sgmt- 
tich identisch verschwindende analyt@ahe Funk~ionen yon y fiir a ~ y <2 b 
augenommen werden kfnnen. ]~an 4iffexermiere nun die Relation (41 t 
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(/~ - -  1 ) real nach x partiell. Wir erhalten dann/~ - -  1 weitere Gleiehungen 
yon der Form 

(y)l~('(fr162 zo)) -*- %(y)If~."(f~ " (~' ~x , y ,%) )§  . . .  § ~ (y)//~rr(" (f~,)(x,y, zo) ) 

fiir ~ = 1, 2, . . . ,  k -- 1. I-Iier bedeutet H~ (v (q5 (~)) den Differentialausd~uck, 
der aus H r ( r  (~) dutch ~,-malige Differentiation naeh der unabhi~ngigen 
VariabIen ents~eht. Betrachten wit die Determinante 

i I]:~' ( r (i)) 

Diese Determinante 

( 1 )  ~i)  . 

= T(r 

(<h ~.. .11~ (;P ) 
stellt einen nich$ identisch verschwindenden 

Differentialausdruck in r dar. Denn verschw~nde er identisch, und setzen 
wit flit q5 etwa die Riemannsche .~-Funktion $(s) ein, so entsteht aus 
ihm die Wronskische Determinante der k Furd~ionen l I , (~~  

( (8)), .... , U~(~ (s)). Aus ihrem VeI~ehwinden folgt die Existenz 
einer Relation 

_ " s -  

~ t  nich~ s~mtlieh verschwindenden c. Da nun //1, ]A. , . . . ,  T!7, lauter 
voneinander versehiedene Potenzproduk~e der Funktion r und ihren-Ab- 
leiPangen sinct, so ergibt (43) eine aIgebraiseahe DifferentiMgleiehung, der ~ (s) 
geniigt. Dies wicIersprieht aber dem It i lbertschen Satz, dab ~(s) keiner 
algebraischen DifferentiMgleiehm~g geniigt. 

1%lglieh geniigt f(~,  y, z) fiir jeden Weft z o yon z einer algebraisehen 
Differentialgleiehung in bezug auf x mit konstanten Koefflzient.en: 

E ( f ~  ( x, Y, ~o))-- 0. 

Wit lassen jetzt z variieren und gelaxtgen dutch Wiederhohng der- 
selben Schtugweise zu einer Relation yon den: Form 

,? ( x , y , z ) ) + % ( y , z ) ] I ~ ( f  ( x , y , z ) ) + . . .  

z )11~ , ( j  (x, y, z)) = 0, 
- - -  ; . r . .  (~'t  ,~ in der wieder II~t,~, , , . . . ,  T~,(~ ~)  Potenzprodukte aus der Fm~k- 

tion (P uncl ikren Ableitungen sind. DiffemnViierem wir nun (44) (/~'--1) 
real nach x, so erhal~en wir dutch dieselbe Ubexlegtmg Me oben eizm 
algebmische Differentialgleichung in bevag auf x, der f ( x ,  y, z) identisch 
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in x,  y, Z geniigt. Der Beweis ist offenbar yon der Anzahl der Variablen 
unabh~lgig. Wir formulieren das ResuItat im 

H i l f s s a t z  5. Hat  eine analytische Eunkt ion f ( x ,  y, z . . . .  ) die Eigen- 
scha#, in de~" Umgebunfl eines regul~iren Punktes fiir ]eden Wert van 
y,  z , . . .  aIs Eunkt ion van x einer algebraischen Di//erentialgleic, hung zu 
geniigen, so geniigt sie identisch in x,  y ,  z . . . .  einer gewShnlichen alge- 
braischen JDi/lerentialgleichung in, bezug au] x mit  konstant~n Koe//i- 
zienten. 

Haben wit nur zwei Variable x, y, so liefert maser Beweis mehr. 
.Wit haben in ibm nut benutzt, dab die M~ichtigkeit der Menge der 
y-Werte, fiir die 1'(x, y) algebraisch-transzendent is~, gr5l~er ist als die 
M~ichtigkeit einer abzii~hlbaren Menge. Und daraus kSrmen wir sehliel3en, 
daJ7 f ( x ,  y)  fiir ~eden Weft yon y algebraiseh-transzendent ist, flit den 
die Funktion f ( x ,  y)  analytisch in x bleibt. Hieraus iolgt 

Satz  13. Gibt es auch n u t  einen einzigen Weft  yon y ,  /i~r den 
eine analytisehe xVunktion f ( x ,  y) analytisch in x bleibt und keiner 
algebrai~chen 1)i//erentialgleichung in bezug au] x geniZgt, so gibt es 
h6chstens abzShlbar viele Werte yon .y, /iir die f ( x ,  y) analytisct~ in x 
bleibt und algebraisch-transzendent ist. 

Insbesondere sehen wir, dal~ die Potenzreihe 

~§ 
nur fiir eine abz~hlbare Menge der r-Werte einer algebraischen Differen- 
tialgleichung in bezug auI x geniigt, da sie flit rationale nicht ganze 
nieht atgebrais.eh-transzendent ist (flit jedes ganze ~, dagegen algebraiseh- 
transzendent, wie man leieht einsieht). 

Welter fo]gt aus dem Bewiesenen der sch~ffere 

Satz  14. Gibt es zu ]edem positiven M ein y derart, daft die ana- 
lytische 2Xunktion f ( x ,  y) /i~r dieses y analytisch bleibt und keiner alge- 
braischen D~f]erentialgleichung geni~gt, deren Ordnur~g kleiner als M iat, 
so gibt as nu t  abzdldbar viele y ,  /i2r die f ( x ,  y )  analytisch in x bleibt 
u~zd algebraiseh-transzendent ist. 

Kehren wit au~ zu m~serer Aozigabe zuriiek. Aus unseren PrKmissen 
k&u~en wit j e ~  folgern, dal] f ( x ,  y ,  z ; . . . )  in bezug a ~  jede ihrer 
Variablen einer gewShnlichen algebraisehen Differentialgleiehlmg mit kon- 
stanten Koeffizienten geniig~: 

( ,, i} t X  . (45)  c b  , r  , 0 y ,  z,  . . ) ) =  0, ~s , ( f "~ (x ,  y ,  z . . . .  )) = O, 

x_.(f(~(x, y,  z . . . .  ))--= O, . . .  
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Hieraus folgt, dal] jeder pa~ielle Differentialquotient yon f yon einer 
gewissen Ordnang m ~- 1 an sich algebraiseh durch f m~d die Ableitungen 
yon f bis zur m-ten Ordnung ausdriicken l ~ t .  Dean es sei ~5 x ~ 0 yon 
der 0rdnung a, ~- - - -0  yon der Ordnang fl, X~ := 0 yon der Ordnn~_g 7 
usw. Dann kann man fiir m die Zahl a 4 f l d - 7 - ~ . . . - - 1  nehmen. 
Denn es geniigt dann za beweisen, dab jede Ableitung 

(40) - .~-<'2~-+:+- : : ; - r .  
b x a O y b c J z r  

wo a -~ b ~ c - ~ . . .  ~ e~, + fl 4 7 ist, sieh a]gebraisch dutch die partiellen 
Ableitungen yon f bis zur Ordnung a ~ b 4 c d- --. -- 1 ausdriicken lil3t. 
Wegen a - ~ - b 4 c 4 . . . ~ - } - f l ~ 7 4 4 - . . .  Iolg~ en~weder a ~ _ a  oder 
b ~ f l  oder v ~ 7 , . . .  Es sei etwa a~c~ .  Wir bilden dann die Diffe- 
renbialgleichung 

0 a-"+b+c+.' r z . . . .  ) ~ O. 
(47)  Oxa_a ~yb ~zr " .. 

In ihr kommt die partielle AbleiVung (46) linear vor, multipfiziert mit 

4~) ~f~l' 

wo f ~  die ~-te Ableitung yon f nach x ist. Und da wir annehmen kSmlen, 
daft (45) OIeichungen niedrigstez Ordnmlg and unter diesen vom niedrigsten 
Gesamtgrad s!nd, ist {48) yon 0 verschieden. Andererseits sind alle in 
;47 ~ < ) vorkommenden Ableitm~en, abgesehen yon (46) yon niedrigerer 
Ordnang ats a -~  b-~ c 4 . . .  Damit ist unsexe Behaaptung bewiesen. 

Ein Syste m yon l~rtiellen Differentialgleiehungen flit eine FunJ~ion 
/ ix ,  y, z, . . . , )  welches geatattet, alte Differentialquotienten yon einer ge- 
wissen Ordnung an dttrch die Diffexentialquo~ienten niedxigerer 0rdnung 
auszudriicken, nennt man ein Mayersches  System. Sind die linken 
geiten der Differentialgleichungen eines ~{ayerschen Systems Polynome 
in den Ableitungen, deren Koeffizienten atgebraisch in den unabh~gigen 
Veriinderiichen sind, so sprechen wit yon einem algebraischen Mayerschen 
System. Geni~gt nun  eine F u n ~ i o ~  /'f x, y, z . . . .  ) einem algebraisc~n 
M a y e r s c h e n  System, so g e n ~  Me ~t~s auch in bezug an /  ]ede ihrer 
Variablen einer gew6hnlichen Di[[erenlialglei~ung mi t  l~mstant~n Koe/fi- 
z ien~n.  Denn man kann nach Definition jede der partiellen Ableitungen 

~f ( :~ '  Y" z . . . .  ) algebraisch ausdriicken dnrch endlich viele partielle Ab- g,~a 

leitungen yon f und dutch :~, y ,  z, . . . ;  d~raus folgt abet naeh dem 
~ m m ~  des w 3, dal~ zwischen eiaer bioreichend grol]en AnzaM yon 

partietlen Ablei~'angen sa f ( x '  y' z . . . .  ) eine rationale Gleichung mit kon- Fxa  
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stant.en Koeffizienten bes~eht. Hieraus' und aus dem oben Bewiesenen 
geht welter hervor, da]~ jede Funktion, die einem algebraisehen Mayerschen 
System geniigt, auch einem solchen tK~yerschen System geniig~, dessen 
Differentialgleichungen auf der linken Seite Polynome in den Ableitungen mit 
konstanten Koeffizienten haben.-- Ein YIayersches System l~il]t sieh auch noch 
anders charakterisieren. Das allgemeine Integral eines solehen Systems h~ng~ 
nicht yon willk~r]ichen Funktionen, sondern nur yon endlich vielen will- 
k[irlichen Konstanten ab. Umgekehrt ist naeh einem h~ufig ansgesprochenen 
Seize ein jedes System yon Differentialgleich.ungen, dessen allgemeines 
Integral nur von endlich vielen willkiirlichen Konstanten abh~ngt, ein 
YIayersehes System. Ein strenger Beweis dieses letzten Satzes finder 
sich indessen in der Literatur nicht vet. Er diirfte wohl ers~ aus den 
Untersuchungen yon R i q u i e r  abzuIeiten sein, in der~en eine Normalform 
ffir Systeme partieller Differentialgleiehungen au~ge~tellt wu~de, an der 
die Anzahl und die Art der willk4irlichen Etemente im allgemeinen Integral 
unmit.telba~' abzulesen ist, und in die jedes System yon partiellen Diffe- 
rentialgleichungen dutch Differentiationen und Eliminationen i i b e r ~  
werden kannl:). 

Unser oben erhaltenes Resultat lautet, jetzt; da~ jede Fun_lddon mit 
der Eigensehaft A einem algebraischen ~[ayersehen System geniigt. 
Dieses Resultat l~l]t sich nun auch nmkehren, so dal] sich ergibt: 

Satz 15. Besitzt eine analytische l~unktion f ( x,  y,  z . . . .  ~ die E{gen- 
schafl, ]edesmal eine algebraisch-transze~dente Funkt ion yon s zu ergebe~, 
sobalcl ~ a n  /i~r ~, y, z, . . .  algebraisch-transzendente Funtdione~ yon s ei~- 
setzt, de ren Weft- und Existenzbereiche zueinander und zu~n Existenz- 
bereich yon f (  x ,  y, z . . . .  ) passen, - -  oder auch n u t  dann, wenn /i~r alle 
Va~'.iablen x ,  y, z . . . .  , b i s  au] eine, beliebige Zahlen aus geugssen n/eke 
abziihlbaren Mengen eingesetzt werden, und diese eine gleich s gesetzt wird, 
so ffenrtgt sie einem algebraischen M a y e r s c h e n  System ur~d u m g e ~ r t .  

Der Beweis der Umkehrung bietet keine Schwierigkeiten. Wir vet- 
binden ihn mit einigen allgemeineren and weitergehenden Beta, achtungen. 

Die analytischen Funktionen, die einem algebraischen ]~[ayersghen 
System geniigen, bilden n~,mlich die riehtige Verallgeme~nerung der alge- 
braisch-transzencleni~en Funktionen einer Variablen. Fiir sie gMten g~nz 
ana[oge S~tze, wie ~ r  jene, so dag sie ebenfatls ein in gewissem Sinne 

�9 

abgeschlossenes System hilden. Wit bezelehnea sieats  algebraiseh-trans- 
zendente _~un~ionen mehrerer Variablen. Um cliesen Begriff no& zu 
veratlgemeinexn: definieren wir Ms einen R a t i ~ a l i ~ e r e i c h  R dnen 

~-~} Riquier, Les syst6mes d'&luations aux ~v~es  par~ieUes. Paris, Gau~hier- 
Vilhv~ 1910. 
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KSrper yon analytischen Funktionen gewisser Variablen x, y, z . . . . .  die 
alle" einen gemeinsamen Existenzbereieh G(R) besitzen, in dem jede yon 
ihnen bis au~ ( n -  1)-dimensionate singul~ire Mamfigdaltigkeiten regular 
analyCisch isk Aul~erdem vertangen wir, dal~ R mit jeder Funktion yon 
x, y, z , . . .  aueh ihre siimtliehen partiellen Ableitungen aller Ordnmagen 
enthiit~. Wir nennen nun eine analytische Funktion f (x ,  y, z, . . . )  alge- 
brais~h-transzendent in bezug au] _R, wenn sie einem Mayerschen System 
geniigt, dessen Differentia]gleiehungen dutch des Nullsetzen yon Polynomen 
in f and ihren Ableitungen mit Koeffizienten aus R entstehen. 

Is t /~ der KSrper aller ~[onstanten, so wird f ( x ,  y, z . . . .  ) algebraisch- 
tr~nszendeut sehleehthin. Ebenso wie oben ]kSnnen wit zeigen: 1. Jede 
algebraiseh-tmnszendente Funktion f(x, y, z , . . . )  in bezug auf 3~ genii~ 
ia bezug auf jede ihrer Variablen einer gewShnliehen Differentialgleichung, 
deren tinke Seite ein Polynom in f u n d  ihren Ablei~ungen naeh jener 
Yariablen mit Koeffizienten aus R ist. 2. Geniigt eine analytische Funk- 
tion f ( x ,  y, z . . . .  ) in bezug aul jede Variable einer gewShnliehen Diffe- 
rentialgleichung, deren linke Seite ein Polynom in f and ihren Ableitungea 
naeh jener Variablen mit Koeffizient~n aus R ist, so ist f algebraiseh- 
trmlszendent in bezug a~f /t .  -- Und nun gelten die S~itze: 

Satz  16. Ist f (x, y, z, . . . )  alge~raisch-transzendent in bezug a,u~ 
den _RationalitSstsbereich ~ ( g, h, ...), der aus einem Rationalitgtsbereich R 
dn, rch Ad]unktion gewisser in bezug au/ R algebraisch-traruszendenter ~'un~- 
tionen g, h, . . .  and ihrer sdmtlichen Ableitungen entsteht, ~v ist f (x, y, z . . . .  ! 
auch algebraisv)t-trart,szendent in bezug au] R.  

Es geniigt, beim Beweise nut den Fall zu betraehten, wo zu R nut 
eine Fmak~ion g (x, y, z, . . . )  mit ihren Ableitungen adiungiert wird. Denn 
hieraus folgt durch sukzessive hnwendung dieses Falles die Richtigkeit des 
Satzes fiir den Fall, dait zu R nur eBdlich vide Fmaktionen g, h , . . .  mit 
ihren siimtliehea Ableitungen adjungiert werden, haadererseits lessen sieh 
alle Differen~ialgleichungen des l~Iayersehen System, dem f in bezug auf 
R(g ,  h . . . .  ) geniigt, aus endlich vielen Differentialgleichungen ableiten, 
z .B.  aus den gewStmtichen Differen~ialgleiehungen, denen f in bezug auf 
jede einzelne Variable geniigt. Daher kommt es nut auf endlich viele 
GrSl~en yon R(g,  h , . . . )  mid ihre Ableit~a~gen an. 

Lassen sich nun alle partielIen Ableitungen yon f d u r c h #  unter ihnen 
and die GrSfien yon R(g) algebraisch ausdriieken, lessen sieh weiter s~imt- 
lithe Ableitungen yon g dutch ~ unter itmen mad die GrSl~en yon R alge- 
braisch ausdriicken, so mull zwischen t t ~ , ~  ' i beliebigen partiellen Ab- 
lei~ungen yon f eine ganze rationale Relation mi~ Koeffizienten aus R 
besteJaen, wie aus dem Lemma des w 3 folg~c. Es sei nun 2 die kleinste 
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Zahl vonder  Eigenschaft, dab zwischen )~ beliebigen partiellen Ableitungen 
yon f eine ganze rationale Relation mit Koeffizienten aus R besteht, und 
es seien etwa ~ ,  ~e . . . .  , P~-1 solche 2 -  1 partielle Ablei~ngen yon f ,  
zwischen welchen eine solche Relation nicht besteht. Dann ist jede l~ r  - 
~ielle Ableitung yon f eine algebraisehe Funk~ion yon ~1 , - - - ,  ~ . - 1  und 
von Gr5t~en yon R,  w. z. 9. w. is). 

Sa t z  17. Setzt  man  in  eine algebraisch-transzsndente ~un~ t ion  
f' ( x ,  y ,  z, . . . )  ]i~r x,  y,  z . . . .  irgendwelche algebraisch-transzendente lFunl~- 

tionen q~(~, ~, ~ . . . .  ), ~'($,  tl, ~ . . . .  ), Z(~, ~, ~ . . . .  ) . . . .  vo~ irge,nd- 
welchen Variablen ~, ~?, ~ , . . .  ein,  so entsteht wieder eine algebraisch- 
transzendente iVunl~tion yon ~, ~, ~ . . . .  

In diesem Satz is~ insbesondere die Umkehrtmg. des Satzes 15 als 
spezieUer Fall enthalten. Er  ist nut flit algebzaisc, h-tran~zendente FunI~- 
tionen sehlechthin ausgesprochen. --  Will man ihn auf algebraisch-tran- 
s2endente Funktionen in bezug auf einen beliebigen Rationnlit~itsbereich 
verallgemeinern, so ist es hierzu nStig, den Begrif[ des Rationalitats- 
bereiches R enger zu fassen. Wir miissen ns verlangen, da~ aus 
jeder ]~kmktion yon R duroh Einsetzen yon beliebigen Funktionen yon /~  
wieder eine Funktion yon R oder wenigstens eine in bezug auf R algebraisch- 
transzendente Funktion entsteht. 

Zum Beweise des Sat~zes bezeietmen wit mit tt die l~leinst, e ZaM yon 
der Eigenschaft, dab sieh jede Ableitung yon f ( x ,  y, z . . . .  ) algebraisch 
(mit konstanten Koeftizienten) dutch tt unter ihnen ausdriicken ls Dutch 
*'~, ~ ,  "s, .--  bezeichnen wir die entsprechenden ZaJalen flit ~($ ,  ~1, $ . . . .  ), 
~'($, ~, $ . . . .  ), Z($,  ~, $, - . . ) ,  - . -  Setzen wit in alle Ableitungen yon 
f ( x ,  y ,  z,  . . . )  fiir x, y ,  z . . . .  die Funktionen 9 ,  V', Z . . . . .  so mSgen die 
entstehenden Funk~ionen yon ~, ~, $, . . .  durch io~ bezeiehnet werden, i u c h  
die i~ haben die Eigenschaft, dal~ zwischen tt + 1 betiebigen Funktionen p~ 
eine ganze rationMe Relation mit Zahlenkoeffizienten besteht. Esse i  nun 2 
die ldeinste Zahl von der Eigenschaft, dal~ zwischen 2 + 1 Funktionen p~ 
stets eine ganze rationale Relation mit Zahlenkoeffizienten besteht. Dann 
lassen sieh alle p~ algebraisch dureh gewisse 2 unter ihnen ausdriicken. $ede 
i0artielle ib te i tung  yon f (q~, y~, Z . . . .  ) is~ ab er eine ganze r~tionde ]~un~ion 
der p~ .and der ib le i tungen yon q,  y ,  Z, .-- ,  l~l~t sieh also als algebmische 
Fm~k~ion yon 2 +  r~ -7-~'~ -*- ~'s _t_, . . .  GrSl]en darstellen. Daher besteht 

~s) Ffir anaIytische Funktionen iv(x, y, z . . . .  ), ffir die dne einz~ge partielle 
Diffementialgleichung vorgegeben ist, kann man ein Analogon dieses Satzes auf dem- 
~Iben Wege ohne Sch~ri~rigkeit beweisen: Geniigt iv(w, y, z, ...) einer partiellen 
Differentialgteichung~ deren linke Seite ein Polynom an den Ableitu~gen yon 2'. ist, 
mi~ Koeffizienten, die a~gebraisch-tr~nszendente Funk~onen mehrerer Vari~blen sind, 
so genfigt i~ e~ner algebraischen p,ar~iellen Diff~erentiatgleichung. 
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nach dem Lemma des w 3 zwischen 2 -~- ~ .~ u~ ~ r~ ~ . . .  -~ 1 Ableitungen 
yon f(c~, y~, :~, . . . )  eine ganze rationale Relation mit Zahlenkoeffizienten. 
Daher ]assen sich aIIe diese A_bleitungen dutch endlieh viele (hSchstens 
)~ -~ ~ ~- ~ ~ ~ q- . . . )  unter ihnen algebra/sch ausdriicken, w. z. b. w~ 

w 

~ber algebraiseh-t~'anszendente Dirichletsche Reihen und Potenzreihen, die 
nach belie-bigen Potenzen der unabhiingigen Veriinderlichen fortschreiten. 

Ist die durch eine Dir ichle tsche Reihe dargestellte Funktion 

(49) 
i = O  

algebraisch-transzendent, so kann die Reihe (4.()) nach den Siitzen 1 und 1~ 
in der Form geschrieben werden 

wo R ( x ,  y ,  z . . . .  ) eine zun~ehst formal hingeschriebene Potenzreihe is~, die 
nach ganzen positiven und negativen Potenzen yon x, y, z , . . .  fortschreitet. 
Die reellen Zahlen 3. (1), 2(~), . . . ,  )~(~'~ kSnnen dabei positiv ttnd linear tm- 
abh~ng'ig angenommen we~len. Ist mm _R eine nach T o s i t i v e n  Potenzen 
von x, y, z , . . .  for~sc~ei~ende Reihe, oder hat sie nur endlich viele nega- 
tive Glieder, so ist sie in einem gewissen Bereich absolut konvergent, 
sobald (49) einen Konvergenzbereich besitzt; wir sehen, dal~ in diesem 
Falle (50) (und (49)) auch stets einen Bereich absoluter Konvergenz besitzt. 
Dies ist insbesondere stets der Fall, wenn (49) eine Reihe yore ,,zah]entheo-" 
retischen Ty-pus" ist: 

Z a~: 

Es geniige nun (49) einer atgebraischen Digerentialgleichung mit 
Zahlenkoeffizienten 

(51) q~(f(~(8)) = 0.  

Wit setzen nun in die Entwicklung (49) fiir die Zahlen a~ Unbestimmte u~ 
und tragen die so entstehende Reihe ~(s) ,  die natiirlich nut eine formale 
Bedeuttmg hat, in ~ ein. Es entsteht nach rein formaler Umorclnung 
eine Entwicklung yon der Form 

wo die Exponentiellen nach waehsenclen Exponenten geordnet sind, die 
ganzen Za,h]en n~, n~ , . . . ,  n~ aber gewisse ganze positive und negative 
Wexte dux~hlaMen. A~ ,~  ..... ~, ist ein Polynom in den ui, den 2~ trod 
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den Koeffizienten von (h. In A~,,~ ...... ~ kSnnen aber nioht allePo~enz- 
produkte der ur vorkommen, sondern nut diejenigen, die eine gewisse 
Gewichtsbedingung erfiillen. Um diese abzuleiten, stellen wir den alt- 
gemeinen Exponenten 2 s yon (49) linear mit ganzen Koeffizientea dutch 
i (~1, i f- ' ) , . . . ,  2 ~*~ dar: 

; , ~  ia  (~) 2. (~) _ ~ - L -  ez (el 1 (~) - I -  �9 - �9 --I- c4: (")' ~-(') �9 

Da bei der Differentiation eines Gliedes yon (49) der Exponent unver- 
~zldert bleibt, so muB bei jedem Po~enzprodukt tier u s ia A~.~  ...... %: 

ut~ ui, uj~ .. ., 

wo ]1, ]~, is, .- - gleiche oder verschiedene Indizes sind, wegen der Iinearen 
Unabh~ngigkeit der 2 r das System der Bedingungen erfiillt sein: 

Sind nun cl, c~, . . . ,  c,~ beliebige Zahlen, so multipliziere man jedes u i mit 

a(:t) (:(~,) 4 ~) 

Dana multiplizier~ sich jedes A~,.,~ ..... %, mit  c~ c ~ . . .  c~,. Verschwin- 
den nun alle A,  falls man die Unbestimm~en u~ dutch die Zahlen a i er- 

setzt, so verschwinden sie auch, falls man alle u s durch aic~* c~* . . .  % 
ersetzt. Aueh jede so ents~ehende Di r ieh le t sche  tteihe genii~ also formal 
der Differentialgleiehung (51). Die so enC~tehenden Reihen sind abet 

F(v~ e -x(~)~, % e -~')~ . . . .  , c . e -~r  

und konvergieren fiir hinreiehend kleine c~, c~ . . . .  , v,, falls F nach tmsi- 
tdven Potenzen yon x, y ,  z , . . .  fortschreitet and konvergent ist. Wir 
Iormulieren dies im 

Sa tz  18. Is t  F ( x ,  y ,  z . . . .  ) eine nach ganzen positiven Poten~n 
van x,  y,  z . . . .  (mit  hSchstens endlich vielen negativen Potenzer~) fort- 
schreitende, in einer Umgebung des Nullpunktes konvergente Potenzreihe und 
gen4gt fi~r irgendein System Tositiver linear urw~bhYtr~i!?er 2 (~, s 2 (~, . . .  
die D i r i ch l e t s che  Reihe 

(52) ~ ( e -~(~*, e -~~'' ,  e -~(~)', . . . )  

einer algebraischen Di~erentialgleichung mit  Z a ~ c o e / f i z i e n t e n ,  so gen~It 
/~tr ]eden Wert .der Konstanten c~, c~, c a . . . .  die ~unktiort 

(53) le ( c~ e -~(~)~, ~.~ e -~('~, ~ e - ~ ) , ,  . .  .) ,  

so]ern sie ]ftr diese Werte der Konstanten existiert, derselben Di~erentiaI- 
gleivhung. Is t  F (x ,  y,  z , . . . )  eine ]armale Laure ~ t s c he  Entwicklung, 
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und gen@t ~52) /ormal einer algebraische~ Di~erentialgleichung mit kon- 
.stanten Koe/fizi~nten, so geni~gt auch ]ede Reihe (53) formal derselben 
Di  ] er e~tialgleichung. 

Aus diesem "SaM kSnnen wit nun sofor~ den weiteren Satz folgern: 

Sa~z 19. I~t F ( x ,  y ,  z, . . . )  eine navh ganzen posit~veu Potenzen 
yon x,  y ,  z , . . .  (hSchstens mit  e~dlich vielen negativen Potenzen) /ort- 
schreitende, in einer Umgebung des Nullpunktes ]e~nvergente Potenzreihe 
und gen~rl ]i~r irgendein System positiver linear unabhSngiger 2 (~), ;~ (~ . . . .  
die D i r i ch l e t sche  Reihe 

(54)  f t s )  = F (e - ~-(~, e - ~.~'~.~, . . . )  

.einer algebraischen Di~erentialgleichung 

( 5 5 )  ~ (fl~> (~)) = 0,  

~so geno&Jt F ( x, y, z, . . . ) einer algebraischen partidlen Dig~erentialgleichu~g. 
I~t F ( x,  y, z . . . .  ) eine beliebige L a u r  entsche EntwicIclung und  geni~gt (54) 
]ormal einer algebraiscJten Di~erentialgleichung, so gen~gt .F ( x ,  y ,  z . . . .  ) 
]ormal einer algebraischen partiellen Di~erentialgle%hung. 

Wit kSrmen r  ein Polynom in den fI~)(s) mit kons~anten 
Koeffizienten annehmen. Da~m geniig~ auch F ( c l e  -~.(1)~, c~e -~-('~)~ . . . .  ) 
~ter Differentialgleichlmg (55). Nun setzt sich jede Ableitung yon 
F (c~ e-  ~ )  ~, c e e- zc2), . . . .  ) naeh s aus partietlen Ableitungen yon 2' (x, y, z . . . .  ) 
nach seinen Argumenr fiir die nachtr~glich dieWerte c 1 e- ~21)8, c~ e- ~.{e)s . . . .  
eingese~t warden, zusammen, au~erclem aus den Exponentiellen c~ e- ~'~)~ . . . .  
and denZahlen 2 a). Ist  (55) etwa yon der 0rdaung m, so beaehten wir, 
4aI~ die m-re Ableitang yon t~(c~e - ~ ( ~  . . . .  ) gleich is~: 

P -~(~' Y'~ : ! I  c ~ ' -  ;~))~ e -  ~.(~U c ,~( -  g'~))~ e - ~ ( ~ ) , . . . §  

y = ~ r  

Bei den Ableimngen niedrigerer OrRaung yon ~(c~ e-;'(%, �9 �9 ..i nach s 
treten die m-ten partielIen Ableikm~gen yon _~(x, y, z . . . .  ) noch nicht 
auf. Setzen wit nun s -~  0, so entsteht aus (55) eine algebraische par- 
tielle Differentialgleic~ung m- tez 0rdnung flit F (c~, c~., q~ . . . .  ) ~ls Funktion 

fler Kons~anten c~, c~ . . . . .  die nun wieder durch die Vari&blen x, y ,  z , . . .  
ers~zt  werden k5nnen. W.z .b .w.  

Wir kehren nun wieder zu den Potenzreihen zuriick, die nach beliebigen 
wachsenden Potermen yon x for~schreiten und algebraisch-transzendenf~ 
~ k t i o n e n  darstellen. Ein auf solche Re~en beziigliches Resaltat,  welches 
der ersten tt~If~e des Salves 19 enfspricht, liel~e s~h aus diesem Saree 
<lurch direkte Ubertragung ablei~en. Wit schlagen jedoch einen direk~en 
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Weg ein, bei dem sich die den Ss 18 und 19 entsprechenden S~itze 
in grS•erer Allgemeinheit ergeben. Es seien ~a . . . .  , ~, beliebige //near 
unabhdng~e Zahlen, die auoh komplex sein kSnnen, i~ (x, y, . . . )  ~ eine 
beliebige Laurentsohe Entwicklung in ~ Variablen x, y , . . . ,  und es ge- 
niige F ( x  ~,, x~%..-) einer algebraischen Differentialgleichung in x. Wit 
nehmen dabei an, da~ F ( x  ~1, x z,, . . . ) ,  naeh Po~nzen yon x entwiekelt, eine 
Fotge yon Exponenten mit einer einzigen Hs im Unendlicher~ hat. 
Es sei etwa 

F(x~%xJ.%...)==f(x)=: ~a~x  ~, L i m n i = ~ .  

Es seien nun z u ~ c ~ t  2~ reell und es besitze f ( x )  (daher auch iede Ab- 
leitung yon f(x)) einen Bereich absoluter Konvergenz. Ein m-maliger 
Umlauf um den hrullpunkt fiihrt F(zZ,, xX--, . . . )  in ein anderes Integral 
fi (e ~-~=~ x;'~, e ~ ~-~ ~-'~ x;~ . . . .  ) der~elben Differentialgleiehung ~ (f('~ (x)) = o 
fiber. Die Koeffizienten von ~5 mSgen dabei rational in x seim Ist keine 
[ineare ganzzahlige Kombination der )~i rationM, so kSnnen wir die 
Exponentiellen e "~=~-~, e ~ ' ~ ,  . . .  nach einem bekannten Satz fiber 
diophantische Approximationen beliebig vorgegebenen Zahlen c~, % , . . .  
vom absoIuten Betrage 1 beliebig nahe bringen. Lassen wir daher m 
in geeigne~er Weise unendlich werden, so ergibr sich, dal~ auch 
F~c~xz~, cex~%...) der Differentialgleiehung r 0 genfigt. Und 
hieraus folg~ durch dieselbe ScMu~weise wie oben, dab F ( x ,  y , . . . )  einer 
algebraischen partiellen DifferentiaIgleichung geniigt. Besteh~ zwisehen 
den 2 i eine Relation yon der Form 1o121@T~_)~-}-... @?~,2~-----T, wo 
p~, . . . . p~ ,  p ganze Z~hten sind und ?~= 0 is~, so k5nnen wit 
ganz analog wie oben in das Integral tv(x~ . . . .  , z%)  witll~Srtiehe 
Konstanten c~, c~ , . . . ,  d.~_~ vom absoluten Betrage 1 einifihren: 
f (c~,x~-,, c f ,  xZ--, . . . .  c[~, c :~  . . .  c -~-~  xX~). Hieraus folgt weiter dutch 

Substitution x = c x ' ,  d ~  auch F(T~x z~, . . . .  Z,~x~#) einer algebra~sahen 
D~erentia]g]eichung in x geniigt, werm 7~,---, 7~ beliebige Konstanten 
yore absoluten Be%rage 1 sind, -- werm auch nicht notwendig demelben 
Gleichung ~b(f (*~) = 0. Hieraus schlie~en wir wieder, daft ~V(x, y, z . . . .  ) 
einer algebraisehen part, ellen Di~erentialgleichung genfigk In  beidbn F~.lten 
braucht F ( x ,  y, z, . . . )  keinen Konvergenzbereich fin g e w ~ e n  Sinne 
zu besit~n, und dann geniigt F ( ~ ,  y, z~ . . . )  [orma/einer algebraischen 
partielIen Diffexentialgleiehung. 

Wit lassen jetzt die Ammhme tier absoluten Konvergenz yon f (s) 
fallen, und nehmen an, dal~ f ( s )  einer algebraisehen Dif[erentialgleichung 
] o r ~ /  gen~igt. W~r nehmen abet au~erclem an, ~ ~lle ]~x~nenten n~ 
his ~uf endlieh vie.le in einem und demseIben W'mkel yon der Offnung 
y < ~ hegem Wit betr~ht~u zugleid~ mi~ f(s)  die Reihe 

~ t i s t c e  Zetta~if~. vr~I. I9 
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wo u~ Unbest~immte~sind. Setzt man ~ ( x )  in r162 ein, so ent~teht 

wo such Lira m~ = co ist und A~ (ul) nur yon endlich vielen u~ abhiingt, 

nach unserer Annahme fiber die n~. Dabei ist A k ( a i ) =  0 flit jedes /c. 
Wieder unterscheiden wir zwei Ft l le :  1. Es sei keine lineare ganzzahlige 
Kombination der 2~ rational, oder es gebe eine rationale lineare Verbiu- 
dung der ~,  die rational ist, ~5 h~nge aber darm yon x nieht exp]izit ab. 
Ersetzt man dann F ( x  ~ ,  . . . .  xJ',) dutch F ( c ~ x  ~4, . . . ,  cl~xXs~), wo 
c~ . . . . .  % willkfirliche Konstazlten sind, so multipliziert sich jedes a~ mit 
einem Potenzprodukt clef c~; ebenso multiplizieren sich aber aueh slle 
A~(a~) einfaeh mit einem Potenzprodukt der c i, bleiben also s~m~lieh gleich 0. 
Wir sehen, da$ such 2 (c~ x ~, . . . .  cz x;-~) der Differentialgleiehung ~5 (fr 
geniigt. Und daraus kSnnen wit wiederum sehlie$en, da$ E (x, y, z . . . .  ) 
einer algebraischen partiellen Differentialgleichung genfigt. Bes~eht aber 
2. eine tineare Relation is121 ,-}- . . .  @T~2.~ = p,  wo P l ,  " ' - ,  l~ '19 gaaz 
sind lind p yon 0 verschieden ist, und enthiilt r die unabh~ngige Variable 
x explizit, so bilden wix wieder, unter c~, %, . . . ,  c~-1 willkiirliche yon 0 
verschiedene KonsSan~en verstanden, die Reihe 

. . . .  , - .  (3:~_ 1 �9 , ) .  

Tragen wiz sie in q5 ein, so muttiptizieren sich wieder die Ausdriioke 
A~(c~) nut mit eiaem Potenzprodukt der c~, bleiben aIso gleioh 0. Dahex 
genfig~ anch (56) formal dex Differen~ialgleichup. g r o, und yon 
bier au~s schlieJ]en wi~ wieder ganz analog wie oben, flit den Fall der 
absoluten Konvergenz yon f(s), dal~ 2' (x, y,  z, . . . )  ~ormal einer algebraischen 
partiellen Differentialgleichung gen~gt. Besitzt dann E (x, y,  z . . . .  ) einen 
Konvexgenzbereich im gewShnlichen Sinne, so genfigt such die durch sie 
dargestellte E u n ~ i o n .  jener DifferenlTialgleiehung. 

Die zuletzr angegebenen Restflta~e fiber Potenzreihen, die nach be- 
liebigen Po~enzen der zmabh~i~gigen VariabIen ~ortscJareiten, sind insofera 
yon Interesse, Ms solehe Reihenentwieklungen sehr o~t beim S~udium 
des Verhaltens der Integrale yon gewShnliehen Differentialgleichungen in 
der N~he eines singul~ren Punktes auftreten. Hier wurde besonders yon 
P o i n e a r d ,  P i c a r d  und anderen ~~ eine Methode ausgebildet, die Auf- 
suehuag der Reihenentwieklungen solcher Integrale au~ die Auis~ellung 
~w;msex Funktionen mehrerer Variablen E ( x ,  y ,  z . . . .  ) zu redu~ieren, 

Vgl. E. Picard,  Traith d'Analyse 3, (2. dd.), S. 1--40. 
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die gewissen, aus der vorgegebenen gewShnlichen leich~ ableitbaren par- 
tiellen Differentialgleichungen geniigen, und aus denen solche P~Ahenent- 
wicklungen nach der Formel 

[(~) -- 2"(~1 ~ ' ,  ~ , ~ , - . . )  

erhalten werden. AIIerdings sind diese Entwicklungen bei Po incar~  und 
P i c a r d  an sehr viele verschiedene Annahmen gekniipft, und das Auf- 
treten yon partiellen Differentialgleichungen erscheint wie ein sehr merk- 
wiirdiger Kunstgriff. Die obigen Resultate geben fiir algebraische Diffexential- 
gleichungen gewissermal~en eine Uml~ehrung dieser Methoden. - -  Im 
n~ichsten Paragraphen werden wit auf den Fall der ana ly t i s chen  Differen- 
tialgleichungen eingehen, and insbesondere den Satz 12 auf den Fall 
komplexer Expon6nten ve~allgemeinern. 

Wit kniipfen jetzt wieder an den Beweis des Satzes 19 an, machen 
abet jetz~ die Voraussetzung, dab die dortige Funk%ion (54) 

(54) F (e - ' ~ ,  e -~-c~, . . . )  

ffrr bel~ebige hinreichend grofle positive 2 r der vo~ den ~(~ unabhdngigen~ 
Di/]erent~dgleichung (55) geniigt. ~hulich wie ctort kSrmen wit wieder in 
das Integral (54) willkiirliche Konstanten einf151Lren, die abet jetz~ mit 
x, y, z . . . . .  bezeictmet werden mSgen. Wir erhalten dann die Funl~ion 

f (s) = F (x e -~('1', ye-~'~l' , . . . )  

die einer yon den x, y, z, . . . ,  2ol  ~(~), . . .  unabh~hJgigen algebraischen 
Differentialgieichung q5 (fr = 0 in s geniigt. Wit setzen nun die DiiTerential- 
gleichung in eine par~ieIle Differentialgleichung in bezug auf x, y, $ , . . .  
urn, wobei s vorerst unbestdmmt bleiben mag. Wir erhalten so eine 
partielle Differentialgleichung, in der die h5chsten - - m - t e n -  partiellen 
Abteitungen yon 2' in der Yerbindung vorkommen: 

1..~.Z L ax~a~y ~b y,  = yv_~(2)s . . . .  

Driicken wit x, y , . . . ,  dutch x ' -~  xe -za)~, y ' -~  ye-~C"~*,.., aus, so er- 
batten wir eine partielle Differen~ialgIeichang ~ F ( x ;  y ' , s  i n  
der die hSchs~en Ableitungen yon 2" in der Verbinclung vorkommen: 

. . .  ( -  ~ ( _  . . . .  

Da diese Differentialgteichung flit beIiebige Wer~ dar 2 (~> gilt, so ges~atte~ 
sie, die m-ten partiellen Ablei~mgel~. yon 2"(~', y~, ...)~du~ch die $_b- 
Ieitmugen niedrigerez Ordnung and $', y~, . . .  ~ b r a i s c h  auszudrLicken 

19" 
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t a (x', y', . . .)  geniigt also einem algebrai~chen M ayerschen System. Dieses 
Resul ta t  ist desh~Ib yon Beden~ung, weft wit jetzt beweisen werden: 
HaS eine analy$ische ~'un~ion F (x ,  y . . . .  ) die Eigenseha]t, daft fis be- 
liebige reelle Wertsy~teme yon 21, ~ , . . . ,  die linear uazabhSngig sind und 
in beliebig v o r g e y e b ~  Intervallen liegen, die FunHiOn t '  (e-~l ~, e-~.- -~ . . . .  ) 
yon s a ~ e b r a ~ a n s z e n d e n t  i~, so geniigt F(e-~,  *, e -~,* . . . .  ) ]4~r aUe 
2 i einex ]est~n a~jebraischen Di~erentialgleichung. Dies folg~ nieht direkt 
aus dem ttilfssat~ 5, da wir 21, ~ , . . .  linear unabh~ingig annehmen wollen, 
l~.St sich abet dureh dasseIbe Verfahren beweisen, wie der Hilfssatz 5 Wit 
wolten e~wa den Fall yon drei Variablen ins Auge fassen and 21 g]eieh -- 1 
annehmen, was nach den S~tzen yon w 5 erlaubt ist. Geben wir 2:~ irgend- 
einen ~esten irrat~onalen Weft  )~, so geniigr x~(e~, e -~  ~, e-~o *) elner alge- 
h ~ s e h e n  DifferentialgIeiohung flit ]eden yon 1 und 20 Iine~r wqabhiingigen 
ixr~tionaten Wer~ yon i ,  aus dem vorgeschriebenen Intervall. Daher gib~ 
es sotehe Potenzprodukte aus den Ableitungen von _F(e~, e-X-- ~, e-Xo,), die 
fiir maendlich viele ~ aus einem bestimmten Intervall linear abh~ngige 
Funktionen yon s werden: 

/L,/L, 
Daher versehwindet ihre Wronsk i sehe  Determinante identiseh in s, 2~., 
and as besteht eine Relation 

tier wit  duz~h Differentiation trod die wie i m w  6 zu begriindende Eli- 
~ t i o n  cter c~ ( ~ )  endlich eine Differentialgl~iehung •r  F (e ~, e -~-,', e - a , )  
erhalten, der ~(~e*, e-~*, e - a , )  fiir ]eden Weft yon & geniigt. Da es 
nun ~ ]eden irrationalen Weft  20 yon 2 a aus einem bes~immten Intervall 
eine solche Differentialgleichung gibt, so fiihr~ uns ebenso wie im w 6 eine 
Wiederholmag clesselben Verfahrens zu einer algebraisehen Differentialglei- 
chang, der F(e*,e-z.-*,e-~,*) fftr ]eden Wert yon L~,~ geniigt. Und 
hieraus ~olgt naeh den Sa~zen des w 5, da~ auch _~(e-Z~" , e-~-* ~, e-Z* *) einer 
festen algebrnisehen Differentialgldeh~g flit jedes Wertsystem yon 2~, i~., )~ 
geniigt. ~ Wir bemerken noch, da~ wirdurch sukzessive Differentiationen 
m~d EIiminationen, die mit Hil~e des Lemmas aus dem w 3 ohne weitexcs 
zu begriinden sin(t, erreieheu trSnnen, dat~ die Koeffiv.ien~en clef algebzai- 
schen Differentialgleichung, der F (e -x~*, e-z,*, e-Z~ ~ ) geniigt, yon )a, L,, ~ 
unabhgngig und gewShnliehe rationale Zahlen wexden. --  Wit  kSnnen jetz~ den 
8at~ formulieren, der sich dem ~ 15 "and dem Hil~ssa~ 5 an dieSeite stell~: 

Sa~z 20: Hat eine analytische _~unHion F (x; y, z, . . . )  die Eigen- 
scha]'$, daft lr ~, e-z,*, e-X,*, . . . )  f~r belieb~e reelle, oder auch nu~r 

5 ~ e  reeIle linear unabhSngige in den leben vorgeschrie~en~ 
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Intervallen liegende 2~, s 2 z . . . .  algebraisch-transzendent in s wird, so 
ist F ( x ,  y,  ~, . . . )  selbst eine algebrai.svh-transzenden~e _~unlaion yon 
x,  y , z ,  . . . ,  genihjt al~o einem Mayerschen  System algebradseher par- 
tieller DifferentiaIgleichungen.. 

w 
Potenzreihen, die keiner analytischen DiHerentialgleichung gen~gen. 

Das H~uptziel der Entwiekelungen dieses Paragraphen ist der Beweis 
yon sparer beziiglich der Konvergenzfragen clutch den Satz 22 zu er- 
g~_zenden 

Satz 21. E8 sei _F(x, y, y', . . . ,  y ~ )  eine Potenzreihe, die nach 
positiven Potenzen vo~ x,  y -- e, y '  -- c~ . . . . .  y(~l _ e, ]ortschreite~ und 
in einer gewissen Umgebung des Punktes x = O, y --= c, y" = c x . . . . .  y(~ -~ % 
konvergiert. I n  den Dif/erenzen y(*)--v~ sind c~ K o n ~ n t e n .  Einige 
yon ihnen I ~ n e n  unendlich werden. Dann ist unter y ~ ) -  % wie iYSlich 

1 y~--~ zu verstehen. Es  genihje die l~eihe 

(57) y = Z a ,  x , ,  
4=0 

/ormal "der Di~ererdialgleichung 

(58) F ( x ,  y, y', . . . .  y'~) = O. 

Dabei Bind die n~ reelle oder komplexe Konstanten, ~iber die ]olgende An-  
nahmen zu machen sind : Ihre reellen Teile sind mi~ i yon einem i an 
z u n e h m e n d  geordnet und konvergieren gegen ~-oc.  Sind nicht ape n; 
reell, so sei etwa n~ ein nicht reeller Exponent, dessen reeller T~il r 
m6glichst Mein ist. S ind dann die reellen Expanente~ n~, die kle&zex 
als r sind, ganze niekt negative Zahlen, oder gibt es keine reelle~ Ex- 
ponenlen ~. r ,  so miissen wi t  voraussetzen, daft r keinen nicht neyativen 
ganzzahligen Weft hat, und daft es nu t  einen Exponenten n~ gibt, de~se~ 
~eeller Teil gle~5 r i~t. 

Die Zahlen v, v~, . . .  seien die ,,Werte" yon y und der A b t e g t u ~ .  
von y l4r  x = O .  

Is t  eine der ZaM.en c~ (und dann a u ~  alle ]olge~.den) ca, so n~afi 
d~e ]ormal gebildete i - te  Ableitung yon y m~t einer Potenz yon x an- 
]angen, deren Exponent einen nega~iven reellen Teil  hat. Dann kifi$ 
I na~h unseren Annahmo~ ~ber die n~ in elne naek PoCen~n yon x 

/ortscJ~reilende l~eihe jormal erdwickeIn, deren s~mtJic, ke ~ A e n  poai- 
$ive~ reellen Teil  haben. Diese E n t w i c Z d ~  sind daun in 1~ [iir 
1 

y~ einznsetzen. 
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Unter diesen, Annahmen la~sen sivh alle n~ linear mit ganzen ratio- 
~ale~ Koef]izienSen dutch endlich ~ele un~r ihnen ausdri~cken. 

Wir be~eie~en die Gr6gen x, y -- e, . . . ,  y(~? -- c i, . . .  bzw. ~N din:eli 

z~, ze . . . . .  ~+~ . . . .  lind kSnnen dam~ (58) in der Form sehreiben: 

�9 = o, 

wo ~ eine gewShnliche Po~enzreihe in zl, z.,.,.., ist, die im ~Nullpunkt 
verschwindet~ in einer Umgebung des Nullpunktes konvergiert. Wir 
bezeichnen die ersten partietlen Ableitungen von r naeh zj, z~ , . . ,  dutch 
q5 (zl) ' ~5 e (z,), . . .  und behaupten, daft die Gleichung (59) sich n6tigen- 
fa~ls d~r~ eine solche ersetzen ldflt, daft l~ne der Gleich~ngen 

0, = o . . . .  

for. real bes~ehL Im Nachweis der Richtigkeit dieser Beha~ptung liegt die 
eigentliche Schwierigkeit der folgenden Entwickhmgen. 

Wir mfissen zun~chst an einige Tatsachen aus der Theorie der Teil- 
barkeit yon Potenzreihen in mehreren u in der Umgebung eines 
Punktes erinnern~~ -- Von allen Potenzreihen, die wit dabei betrachten, 
setzen wir voraus, dab sie in einer Umgebung. des Nullpunktes kon- 
vergieren. - -  Eine Potenzreihe y~l(zi) heil]t dm'ch eine auderd ~t,~(zl) 
t e a r ,  wenn eine Gleichu~g besteh~: 

wo m(zf) eine PotenzreAhe ist. Ist  j~le der Potenzreihen Y'x (z), %v~(z) 
dumb die andere ~eilbar, so heiBen sie d~ivalent. Dann versehwindet 
m(z~) im Nu|lpunkt nichr Eine Potenz~eihe ~,(z~) heiBt irreduzibel, wean 
sie nur dumb solche Poteazreihen teilbar ist, die ihr ~quivalent sind, wenn 
sie sich also nicht in der Form schreiben l~I]t: 

wo beide Potenzreihen y,~ (zs} und y,~ (z~) im Nullpunkt versehwinden. Sieht 
man ~ktttivalente irreduzible Potenzrdhen nicht als verschieden an, so l~il]t 
sich jede im Nultpunkt verschwindende Potenzreihe nut  auf eine einzige 
Weise als ein P o t e ~ r o d u k t  yon irrectuziblen P-otenzreihen darstellen. Der 
Beweis dieses letzten Sa~zes beruht auf dem Vorbereit~.ngssa@ yon 
W e i e r s t r a l ] .  Der Vorbereitungssatz besagt: Kommt in einer im Null- 
punkt verschwinclenden Potenzreihe v/(z~, ze, z~ . . . .  ) eine Potenz yon z~ 
allein vor, ist also y,(z~, 0, 0 . . . .  ~ nicht identisch in z~ gleieh 0: so ist 

~o) Man vergleiche etwa WeierstraB, Ein/ge auf die Theorie der anatytischen 
Funtr~_~nen mehrerer Ver~nderlichen sich beziehende Ss Gesammelte Werke, 2, 
S. 135-I88. 
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~/, ( z 1 . z.., . . .  ) einer Potenzreihe s die in bezug ~uf z 1 ein P o l y r m m  
ist, d .h .  es gilt: 

, ; ( z ,  z~, z~ . . . .  ) = (zt -~- A I  (z.., za, . . .)  z~  - i  + . . .  @ A,~(z~, z3, . . .) ) E (z~, z , , . . . ) ,  

we E (z~, z~, z~ . . . .  ) i m  Nullpunkt night verschwindet und A I (z~, % , . . . )  . . . .  , 
A~ (z..,, z:~ . . . .  ) Potenzreihen in ze, z~ . . . .  sind. - -  K o m m t  abet in V (zl, z~ . . . .  ) 
keine Potenz yon z~ allein, oder yon z~ allein usw. vor, so kaun man dureh 
eine lineare Transformation der Variablen z i erreichen, daB in "t' yon jeder 
der neuen Variablen eine yon den anderen u freie Potenz vorkommt, 
und dam1 ist der Vorbereitungssatz anwendbar. 

W~re nun der Vorbereitungssatz stets ohne vorherige lineare Trans, 
formation anwendbar, so wfirde der Beweis unserer obigen Behaup~u~g 
keine Sehwierigkeiten bieten. Denn damn kSnnten wir mi t  I-Iilfe des u 
bereitm~gssatzes aus der Gleichung ~ ( z ~ ) =  0 und der etwa noc~ auf~er- 
dem bestehenden ~ (z~) = 0 die Variable z,  + ~ eliminiereu und dadumh 
eine analytisehe Differentialgleiehung erhalten, d e r y  formal genfigt und 
die yon niedrigerer Ordnung w~re. Und eine endliehmalige Anwendung 
dieses Ver~ahrens wiirde uns zum Ziele fiihren. Da abet  der Vorbereifmngs- 
satz nicht immer anwendbar ist, so scheint es, dab m~sere heutigen 
Kenntnisse fiber analytische Funktionen mehrerer Variablen eine direkte 
Elimination einer b e s t i m m t e n  Variab]en aus zwei analytischen Gleichungen 
nicht immer ermSg/iehenel). In  unserem Falle gelingt es jedoch, auf einem 
Umwege zum Ziele zu kommen. - -  

Es kann vorkommen, da]] eine Potenzreihe in tL Variablen z~ nach 
einer tinearen homogenen umkehrbaren Transformation der zl einer solehen 
Potenzreihe s is~, die yon weniger als i~ Variablen abh~ngt. Die 
kleinste Zahl 0 yon der Eigenschaft, dab y(z~) naeh einer ]inearen homo- 
genen umkehrbaren Transformation der zl einer Po~enzreihe in o Variablen 
~iquivalent ist, wollen wit  als den Rang yon y,(z~) bezeiehnen. 

Is t  y~(z~) veto Range e, so ist aueh jeder Teller yon V(ze) veto 
Range ~. Denn transformieren wit die VarJablen z i in neue Variablen $~, 
so geht dabei jeder Teiler yon V(zi) in einen Teller der ~ransfvrmierten 
Potenz~eiJae fiber; ist abet  die transformierte Potenzreihe einer sotchen ~lui - 

~) Es sei e~wa das folgende Problem genannt: Zwei gewShnliehe Po~enzre~hen 
] ' (x ,y~z) ,  g ( x , y , z )  konvergieren in einer Umgebun~& des Nullpunk~s und ver- 
sohwinden im NulIpunkt.. Gibe. es stets sine Potenzreihe h ( ~ y ) ,  die in einer Um- 
gebung des Nullpunktes konvergiert, mad dort ffir ~e und nut dSe]enigen Wertepaare 
hiareiehend kleiner z, y verschwindet, die mit einem hinreiehend tdeinen z belde 
Poteaz~ihen f , g  ~u 0 maehen? M. a~ W.: Man betraeh~e die 8ehairtkurve yon zwe~ 
FIKohen, die im Nullpunk~e algebraisehen Oharakter haben, tIa% s*~ts ihre Projekdon 
auf e~e beliebige durch den Nullpunkt hindurehgehende Ebene im Nutlpunkt 
~lgebraisehe~ Charakter ? 
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valent, die nut yon ~ Variablen ~ abhgngt, so gilt auoh fiir jeden ihrer 
Teiler dasselbe, nach dem Satze fiber die Eindeutigkeit der Zerlegung einer 
Potenzreihe in irreduzible Faktoren. 

Wir kehren nun zu unserer Fruge zuriick und wghlen Iiir r eine 
Differentialgleich-~g, der y formal genfigt, u_nd bei der q~(z~)vom mSg- 
liohst niedrigen Range e is~. Ist r  Om(zi)Or wo ~5 c~ and 
Or Potenzreihen sind, so genfigt y formal einer der Gleiehungen 

r ) -- 0. ~b("~(z ,,i -- - . ~ } = 0 .  

Daher kSnnen wit fiir qO~,zl) eine irreduzible Potenzreihe vom Range 
nehmen. Es gibt also eine lineare homogene umkehrbare Transformation 

dttrda welche r in eine Potenzreihe ~{$r iibergefiihrt wird, fiir die 
die Darstellung gilt 

wo g]($i) nut yon 0 der Variablen r abhgngt, etwa yon $~ . . . . .  Ce, and E 

im Nullpunkt nieht verschwindet. Ist 1 E(~,) = e(z~), so kSnnen wit, indem 

wir nStigenfalls ~5(z~) durch r ersetzen, erreichen, dab qO(z~) 
duroh (61) direlct in eme Potenzreihe ~(~i)/ibergeffihrt wird, die nut yon 
e VariabIen $, . . . .  , ~, abl~ngig ist. Die DiHerengalgleichung r =: 0 
hat dann die gew~nschte Eigenscha]t. Denn angenommen, es beffiedigte 

y formal auck no& eine Gleiehung qS~(z~)= ~-~,( -- 0 etwa. Aus der 

Identitgt: 

folgt, dal~ auch % i*;} dureh (61) in eine Potenzreihe ~u* ($~) von g, . . . . .  5e 
iibergeht. Wir wenden nun au~ g~($~) und g~*($i) eine weitere lineare 
homogene Substitution an 

dutch welche wir erreichen, dab auf beide Potenzreihen cler Weie/s t raBs~he 
Vorbereitungssa~z anwendbar wird. Und zwar kSnnen wit erreichen, d ~  
in ~ und h u* nach Transformation freie Potenzen einer und derseIben 
Variabten, etwa %, vorkommen. Denn sind die Aggregate der Glieder 
medri~ter Dimension in ~($~) ~met ~*(~,)  etwa a ( ~ )  und b($~), so 
b~auchen wir (62) nur so einzurichten, d ~  nach der Transformation (62) in 
den homogenen Formen a und b alle naeh Dimension z u l ~ g e  Potenz- 
proelu_kte der ua wirklich vorkommen. Wir kSnnen daher schreiben 
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z- I ... , A0,) 

v,* (~ ) =: x *  (u,) = E *  (u,) r /*  (u,) - -  

---- E*  ( u~) (u~ + A *a) (u,) u~ -~ + . . .  -i- A *c') (u,) ). 

I-her sind E (u~), E* (ui) im 5Tullpunkt nicht verschwindende Potenzreihen, 
A {0 und A *(i) abet Botenzreihea in % . . . . .  u e. Bilden wit nun die 
Resultante P(u~ . . . .  , q~,,) yon / / u n d  / / *  in bezug auf ui, so besteh~ eine 
Identitit  : 

P (u~, . . . ,  u~) = B (u,) rs(u,) + B* (u,) H*  (u, 
oder 

(63)  P ( u , ,  . . . ,  u~,) = c ( ~ , ) x  (~,) + o * ( ~ , ) x * ( u , ) .  

Ge~en "wir nun zuriick zu den r und zl, so ents~eht aus P (%,  . . . ,  ue,) 
eine Potenzreihe R(z~), deren Rang hSchstens gleich e -  1 is~, und fiir 
die sich aus (63) eine identische Beziehung ergibt yon der Form 

R(~,) = i )  (~,) ~(z,)  + i )  1 (~,) ~ (~,). 

I-Iieraus wiirde abet foigen, da~ y auch der Gleicbang R(z~)=  0 formal 
geniigt, und _R(z~) ist vom Range Q -  1. Damit ist unsere obige Be- 
hauptung bewiesen. 

Wir k6nnen also annehmen, dal3 keine der Gleichungen (60) formaI 
befriedig~ ist. Setzt man daher in eine yon den Potenzreihen r  in (60) 
die Reihenentwicklung fiir y ein, und ordnet das Resultar nach reellen 
Teilen der Exponenten der einzelnen Glieder, was nach unseren Annahmen 
mSglich isL so werden ldcht alle G]ieder identisch verschwinden, mad 
die Entwicklur~g wird mit einigen Ghedern anfangen, bei denea die ree]]ea 
Teile der Exponenten einen mSglichst kleinen Weft haben, etwa v~. D i ~  
Glieder seien etwa: 

(64)  ~.~, zi~, ~, �9 

Aus unseren Pr~missen folg~ weiter: Bricht man die I~eihe fiir y irgendwa 
hinreichend welt ub, so ~ndern sich die AnfaugsgIieder der Entwicklungea 
der r nicht. Die Exponenten 2~,, sind also hneare homogene gan~.- 
z~lige Kombinationen aus gewissen n~. Wit trennen nun die Reihe fiir y 
in zwei Tei]e 

i=t--I i = ~  

i=0 i .=$ 

uncI nehmen clabei t yon vonlherein so gro~, ~ bereits yon diesem t a~ 
bei tier Einse~ung yon A~ (~) fiir y die Anfaagsglieder der ~ die Aggregate 
alex &asdr~ficke (64) sin& Wi~ bezeic~en nun A, (x), A[ (x), . . . ,  A~ n~ (x)  mit 

,,~, , ~ , . . . ,  ~ . ,  , , a  R , ( ,~ ) ,  g ( , ~ ) ,  . . . ,  ~ ' ~ ( ~ , )  m i t  v~, ,,o, . . . ,  , , , + ~ .  
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wo die Indizes denen der z~ entsprechend gew~xlt sin& Die u~ und v~ 
h~ingen dabei noch yon .$ ab. 

Wit  wollen mm ~(z~) na~h Potenzen der v~ en~wickeln. Zu dem 
Zweeke bedenken wir, da~, solange dex r~elle Tell des Anfangsgliedes yon 
y(0 nicht nega~iv ~ z~+o~y(O--c~-----(~+. .--ci)-Fv~+~ ist, so d~g 
wit zox En~vicklung naoh Potenzen dieser v~+~ einfach den Tay lo r schen  
I_,et~satz direkt zu benuf~en haben. Hat  dagegen das Anfangsglied b~x~, 
yon y(O einen Exponen~en m~t negativem reellem Tell, so ist 

1 1 1 __ F X_ ,,, ~ ,  (_.u,+~ __ 1 _.~_ v,+o ~ 

I~er  haben u~+~ 1 und vj_+o__ lauter Gliecler mit verschiedenen Ex- 
b~ xP~ b~ x~ 

ponenten, tmcl die reellen Teile der Exponenten aller Glieder yon v~+---3t sind, 

sobald t hinreichend grol] genommen ist, grSger als die Exponenten 

der Glieder yon m---+-~. Wit bemerken endlich, dal~ die Entwicklungen der 
b~ xlq 

aus (65) formal gebildeten Ableimngen yon z~+ e nach v~+o. fiir v~+.. = 0 
lauter Exponentefi haben, cleren reelle Teite nicht negativ sind. Die 
Formel (65) zeigt, dal~ man bei der En~wicklung yon q5 (z~) nach Potenzen 
dez v~ den Taylorschen  Lehrsatz ben~tzen [:ann. Be~eiehnen wir noch 

flit i ~  0 allgemein u~+~-- c~ bzw. I durch w~+.~ (es ist also 
- -  u : + ~  

,~+~. = (e,§ so gilt die ]~ntwickh~g 

( ~  ~(z) ~(., ~) + Z v , / ~ ( ~ ' ~ ) '  ~ /~ ~(~'~)~ 
- , = 

Hier sind aUe Differentiationen so auazufiihren, dab man zuers~ na~h z i 

differentiiert. ~ naeh v, (entweder aus z~ = ui @ v~, octet aus dann 
I \ 

z~-= u, + ~) differentiier~. Nun bedenken wir abet, dal? die Exponenten 

der einzehnen GIieder in den Entwicklungen der Ablei~ungen yon z~ nach 
v~ nieht negativen r~ellen Tell habeu. Ebenso enthalten die par~iellen Kb- 
lei~angen yon ~5(zi) nach den z~ nm: solehe Glieder, deren Exponenben 
nicht negative reelle Teile haben, und dies isg aueh dann der Fall, wenn 
wit die zr duroh die w~ ersef~en. Aus aUedem folgt, dab die reellen Teile 
der Exponenten der eimzelnen Glioder in den Summen 

\ ?v~ #-z~ ]~=%, \ev~ e h e,d..,=~; 

n i c~  ldeiner sind ~ s  2 a~, wo o~ cler reelte Tell des Exponen~en yon 
a~x ~` ist. 
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Wit haben oben den Taylorsehen  Lehrsatz benutzto obgleich die Be- 
deutung der Entwieklung (66) natiirlieh eine ganz andere ist sls gewStm- 
]ieh. Die u~ und vl sind nicht hinreichend kleine Zahlen, sondern Po~enz- 
reihen in x. Die Gteichung (66) bedeutet, daB, wenn man rechts und 
links fiir die z~ und fiir die v i ihre Reihenentwickhmger~ in x einsetzt and 
rein formal umordnet0 auf der rechten und ]inken Seite genau dieselben 
Qlieder vorkommen. Dieses Umordnen ist aber stets ohne Ausffihrung 
yon Grenzprozessen mSglich, da naeh unseren Voraussetzungen fiber die ui 
stets nut endlich viele Glieder entstehen kSnnen, die dieselben Exponenten 
haben. 

Wir kSnnten die Gleichungen (65), (66) aueh als I(ongruenzen deuten 
nach hinreichend hohen positiven Potenzen xe yon x als Modul, in dem 
Sinne, daf~ von allen Po~enzen yon x, deren E xponenten den reellen Tell 
gl~Sfler als ~ haben, abz~sehen is~. Dann kommen auf beiden Seiten der 
Gleichungen (65) und (66) fiir jedes e stets nut  endlich viele Gliedex in 
Betracht, und die Gleiehungen (65), (66) besagen, dal~ die en~precheniten 
KongT~enzen fiir jedes ~ gelten. -- Und da bei unseren Entwicklungen, 
die zur Gleichung (66) fiLhren, stets als Koeffizien~en Potenzreihen in 
auf~reten, bei denen die Exponenten der eilLzelnen Gliec~er niehtnegative 
reelle Teile haben, so ist klar, warum wit den Taylorschen Lehrsatz (und 
die RegeI fiber die Differentiation einer Funktion yon einer Funk~ion) 
benut~en diirfen. 

Wit fassen nun die erste Summe ~,uf der rechten Sei~e yon (66) 
ins _huge 

Ist f i r  irgend ein i > 1 das zugehirige z~. = u; v- v~, so ist der Koeffizient 
yon v~ gteich 

r  , 

1 
Ist aber z~ = ~t/~: ~, so [st der. Koeffizient yon v~ gleieh 

- I  
u~+~ 

Wit suchen nun die Gliecler yon (66), derea Exponenten den kleinsten 
reellen Te l  haben. Yiir i ,  fiir welehe z i = u~ q-v~ ist, sind die A_nfangs- 

gliecler yon v~ flit hinreiehend grol3e t gleieh 

(67) ( i - - 2 ) I i '  m'~ " - "- , 

Is~ der ree Ile Teil yon r~, gleich %, so ist der reelIe Tell der Exponenten 
. 1 

tier Glieder (67) gleieh a, q- r, -- * + 2. Ist abet z~ = m+v-----~' so kommt 



294 A. Os~mwski. 

(68) . . . .  (i  2)  !( .  n ,~alx , , , - , .oc~.x ' .  - , ,  ~,~_.:x-.~,,1 ( ~ =  1, 2 . . . .  ) ,  
' \:~--2/ ~ " " b~ z 

wo b~ x z' das Anfangsglied yon u~ ist. Ist der reelIe Tell yon :~ gleich '2i, 

so is~ der reelte Teil der Exponenten yon (68) gteich 

Hier sind die Zahlen r~, ~' yon t u_uabhi4ngig. Wit bringen im Aggregat 
der Gtieder (67) und (68) a,x  "t vor die Klammer and ordnea dann die 
Glieder innerhalb dex Klammer nach ihren Exponenten. Wit  erhalten dana 

wo k, lauter verschiedene komplexe Zahlen shld, q,  (n~) abet Polynome 
n t mit  festen yon t m~abh~gigen Zahle~koeffizienten. AIle ~,(n~) 

k5naea offenbar nieh~ identisch in n~ versehwinden, da in (67) and (68) 
i lauter verschiedene Werte av_nimm$, und daher ne in n-ter Potenz nur 

: n,'~ 
einmaI -- in ~n/ ~ vorkommt. Ist nun ]c etwa ein ]r bei dem der 

reelie Tell mSglichst klein ist, und der Koeffi~ient ~(n~) yon x k yon t) 
verschieden, so kaun q) (n~) jedeufalls nut fiir endlich viele n~ verschwiuden. 
Von einem gewissen t an mu~ sich also das Glied 

a~ ~f ( n~) x '*'+k 
en~weder mit einem Glied aus der zweiten, dri%en Summe attf der rechten 
Seii~e yon (66) wegheben, oder mit  einem Glied yon ~5 (x, w). Die reellen Teile 
dex Ex~nenten  der Gtieder der zweitea, driven . . . .  Summe der reehten Seite 
yon (66) sind aber nicht kleiner als 2~ ,  also yon einem gewissen t an sieher 
g-tSar als der reeIle TeiI yon % -~- ]~. Daher mul~ bei der En~wiekelaug 
von F ( x ,  w ~ , . . . ,  w~+~) sich weni'gstens ein Glied ergeben, dessen Expo- 
nent gleieh n, + / c  ist. Die Exponentea der Glieder von r  w) set~en 
sieh abet linear ~ a h l i g  aas 1, n o, ~ ,  . . . ,  ~_~ zusammen. Ebenso 
se~zt sich k aus 1 ~ endtieh vielen n~ linear ganzzahlig zusammen. 
Daraus fotgt abet, dai~ alle n~ sieh lh~ear ganzzahlig durch endtich viele 
aus ihnen ausdriicken lassen, w. z. b. w. 

Im Satz 21 haben wir fiir sehr ausgedelmte Klassen von n~ch 
beliebigen Potenzen des Argumentes fortschreitenden Reihen die Eigen- 
schaft formuliert, keiner analytischen partiellen Differentialgleichung/orma/ 
zu geniigen. Wit woUen nun diese Eigenschaft auf dutch solche Reihen 
darstellba~ .Fun~ionen ausdehnen. 

Um dies zu erreiehen, verlangen wir yon den Ex~onenten n~-~ o~ + V - i ~ 

~ ,  dai~ tim o~ =:: + cc ist, zweitens, d ~  -:~ t yen eiuem gewissen i an 

besehriint~ bleibt. Dies bedeutet, geometrisch g ~ r o ~ e n ,  d ~  alle na yon 
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einem gewissen i an irmerhalb eines Winkels yon der 0frnung ~, < ~ Iiegen, 
der den positiven Tell der reellen Aches einsehlieSt, die imagin~e A:ehse 
dagegea (bis auf den Nullpunkt3 volls~ndig augerhalb list. 

Um die auf die Konvergenz der Reihe (57) beziigliehe Annahme zu 
formulieren, fiihren, wit den Begriff der absolv:ten Konvergenz im sch~rferen 

�9 - 7  . 
Sinne ein. Wir nennen eine Relhe ~_~ a~ x '~ mit komplexen Exponenten 
rb~ = o i + V-- 1% die den obigen Beclingungen geniigen, absolut konvergent 

�9 [ - 7 }  

im seh~irferen Sinne fiir ix! := v, falls die Relheff_j i a~] v"~e"-~lql konver- 
giert Eine solehe Reihe konvergier~ absolut auf dem ganzen Kreise 
x ' :  r, sowie in jedem yore Nullpunl~ verschiedenen Punkt innerhalb 

dieses Kreises, und absolut im sehirferen Sinn auf jedem konzentrischen 

Kreise mit kleinerem Radius. K o n v e r g i e r ~  X~ aix ~ ffir ix i =  v absoIut 
im sch~irferen Sinn, so konvergiert die formal gebildete Ableitung 

~:-' n~a~x% -1 dieser Rei.he absolu~ im sch/irferen Sinn fiir I xl = ~ -- ~, 
w o e  eine beliebig kleine festr positive GrSfie ist. Denu um dies zu be- 

weisen, haben wir aus der Konvergenz v o n Z a ~ % e ~ - ~ , ! ,  wo ia~l~-a~ 

gesetzt ist, die Konvergenz der Reihe ~ ~, [a~ +'V t :  1 z, t(" -- e)~'-I e ~'~t~'! zu 
folgenL Dies folgt aber aus 

. . . .  (,,_ ~ ) , , i - i  ~ I- - '~o~+ v -  1 r~ ( , , _ _ ~ ) % - I  
L i m  o ~ +  V - -  I z~l . . . . . . . . . . .  ~ : ----- O. 
i = m  ' ~,,a i Of i O{ ~ a  i 

Denn ........... ist yon einem gewissen { mi absolut besehr~ink-t und 
( ; t  

lira a~ ( ~  = 0. ltieraus folgt, da~ jede formal gebildete Ableitung yon 

a~ x ~~ absotut im schiirferen Sinn fiir i z ] = ~ -- ~ konvergiert. Und 
aus der Gleichm/il]igkeit der Konvergenz, die sieh aus dem weiter unten 
folgenden Beweis des Eindeutigkeitssatzes ergibt, folg%, da~ die formal gebil- 
de~en Ableitungen die Ableitnngen der durch die urspriingliche Reihe dar- 
g~tellten Funktion darstellen. 

Konvergiert Z a~ x~u absolut im seh~xferen Sirra, trod sind atle ~ 
positiv, so ~d aucb, wie wit sofor~ ausfRhrlich beweisen werden, die 

~lajorante ~ % ~ " ~ e ~ [ n  I mit kleiner werdendem ~ beHebig ldein. Daraus 
folgt, da$ auch das Restfi~at der Einsetzung yon (57) in die tinke Seite 
yon (58) auf einem gewissen Kreise urn den Nul lpu~t  absolut im sch~izfe- 
ten Sinne konverg4er~ und dort das Resultat tier Einsetmmg clef dureh 
(57) dargesteltten Funlction in (58) darstellt. Es bleib$ d~e r  nut die Ein- 

deutigkeit zu beweisen: Konvergiert eine Re{he ~ a~z~auf  einemKreise 
um den Nullpunl~ absolut im soh~--feren Sin% unr ist dort die dutch 
sie daxgestellte l~nktion gleieh 0, so verschwinden aiIe Koeffizien~en a~. 
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Wir kSnnen offenbar annehmen, dal3 alle ~ = a i § ~ /~  1 ~i untereinander 
verschieden sind und ~ ~ mi t  i niehtabnehmend geordnet sind. Wit 
kSnnen weiter annehmen, dal~ die ersten k ( k >  0 ) ~  versehwinden, da 
dies sonst dutch M'ai~iptikation mit  x -~ zu erreichen ist. Es s.ei also 
% . . . . .  %----- 0~ o~+~ > 0. Wit behaupten zuerst, dab jedem posi- 

~iven e ein solehes 8 zu~eordnet werden kann, dab I Z ai x'i  i < e ist, 
k + l  

sobuld i x I < d wird. Es sei allgemein i ai! ----- c% kus  der absoluten 

Konvergenz im seh~rferen Sinn yon Zar  folg~, dab die Di r i eh le t sehe  
Reihe 

(69) !..j~ ~, e~'~ ! ~,~ e -~  ~ 
r 

in einez gewissen s-H~dbebene absolut und d~daer gleiohmK6ig konvergiert. 
Daraus folgt, dab man ein solches ~ angeben kann , dab der absolute 
Betrag yon (69) kleiner Ms e wird, sobald der reelle Tell yon s grSBer 

als 61 wird. Daraus folgt abet, da~ der absolute Betrag yon ~-7, a~z "z 
s  

kleiner als e wird, sobald I x ] , <  ~ = e -~  wird. 

Irffo]gedessen miiBte, wenn a]Ie Koeffizienten a o , . . . ,  a yon 0 ~rer- 

schieden waren, die Suname a 0 xV-~i~o + . . .  ~ a k zv-c:~ ~ zugleich mit x gegen 0 
konvergieren, Es wird also geniigen, zu zeigen, dal3 eine solche Folge der 
reellen ins Unendliohe waehsenden Werte yon s existiert, da6 

gegen cinema yon 0 versehiedenen Weft konvergier~. Die ganze Fmak-tion 
f (s)  kann nieh~ identiseh verschwinden. Denn sons~ mii~te sie aueh ffir 

rein ims ~ : m~  s ----- ~/-----1i versehwinden, und in f (a )  wiirde flit hinreiehend 
grol~es t ein Glied iiberwiegen, da % , . . . ,  v~0 untereinander versehieden 
sind. Es sei fiir ein reetles s = s o etwa f(ao) =~ O. Es sei m eine beliebig 
gro~e ganze positive Za/al. Dann ~ b t  es bekanntIieh eine solehe yon 0 
versehiedene re_it HL/fe der bekannten Di r i ch le t schen  SehluBweise zu 
fmdende ganze positive Zahl s~, dal] die Zahlen s~% . . . .  , s~v~ sieh yon 

gewissen ganzzahligen Vielfaehen von 2n um weniger ats 1_  tmterseheiden. 

Und folglieh wird tier Weft yon f(~o + ms.)  mit waehsendem m gegen 
f(so) =Je 0 konvergieren. W.z .b .w .  

Wir kSnnen das Resu/ta~ zusammen~assen im 

S a t z  22. Hat eine absol~t im sch~feren Sir~, konvergente J%ihe 
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die Eigenscha/t ,  da~ 1. Lim o i ---~-~ c~ /~f; o ~t _. --. yon einem gewissen i 

an  beschrdnk$ bleib$; 3. ist c~ das kleinete c ,  zu  dem ein vor~ 0 ,ver- 
schiedenes r gehdrt, u n d  s ind  alle kleineren ~ ganze nicht  negative Za i t l e~  
so ist o i keine ganze n ich t  negative Zah l  u n d  es gibt keinen, zwe~ten 
Expone,rJen n mi t  demselben o~; geniigt /erner die _~unI~ion y ( z )  einer 
Di]]ererdialgleichung, deren l inke  Sei te  ancdytiseh ~n x ,  y - -  c, y ' . - -  c~, . . . ,  

1 1 
yl~ _ c~, y~+ll . . . . .  y ~ + ~  is$, we  die reeIlen Tei le  der ExpanenSen der 

] 1 nicI~t An[angsgl ieder  yon x, y - -  c, y ' - -  c~ . . . .  , y(n~ _ c~, y~+tl . . . .  ' y(~+%-~i 

~zegativ u n d  c~, % , . . . ,  c,~ endliche Kons tan ten  s ind ,  so 5esitzen die Ex -  
ponenten n~ eine endliche ganzzahlige Bazis .  

In diesem Satze ist zugleieh eine Verallgemeinerung des Satzes 12 
auf den Fall enthalten, we die Exponenten lzomplex sind~). Die Sub- 
stitution x = e -~ fiihr~ dann zu einem dem Satz 12 gauz analogen Satz 

fiber Dir iehle~sohe :Reihen~_.j a~e , we ~i komplex sind, uncl eine 
analog zu formulierende Fo~derung der absotuten Konvergenz im se~hEcferen 
Sinn zu stelIen ist. 

Bei der Formulierung des am infang  dieses Paragraphen aufgesteilten 
Satzes haben wir fiber die Gestalt der Differentialgleiehung (58) Annahmen 
gemaeht, die noeh etwas allgemeiner gefa/~t werden trSnnten. Indessen 
gilt wahrseheinlieh dex Satz, da~ unter den Exponenten n~ nur endlieh 
vie]e linear unabh~ngige vorl~ommen, aueh dann, wenn 2' eine naeh be- 
liebigen ganzen positiven and negativen Po~enzen ihrer Argumente for~- 
sehreitende, in einer gewissen Umgebung des Nullpu]~ktes konvergente 
Potenzrei~e ist. Dieser Fall ist jedoeh den Methoden, die in diesem 
Paragraphen zur inwendung gebraeht worden waren, nieht mehr zug~glich. 
Der Grund, warum die Giiltigkei~ des Satzes 21 und 22 auch in diesem 
FaIle plausibel ersehein~, ist teieht zu 8bersehen. Wfirden unter den 
Exponenf~n n~ unendlieh vieIe linear unabh~ngige vorkommen, so wiirden 
wit dutch wiederholten Umlauf um den NulIpunkt wenigs~as formal 
unendhch viele willkiirliche Konstanben in das Integral hineinbringen 
k6nnen. Diese ScMu~weise l~13t sich in vielen F~len volls~ndig durch 
fiihren. So kann man z .B .  mi t  ibrer Hilfe beweisen, tlalt ~a~ktion 

x~~ ~, we die i - re  Primzahl ist, keiner Differentialgleiehtmg 

~) In clef Tat l~Bt sich jede algebraisehe Differen~ialglelchung, d~ren ]_inke Sere 
ein Potynom in ~, tier unbekamaten Funktion und ihren Abteif;~ngen ist, even~uell 
durch Divi~cion mit ~nem Potenzproduk~ aus der unbekannten lVunktion mad ihren 
Ableitungau auf die Form (58) briage~ 
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geniigt, deren linke Seite in einer Umgebung des Nullpunlrtes eine ein- 
deu~ige im allgemeinen analytisehe Funktion der Ableitungen w~re. Und 
analoge Potenzreihen lassen sieh bei mehreren Variablen bilden. So l ~ t  sieh 
z.B. die analoge Tatsache ffir die Reihe 

Z x"ylOg~ 

beweisen, die aus d~r Reihe ~__.~x"n -s  dutch eine einfache Substitution 
entsteht. Uncl dami$ ist dann ein neuer'-- d r i f t e r -  Beweis der Eigen- 

sr der R e X h e ~ x " n  -s gegeben, keiner algebraischen partiellen Diffe- 

rent~algleichung zu geniigen. Ich werde diese Bemerkungen an einer 
anderen Stelle ausfiihren unr dabei auf den engen Zusammenhang ein- 
gehen, in dem sie mi~ einer bekannten, zuerst von Herrn H. Bohr  in 
tier Theorie der Riemannschen $-Funktion verwendeten Sch]uSweise stehen. 

(Eingegangen am 3. Februav 1919.) 


