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Uber den Durchgang
bewegter Molekiile durch inhomogene Kraftfelder.

Von H. Kallmann und F. Reiche in Berlin.

Mit fiinf Abbildungen. (Eingegangen am 28. Juli 1921.)

Einleitung.

Im Hinblick anf Versuche, die im Kaiser Wilhelm-Institut fiir
physikalische Chemie und Elektrochemie unternommen werden, er-
lanben wir uns, folgende Uberlegungen zu publizieren.

In jiingster Zeit ist vielfach das Wesen und die GroBe der Krifte
diskutiert worden, mit denmen Gasmolekiile aufeinander wirken ?).
Hierbei werden vor allem zwei Fille unterschieden: 1. Die einzelnen
‘Molekiile stellen einen elektrischen Dipol mit bestimmtem konstanten
Moment dar; 2. die Molekiile besitzen urspriinglich kein elektrisches
Moment, und erst in der Nihe anderér Molekiile wird durch das Feld
dieser Nachbarmolekiile in ihnen ein Moment erzeugt. Der Nachweis,
daB ein Molekiil ein konstantes Moment hat, 148t sich aus der Disper-
sions- und Absorptionskurve im- langwelligen Gebiete erbringen, seine
Grofe aus dem Temperaturverlauf der Dielektrizititskonstante be-
stimmen 2).

Im hiesigen Institnt wird nun folgende neue Methode zum Nach-
weis der Dipole versucht: Es wird ein Molekiilstrahl durch ein -
inhomogenes elektrisches Feld geschickt; dann muB, wenn die Mole-
kiile Dipole tragen, eine merkliche Anzahl der Molekiile aus ibrer Bahn
abgelenkt werden.

Die GroBe der Ablenkung und die Anzahl der abgelenkten Mole-
kille hingt nun anBer von der Grofle des Moments im wesentlichen
von der Drehbewegung des Molekiils ab. Um also aus gemessenen
Ablenkungen quantitative Schliisse auf molekulare Grofen ziehen zu
konnen, muB man diese Eigendrehung der Molekiile beriicksichtigen.
Wir haben es daher im folgenden unternommen, eine Theorie der
Bewegung eines Dipols in einem inhomogenen clektrischen Felde zu
geben in Abhingigkeit von seiner Eigendrehung.

Wir haben uns dabei auf den Fall beschrinkt, daB das Dipol-
molekiil angenshert als starre Hantel betrachtet werden darf, und
daB die Achse des Moments mit der Hantelachse zusammenfillt.

1) P. Debye, Phys. Z8. 21, 178, 1820; 22, 302, 1921. W. H. Keesom,
ebenda 22, 129, 1921.
%) P. Debye, Phys. ZS. 18, 97, 1912; Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 777, 1913.
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In Strenge wird dies nur bei zweiatomigen Molekiilen und gewissen
langgestreckten organischen Molekiilen zutreffen. Im allgemeinen
miiite man aber das Molekiil als starren Korper mit drei vonein-
ander verschiedenen Haupttrigheitsmomenten betrachten und ferner
annebmen, dafl das elektrische Moment eine beliebige Richtung gegen
die drei Haupttrigheitsachsen einnimmt. Dieser allgemeinste Fall
scheint aber vorerst zm quantitativen Betrachtungen ungeeignet zu
sein, denn es gehen sechs im allgemeinen unbekannte molekulare
GroBen .ein, namlich die drei Trigheitsmomente, die beiden Winkel,
die die Richtung des Moments gegen die drei Haupttriigheitsachsen
festlegen, und die Grofe des Moments. In dem von uns betrachteten
Falle geht nur das elektrische Moment und das Trigheitsmoment ein.
Letzteres wird in vielen Fillen bekannt sein?).

Man kénnte noch versuchen, sich von anderer Seite dem allge-
meinen Falle zu nihern. Es wird manchmal mdoglich sein, das Molekiil
in erster Niaberung als eine Kugel, d.h. als einen starren Korper mit
drei gleichen Trigheitsmomenten aufzufassen; dabei ist dann die Rich-
tung des elektrischen Moments beliebig. Die Behandlung dieses Falles
mub aber fiir eine weitere Mitteilung zuriickgestellt werden.

Im folgenden wird nun unter den genannten .Voraussetzungen
die Bewegung des Dipols bestimmt; dabei erhilt man fir den Fall
kleiner und fiir den grofler Ablenkungen geschlossene Formeln. Fiir
den Fall mittlerer Ablenkungen wird ein graphisches Verfahren an-
gegeben, das die Ablenkungen zn ermitteln gestattet. Bevor wir
aber auf die Berechnung selbst eingehen, wollen wir noch die Frage
diskutieren, mit welchen Kriften man iiberhaupt auf bewegte Dipole
einwirken kann.

a) LiBt man einen Strahl von Dipolmolekiilen durch ein inhomo-
genes elektrisches Feld treten, so wird die auf das Molekiil ausgeiibte
Kraft durch folgenden Ausdruck gegeben:

d€
ey _
wo s die Richtung des (stéirksten) Gefilles von €, u, die Komponente
des elektrischen Moments in dieser Richtung ist.

b) Zu dieser elektrischen Ablenkung existiert nun auch das
magnetische Analogon. Bewegt sich ein Molekiil, das ein magnetisches
Moment trigt, durch ein inhomogenes Magnetfeld £, so wird die
wirksame Kraft durch folgenden Ausdruck gegeben:

a9
!‘p'&?'

1) A. Eucken, Jahrb. 4. Radioakt. u. Elektr. 1920, 8. 361,
24*
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ttp ist dabei die Komponente des magnetischen Moments in ' der

s-Richtung.
Das Verhiltnis der beiden Krifte im Falle b) und a) ist also
gleich 4
o ds
o
ds

Da nun die gréBten vorkommenden magnetischen Momente etwa zehn-
mal kleiner sind ?) als elektrische Momente, die durch die Ablenkungs-

methode noch gut nachweisbar sind, so mull %—% etwa 10mal grofler

sein als t%, damit durch die hier skizzierte Methode auch die mé.gne-

tischen Momente der Molekiile ebenso gut nachweisbar werden. KEs
scheint also durchaus moglich zn sein, mit dieser Methode auch magne-
tische Momente zn bestimmen 2).

¢) AuBer den eben genannten Wirkungen kann man aber noch
zwel weitere erwarten, Man denke sich einen Strahl von Molekiilen,
die elektrische Dipole tragen, durch ein homogenes elektrisches Feld
hindurchtreten. Dann werden die Molekiile im Mittel ein elektrisches
Moment in Richtung des Feldes besitzen. Wirkt senkrecht zn dem
elektrischen Feld ein inhomogenes Magnetfeld, und zwar derart, dafl
die magnetische Feldstirke nur parallel dem elektrischen Felde ver-
inderlich ist, dann wird auf den Dipol eine Kraft ausgeiibt, die senk-
recht zu dem magnetischen Vektor und senkrecht zur Geschwindig-
keit v des Dipols steht. Sie ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

29
%fu@]‘g-

x ist dabei die Richtung des elektrischen Feldes.

Zu dieser Kraft besteht nun wieder das magnetische Analogon.
Man denke sich den elektrischen Dipol durch einen magnetischen er-
gsetzt, das homogene elektrische Feld durch ein homogenes Magnet-
feld, das inhomogene Magnetfeld durch ein inhomogenes elektrisches
Feld, so wirkt auf ein Molekiil eine Kraft senkrecht zu seiner Ge-
schwindigkeit v und zu der elektrischen Feldstirke von der Grofe
o€

d -

Hp
~~[v€] T

1) W. Pauli, Phys. %S. 21, 615, 1920.
%) Es sei bemerkt, daf nach Pauli (vgl. die vorige Anmerkung) die Rich-
tung der magnetischen Momente senkrecht zur Hantelachse zu siehen scheint.
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Wie die néhere Ausrechnung zeigt, bewegen sich in beiden Fillen
die Molekiile angenihert in Spiralbahnen. Setzt man jedoch fiir die
Gréflen e Wy, v, O und € Werte ein, wie sie praktisch vorkommen,
so zeigt sich, daBl die zu erwartenden Ablenkungen so klein sind, daf
ihr Nachweis heute nur schwer méglich erscheint.

Es bleiben also nur die unter a) und b) erwihnten Fille zu be-
handeln. Die Theorie des Falles a) lassen wir nunmehr folgen.

Im letzten Paragraphen behandeln wir auferdem noch den Fall,
daB das Molekiil kein festes Moment besitzt, sondern dafl sein Moment
erst durch die Auflere Feldstirke induziert wird.

§ 1. Formulierung des Problems und Aufstellung der
Bewegungsgleichungen des Dipols.

Fiir die theoretische Behandlung des in der. Einleitung be-
sprochenen Effektes legen wir die folgende schemnatisierte Versuchs-
anordnung zugrunde (Fig. 1). Das zylindersymmetrische Feld wird
durch den schraffierten Draht A4 vom Radius ¢ und den Zylinder-
mantel BB vom Radius R erzeugt. Der Draht besitze das Potential
@o, der Zylindermantel das Potential ¢, << ¢,. In der Entfernung r
von der Achse herrscht dann die Feldstirke

@r - 'g l
r
wobei - (1)
¢ = Po — ¢y
lg (R/e)

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Zylinderlinge groB gegen R ist.

In dieses Feld wird, in der Entfernung r, von der Achse, in der
Richtung des gefiederten Pfeiles, ein Dipolmolekiil von der Masse M
und dem elektrischen Moment g hineingeschossen. Zur Vereinfachung
der Rechoung machen wir, wie in der Einleitung erwihnt, die An-
nahme, daf man den Dipol durch ein Hantelmodell approximieren
kann, dessen Achse mit der Achse des elektrischen Moments iiberein-
stimmt. Sein Trigheitsmoment sei J. Das Impulsmoment in Rich-
tung der Hantelachse sei =— 01).

Befindet sich der Dipol zur Zeit ¢ im Punkte D, so sei seine
Lage durch 7, & und @ bestimmt. Dabei ist (Fig. 2) & der Winkel,
den die Dipolachse (vom negativen zum positiven Pol gerechnet) mit
der Richtung wachsender r bildet; das Azimut ¢ ist folgendermaBen

1) W. Lenz, Verh. d. D. Phys. Ges.' 21, 632, 1919. F.Reiche, Z8. f. Phys,
1, 283, 1920. .
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definiert: durch D lege man eine anf r senkrechte Ebene T (Tan-
gentialebene am Zylinder r) und ziehe in dieser Ebene die Parallele
DA'" zur Zylinderachse. Die Projektion der Dipolachse auf diese
Ebene T bildet dann mit D4' den Winkel ¢. Dann ist die kinetische
Energie des Dipols: '

L= %;2+§(52+sin23 $?) (2)
und die potentielle Energie in erster Naherung

U= —u@g,cos. 3

Die Glieder hoherer Ordnung in U rithren von der Entwicklung der
potentiellen Energie nach Potenzen von I/r her, wo 1 die Linge des

A A /
7/
/
/
|,
¢1 ”/ +
)
B 14
{
|
A
Fig. 1. Fig. 2.

Dipols bedeutet. Dabei ist zu beriicksichtigen, da8 im allgemeinen
die an den Polen angreifenden Krifte hier nicht parallel sind. Da
jedoch selbst I/g als klein angenommen werden kann, kénnen alle
diese Glieder vernachlissigt werden.

Die Gesamtenergie hat den Wert:

M.
2

Aus (2) und (3) folgen die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen:

E = 2+-'27-(39+sin98¢9)—g1-_2008 9. 4)

My = —f—gcosﬁ ]
r
. ! 5
J«‘)—.:thﬂsin%cosﬂ—%sinﬂ [ ()
Jsin2& @ = const = f3
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Bei Einfithrung der Konstanten §, die den Drehimpuls in der Feld-
richtung darstellt, nehmen die beiden ersten Gleichungen (5) folgende
Gestalt an:

My = —’-‘;Toco:sﬁ

p2cos ®)

5 — _BCy preos &
J& = . SIn&+Jsin3ﬁ

§ 2. Die Methode der Losung. '

Um eine Losung der Gleichungen (6) zu -erméglichen, benufzen
wir das folgende Niherungsverfahren: Wir integrieren die zweite
Gleichung bei konstantem r und erhalten dadurch, fiir jeden Wert
von r, cos # als elliptische Funktion von & Wir bilden dann den
zeitlichen Mittelwert von cos & iiber eine Periode und setzen diesen
Mittelwert, der eine Funktion von r ist, in die erste Gleichung (6)
ein, die dadurch die einfache Form # — f(r) annimmt. Die Berech-
tigung zur Anwendung dieser Methode sehen wir darin, daB in allen
praktisch in Frage kommenden Fillen der Dipol eine groSe Zahl von
Drebungen ausfiihrt in der Zeit, wihrend der sich # relativ nur sehr
wenig #ndert.

Um dies zu zeigen, geniigt es, zu beweisen, daB auch im giinstig-
sten Falle, d.h. wenn 7+ am groften ist,

rer. 7

Dabei ist 7, die Dauer einer vollstindigen Umdrehung des Dipols, von

der GréBenordnung ]
T ~ Vm
L’

L

S /2
wo L, die Rotationsenergie bedeutet. Ferner ist r — VT’ wo L,

die radiale Translationsenergie ist. Also schreibt sich (7) in der Form:
- _r ¢/L,M
m<ﬂVJ'

Nun ist aber J von der GréBenordnung Md?®, wo d eine Linge von
"der GroBenordnung des Molekiildurchmessers ist. - Also folgt:

VL.< = V.. (8)
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Den grioftmoglichen Wert fiir L, erhalten wir, wenn der Dipol dauernd
parallel dem Felde liegt, also cos® = 1 ist. Dann ist nach (6)

uC
T T e
woraus
M. 1 1
== — 8 — ————
Ly = 3 r —-—HaC(r o

folgt. Hierbei ist angenommen, daB fiir { == 0: r = r, und # =0
ist. Fiir r setzen wir den kleinsten Wert ¢ ein und vernachlissigen
1/ry gegen 1/g; dann ergibt sich

pC
Ly = —- 9
| =" (9)
Fiir L, setzen wir den Quantenwert
n2 h?
L= 2, (10)

wobei # eine ganze Zahl und h die Plancksche Konstante bedeutet.
Dann ist die Ungleichung (8) sicher erfiillt, wenn:

4m2 1/2uCJT _ r

% Ve Sa (1)
r ist von der GréSenordnung 0,1 cm; d von der GroBenordnung 10—8
bis 10—%cm. Setzen wir fiir p den groBten in der Literatur vor-
kommenden Wert!) g = 2,6.108 (H, O), ferner g, — ¢, = 2.105Volt
== 6,7.102 (absolute Einheiten), 0 = }/;mm = 5.10—2cm, R/p = 40,
k= 6,5.10~%, so folgt aus der Ungleichung (11), daB das Molekular-
gewicht P der Dipolsubstanz der Bedingung

P< 10t 12)

geniigen muB, die wohl immer erfiillt ist.

§ 3. Allgemeine Berechnung des Mittelwertes von cos#.

Aus (4) oder der zweiten Gleichung (6) folgt fiir konstantes r
unter den in § 2 gemachten Voraussetzungen:

J s i pl —
PSR FETT I b (12)

wo E' die Energie des Dipols bei konstantem r ist.

1) M. Jona, Phys. Z8. 20, 14, 1919,
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Setzen wir abkiirzend:

g = — cos ¥
pC _
B (14)
2
="
so wird '
2=2F g |
: A J (15)
wobel D(e) = (1 —23) (L —0z) — p? J

Sind 2 = 2z, = #; die Wurzeln von ©(2) = 0, so 14B¢ sich leicht
zeigen, dal 2, stets => - 1 ist, wihrend 2, und #; stets zwischen
(—1) und (4 1) liegen?). ¢ schwankt daher wihrend des Verlaufes
der Bewegung zwischen z; und 2z, periodisch hin und her.

Die Losung von (15) ist?):

TZET’]. (w2 —1f5) : @ (¢ + o). N (16)

Dabei ist g (vgl. die unten zitierte Arbeit von Hettner) die bekannte
Weierstrasssche elliptische Funktion mit den beiden Perioden 2 e,
(reell) und 2 @, (imaginir).

Aus (16) folgt fiir den zeitlichen Mittelwert von cos &

2 9 209
—_— ~ o1 J 2w,
cosﬁ_—z—.—‘ml-“zdt——m[&—ﬁj (t+ﬁ73)dt+-w]
0 0
oder ® ;
—— 1 2 J 7 @i agloy
P = ot papat |~ % T gmeram| (D)

n=1 |

Die beiden Perioden 2@, und 2@; werden aus den Wurzeln der

Gleichung @ (2) = 0 bekanntlich in folgender Weise gewonnen:
Fiibrt man die drei GroBen ¢;, ¢; und ¢, ein durch die Gleichungen:

a6 = g (o) = %("‘zl — s}
€= @ (@, + 05) = % (zy — 1/g) (18)
€= @ (033) = %(0653 _—1/3)

1) Ist B’ und daher « und p® > 0, so liegt, falls 3 <1 ist, z3 zwischen
(—1) und 0, # zwischen 0 und (4-1). Ist aber 2 > 1, so liegen 2, und z,
zwischen (—1) und 0. Ebenso liegen 2, und #3 zwischen (— 1) und 0, falls
FE', a, p? < 0 sind.

2) G. Hettner, ZS. £. Phys. 2, 349, 1920.



360 H. Kallmann und F. Reiche,

wobei
at+ete =0,
so sind ®, und ®; aus den Gleichungen
K o, K :
m = =i (a9
zu bestimmen. Dabei bedeuten K bzw. K’ die vollstindigen ellip-
tischen Integrale -erster Gattung mit den Moduln:

o —
k_..l/e % baw. ¥ =Yl —k = Vi——"i (20) -
1

— ey e, —eg

Kennt man algo die drei Wurzeln der Gleichung @ (#) = 0 als Funk-
tionen der belicbigen Konstanten u, C, J, E' und §, so liefern die
Gleichungen (17) bis (20) den zu diesen Werten gehorigen Mittelwert
von cos® als Funktion von r. A

Dabei ist E’ iiberall als Funktion von r anzusehen, und zwar ist
E' gleich E— M/213, wo E die wibrend der Bewegung konstante

Gesamtenergie darstellt.
’ 20

Benufzt man fiir j @ (t + @g) dt nicht die in (17) gegebene Reihen-

entwicklung, sondern nach H. A. Schwarz1) die Form:

26
jp (t+m3)dt = —2Ve ——es{{é—— — K},
so folgt nach kurzer Zwischenrechnung:
cos P = (zl———za)—;%——zl. (17a)

Dabei ist & das vollstindige elliptische Integral zweiter Gattung.
Der Modul von & und K 1aB¢ sich in der Form

1/
b= Vz———-l — (20a)

§ 4. Der Spezialfall <1

Im allgemeinen lift sich cos & nicht in geschlossener Form als
Funktion von 7 angeben. Wir bebandeln darum zunichst den Fall
la‘ < 1. In diesem Falle ist & positiv, da o stets zwischen 0 und cc
oder zwischen (— oo) und (— 1) liegt (vgl. § 7). Wieweit die Be-
dingung, daB |« klein gegen 1 ist, in praktischen Fillen erfiillt ist,

schreiben.

1) H. A, Schwarz, Formeln und Lehrsitze zum Gebrauch der elliptischen ‘
Funktionen, 8. 34, Formel (2).
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werden wir im nichsten Paragraphen betrachten. Ferner zeigen wir
dort auch, daf im Falle |¢j <1 die Translationsenergie L. klein ist
gegen die Rotationsenergie L, Daher sind wir berechtigt, hier E’
als unabhingig von r anzusehen und es in erster Niherung mit E zun
identifizieren.

Die Wurzeln der Gleichung @ (2) = 0 sind in diesem Spezialfalle
mit geniigender Niherung:

1 2 2ot
7 = —+ple; gy = q-—%a; 23 = ——q—p—g—, (1)
WO
qg— V1—p=

Daraus folgt nach (18):

E E pﬂuﬂ
4 = 57(2/3 + o2p?); e = 57(“"1 l/s)

E 2 o2
%=ﬁ<“WlT‘w

und daraus fir ¥ und %' nach (20):

20q 204 , l—eaq
k= ~ T )
Vb+um+%mar—la+wq’k Al

Ferner:

(22)

E=Fli+ o+ (35) B+ )
Also nach (19):

1 e —e 2FE q?
o5 = K232m{1+3/5a2<p2 4)}.- (24)

Weiter ist1):

gTitnlor o p—n KK — 2. +2(§) +-- l

&=
1+V¥
Aus (25) und (23) folgt:
~ %4
§ o 4
und daher
Also erioslon ~v 1/ 0, (26)
neznnw)alwl )
24 2 eﬂn:n “’3/6)1 =~ 3/3 o2 q2. (27)

1) H. A. Behwarz, l.c., 8. 56, Formel (5) und (6).
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Aus (17), (24) und (27) folgt:

—_— «

cos ¥ = I (8p2—1). (28)
Dasselbe Ergebnis folgt natiirlich auch aus (17a).

§ 5. Fortsetzung; Giiltigkeitsbereich des Falles |of < 1.

Indem wir den in (28) gefundenen Mittelwert von cos & in die
erste der Gleichungen (6) einfiihren, folgt unter Beachtung von (14):

2 J——
LI )

Hieraus ergibt sich, daB nur fiir:

pﬂ > 1/3
d.h. (30)
pr> Y, JE
der Dipol in das Feld hineingezogen' wird, also sich dem Draht nihert.
In allen anderen Fillen — natiirlich gilt dies nur fiir jo| <1 —, ins-

besondere in dem Falle § = 0 findet eine AbstoBung des Dipols
von dem Drahte statt. f = O stellt eine Bewegung dar, bei der der
Dipol in einer vertikalen oder horizontalen Schnittebene des Zylinders
rotiert. :

Wir beschrinken uns hier auf den wichtigeren Fall der ,An-
ziehung®, da bei diesem sich offenbar gréBere Ablenkungen des Dipols
erzielen lassen, als im Falle der Abstofung. Der Dipol wird nimlich
im Falle der Anziechung in Gebiete immer wachsender Feldstirke
hineingezogen.

Aus (29) folgt nach einmaliger Integration:

,-Z_E_Cl‘y_)_—__l_ _1___.1 (31)
]/ EM L I
und nach nochmaliger Integration:
r _
t = '6:96 giﬁ—]f—-i- Vre —r2. (32)
Dies ist das Zeitintervall, wibhrend dessen sich der Dipol, von der
Entfernung ry an, bis auf die Entfernung r dem Drahte n#hert.

Ist s die Strecke, die der Dipol parallel der Drahtachse in der
Zeit t durchflogen hat, und v seine Geschwindigkeit in dieser Rich-
tung, so folgt aus (32) fiir die Ablenkung, die er auf dem Wege s
erleidet:

32‘u2 Gﬂ (3p2__. 1).

Bra EM (38)

drl=rj—r = ro— Vr&—-—
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Die beiden Integrationskonstanten der Bewegungsgleichungen, § und
E, sind nach der Quantentheorie durch folgende Ausdriicke gegeben:

ﬁ Wg h
84
B (n1 + ny)2 R (34)
- 8m2J
also
. g >2
= ny 4 my/’

wo h die Plancksche Konstante bedeutet und die Quantenzahlen n,
und n, durch die Quantenbedingungen

2n
(podp =228 =mnh l
0

(j;p,gdﬂ = E{;Jada =nh ]

gegeben sind. In dem Ausdrucke fiir die Energie sind die Glieder,
die vom Felde herriibren, da sie von der Grifenordnung o2 sind?),
fortgelassen.

Die Geschwindigkeit » des Dipols lings der Achse kann bei einer
bestimmten Temperatar 7' der den Molekularstrahl erzeugenden Sub-
stanz von vornherein jeden Wert zwischen 0 und oo annehmen. Wir
wollen im folgenden den wahrscheinlichsten Wert benutzen. Nimmt

man mit O. Stern?) an, daB die Verteilung der Geschwindigkeiten
Mv2
im Molekularstrahl durch den Ausdruck: conste 2#T3dp gegeben ist,

80 ergibt sich fiir den wahrscheinlichsten Wert von »:

3T
%o = |3 (36)

Aus (32), (33), (34), (86) folgt:
roh }/3 kT ny + ny

275#0 n( 1y >2 1
7y 4 ng

V 3 (——-2 >‘ b 1
8m2Js2u? 02 Ny -+ n.
Ar| =r, — 2 . 1 2 .
I 7" To ro 3k Trog P (‘n1 .‘”{2)2 (38)

1) G. Hettner, Le.
%) 0. Stern, Z8. £. Phys. 3, 417, 1920,

(35)

Vre —r2 (37)

oder
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Aus (30) und (34) folgt fiir die Bedingung der ,Aunziehung®:
7 (Y3 —1)> ﬂl} (39)
oder 0,732 ny > n, :

Die Voraussetzung der Rechnungen dieses und des vorhergehen-
den Paragraphen war die, daf |¢| < 1 ist, d.h. daB

=&
- o) o
Nun ist nach (14) und (34):
_ 8muCJ-
SakICeTNg ) )

Also ist (40) sicher erfiillt, wenn

8miu CJ .
1 (== n, 4 ny) = ‘/m— (42)

]
VM =Z—¢ (43)

wobel Z eine ganze Zahl, { ein echter Bruch ist, so muB also
n=Z (44)
sein. Schreiben wir die Bedingung j¢j < 1 in der Form
Sx2u CJ
on2h?
so zeigt der Vergleich mit (9) und (10), daB hier in der Tat
2<1,

woraus die Berechtigung folgt, E’ in erster Niherung — F zu setzen.

Setzt man

<1

§ 6. Die Verteilung der Quantenzustinde des Dipols.

Um aus den entwickelten Formeln praktische Schliisse ziehen zu
konnen, muB man feststellen, mit welcher Hiufigkeit dic verschiedenen
durch »n, und n, charakterisierten Quantenzustinde vorkommen.

Da im Molekularstrahl keine ZusammenstéBe der Dipole unter-
einander stattfinden, und da die Quantenzahlen adiabatische Invarianten
sind, so wird die Verteilung der Quantenzustinde im Felde dieselbe
sein, wie die Verteilung der Quantenrotationen auBerhalb des Feldes.
Macht man die Annahme, daB sich bei der Verdampfung die
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normale kanonische Verteilung einstellt, so ist die Zahl der Dipole,
deren Quantensumme n, + n, = 1 betrigt1):

& n2
N, = N.’.‘_”;__z.
Enef—dix
0 (45)
) G = I
wo T 8mEJET

und N die Gesamtzahl aller auftreffenden Dipole bedeutet. Die Zahl
der Dipole, die der Bedingung (44) geniigt, ist also

o
Sne—r*o
a2
Nngz —_— Nao
Nne—nio
0
oder, da in allen hier in Frage kommenden Fillen ¢ < 1 ist,

"nc“”z"dn
Nizmz = N2g—— —= NeZo. (46)
[ne—"z“dn
¢
Wiblt man der Vereinfachung halber in (43) die GrioBe ¢ so, dab
§ = 0 wird, so folgt
unC

Nuzz = Ne¢ *eFT, 47

Nun ist, wie ein Vergleich mit den Rechnungen am Schluf des § 2

. . N uC .
zeigt, die Grofe ok T fiir Temperaturen ' = 3000 abs. klein gegen 1,

also etwa
. u(/'
_6]
ng<
wo 0L1

Daher ist der Exponent der c-Funktion in (47) héchstens = /.
Macht man die naheliegende Annahme 0 ~ &, so ist N,.‘J mindestens
gleich N/3 (rund).

Wir sehen daraus, daf wir mit der Bedingung (44) einen be-
trichtlichen Teil aller Molekiile umfassen. Es bleibt dagegen noch
niher zu erdrtern, inwieweit die so umfaBten Molekiile noch merkliche
Ablenkungen aufweisen. Aus (38) erkennt man, daB bei gegebenen

(43)

1) F. Reiche, Ann. d. Phys. 58, 681, 1918. H. Kallmann, Diss. Berlin
. 1920. N, Bohr, Abhandlungen iiber Atombau, S.147. Braunschweig, Friedr.
Vieweg & Sohn, 1921.
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Werten von ry, J, s, #, G, T die Ablenkung |4r| um so grdBere
Betriige annimmt, je grifier der Ausdruck

7y \?
3(n1+n,_,> —1 _ 8p2—1
(7 + my) e
ist. Im folgenden geben wir eine Tabelle an, in der die verschiedenen
mdglichen Werte dieses Ausdrucks eingetragen sind, und zwar nur
die, die der Nebenbedingung (39) geniigen (,Anziehung¥).

Ny ny n = ny -+ ng 32%2:1..

1 0 1 2

2 0, 1 2, 3 -5

3 0,1, 2 3, 4,5 2

4 0, 1, 2 4,5, 8 2

5 0,1,23 56,1, 8 e, 7w
6 0, 1,28 4 6,7, 8,9, 10 T

7 0,1,2 8, 4 5 7, 8, 9, 10, 11, 12 =

8 0,1,2 3, 4,5 8, 9, 10, 11, 12, 13 =

2
Die Tabelle zeigt, da8 2 - ! die grobten Werte fir den Fall

5
n, == 0 annimmt. Erst fiir #, — 0; #n, — 8 unterschreitet dieser
Wert den hochsten Wert (-217) der Fille n, 7= 0.

n; = 0 bedeutet nach (35) & = const = &, d. h. es ist dies
der Fall, bei dem der Dipol eine reine Prizession um die Feldrichtung
mit dem Offnungswinkel 9, beschreibt. Die Tabelle lehrt also, daB
diese Fille der reinen Prizession eine die iibrigen Fille iiberragende
Anziehung aufweisen. Wir wollen daher im folgenden den Fall der
reinen Priizession gesondert behandeln, um so mehr, als wir dabei
imstande sind, uns von der einschrinkenden Bedingung |a] < 1
freizumachen.

§ 7. Die reine Prizessionsbewegung des Dipols.

. Der Fall der reinen Prizession ist dadurch charakterisiert, dafi
die beiden Wurzeln 2, und #; der Gleichung @ (¢) = O [siehe (15)]
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zusammenfallen. Bezeichnen wir diese Qoppelwurzel mit ¢,, so mul
2, den beiden Gleichungen

D(z) =0 \
D (2) =0 J (49)

geniigen. Aus der zweiten Gleichiing folgt:
14143
=" 3a (50%)

2

Setzen wir den aus @' (25) = 0 folgenden Wert von «:

5 — 2 2,
, T 8g—1.
in die erste Gleichung (49) ein, so folgt nach kurzer Rechnung
(I1—2)24-248, =0 1
_p*  Prr nghtr (51)
wo 1= o~ 2JuC 87z2J4LCl

Schreibt man die Energiegleichung (13) hier in der Form:

o . B
= 2T (1 —2f) (1 — az,)’

so ergibt eine einfache Diskussion, unter Benutzung von (50), das

folgende Resultat: Ist E' und daher & > 0, so ist 2, — 1;%,

. . . 1
und zwar nimmé 2z, alle Werte zwischen 0 und <— \E) an, wenn ¢

von 0 bis (- oo) lauft. An det Stelle ' = 0 springt o von (4 oc)
nach (—oo). Ist E und o < 0, so gilt fiir 2, der Ausdruck:

2
£y :_l_i—_l/_;_“-{;_:%_g,_’ und zwar nimmt alle 2, Werte von <_ %)
bis (— 1) an, wenn « von (— oo) bis (— 1) linft.

In jedem Fall ist 2, = — cos, durch (51) als Funktion von %,
d. h. von r, gegeben. Physikalisch von Bedeutung ist natiirlich nur
diejenige Losung von (51), die zwischen O und (— 1) liegt. Diese
wird dann in die erste Gleichung (6) eingesetzt.

1) Setzt man den Wert (50) fiir 4, in die erste Gleichung (49) ein, so folgt
nach einiger Rechfung die Gleichung

%kﬁ—l)y4—9ﬁ.y3+2y2—|—)ly_—1 =0
nC

wo ¥ = 55 ist. Diese Gleichung bestimmt fiir den Eall n; =— 0 die Energie E"
als Funktion der Quantenzahl ny fiir jeden Wert von 7.
Zeeitschrift fir Physik. Bd. VI. 25
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Es 1aBt sich zeigen, daf, man die Losung der Gleichung (51) in
erster Niherung durch

50=—<1_V> fiir Oél_<_‘l‘
=7 (52)
zo=——(w~2+2“}‘) fiir 4>+

darstellen kann.

Die Abweichungen dieser Anniherungen von dem wahren Verlauf
der Funktion 2, (1) zeigt Fig. 3, in der der wahre Verlauf durch die
ausgezogene Kurve, die Anniherungen durch Kreuze dargestellt sind.

L L l L ] I i H I
0 WU BT LT BB L TR BS LI F D ¢ TGS
—
Fig. 3.
§ 8. Fortsetzung; Naherungsverfahren.

Wir betrachten zuerst das Intervall 0 < A 2 —;s Setzt mau deu
entsprechenden Wert ans (52) in (6) ein, so folgt:

. C T -2
=B (rs Vﬁr t). (53)
Dabei ist _
/'L n2Zhir
—— 0 *
bo =8mJuC (54)

Die einmalige Integration dleser Gleichung liefert:

1
b 24;0‘/___]/210 S 1—1/2/10_ (55)
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Hieraus nach nochmaliger Integration, wenn man wieder
M

s
t_v_s —

3k

N

getzt:

————m r 12’/," e
g VaLT 1 9 3]/21 +34, arc co (;:) 12(1~,V210)+y/10
260G 9(1-y22,)

(1-V27%,)3 V214 /
[ V2% r_o '] Vl_m<:_o)%_(1_.vm):_o} (56)

1-V24
Diese Gleichung gibt an, welche Strecke s der Dipol bei gegebenen
g, 4, C, roy Ty ny durch das Feld (parallel der Achse) fliegen muS,
damit er eine Ablenkung |AJr| = r,—r erfihrt. Speziell stellen wir
die Frage: wie groB muBl s werden, damit der Dipol bis zum Draht

gelangt. Kann man dabei '-g- < 1 setzen, so erhilt man:
0

141/3kT7} |

Sy == E—‘/—Q—!I—CTO . F(lo) '
WO _ _— ('3"')

F (i) = - 1 ,{2_2;/2,1“310&“05( VI;_)_?’ V24, | I

-v2i)l (V2% V2a-va,)  1-v2%) |

In Figur 4 ist F(4,) in dem in Frage kommenden Gebiet zwischen
Ao = 0 und i, = % anfgezeichnet.

In dem Intervall lg% benutzen wir die zweite Nitherungsformel
in (62). Dann wird

woraus durch einmalige Integration folgt:

v
—_— 1+ 1+—.,<—°) ——-—l
s_ﬁ‘ﬁ! 2("02 V WA/ 1 1120 5
=t 1+H p lg 5 1+/1§ (58)
[ 1+V1+-T
J'0

0
Die zweite Integration gelingt nicht in geschlossener Form. Sie
miilite graphisch oder durch Niherungsverfahren ausgefiihrt werden.
Im Falle groBer Werte von i folgt aus (52)

1
Bg == — T

24

25 *
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Wie aus. (41) erkennbar, deckt sich also der Fall gloBer 4 mit’ dem
schon behandelten Fall |¢} < 1. Es wird néimlich hier, fiir n, = 0,

1.
“*=7

§ 9. Allgemeine Behandlung des Prizessionsfalles.

In. praktischen Fillen kann 4 wihrend der Bewegung des Dipols
ganz in dem Gebiet 0 < A < 1 liegen (wenn nimlich 4, < - ist),
dann 1a8t sich Formel (56) oder (57) verwenden. Oder es kann der
Fall eintreten, daB anch der kleinste vorkommende Wert von 4, also
4 ny h2 0

min = SnﬁJ c
verwenden, in der, fiir den hier vorliegenden Prizessionsfall, n, =— 0
zu Setzen ist. Es kann .schlieBlich A ganz in dem Mittelgebiet lxeuen,'
dann ist die weitere Rechnung an (58) anzuschliefen.

Es kann aber andererseits der Fall eintreten, daB A wihrend der
Bewegung von dem einen der drei Gebiete in das benachbarte dber-

, noch grofl ist (etwa > 5); dann 148t sich Formel (37)

s

L
Qo
1 T 1T T {7

T

| | 1 i L )
oY 97 03 G%F O5i—=A,
Fig. 4. -Fig. 5.

tritt. Dann kann man so vorgehen, daf man dic bebandelten Nahe-
rungen aneinanderschlieSt. Dabei ist zu beriicksichtigen, da der Dipol
in das Gebiet der kleineren A mit einer Anfangsgeschwindigkeit ein-
tritt und daher die obigen Formeln entsprechend zu modifizieren sind.
Fiir diesen letzten Fall 148t sich zur Auswertung experimenteller Be-
funde vielleicht besser Tolgendes graphische Verfahren verwerten.

Wir kniipfen dazu an die erste Glemhung (6) an, dxe wir folgender-

mafBen schr elben , '
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Dabei ist 2, als Funktion von A (also auch von. r) durch die
Gleichung (51) bzw. durch Fig. 3 gegeben. Setzt man

a0 1w, (60)

M
3kT

ersetzt man ¢ in der Differentialgleichung (59) wieder durch SV
so geht (59) tiber in

azl
d-d;f—f(l)a (61)
wo
. o s ]
= |
sl o
. .o 2
S—-uCWM1<7Ei>’

Da 2,(4) und daber auch f(1) graphisch (oder tabellarisch) bekannt
ist, so liBt sich (61) graphisch integrieren, mit- den Anfangs-
bedingungen:

=1 l
ai fir « =20 (G3)
- —90 J :
du
Mau erhilt da}durch, fir jeden Wert von A4, 4 als Funktion von %, d. h.
A= P (u, d), (64)

wo also ¥ (u,4,) durch eine Kurvenschar mit 4, als Parameter gegeben
ist, die in Fig. 5 schematisch dargestellt sei?).

Nun ist _
24m2 kT _
S.ky =1, VW = D. (63)

Beschrinkt man sich anf den Fall der griBten Ablenkung (r, = 1)
so ist b eine bekannte Konstante, falls rq, J und 7T gegeben sind.
Will man nun aus einer, zu einem bestimmter s gehdrigen, maximalen
Ablenkung den Wert ¢ des Dipolmomentes berechnen., so verfihrt
man wie folgt: man wihlt willkiirlich einen beliebigen Wert von A,
den wir A® nennen. Zu diesem gehdrt nach (65) cin bestimmter
Wert SO,  Aus (62) folgt dann fir das experimentell gegebene s

. ] : “
ein Wert 4@ — OB Aus der Kurvenschar (Fig. 5) wihlt man dann

die Kurve mit dem Parameter 4® heraus und bestimmt auf ihr den

1) Die genane rechnerische Bestimmung dieser Kurvenschar behalten wir
einer spiteren Verdifentlichung vor.’
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zn u® gehorigen Wert 4. Ferner berechnet man mit Hilfe dor
Beziehung

r = —-1, : (66)

indem man 4, = A’ und 4 = A® setzt, den zn AD gehorigen Wert
#®, Dadurch hat man, fir 4, = A, den zu s gehorigen Wert r® er-
halten. Fiihrt man diese Operation fiir eine Reihe von Werten von
Ao dureh, [A®, A®, 19, ..., 1§7] so erhdlt man fiir jeden Wert von 4,
den zu 8 gehdrigen Wert von #, also eine Reihe von Werten r®, r®,
r®, ..., r®. Stimmt r& mit dem experimentell gegebenen Wert iiber-
ein, so ist A der ,richtige* Wert von 4, Aus diesem berechnet sich
dann mit Hilfe von (54) der gesuchte Wert von g.

§ 10. Anwendung der erhaltenen Resultate.

Wir wollen im folgenden die abgeleiteten Formeln dazn benutzen,
um in einzelnen praktisch moglichen Fillen die GrofBe der Ablenkung
der Dipole zu berechnen und den Prozentsatz der in bestimmter Weise -
abgelenkten Dipole zu schitzen.

1. Beispiel.
¢=0lcm; B =1cm; g, — ¢; = 2.108Volt = 667 (elektrost. Einh.)
also
C = 289,67; J = 2,6.10—%; p = 2,6.1078; T = 3000,
Dann ist nach (41) e sicher kleiner als 1/;, wenn # > b ist. Ams den
am Schlasse des § 6 angefiihrten Griinden beschranken wir uos auf
die Fille reiner Prizession (n; — 0). Wir konnen hier fiir alle % >5
Formel (37) verwenden. Die stirkste der durch diese Formel dar-
'cestellten Ablenkung tritt fiir » = 5 ein. Fiir die Lange der Weg-
strecke s, die die Dipole parallel der Drahtachse zuriicklegen miissen,
um bis zur Drahtoberfliche (r = @) zu gelangen, ergibt sich:’
s = 75,27 .7, {ri — 0,01 (cm).
Fiir r = 0,5 cm folgt: s = 18,8 em, d. h. die Dipole mit der Qnanten-
zahl ny, = 5 werden auf der Strecke 18,8cm um 4 mm abgelenkt.

Setzt man andererseits ro — 0,2 cm, so folgt: s = 2,61 em, d.h. die
Dipole (n, = 5) werden auf der Strecke 2,61 em um 1 mm abgelenkt.

Dieses ist aber natiirlich nicht die stirkste Ablenkung; diese tritt
vielmehr bei n; — 1 anuf. Fiir den zuletzt betrachteten Wert von
ro (= 0,2 em) ergibt sich aus (57), daB bereits nach weniger als 1,7 cm
Fluglinge der Dipol am Draht eintrifft. Beschriinkt man sich nur
auf die Prizessionsfille (n, == 0), 8o folgt aus (45) und (46) fir die
Zahl derjenigen Dipole, die die Quantenzahl n, = 1, 2, 3, 4, 5 besitzen, .



Uber den Durchgang bewegter'Molekﬁ]e durch inhomogene Kraftfelder. 373

die also eine Ablenkung von einem Millimeter auf eine Strecke von
hochstens 2,61 cm besitzen:

Noa  Nos N.,a ‘  Nou -
L = 0,097; =& = 0,083; = 0,064; ot = 0,045;
.No,s
= __——vo,029.

Um die oben erhaltenen. Ablenkungen (fiir den Fall n, = 5,
r, = 0,2 em) noch deutlicher sichtbar zu machen, konnte man den Dipol,
nachdem er die Ablenkung von 1mm im Felde erlangt hat, aus dem
Felde austreten und noch eine lingere Strecke feldfrei fliegen lassen.
Bezeichnet y den Winkel, den die Austritterichtung des Dipols aus
dem Felde mit der Drahtrichtung bildet, so ist

gy =1. (67)

PEENEE—Y

Setzt man fiir v den Wert aus (31), fiir » wieder V3kT, so folgt

M
unter Beachtung von (34):

4:1:(1,0’
or =" Vo Va—ar <68>

Setzt man r = @ = 0,1 em, so folgt fiir den oblgen Fall: y = 60 34",
Fingt man daher den Dipol 10om hinter dem Ende des Feldes auf,
80 beobachtet man eine Ablenkung von 12,5mm. Man erkennt hier-
aus, daB man unter Benutzung dieser letzten Methode, bei einer An-
fangsentfernung von 0,2cm auf einer Strecke von 12,61 cm bereits
eine Ablenkung von 12,5mm erhilt, wihrend bei einer Anfangs-
entfernung von 0,5em die Ablenkung selbst auf einer Strecke von
188 cm nur 4 mm betrigt. Es ist also hier vorteilbaft, r, klein
zu wihlen und den Dipol noch eine mdaglichst. lange Strecke feldfrel
fliegen zu lassen.
2. Beispiel

Um einen Fall zu diskutieren, in dem die stirksten Ablenkungen
sich mit Hilfe der Formel (56) berechnen lassen, wihlen wir r,==0,2 cm;
p == 1078; J = 7,49.10-%, wahrend wir fiir die iibrigen GréBen die
alten Werte beibehalten. -Dann wird nach (54):

A = 005; 1, =02; 4, = 0,45.
Nny=1 ng =2 ng=—3
Die drei ersten Prizessionsfille liegen hier also im Giiltigkeitsbereich
(20 <%4) der Formel (56). Aus dieser Formel berechnet sich fiir
r =g = 0,1 em:
sy = 1,82cm; s, = 2,00cm; s, = 2,097 ¢m.
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Die Dipole mit den Quantenzahlen 1, 2, 3 erleiden also eine Ablenkung
von einem Millimeter auf den Strecken 1,82cm; 2,00cm; 2,097 cm.
Die Winkel y, die die Flugrichtung der Dipole, beim Austritt aus dem
Feld, mit der Drahtachse bilden, berechnen sich hier, nach (55) aus
der Formel:

o=V VB =R

Fiir die drei soeben betrachteten Fille folgt daraus:

y, =808 yp,=T030"; y, — 6049’

Dabei sind die hier gegebenen Werte diejenigen Austrittswinkel, die
die Dipole jeweils bel Beriihrung der Drahtoberfliiche besitzen.

Es ist von praktischem Interesse zu berechnen, in welchen Ent-
fernungen r und unter welchen Winkeln gegen die Drahtachse die
Dipole mit aufeinanderfolgenden Quantenzahlen eine bestimmte Ebene
s = const durchstofen. Im Anschluf an den oben behandelten Fall
wihlen wir als Durchstofebene die' Ebene s = s, =— 1,82¢m. Dann
ist also fiir 7, = 1:r = O,lem; p;, = 8°8. Aus (56) berecknet sich
dann fir ng = 2:7r = 0,1232 cm und der dazu gehorige Winkel
7, = 5952, Fingt man beide Dipole auf einer Platte 10 cm hinter
dem Feldende auf, so hat der erste Dipol die Ablenkung 1,53 em,
der zweite 1,11 cm erlitten.

Wir haben hier iiberall angenommen, daBf die Molekiile mit der
wahrscheinlichsten Geschwindigkeit (36) durch das Feld fliegen. In
Wirklichkeit haben die Dipole alle moglichen Geschwindigkeiten, die
nach einer modifizierten Maxwellschen Funktion (v8¢—B®dv) verteils
sind. Will man die Zahl der Teilchen, die auf einc bestimmte Stelle
des Aunffangeschirmes auftreffen, also die ,Intensitiit des Ablenkungs-
flecks“ bestimmen, so muf man die zu jeder Geschwindigkeit v ge--
horige Ablenkung fiir alle Quantenzahlen bei konstantem s ermitteln.
Da jedoch — mit Ausnahme des Falles |¢|<<1 — die Ablenkung in
komplizierter Weise von » abhidngt, so ist ohne nihere Rechnung
nicht zu iibersehen, ob die oben berechneten Ablenkungsflecke fiir
benachbarte Quantenzablen als deutlich getrennte Maxima wahrzunehmen
sind. Diese Untersuchung behalten wir einer spiteren Verdffent-
lichung vor.

Der Vollstindigkeit balber sei noch bemerkt, dafl es auf Grund
der Formel (56) moglich ist, aus zwei verschiedenen Messungen
(etwa durch Variation des Feldes oder der Anfangsentfernung r,)
sowohl g wie J zu bestimmen,
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§ 11. Dipole mit induziertem Moment.

Zum SchluB behandeln wir noch den in der Einleitung erwihnten
Fall, daB die Molekiile keine festen Momente besitzen, sondern das
Moment erst durch das duflere Feld in ihnen hervorgerufen wird. In
diesem Falle ist das Moment ¢ dem Felde @ proportional, also:

u=g-@=%;q, (70)

wo g, die Polarisierbarkeit, eine fiir die betreffende Substanz charak-
teristische Konstante ist. Hierbei darf man angenihert mit der An-
nahme rechnen, daB die Richtung des Moments damernd mit der
Feldrichtung iibereinstimmt, also cos & — 1 setzen. Aus (6) und
(29) ergibt sich dann, daB die Rechnungen des § 5 hier Anwendung

2(3p2 —
finden, wenn man dort den Ausdruck y_(.%_pE___l_l durch g ersetzt.
Also folgt fiir s nach (37):

s=2 YL 3 (11)

und -entsprechend fiir den Austrittswinkel P
_rd—n o
gy =—"7-— (72)

Nach Debye liBt sich g aus der Molekularrefraktion berechnen. Der
grofite aus seinen Angaben folgende Wert ist: g =— 10~2. Benutzt
man ferner die Daten: 7y = 0,2em; r = ¢ = O,lem; € = 289-,67 5
T == 3000, so ergibt sich eine Ablenkung von 1mm auf der Strecke
s = 13,3em. Der entsprechende Wert von p ist 10.17. Libt man
also den Dipol noch 10 cm hinter dem Felde laufen, so erbilt man
eine Gesamtablenkung von 3,3 mm.

' Wiirde man fiir r = @ den Wert 0,05 cm wihlen, so erhielte man
eine Ablenkung von 1,5 mm -auf 14,84 cm Feldweg. Da y hier 2053’
(ist, so laBt sich in 10 cm Entfernung hinter dem Feld eine Gesamt-
ablenkung von 6,6 mm erzielen.

Berlin-Dahlem, 26. Juli 1921.

Kaiser Wilbelm-Institut ‘fiir physikalische Chemie und Elektrochemie.




