Snr un  théortme relatit aux surfuces pour lesquelles Tes
coordonnées dun point queleongue sexpriment pav des fone-
tions abdliennes de deux paramidres,

Prar

e Prearp & Paris,

(1) On sait que Clebsch a d¢tendn aux surfuces algébriues la
notion de genre si importante dans la théorie des courbes plines
(Comptes rendus, décembre 18G8) et cette dtude a fait depuis Pobjet
des travaux de plusienrs gdomotres, purmi lesquels je citeral M. Nither
(Mathematische Anualen). Je considérerai seulement icl des surfices
payaut dauntre singularité gue des courbes doubles el Je supposerai
de plus qu'on tous les points de la courbe double, Jes deux plans
tangents & la surface sont distinets. Je rappelle que le genre dune
surface d'ordre n est, dapres Clebsch, le nombre des caéfticients
restant arbitraires daus une swface dordre n - 1, pussant par la
courbe double.

Considérons une surface n'ayant d’autre singularité que celles qui
out été indiqudes et telle que les coordonndes d'un queleongue de ses
poinltvs puissent s'exprimer par des fonctions abéliennes de deux para-
mitres « et f. Lobjet de cette dftude esb de montrer que le yonre
dune tolle swiface est au plus égal @ Dunitc®): cest, on e voit, nue
proposition toute semblable 3 un théortme hien coupu dans la theore
des courbes planes.  Nous suivrons lo méme marche daus Juo dé-
monstration, aussi marréterai-je toud d'ubord sur la proposition relative
aux courhes planes eb qui peut s'¥noncer ainsi: sf Jes coordonnées dun
point quelconijue Tune courhe plane irréductible de degré m
) Pz, y) =0
peuvent g'exprimer par des fonclious doublement périodiques  'un
parametre 2, le genre de la courbe ne peut elre supéricur & Tumite.

#) Cf. Comptes Reudus de PAcadémie des Sciences, 1881, 1, p. 1495 fl.
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Nous supposerons, comme on le [ait souvent dans la théorie des
fonctions abéliennes, que l'équation (1) contienuce un terme de degré
m par rapport &y, et que le rapport % ait m valeurs finies et distinctes
pour  infini.

Soit [ F@ v de

I,y
tive a I'équation (1).
Jenvisage l'expression

nne intégrale abélienne de premidre espece rela-

du

Xy Y
@) e
y & Y)
qui est manifestement, comme 2 et y, une fonction doublement
périodique de z, mais nous allons voir qu'elle n'a pas de poles et
qu’elle se réduit par suite 4 une constante.
Examinons d’abord ce qu'elle devient pour un pole z = « de .
Dans le voisinage de z = oo, on aura, puisque lintégrale est de
premiére espéce

1
Ly P( ”’)
.FZ/'(.CU, Y} il ?

o (1 . i o . . . .

P (-, ) représentant une série ordonnée suivant les puissances
. 1 s ;

eroissantes de - ct prenant une valeur différente de zéro pour = oco;

m est un entier égal ou supérieur i deux. Si maintenant n désigne

le degré de multiplicité du pole de «; on aura

fla,y)

1y = @ — o Pl —a),

P(z — o) représentant d’une manitre générale une série ordonnée
suivant les puissances’ croissantes de 2 — @, et par suite

. dx

flz, y) "d;' (—1)

gz o == (g — )Y n—1 — o).

By = @ — @1 Ps — )
Or on a certainerient

(m—1Dn>1,

puisque » n'est pas nul et que m > 2. Par suite Vexpression (2) a une
valeur finie pour 2 = ¢,

Soit maintenant 2, une valeur de z, telle que la valeur corre-
spondante z, de z soit un point eritique de la fonction algébrique
de %, définie par Véquation (1) et désignons par y, la valeur de y
pour # =z, A une valeur de £ voisine de z, correspondent une valeur

de et une valenr de y. Supposons que cette dernidére fasse partie
d'un certain systéme circulaire de racines de Péquation (1), relatif aun
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Point critique i, et soit p le degré de ce systeme circulaive. Je suppose
YQue ce degré soit réduit autant que possible, c'est & dire que ce ne
Pruisse etre qu'aprés un nombre de tours dgal & p ou i un multiple
Qe p de la variable z autour de z, que la fonction algébrique y reprenne
la, méme valeur. 11 est facile de voir que, dans ces conditions, 2 = g,
eyra &tre une racine de l'équation z = z, avec un degré de multi-
0 licité égal 4 un multiple Ap de p (A >1). En effet soit g ce degré
de wultiplicité; # ayant tourné une fois autowr de z,, z a tourné ¢
ois autour de #, et y a néeessairement repris la méwe valeur; done
o = p.
On a néecessairement d’ailleurs dans le voisinage de z = 4,

) flz,y) Mz
F (e, y) p?
(.’I)——-.’L'“) 1
ZW () prenant une valewr finie et différente de zéro pour z = x, et
o
17 entier positif ou négatif ¢ satisfaisant & Vindgalité ¢ < p.
(z — x,) contenant d'autre part en facteur (z -— #)*#, on aura:

He, ?/) _le—j— . A p—p—t P
F @y = (¢ — %) )
&> prenant une valeur finie et différente de zéro pow & =z, Mais
on a
Pruisque p — g > 0 ot que lentier 4 est au moins égal a T'unité. Dar
suite Pexpression (2) garde une valeur finie pour z == 2z,
Il est donc établi que pour toute valeur finie de z, Pexpression
(22) a une valeur finie parfaitement déterminée. Cette expression, étant
¥’ ailleurs une fonction doublement périodique, se réduit & une constante.
Cecl posé, supposons que le genre de 'équation (1) soit supérieur
21 un, il existera au moins une seconde intégrale de premiére espéce, soit:

hix, y) dw
F /(@9
du
B F1C257) gz o .
et l'expression — 4 - se réduira aussi & une coustante.
y & Y)
Le quotient %%J)l serait donc aussi constant: conclusion inad-
7

yyaissible, car il ne pout exister deux relations distinctes entre x et y.

(IT) Nous allons suivre une marche toute semblable pour dé-
rnrontrer le théoréme précédemment énoneé. Au lieu d'employer les
coordonnées ordinaires z, i, £ pour un point de la surface, prenons
1es coordonuées homogénes x, 4, 2, £, et soit alors
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[, y,2,8 =0
Véquation de la surface. Nous pouvons supposer que z, y, z, ¢ sont
des founetions uniformes et continues des parametres « et 8

w:Pi(a’ﬁ), szQ(aa ﬁ)) Z=1)3(0¢, 18); t:'l)l(“) ﬂ)

et se reproduisant comme les fonetions © & un facteur expunentiel
pres (le méme pour toutes) par laddition & « et § de périodes corre-
spoundantes. Il pourra arriver que pour des systemes de valeurs (g, 0),

b

un ou plusieurs des rapports ’1;' soient indéterminés, mals ces couples
j

de valeurs (@, b) seront en nombre limité, abstraction faite, bien
entendu, de multiples des périodes. ('eel revient & dire que pour une
fonection abélienne de deux variables « et 8, il y a seulement un
nombre limité de couples de valeurs de « et 3 (en faisant abstraction
de multiples des périodes), pour lesquelles la fonction est indéterminée,
Nous pouvons de plus supposer que les quatre fonctions /” ne s'annulent
simultanément que pour un nombre limité de couples de valeurs des
variables. Cette dernidre supposition, dont la justification présente
quelques longueurs, n'est d'aillenrs pas indispensable pour notre objet;
arrétons nous simplement sur ce point que pour toute valeur (e, B))
de o et 3, ne coincidant pas avec un systtme de valeurs (@, b), et
annulant les quatre gnantités P, on peut choisir trois des quantités P
de telle maniere que leur quotient par la quatrieme alent pour ¢ = e,
B = B, des valeurs finies, parfaitement détermindes. Tout d'abord il
est clair que ces quotients auront des valeurs parfaitement détermindes,
puisque le couple (e, 8,) ne coincide pas avec un couple (e, b) d'indé-
termination. Il gagit sculement de voir quen prenant convenablement
une des quantités P et divisant par elle les trois autres, les quotieuts
ont une valeur finie. Or toute gquantité P peut se mettre sous la
forme :

e —a,, B—P0)+ Qo (& —a, B—B)+ -

les @ étant des polynomes homogtnes en e — e, et § — f,, d'ordres
marqués par lindice. Or prenons pour polynome diviseur celui pour
lequel le premier indice » est le plus petit possible: il pourra y en
avoir plusieurs pour lesquels » aura la méme valeur minima, on prendra
Pun quelconque d'entre eux; il est clair que de cette maniére, chacun
des quotients aura une valeur finie.

Ces préliminaires posés, soit maintenant

Q(x7 Y, %, t) = 0;

une surface d’ordre (» — 4) passant par la courbe double de la sur-
face, j'envisage 'expression:
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i

& U] 4 i
oz oy 0t
({2 ((I}, /.’/7 A t) 6(1 ad '(?ux
| dz 0y ot
— .. 1 OB 08 9B
(@)= NACYR),

11 est aisé de voir que ¢'est une fonction quadruplement périodique
des variables « et B. En effet chacune des fonctious x, ¥, % ¢ se re-
produit, par laddition & « et § de multiples des pcriodes, multiplié
par une expression de la forme ede+82+0 on A, I et ¢ sout des
constantes.

Done Q(x, v, #, ) se reproduit multiplié par -9 dx+E5+0) o
dénominatenr qui ost de degré (n —1) se reproduit mulliplié par
ge-Didat+EE+0) i) reste & cousiddrer le déterminant entrant en facteur
au numératenr; on reconnaitra sans peine qu'il se reproduit multiphié
par @34e+B3+0) of par conséquent Pexpression (u) est guadraplement
périodique. Nous allons montrer que cette fouction, comme expression
analogue rencontrée plus haut pour les courbes planes, se réduit a
une constante,

(IT1) Considérons d’abord un systéme de valeurs (&, ), nou équi-
valent & un systbtme (@, §) précédemment défini, et de plus ne donuant
pas un poiut de la eourbe double; je dis que Pexpression (g) a dans
ce cas une valenr finie parfaitement déterminde. Lu proposition est
dvidente si ou w'a pas pour ces valeurs f. = O mais remarquons que
Ton a:

afs + Yyl + &l + =0,
L2 40 fy+—~—/ + =0,
T+ 3” Lt G+ =0,

dot Ton conclut:

Ly ¢ ‘! | 2t @ 1 l} ¢ oy
oy ie ot . 8 ot ba | | ot w8
dae Odo do . o Ja du l dee du Qo
dy 8z ol ‘ dz ot rxi \ ot ox Dy
| o8 o8 Ep | _ . B 0B 0B | _ | 0B op 4B
fy - T .,
x oy oz 1
2w 2y 0%
oe de cu
ox 2y 0z
9B 9B 9B

;T
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or (e, ) ne donuant pas par hypothese un point de la courbe double,
les quatre dénominateurs précédents ne seront pas nuls, et la propo-
sition est des lors établie. Ceel suppose que le couple (&, ) n'annule
pas les guatre quantités I’; mais cest 1o une difficulté qui se love
aisément. Nous pouvons supposer, comme nous lavous montré, que
‘?, %, —';— alent en (e, ) des valeurs finies, parfaitement déter-
mindes, Si nous revenous, pour un iustant, aux coordonnées ordi-
naires «, y, 2, admettons que la dérivée particlle £, ne soit pas nulle,
Pexpression (u) s'éerira maintenant
Wz, vy, 8 g:c ,[jy - aa, ;d?/
, o of 0B oe/

1y (1, 2)

eb on voit quelle a en (w, §) une valeur hien déterminée.

(IV) Soit maintenant (@, ;) un couple de valeurs des parametres
dounant un point de la courbe double; je suppose d'ailleurs que (e, f))
west pas équivalent & un couple (w, b) et jadmets d’abord que («,f))
nwannule pas les quatre fouetions . Svit ¢ différent de zéro, ¢'est &
dire que Of, g, i ont pour e¢==g¢, f#==7f, des valeurs finies.
Revenons, comme plus haut, aux coordonnées ordimaires; lexpression
(w) anra les différentes formes

oy 0z oz Oy oz 0% dz O
o —_ T v ) 2 —_————
Q(x; ?],3) e 2B e b‘ﬁ)h Q(x)'yv ) e rdﬁ Do aﬁ g
f;c’(wa Y, &) ? fy'(m: Y, &) ’
oz Oy oy o

Q(x:y:z) e ’a(f — e aB

1. (@ y, &)

et

e oy 2
ow oy e
Q@ y,5) | da Da Ow
0= 0y 0z |
9B 0B 0f |

Les quatre déuominateurs sont nuls ici pour o= a, §==4,,
wais nous avons waintenant & faire intervenir 'hypothese que @Q(z, ¥, 2)
passe par la courbe double de la surface. Soit pour o = a;, g = 8,,
%y, Y, et & les valeurs de z, y et 2. Par le point (2, y,, 2,) passent
deux nappes de la surface, ayant par hypothese deux plans tangents
différents. Considérons un axe de coordonnées, qui ne soit parallele
i aucun de ces plans tangents; soit Vaxe des z. Pour I'une des nappes,
on aura dans le voisinage de z;, ¥,
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1) z—z=al@—a)+by—y)+oE—21r,y—uy),

@ ne renfermant que des termes de degré-supérienr au premier.
Pour T'autre nappe, on aura pareillement:

@ t—z=a@—a)+ 0y —yp)+ Ve —2, 1 —y)
et on wa pas & la fois @ = a et b= 10"
L'équation de la surface donnde pourra évidemment se metffe sous
Ia forme:
0= (2,9, 2)
=lz—2 - al@—z)—0y—y)] g2 —a(@-—a) —V(y—u)]
+ 1)(93‘—‘ Zys ¥ — Y1 z"ﬂj>:

P ne renfermant que des termes en (x —x,), (¥ —¥4,), (¢ — ) de
degré supérienr au sccond.
On aura:

, ’ 3
£ (@, 5) =5 —2, — a(3—2) —b{y—y;) -+ 8 — 2, & w—a,) — V (y—y)
+ P (z—ay, y—Yyy, 2—2)

Pour e =, ¢t =f, on a o =, y =y, et 2 =g, Sinous
donnons & « et § des valeurs voisines de o et §;, x, y et 2 prendront
des valeurs voisines de xy, ¥, #, correspondant & des points situds sur
Pune ou Yautre des nappes (1) et (2): soit, pour fixer les idées, la
nappe (1). Alors, en remplagant dans . (x, ¥, #) z par sa valeur tirée
du développement (1), on a: -

i = (a—da)(@—a)+ @—=0) (y—y) + S@E—2, y—y),

S ne renfermant que des termes de degré supérieur au premier.
Passons maintenant & Pexpression de ¢ (z, v, 2).
Soit

Q(l',] ,Z):A(CIZ~*’L1)—|—B(?] —yl)—}—C’(z*zl)—l—I’(x—x“ Y Z""'zl)

cette sorface est tangente au point (2, y,, ) & lintersection des
nappes (1) et (2), puis quelle doit passer par celle intersection. On
a done:

A D O
fa b1 | =0,
La -+ 1

on

A — )+ L@ — a) — Clal —ba)y =0
relation qui peut s'derive

(3) (A Cay (b — 1) — (B + ) (@ — ') = 05
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en remplagant dans @{x, y, 2), 2 par sa valeur tirée de Uéquation
) on a: .
0@, 9, 2) = (A + Ca) (¢ — z) + (B+ CO) (y — 9,) + - - -
s termes qui suivent détant de degré supérienr aun premier, on
donce
@y, (AFCa)(m—a) FBF O (y—y)+---

£, @, y,2) (@—a) (@ —a =+ =) 5~y + -
. on voit daprés la velation (3) ¢ue les coeflicients de z -z, et
— 4, sont proportiounels dans le numdérateur et dans le dénomi-
ateur. Par suite si le point x, y, # se rapproche sur la nappe (1)
y—¥
Xy

1 point xz,, ¥, &, de itelle maniére que n'ait pas pour

’
: o —a . . ox S >
mite ——, Pexpression précédente tendra vers une limite parfaite-

ient déterminée. Or cette circonstance est dévidemment réalisable
t d'une infinité de maniéres: par suite lexpression (g), quand «
t B tendent respectivement vers e, et £, tend vers une limite déter-
iinde; nous n'avous, il est vrai, cxaminé la question que quand «
Y =W
T t

t 8 tendent vers «, et 8, de telle manicre que n'ait pas pour

imite (Z—Eﬁ? , mais le cas particulier laissé de ¢oté v'a auvcune im-
ortance pour la suite de notre démonstration.

J'al supposé que le couple de valeurs (e,, ;) nannunlait pas 3
a fois les quatre quantités P; il est entitrement dévident, d'aprds les
emarques précédemnient faites, que cette hypothese n'ameéne aucune
nodification dans la démonstration, si on suppose, bien entendn, que
@, B;) n'est pas équivalent & un couple (a, b).

(Y} Nous avous étudié l'expressiou (u) pour tout systeme de
salenrs (e, B,) non équivalent & un systeme (@, b). Cette étnde nous
v montré que pour un tel systeme de valeurs, la fonction avait une
valeur finie bien déterminée, du moins quand « et B se rapprochaient
le «, et B, d'une maniere quelconque, c'est & dire en laissant de
cOté certains cas tout particuliers. Mais si I'on considére une fonetion
abélienne de deux variables « et 8, on reconnail aisément quelle
doit nécessairement devenir infinie pour une infinité de couples non
équivalents de valeurs de ces variables, cest & dire quil y a une
infinité de systemes (A, B) non équivalents tels que « et § se rap-
prochant de A et B d'une maniére quelconque, la fonction devienne
infinie. Or pour Vexpression (u) qui vient d'étre dtudiée, les couples
(a, b), en nombure fini si Von fait abstraction des multiples des périodes,
seraient les seuls ¢ui pourraient la rendre infinie. Cette expression
doit par suite se réduire néeessairement i une constante,
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(VI) La démonstration s'achéve wmaintenant comme dauns le cas
des courbes planes. Si la surface est d’'un genre supérienr au prevvier,
i} existera un second polynome @, (2, v, 2, t) permettant de former
une seconde expression analogue & lexpression (u). Chacune d'elles
t QI.(;T%%_?’”

Q@ 9, % 1)
pour tous les points de la surface; mais cette conclusion est inad-

missible, car on ne peut avoir deux relatious distinctes entre les
coordonnées d’'un point d'une surface. La proposition énonede est
done complotement établie: le genre de la surface proposée ue peut
8tre supérieur & l'unité.

étant constante, leur quotien serait lui-méme counstant

Paris, le 19. Janvier 1882.




