
Sl117 1_1.l"1 Lh(~oI'bllIC relat, if ~mx sm'tiw(,s l,(,~v los~lut.lh,- h,.. 

eoordom~des  d ' un  po in t  quch'onqut '  s ' , ,xlwim,'ut I)aV ,h,~ hint-  

Lions ~b(liom}es (1(' (h,~lx imrambtves. 

Vm" 

l'huLl': I~l~'.tftl) a'~ l'a, ris. 

~I) On sait que C l e b s c h  a &endn mix ~urfi~ees a/g,;hriqm'.~ la 
notion de gem'o si importanie dans la flldorh~' de.~ c.urbes plam,- 
(Comptes rendus~ ddeembre, 18(;,q) e~ cette dtude a fair devuis l',~bj,,! 
des travaux de plusienrs gOombtres, parmi lesquet~ je citerai M. N i~ t h e r 
(Mathematische Anmden). ,re considdrcrai seuh,ment ici des smi'm-vs 
n'ayanL d'autre singuhtritd flue dos Cilllt'bt.~s (lollbh,s t.L ,it' suJ,l.,,~,'rai 
de plus qu'en tons Its points de la torn'be d,mbh', los deux plums 
tangents  ~ la surface stud, distinets. .1(; raplwllc ,lnV h' g.,,nro d'un,, 
surface d'ordre n est, d'aprbs (? lebsch ,  le hombre dvs col;Hh'it'llts 
rest~ant~ arbitraires daus tree surface d'ordr~, n .- |,  passanI par la 
e o u r b e  doable.  

Considdrons une surface n'ayant d'autre singuhtrit6 que celh,s qt,  i 
out dtd indiqudes et telle que les eoordonndes d'un quelconque de ~es 
poin},s puissen~ s'exprimer par des fore:lions ahdlienm's de deux lmra ~ 
mb~res a et {~. l,'obje~ de eett.e dtude est tie nmuh'er q~u' t,' gcmv" 
d'une tclle sur[dcc est au plus (qal d l 'unil/*): c'est, (,n b, v,,i~, .m '  
proposition route semblable ~'L un thdorbnm hien (..,q,t~ darts la lh,.,,r,e 
des eourl)es planes. Nous suivro.s la rostra' ,hatch,' dm~s la dd- 
mons~raifion ~ aussi m'arr('ierai-je tout d'abord ,~m' la l,rot,o~iti"n r,'lativ,' 
aux eourbes planes eL qui l)eUt, s'.:nom:er ainsi: ~.i I.s e,,m'd,mm:.'s dhm 
point queleonque d'tme courbe phme irrddttctibh~ de degr*: m 

(I) 1,'(x, :f) = o 
peu~ent s'exprimer par des fonei, i(,ns doublemenL l)driodiqu es d ' a .  
paramb~re z ,  le gem'c de hL courbu ne pout (.ire SUl.;rieur 5 l'unit6. 

*) Cf. Comp~es tt, eudus d0 l'Acaddmie des Sciences. 1881, l~ p. 1495 fl'. 
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Nous supposerons, comme on le 11~i~ souvent dans la thdorie de~ 
fonctions abdliennes, que l'6quation (1) contiemte un terme de degrti 

Y air m valeurs finies at distinctes m par rappor{ h y~ e{ que le rapport ~- 

pour a infini. 
f f(x, y) dx  Soil 2 ' j (x ,  y) une int6grale ab61ienne de premiere esp~ce rela- 

rive h ]'dquatiou (1). 
J'envisage l'expression 

d x  
f ix ,  y) d z 

1 1 ~ (x, y) 

.qui est manifestement, comme x e~ y ,  une tbnction doublemen~ 
pgriodiquc de z, mais nous Mlons voir qu'elle u'~ pas de pSles et 
qu'elle se rdduit par suite ,~ une constante. 

Examinons d'abord ce qu'elle devient pour un pble z ~ a de x. 
Dans le voisinage de x ~ ~ on aura, puisque l'intdgrMe est de 
premiere esp~ce 

1 

1" ( ; )  reprgsentan~ une sgrie ordonnge suiwnt ]es puissances 

croissantes de 1 x et prenant une valeur difi~rente de zdt'o pour x---~ oc; 

m est un entier 6gal ou sup4rieur "h deux. Si maintenant n dgsigne 
]e degr6 de multiplicit6 du pble de a; on aura 

f(x, y) ~) .... 

P ( z -  a) reprdsentant d'une manibre ggndrale une s~rie ordonnde 
suivant les puissances' eroissantes de z - -  a, et par suite 

d x 
f (x ,  y) --~Fz 

Or on a certaineihent 
(m ~ 1) n >  1, 

puisque n n'es~ pas nul et que m > 2. Par suite l'expression (2) a une 
va[eur finie pour z ~ - a .  

Soit maintenant z 0 une valeur de z~ telle que la valeur corre- 
spondante x o de x soit un point critique de la fonci~ion alg~briclue 
de x,  dgfiuie par l'gcluation (1) et d~signons par Y0 la valear de y 
pour z ~ z o. A une valeur de z voisine de z 0 correspondent une valeur 
de x et une valeur de y. Supposons que cette derni~re iasse pat t ie  
d'un certain syst~me circulaire de racines de l'gquation (1), re]atif au 
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I~(~int critique x o e t  self l) le degr6 de ce systbme circulairc. Je suppose 
(-ltLe ce degr6 soit rdduit autant que possible, c'est h dire que ce ne 
[ ) t d s s e  5tre qu'apr~s un hombre de tours 6gal h p o u  h u n  multiple 
(:1 (~ 1) de la variable x autour de x 0 que ]a fonction algdbrique y reprenne 
1 ~  ruSme valeur. I1 es~ facile de ~'oir que, duns ces conditions, z---~ z 0 
d e v r ~ t  ~tre une racine de l'dquation x ~ x 0 avec un degr6 de multi- 
. :~l ici t6 6gal ~ un multiple ,~p de 1) (~ ~ 1). En eii'et soit. q ce degn! 
cl(~ multiplicitd; z ayant  tourn6 une fois autour de z~), x a tourn6 q 
l : ' o i s  autour de x o et y a n6cessairemenL rcpris lg mPme wdeur; done 
edr ~ 2 2. 

On a ngcessairement d'aillem's dans lc voisinage de x------x,~ 

f(x, y) M(x) 

( x - -  x,1 '~ 

(x) prenant  une wflcm" finie et diff(h'entc dc z6ro pour x ~-xl) et 
l ' ( m t i e r  positif on ndga~if' ff satisfaisant ~ l'in6galitd q ( .  p .  

(x - -  x0) contenant d'autre part  en facteur ( z - -  Zo) ~i', on '~ura: 

dx 
l'(x, y) dz 

(x,  = ( z  - ) ,  

prenan~ une valeur flute et diffdrente de zdro pour z ~ z,). Mats 
ol-J. a 

(p  - q) > 1, 

I ) u i s q u e  p - -  ff ~ 0 et que l 'cnticr s est au moins 5gal .~ l'uuit(!. Par 
s u i t e  Pexpression (2) garde une valeur finie pour z ~ z~). 

I1 est donc 6tabli quc pour route valour flute de z ,  l 'cxpression 
( 2 )  a u n e  valeur finie parf'aitement d6terminde. Cette exprcssion~ 6tant 
d ' a i l l e u r s  une fonction doublement p6riodique, se rddui~ ~ une constante. 

Ceci pos6~ supposons que le genre de l'6quation (I) soit sup6rieur 
:J~ un, il existera au moins une seconde int6grale de premiere esp~c% self: 

f /~ (x, y) ~x_ 
~ ' ( x ,  ~j) 

dx 

f,(x, y) ~z-- se rdduira aussi ~ une constante. e t ~  l 'expression ..... ~'-(x, y) 

Le quotien~ f~(x,y) serait douc aussi constant:  conclusion inad- 

~ i s s i b l e ,  car il ne peut exister deux reh~tions distinctes entre x et y. 
( I I )  Nous allons suivre une marche toufe semblable pour d6- 

~ :~ont rer  le thdor~me p%cddemment 6nonc5. Au lieu d'emliloyer les 
~ o o r d o n n d e s  o rd i~ i res  x, y~ z pour un point de la surface, prenons 
l ~ s  coordonndes homog~nes x~ y, z, t~ ei soit alors 



572 E. P,cA,~,, 

f ( x ,  y ,  z ,  t) = 0 

l'~quation de la surface. Nous pouvons supposer que x, y, ,5 t son~ 
des /bne~ions mfiformes e~ continues des param~tres ~ e~ /t 

x = i ' , (~ ,  ~) ,  y = i- . , (< ~),  z = 1'3(~, ~),  t =  t ' , ( . ,  ~) 

et se reproduisant comme los fonctions 0 h un i'acteur exponentiel 
pr6s (le m6me pour toutes) pal" l'addition ~ a et fi de p&iodes eorre- 
spoudantes. I1 pourra arriver que pour des systemes de valeurs (a, b), 

1'~ soient io(ldtermiu&, mais cos couples un ou plusieurs des rapports 15 

de valeurs (tt, b) seront eu nombre limitd~ abstracidon fait~e, bien 
entendu, de multiples des pdriodes. ('eci revimtt g dire quc pour une 
fonetim~ abdlienne de deux variables a e t  fl~ il y a seulement un 
nombre limitd de couples de valeurs de a e t  fl (on faisant abstraction 
dc multiples des pdriodes), pour lesquelles la fonction est ind6terminde. 
Nous pouvons de plus supposer que les quatre fonctions 1'  ne s'annulen~ 
simultanSment que pour un hombre limitd de couples de valeurs des 
variables. Cztte denfibre supposition, don{ la justification prdsente 
quelques longueurs, n'cst d'ailleurs pas indispensable pour notre objet; 
arrStons nous simplementa sur co point que pour route valour (a~fll) 
de a et fl, ue coincidant pas avec un systSme de valeurs (a, b), et 
annulant los quatre qnaniitds 2P, on poet ehoisir trois des quantitds 1 j 
de telle n.~ani~rc que leur quotient par ]a quatri6me aient pour a = ~q, 
/ ~ = ~/I des valcurs finies~ parfaitement ddtermil~des. ']:out d'abord il 
es'~ clair que cos quotients auron'~ des valeurs parfaitement dd{crmioges, 
puisque le couple (al~ flj) ne eoineide pas avee un couple (a, b) d'indd- 
termination. I1 s'aglt sculenmnt de voir qu'en prenaot eonvenablemcnt 
uur des quantit4s 19 et divisant par elle les trois au~res, los quotients 
out une valeur finie. Or toute quantitd P peut se mob{re sous la 
forme : 

~ ( ~  - < ,  t~ - / ~ , )  + ~ + ~  (~ - -  % ,  ~ - - / ~ , )  + .  �9 �9 

los (p 6tant des polynomes homogb.nes en re - -  a~ et /~ - - / ~ ,  d'ordres 
marquds par ]'indite. Or prenons pour polynome diviseur celui pour 
lequel le premier indiee n e s t  le plus petit possible: il pourra y e n  
avoir plusieurs pour lesquels n aura la m~me vateur minima, on prendra 
Fun queleonque d'entre eux; il est clair que de torte mani6re, chacuu 
des quotients aura une valeur finie. 

Ces prgliminaires posds, soit main~enant 

Q(x,  y,  ~, t) = O, 

une surface d'ordre ( n -  4) passant par la courbe double de la sur- 
face, j'envisage ]'expression: 
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x y t i 

~x ~y ~t 

I1 e~t aisd de voir que c'est une fonction quadruplemen~, pdriodique 
des variables c~ et ft. En effet chacune des fonctions x, y~ z, t se re- 
produit, par l'addition h a et fl de multiples des pdriodes,  multip]i5 
par une expression de la forme cA~+'3+ ~:, off A, B e t  C sent ties 
con stantes. 

Done Q(x ,  y,  z, t) se reproduit nmltiplid par c("-~)(A"+u~ '+c'), lc 
ddnomina~eur qui est tie degrd ( n -  1) se reproduit  multipli6 par 
cl~-~)(.4,+a~+c), il reste g considdrer ]e (ldtermimmt en t ran t  eu faeteur 
au mm~drateur; on reeonnai~ra sans peine qu'il so reprodui t  multipli6 
par ca(a~+W+ c) et par consdquent l'exl)ression (/,) est quadruplmnent 
1)@iodique. Nous aliens montrer que cet~e fonction, comme l'expression 
analogue rencontrge plus tmu{ pour les eourbes plumes, se rddui~, a 
une constans 

( I I I )  Considgrons d'abord un sy~tbme de valeurs (a~ fl), non 6qui- 
valent g un systSme (r b) pr&ddemment ddfini, et de plus ne dormant 
pus ull point tie la eourbe double; je dis (lue [ 'expression (#) tt duns 
ce cas une valenr tinie parlktitement ddterminde. La prol)osition es~ 
dvidente si on n'a pas pour ces valeurs f~'---~ O, mais remarquons quc 
1'011 a : 

X ' ~  , t  /~ + :s t , ,+ zl'o" + t / ~ ' = o ,  
~x ~y ., az ~t 
a,~ f*' + ao~ t~ -1---~ 1: + 'o~ / ; =  o, 

ax ay ., 9 z r '  at 11' ~ 0 , a~ f ; '  + -g?- ("~ q-  a~ '~ + -a~ 

d'ofi l 'on eonelut: 

y z t 
~y ~)z i~t 

~)y ~z bt 

t;' 

z t x 

~z ~t ~x 

x y z 

~x Oy i)z 

~ x  ~ y  ~z  

t x y 

?~t ~ x  ~Y 

~ t  b~x ~ y  
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or (a, /~) no donuanL pas par hypothbse un point de la courbe double, 
les quatre ddnominateurs prdcddents ne seront pus nuls~ eL la propo- 
sition est d~s lors 6tablie. Ceci suppose que le couple (a, fl) n'annule 
pas les quatre quantitds P ;  mais c'est lh une difficult6 qui se lbve 
aisdment. Nous pouvons supposer, eomme nous l'avm;s montrd,  que 

x y z aient en (a ,  /~) des valeurs finies parfaitement d&er- 
t ~ t '  t 

mindes. Si nous revenous~ pour tm instant, aux coordonnt~es ordi- 
naires x ,  y~ z,  admettons que 12 ddrivde partMle [~." ne soit pas nulle, 
l'cxpression (/~) s'derlra maintenant 

~)(x, y, ~) ( ~x t v  ax ay "~ 

f~" (x, v, z) 

e~ on volt qu'elle ~ en (~, t3) une valeur bien dgterminge. 
(IV) Soit maintenant (at ,  ~t) un couple de valeurs des parambLres 

dmmant un point de la courbe double; je suppose d'ailleurs que (e~/~l) 
n'est pas dquivalent i~ tm couple (a, b) eL j 'admets d'abord que (~q ~3j) 
n'aunule pus les quatre fone~ions P.  Suit t diffdrent de zdro, c'esL h 

dire que x y z on~ pour a ~---a~, /t ~ fl~ des valeurs finies. 
t ~ t ~ t 

gevenons,  com me plus haut,  aux coordonndes ordinaircs; l'expression 
(/*) aura les difft~renLes formes 

l'~" (x, y, z) ' fv' Cx, y, z) 

~)x) 
a~ 

et~ 

/~'(x, y, z) 

x y z 
~x ~y ~)z '  

Q(x, y, z) -bo~ a,~ a,~ i, 

ti" (x, v, z) 

Les quatre d6nominateurs sent nuls ici pour a = at,  fl == fit, 
mais nous avons maintenant 5 faire intervenir l'hypoth~se que Q(x, y, z) 
Dasse par la eourbe double de la surface. Soit pour a = cq, /~ = fll~ 
•t, Yl et z~ les valeurs de x,  y eft z. Pa r l e  point @l ,Yl ,Zl )  passent 
deux nappes de la surface, ayant par hypoth~se deux plans tangents 
diffdrenLs. Considdrons nn axe de coordonndes, qui ne soit parallSle 

aucun de ces plans tangents; soit l'axe des z. Pour  l'une des nappes, 
on aura duns le voisinage de xi, Yt 
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(1)  z - -  z~ = a ( x  - ~,~) + b (y  - -  y , )  + ~ ( z  - z t ,  y - y , ) ,  

9 ne renfermant que des termes de degrd-sup6rieur au l?remier. 
Pour l'autre napp G on aura pareillemenL: 

(2)  z - -  z~ = a ( z  - z j )  + b ( v  - -  y , )  + , ( x  --- z~ ,  y - -  y~) 

eL on n'a pas k la f o i s  a . - -  a '  e t  b ---:- b'. 
L'~qnation de la sm'face donn6e ponrra 6videlnmenL se metffe sous 

la forme: 

() = f ( x ,  y,  ~) 

--~ [z - -  z I --  a ( x - - x l )  - -  b ( y - - y t )  j [ z -  z , -  a' (:, . . . .  %) - - / / ( y - - y j ) ]  

+ P ( z - - x j ,  y--Vt ,  z--z~), 

.P ne renferman~ que des ~el~nes en (x - -  xt ) ,  ( y  - -  Yt),  ( z  - -  ,vt) tie 

degr6 supdrienr au second. 
O i l  ~1111",'~ : 

r ~, t t 
fo ( x ,  y ,  z )  = z - -  zj  - a ( x  - x j) - -  b ( y - y , )  + z - -  ~ - -  a ( x -  x ,  ) - -  b (?j--  ?h) 

+ I ) , ' ( x - - x l ,  Y - - Y t ,  z - - z 1 )  

Pour r  et fl-----//r on a x = x l ,  y---~yl et ~--~z I. Sinons 
donnons ~ a e~ // des valeurs voisines de r et fll~ x~ ?] et z prendront 
ties valem's voisines de x~ Yl~ zt correspondanL ~ des points siLuds sur 
l 'une ou l'autre des nappes (1) et (2): soiL, 1)our llxer les iddes, la 
nat)pe (1). Alors, en relnpla~ant dans [~. ( , y, z) z par sa valeur t, ir6e 
du d6veloppement (1) ,  on a: 

s  ( a - a ' )  ( x - x , )  + (1,--b')  (y .... V,) + ~ ( x - - z ~ ,  y - y , ) ,  

~S r ne renfemmnL que des termes de degr6 sup(~rieur au premier. 
Passons maintenanL ~ l'expression de (d(x, y ,  z). 
S o i t  

Q (x,2/,z ) = A ( x - -  x l )  + B (y - Yt) + C(z'-- zl)  + P (x  - -  Xl, Y--Yi ,  z--z~ ) 

eerie surface est tangente au point ('~'1, ?h, z) .~ l'int, ersection des 
nappes (1) et, (2)~ puis qu'elle dolt passer par cet.tc intersect.ion. ()n 
~ ( l o n e :  

A B ~ - C  

a b + 1 = ( ) ,  

a" l/ + 1  
011 

A ( b  .-- b') + l~({r ' - -  a) - -  C (a l ;  - -  l~ ' )  = 0 

relation qui peut s'6erire 

(;~) (A --t- ~,,) @ -- / , ' )  - -  (B  + ('/,) (a - -  d )  = (); 
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en remplar clans (d(x~ y, z')~ z par sa va]eur tir6e do I'dquation 
Ol1 a ;  

Q ( z ,  ?j, z) = (_4 + ca) (:~: - x,) + (_~ + c~,)  (y - .v,) + .  ' .  

termes qui suivent &ant de degrd sup6rienr au premier, on 
dent" 

~)(~,y,z) (A+C'a) (x - x~)-~-(A~+Cb)(,y-?a)+.. .  
L'~x, ~ / )  = (~-,~') ( x -  x? + (~,- ~/t (y - .vd + - �9 �9 

, on voit d'~prbs la relation (3) qne les e.oeflicients de x - - - x  t et 
- - y ,  sent proportiom~ets dans le lmmdrateur et clans le dgnomi- 
ateur. Par suite si le point x ,  y,  z st, rapproche sur la nappe (1) 

a point x, ,  Yl, zl,  tle ~.telle mani6re que Y--Y' n'ait pas pour 
�9 X X j  

a ' - - a  l'expression prdc&leMe tcudra vers une limite parfaite- mite -b--~ ~ ' 

tent d&ermin6e. Or eette eireonstanee est 6videmment r(alisable 
L d'une infinit6 de mani~res: par suite l'expression (~t)~ qnand a 
b fi gendent respeetiveme~t vers rq et t3i, tend w~rs uue limite d~ter- 
finde; nous n'twous, il est vrai, examind la question que quand a 

t ~ tendent v e r s a  t e~ fit (It telle mauibre que y -- y' n'ait pas pour 
f lJ--  X! 

[mite a ' - -  a b-~b. , m a i s  le cas partieulier laissd tie c6t6 n'a ~meune im- 

,ortanee pour la suite de notre dgmonstration. 
J'ai suppos6 que le couple de valeurs ( a , , / ~ )  n'anlmlait pas h 

a lois les quatre quantitgs iV; il est entibreluent 6vident, d'aprbs les 
emarques prge6demment fares ,  que eette hypothbse u'am?me aueune 
nodification dans la dgmonstration, si on suppose, bien entenda, que 
a , , / 3 , )  n'est pas 6quivalent h ~un couple (a, b). 

(Y) Nous avous dtudig l'expressioa (~) pour tout syst~me de 
ialeurs (cq, fl,) non 6quivalent h u n  systh,ne (a, b). Cette dtnde nous 

montr6 que pour un tel syst&ne de valeurs, la fonction avait une 
taleur finie bien ddterminge, du moins quand a et fl se rapproehaient 
:le a~ et /l~ d'tme manibre queleonque, e'est h dire en laissant de 
c6t6 eertains eas tout particuliers. Nais si l'on eonsidbre une fonetion 
abdlienne de deux variables r~ et //, on reeonnait ais6ment qu'elle 
doit ngeessairement devenir infinie pour une infinit6 de couples non 
6quivalents de valem's de ees variables, e'est ~ dire qu'il y a une 
infinit(~ de systhmes (A ,  B)  non gquivalents tels que a et fl se rap- 
proehant de A et B d'une mani6re queleonque, la fonction devienne 
infinie. Or pour t'expression (u) qui vient d'f:tre dtudige, les couples 
(a, b), en hombre fini si l'on fair abstraction des multiples des p&iodes, 
seraient les seuls qui pourraient la rendre infinie. C, ette expression 
doit par suite se rdduire ngeessairement "~ une eonstante. 
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(VI) La d6monstration s'aehgve maintenant eomme darts le e,~s 
des eourbes planes. Si ]a. surfhce est d'un genre sup(irieur au premier, 
il existera un second polynome Q1(x,  y ,  z, t) permettant de former 
une seconde expression analogue h ]'expression (tt). Chacune d'elles 

Qt(x, v, z, t) serai~ lni-m~me eous{a~tt 4tant constante, leur quotient Q(x, y, z, t) 

pour tons les points de la surface; mais eette conclusion est inad- 
missible, car on ne peut avoir deux relations distinctes el,t.re les 
coordonnges d'un point d'une surface. La propasition dnouc6e est 
donc complbtement 6tablie: le genre de la suriace proposge l,e peut 
~tre supgrieur h l'unitg. 

P a r i s ,  te 19. Janvier t882. 


