Das algebraische Analogon zu einem Satze von Fejér.

Von

Otto Toeplitz in Kiel.

Herr Fejér hat') den folgenden Satz bewiesen:

Ist f(2), g(t) ein Paar reeller, stetiger Funktionen der reellen Varia-
beln ¢ mit der Periode 2z, sind f, (¢), g, (t) die n-ten arithmetischen
Mittel ihrer Fourierschen Entwicklungen, und ist ferner & der kleinste
konvexe Bereich, der die durch die Parameterdarstellung =z == f(f),
y =g (t) gegebene Kurve ganz in sich enthilt, &, der entsprechende
Bereich fiir die Kurve z =, (t), y=g¢,(¢), 5o ist &, In & enthalten.
Zu diesem Satze soll im folgenden ein Analogon aus der Algebra
gewonnen werden. Zur Aufstellung eines solchen Analogons wurde ich
durch dasselbe Ubertragungsprinzip gefithrt, durch das ich in meiner Habili-
tationsschrift®) eine Verbindung zwischen der Theorie der Fourierschen
Reihen und einer gewissen Klasse bilinearer Formen hergestellt habe.
Aber wahrend dieses Ubertragungsprinzip wie iberhaupt die Theorie der
anendlichvielen Verénderlichen bisher meist dazu gedient hat, um gewisse
Hilfsmittel der Algebra den Problemen der Analysis nutzbar zu machen,
will ich hier an einem einfachen Beispiel zeigen, wie man anch umgekehrt
dieses Prinzip verwenden kann, um, von Sitzen der Analysis ansgehend,
zu ‘algebraischen Tatsachen zu gelangen.
Die Arbeit setzt die Kenntnis der Theorie der unendlichvielen Ver-
anderlichen nicht voraus, mit Ausnahme des letzten Paragraphen; sie
handelt im ibrigen nur von Bilinearformen mit n Variabelnpaaren.

1) Uber gewisse durch die Fouriersche und Laplacesche Reihe definicrten
Mittelkurven und Mittelflichen, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 38
{1914), S. 79-97.

%) Math. Annalen 70 (19171), S. 851-376; Gott. Nachr. 1910, math.-phys. KL
8. 439506 ; Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 32 (1911), S. 191192
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§ 1
Der Satz von Bendixson und Hirsch.

Es ist bekannt, dall die Eigenwerte einer reellen quadratischen Form
2 @up %ok, d. h. die Wurzeln der Gleichung

(@ — A Qg e Gy, |
{
a, Gy — A . . @ )
21 22 2n i =0 (aap’ — a/)’o:)
|- .
! a a a’nn - 'Z' 1

il ne -
alle reell sind, und daB die einer alternierenden (schiefsymmetrischen,
@up -+ @yo = 0) Bilinearform alle rein-imaginir sind. Man kann diese bei-
den Tatsachen einer einzigen subsumieren, wenn man den Begriff der

,Hermiteschen Form* heranzieht. Man nennt eine Bilinearform

C=0(x, y) = D cupuys

a=1 =1

eine Hermitesche Form, wenn sie mit ihrer ,begleitenden* Form

C'=C (. y) = 2 > Gsuaeyp?)

a=1 =1
identisch ist, alse cup = Cya. ISt Cop=up+ i bpa, 80 ist
O = 3 (Gup+ ibep) Tatyy =8 + i T
C'= S(ape — ibga) tayy = 8 — i T,
und aus O =C' folgt durch Vergleichung von reellem und imaginirem
§=8,T=—-1T,dh jede Hermitesche Form ist von der Gestalt

8+ ¢T, wo § eine reelle symmetrische, 7' eine reelle alternierende Form
ist. - Mithin enthidlt der

Satz 1: Die Eigenwerte einer Hermiteschen Form sind alle reell.

die beiden eingangs erwihnten Tatsachen als Spezialfille, je nachdem man
T =0 oder 8§ == wihlt.

Herr Bendixson?) hat eine Verallgemeinerung hiervon fiir beliebige
Bilinearformen mit reellen Koeffizienten aufgestellt, und Herr Hirsch”)
hat bemerkt, dafl sie sich unmittelbar auf Bilinearformen mit komplexen
Koeffizienten iibertragt. Es sei die Bemerkung vorangeschickt:

%) Uberstreichen soll durchweg den Ubergang in konjugiert-imaginiren Werten
andeuten, der Akzent die Vertauschung der beiden Variabelnreihen in einer Bilir earform.

4) Acta mathematica 25 (1902), S. 359—-366.

%) Acta mathematica 25 (1902), 8. 867--870.
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Satz 2. Jede Bilinearform C lafit sich auf eine und nur eine Weise
in der Form C = H -+ ¢ K darstellen, wo H, K Hermitesche Formen sind.

In der Tat braucht man nur

c+ &'
B

C’I
24

H =

, K=¢

zu setzen, um auszutechnen, dafl C=H + 1K ist, und dall H und K
Hermitesche Formen sind. ILieBe sich aber C noch auf eine zwelte Art
in die Gestalt C = H, 4 1 K, setzen, so wire

(H—H,)+i(KE—K,)--0
und durch Ubergang zum konjugiert Imaginiren und Vertauschung der

beiden Variabelnreihen wiirde daraus das- gleichzeitige Bestehen der an-
deren Relation

(H —H,)—i(K—EK}=0
folgen; die Addition und Subtraktion beider Relationen also wiirde H, = H,

K, = K ergeben, d. h. die Eindeutigkeit jener Darstellung.
Satz 8 (Satz.von Bendixson
und Hirsch). Ist C irgendeine Bili-
%

. ‘// )

)
zwischen b’ und B”, alle von K zwi-
schen & und k" gelegen, so konstruiere
man das parallel den Koordinatenachsen

Es ist klar, daB Satz 3 sich auf Satz 1 reduziert, wenn (' eine

Hermitesche Form, also K= 0 ist und das Rechteck sich auf ein Stiick
der reellen Achse zusammenzieht.
genau die Strecke zwischen ihrem untersten und ihrem obersten Eigenwert
ausfilllen. Ist nun 1 irgendein Eigenwert von C, so kann man — das
ist die Definition des Eigenwertes — n Zahlen #,,...,, bestimmen,

nearform, sind H, K thre beiden durch
“fr;ﬁ! , ,
WW
ortentierte Rechieck, dessen wvertikale
Der Beweis ergibt sich sehr einfach aus der bekannten Bemerkung,
so dal

Satz 2 eindeutig bestimmien Hermite-
schen Komponenten und sind alle Eigen-
werte von H, die nach Satz 1 reell sind,

Seiten die Abszissen b’ und h”, dessen hovizontale Seiten die Ordinaten
E, " haben. Alsdann liegen alle Eigenwerte von C innerkalb dieses
Rechtecks.

da8 die Werte, die eine Hermitesche Form H (x, y} fiir konjugiert-
imaginire Werte der beiden Variabelnreihen (y,=%.) und unter der
Nebenbedingung z, &, + ... + 2, %, = 1 annimmt, und die alle reell sind,

13*
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’?'Y .
‘Zc“ﬂxﬂ = A By (ff'::: s oee s n)
A=1
ist, und da hierbei nur die Verhaltnisse der Grdflen z,, ..., x, festgelegt

sind, kann man iiber ihren Proportionalitidtsfaktor noch derart verfiigen,
daB zugleich », % + ...+ 2,%, =1 ist. Multipliziert man die «-te
Gleichung mit Z, und summiert tiber «, so hat man

Zc(,ﬁa‘:ﬂ @p = 22% Fo=14,
. f 3

und daher i = C(¥, z) = H (%, ) + ¢ K (%,x), wahrend , %, — ... + 2,3, =1
ist. Der reelle Teil von 1 liegt also zwischen den #uBersten Eigenwerten
B, h” von H, der imaginire Teil zwischen denen %', &” von K, d.h. 1
liegt in dem in der Figur gezeichneten Rechteck.

Ich habe den Beweis hier reproduziert, weil er- in dieser kurzen Form
unmittelbar erkennen 1a6t, dal man Satz 3 eine fiir das Folgende wesent-
liche Erweiterung erteilen kann. Man bedarf hierzu der folgenden Be-
grifisbildung:

Definition. Unter dem Wertvorrat B einer Bilinearform C (=, y)
soll die Gesamitheit der reellen und komplexen Werte verstanden werden,
die der Ausdruck

C (35, f;} == an,,'wa:'r‘,f
e, p .

unier der Nebenbedingung x, %, — ...+ %, T, = 1 annimmd.

Der Wertvorrat einer Hermiteschen Form ist danach ein Stiick der
reellen Achse, und den Satz 3 kann man auf Grund des eben gegebenen
Beweises unmittelbar so erweitern:

Satz 4. Die Eigenwerte einer beliebigen Bilinearform C gehdren
alle zu threm Wertvorrat T8.

§ 2
Das Analogon des Fejérschen Satzes.

Definition. Fine Bilinearform C (z, y) heiffe normal, wenn sie
mit shrer begleitenden Form C wertauschbar ist, d. h. wenn

n »
anﬁaﬁI’:ﬁpr“EPﬁ ((f,,B:-‘],--.,W)
. p=1 p=1
gili.
Satz 5. Ist & der kleinste konvewe Bereich, der alle Eigenwerte
der Bilinearform C umschlieft, ist W der Wertvorrat von C und st C
normal, so ist W mat R identisch.
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Der Beweis ergibt sich in sehr einfacher Weise aus dem folgenden
Satze von Herrn I Schur®):
- Kine beliebige Bilinearform C'(z, y) kann durch eine ,,unitire” Trans-
formation der Verinderlichen, d. h. durch eine Transformation

l\ﬂa

n
wltﬁgﬁ: Yo == Zwﬁunﬁy
o

Lo =
. p=1
fiir die
Zw"?wffﬁ = €ay, Ewpuﬁpﬂ = lug,
r p

d h -=0fir es=p, =1 fir « = f gilt, in eine andere Bilinearform
(&, n) transformiert werden, deren Koeffizientenmatrix folgenderma@en
beschaffen ist:

p4, 0 .00
Yoy Ao = - - - . O
; ...
P A
Die Werte 1, ..., 4, sind dann von selbst die Rigenwerte von C (und
zugleich von I').
Ist ¢ normal, so ist — am bequemsten mit Hilfe des Matrizen-

kalkiils — sofort einzusehen, daB auch die transformierte Form I normal
ist. Denn aus
r=WwWcecw, WW=WW=E
folgt
I''=WCewWy W WwW)=Weo'Ww,
I'r=(WCWYWCW)=WCCW;
ist also CC'=C'C (d.h. C normal), so auch I'T"" = ['I".

Ads der besonderen Beschaffenheit der Koeffizientenmatrix von I”
ergibt sich nun, da8 I” nur dann normal sein kann, wenn alle unterhalb
der Diagonale stehenden y, = 0 sind. Denn ist I" normal, so ist zu-
nachst die Quadratsumme der Betrige der Elemente der 1. Zeile gleich
der Quadratsumme der Betrige der Elemente der I. Kolonne, also:

Aydy = Ay 4y = VaPa T T T Vuns
und da dies lauter reelle, positive Summanden sind, ist y,, = U, ..., 7,, = 0.

Aus der entsprechenden Betrachtung fiir die 2. Zeile und 2. Kolonne fol-
gert man sodann y,, =0, ..., 7,, =0 uwf. Man erhdlt so die

¢) Math. Annalen 66 (1909), S. 488510, insbes. § 1.
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Folgerung aus dem Satz von I. Schur?®). Eine Bilinearform
ist dann und nur denn unitdr auf eine Diagonalform, d. h. auf eine
Bilinearform der Gestalt

Iz, y) =L# Y+t 42, Y,
transformierbar, wenn ste normal ist.
Aus dieser Folgerung ergibt sich der Beweis von Satz 5 in der Tat
nun in sehr einfacher Weise. Denn die Form I'(z,y), die aus C(z,y)
durch unitdre Transformation hervorgegangen ist, hat offenbar denselben
Wertvorrat 2 und auch dieselben Eigenwerte 4,,..., 4, wie ¢. Ist nun
C normal, so ist, nach der Folgerung aus dem Satz von Schur,
Nz, 2)= Az, % +... +1,2,%,; .
es ist aus diesem einfachen Ausdruck unmittelbar zu ersehen, daB er unter
der Einschrinkung x, %, + ... + 2,%, = 1 alle diejenigen komplexen Werte
annimmt, die das kleinste konvexe, i, ..., 4, enthaltende Polygon aus-
filllen (vgl. die obige Figur, in der dieses Gebiet schraffiert ist).

§ 3.

Das Verhiltnis von Wertvorrat und Maximum einer Bilinearform.

Weit geldufiger als der bisher betrachtete Wertvorrat 2 °) einer
Bilinearform C = Y¢.s%.yp ist ein anderer Begriff: der Wertvorrat It
der Bilinearform, in der nicht y, ==X, gesetzt sind, sondern unabhangig
voneinander variieren und nur an die beiden Nebenbedingungen X', Z, =1,
2 Yoo =1 gebunden sind. Offenbar ist I in IN enthalten. M ist, wie
man leicht sieht, ein Kreis um O; sein Radius M ist die gewChulich als
»Maximum der Bilinearform® bezeichnete Grofle. Ist andererseits W der
Radius des kleinsten Kreises um O, der W ganz enthilt, so ist offenbar
W < M. Das Verhsltnis von W und M wird durch die beiden folgenden
Sitze aufgeklért.

Satz 6. FHs ust stets W >3 M.

Beweis?). Es ist

Clat+y z+7) =Cxz)+0(y.9)+ Oy + O(y1),
Oz +iy, #—if)=C(x, %)+ C(y,§) —iC(x,¥) +1C (4, 7).

7) Diese unmittelbare Folgerung, die Herr I. Schur a.a.O. nicht ausdriicklich
formuliert hat, war ihm so gut wie mir seit langem bekannt. Ich benutze diese Ge-
legenheit, um in dieser Weise eine Bemerkung des Herrn A. Ostrowski zu ergénzen
[Math. Annalen 78 (1917), 8. 118, Anm.), der die ,Folgerung* benutzt und sich dabei
allein auf mich bezieht.

%) Die Definition dieses Begriffs findet sich am Ende von § 1 dieser Arbeit.

9 Der Beweis ist einer SchluBweise von E. Hellinger, Math. Annalen 69 (1909),
8. 303, nachgebildet,
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Cle—y, T—¥) =Cla,T)+0(y,7)— Ciw.ji— Ciy, T,

Cle— 1y, T+1j)=C(x,%)~C(y, j)+1i1Clx. y1 —1iC{y, T3
man multipliziere bzw. mit 1, }4, — %, — 2¢ und addiere:

W0ty v+y)+LiC(lz+iy,z +iy)—1Cile—y, 2 —y)

— 310z —iy.z — iy)=Clz, j).

Nun kann man aus der Tatsache, dal W das Maximum von |C'{x, F}!
ist unter der Nebenbedingung Xx.#, = 1, unmittelbar entnehmen, da8
O, 7)< W Zx. 7. fir beliebige x, gilt. Also ist fiir beliebige 4. ye:

Oz S iWA{Z (20 + Yo (Ba + Fuo) -+ Z (@0 + 1Y) (Fe — 1)
+ 2% — Yor Tu — 37“)‘1" Z( e — 1Yus za+iy“)}
SiW{dZ % B + 4 Z Yoo} = W{(Z X Fu + ZYuifa)-
Wihlt man nun ., y. s0, daB C(z, ¥) gerade das Maximum M seines
Betrages erreicht, wihrend S, 7, =1, Jy. ¥, =1 sind, so erhdlt man
in der Tat M L 2W, also W>1M.

Ich betrachte nun das Beispiel der speziellen Bilinearform z,y, von
2 Paaren von Verdnderlichen. Ihre Eigenwerte sind die beiden Wurzeln
der Gleichung 0—1 1 | ,
t=0 oder 1 ==0;

0 ,0—4i
ihren Wertvorrat ¥,, d. h. die Werte von z, ¥, unter z,F, + 2,7, =1
begtimme ich, indem ich
z, = cost{cos, +ising ), X =snt{cosq, +ising,}
setze; dann wird
%, &, = costsini feos (g, — @)+ sin{g, — @)l = %mgtef%*-%&
und nimmt also, wenn £, ¢,, ¢, in jeder Weise als reelle Zahlen variieren,
alle Werte der Kreisfliche vom Radins 1 um den Nullpunkt an. Endlich
st M =1, da 'z,y,|= 2 ¥ g\ T, T+, ,:‘\,’H% 324“ gyalﬂgl ist
und fir 2, =1, z, =0, ¥, =0, y, =1 den Wert 1 erreicht.

Satz 7. Das Beispiel der Bilinearform x,y, zeigt zugleich:

1. dafi der Wertvorrat T8 bet einer nichi-normalen Bilinearform
nicht der kleinste konvexe Bereich mu sein braucht, der die Eigen-
werte wumschliefit (denn diese reduzieren sich auf den Nullpunkt,
wihrend % der Kreis vom Radius 1 nm 0 ist};

2. daf tatsdchlich W==31M sein kann, daf also die Konstanie
in Satz 6 durch keine grofere ersefzi werden kann (denn es ist

=3, M =1)"
_—_’?)—(—A;n. bei der Korrektur.) Herr I. Schur, dem das Manuskript der Arbeit
vorgelegen hat, vermag die Bemerkungen dieses Satzes wesentlich zu vertiefen, indem

er simtliche Bilinearformen charakterisiert, bei denen W= M ist, und andererseits
samtliche, bei denen W=} M ist.
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§ 4.
Dér Rand des Bereiches IB.

Auf Grund des widerlegenden Beispiels aus Satz 7 ist es keine selbst-
verstandliche Folgerung aus Satz 5, wenn ich jetzt fiir jede, auch. nicht-
normale Bilinearform beweise:

Satz 8. Der qufere Rand des Bereiches T ist eine konwvexe Kurve.

Zum Beweise stelle ich €O gemiB Satz 2 in der Form H +:K
dar, wo H und K Hermitesche Formen sind, und transformiere in
bekannter Weise H durch eine wunitdre Transformation auf die Gestalt
He= 86+ ... 4w & E; w, ..., m, werden dann reell sein, die Eigen-
werte von H und H zugleich; sie mdgen der Gréfe nach geordnet sein:
4 2 My = ... = M, Dieselbe unitire Transformation verwandelt K in
irgendeine andere Hermitesche Form K(£,%) und € in eine Bilinear-
form I'(&,7), die denselben Wertvorrat wie Oz, y) hat:

F@ﬂ?)—*—H(faﬂ)+iK(5”7)=M151771+~-~+M,.§n’7n+iK(5ﬂ7)-
u, ist der rechtseste von allen Werten, die H(E,E) fiir Y& &, =1 an-
nehmen kann; und da H (E,E) der reelle Teil von I’ ('E,‘,E ) ist, liegt 2
ganz links von der Vertikalen mit der Abszisse x, und erreicht diese eben.

Ist nun p, ein einfacher Eigenwert von H, also 4, > u, > ... 2 pu,,
so nimmt H den Wert 4, nur an, wenn £ ;3-1 =1, &§=0, ..., § =0 ist;
nur fiir dieses Wertsystem erreicht also I'(&, %) die genannte Vertikale.
Nun hat der imaginire Teil von I', d.i. K (&, &), fiir jenes Wertsystem
einen ganz bestimmten Wert. Also enthilt die Vertikale, wenn g, ein-
facher Eigenwert- von H ist, nur einen einzigen Punkt von . Ist -je-
doch w, mehrfacher Eigenwert, etwa wu, =...= s > o 41 22... 2 4,
so erreicht I'(&, E) die Vertikale, wenn &, =0, ..., &, =0 und
Elé; e Eaba =] ist. K (&, E ) wird fir diese Wertsysteme im all-
gemeinen nicht nur einen einzigen Wert annehmen; aber es reduziert sich
auf eine Hermitesche Form von £, ..., &, allein, die lediglich an die Be-
dingung &, é‘; e EE =1 gebunden sind, und die Werte, die K (&, & )
dabei annimmt, werden also, wegen der beim Beginne des Beweises von
Satz 3 erwdhnten bekannten Tatsache, eine zusammenhingende Strecke
erfillen.

Das bisherige Ergebnis ist, daBl die Vertikale, die den Bereich R
eben von rechts her berithrt, von ihm entweder nur einen einzigen Punkt
oder eine einzige zusammenhdngende Strecke enthilt. Versteht man aber
nun unter x irgendeine komplexe Zahl vom absoluten ]éetrage 1 und
wendet man auf 5C (z,y) dieselbe Betrachtung an, wie eben auf C(z, y),
so ist der Wertvorrat dieser Form gegen den von C um den zu 5 ge-
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horigen Arcus um O gedreht, und es folgt, dal fiir jede andere Richtung
bei I8 dasselbe gilt, was bisher fiir die vertikale Richtung gezeigt wurde.
Daraus geht aber hervor, daf die duBBere Begrenzung des Bereichs T8 eine
konvexe Kurve .ist, die natiirlich stiickweise auch aus geradlinigen Strecken
bestehen kann.

§ 5.
Der binire Fall.
Erweiterung der Aufgabe: der Bereich 3 .

Die Frage, ob % das ganze Innere seines uBeren, konvexen Randes
ausfiillt, oder Loécher hat, ist in § 4 offen geblieben. Ich nehme jetzt
eine Erweiterung der ganzen Fragestellung vor, welche fiir den bindren
Fall gestattet, das Fehlen solcher Locher einzusehen, aber auch zugleich
die Schwierigkeiten aufdeckt, die im allgemeinen Falle aus der Moglich-
keit der Locher erwachsen.

Anstatt zweier Hermitescher Formen H, K betrachte ich » Her-
mitesche Formen*} H,, ..., H,, setze u, = H («, %), ..., u, = H, {2, %)
und deute u,, ..., %, als reelle Koordinaten im Raume von » Dimensionen;
variieren die x, nun gem#8 der Einschrinkung X, %, =1, so erfiillen
die u,, ..., u, einen Bereich, dessen Zuflere Begrenzung, genau wie in § 4,
konvex ist. Fiir » = 2 ist dies genau die bisherige Aufgabe. Es wird
aber andererseits geniigen, » gleich der Hochstzahl linear unabhingiger
Hermitescher Formen zu wihlen, die bei n Vanabeln auftreten kénnen,
nimlich » =n% Denn alle niedrigeren Fille kann man aus diesem héch-
sten durch Projektion ableiten. In diesem héchsten Palle aber erhalt
man einen bis auf lineare homogene Transformationen véllig bestimmten
Bereich im Raume von n?® Dimensionen, der 3  heiBen mége. Bisher
steht von ihm fest, daB er ganz im Endlichen liegt und von auBen konvex
begrenzt ist. Fiir das bindre Gebiet gilt nun:

Satz 9. Der Bereich 3, ist die Oberfliche eines gewohnlichen Ellipsoids,
also in einem dreidimensionalen linearen Teilraum des Raumes von
4 Dimensionen gelegen.

Seiensnimlich

v, =2,F, U= 5T, U= 05 +F5E) %= gii(xlfa — Z,X,;)

als die 4 linear unabhingigen biniren Hermiteschen Formen susgewahlt,
so wird z, ¥, ~ 2,%, =1 genau dann erfiillt sein, wenn man

11} In der analogen Richtung liegt eine Verallgemeinerung, die Herr Fejér in
geiner Arbeit von » =2 anf » =3 vornimmt.
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x, =coste'™, 1z, =sinte'™

setzt und £, p,, @, in jeder Weise zwischen 0 und 27z reell variiert. Es
wird dabei

— 2 — @2 N — =1gj 1
, =008 £, 1, =gin?¢, wy =1 sin 24 cos(p, —¢,), %, =380 2¢sin (@, — g,).

Statt ¢,, @, einzeln ist also nur die Differenz ¢, — ¢, wesentlich, 3, wird
nicht drei-, sondern zweidimensional. Nun ist andererseits

uy U =u Uy, U Uy =1,

und man iibersieht leicht, daf die ganze Oberfliche dieses Ellipsoids durch
die voranstehende Parameterdarstellung® ausgefiillt wird. ]

Den Fall » = 2 erhilt man durch Parallelprojektion dieses Ellipsoids;
als Projektionszentrum dient eine unendlichferne Gerade, als Projektions-
strahlen die oco® zweidimensionalen Ebenen durch jene unendlichferne
Gerade, und es wird auf eine zweidimensionale Ebene projiziert. Die
Projektion ist daher entweder die Fliche einer Hllipse oder eine Strecke
oder ein Punkt. Kombiniert man dieses Resultat mit einer einfachen
Rechnung, die man im bindren Falle an die durch den Schurschen Satz
gegebene Normalform ankniipfen kann, so hat man:

Satz 10. ' Fiir eine bindre Bilinearform ist W die Fldche einer
Ellipse mit den beiden Eigenwerten der -Form als Brennpunkten, die
sich dann und nur dann auf die Strecke zwischen diesen beiden Eigen-
werten reduziert, wenn die Form normal ist.

Fiir den allgemeinen Fall » > 2 oder n > 2 ist aber klar geworden, daf}
der Bereich hohl sein kann. Ob dies schon fiir » ==2, n > 2 eintreten
kann, bleibt dahingestellt, wenn auch unwahrscheinlich.

§ 6.
Der Zusammenhang mit dem Satze von Fejér.

Der Weg, auf dem ich von dem Fejérschen Satze aus zur Aufstellung
von Satz 5 gelangte, ist der folgende. Unter Einfithrung der komplexen
Variabeln 2 = cos? 4 ¢ sin ¢ fiige ich das Paar von Fourierschen Reihen
zu einer Laurentschen Entwicklung ¢ 2" = f(¢)+ ¢g(f) zusammen;
dieser ordne ich die Bilinearform von unendlichvielen Ver#nderlichen
Zes-azeyps zu (e, B laufen von — oo bis + o), eine sog. L-Form*?),
und beweise:

1. Das Spektram dieser L-Form, d.h. die Gesamtheit ihrer Eigen-
werte, ist der Wertvorrat der Funktion ¢ 27 fir |z]|==11%).

12y Math. Annalen 70, S. 354.
1) A.a. O. Satz 5, S. 360.
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2. Das n-te arithmetische Mittel der Reihe 3¢ _z», d.h. der Ausdruck
n—1
Co “a \

____" e I }_ ~1 1
‘012 | G—-lz "J"'"%_n cn—lz” - c—(n-—lrzn—l 4

ist fiir |2 ==1 ein Wert des Wertvorrats der L-Form. Denn setzt man

in dieser
1 z Fr—?

x1=—7:, Ly == ==y oaey &

Ve vn Vo
8o wird in der Tat C{z, F) gleich dem eben aufgefiihrten Mittel, wihrend
2, X, + TFy ... =1 st )

3. Jede L-Form ist normal?®). Denn je zwei L-Formen sind mit-
einander vertauschbar, und die begleitende Form einer L-Form ist selbst
wieder eine L-Form; also ist jede L-Form mit ihrer begleitenden ver-
tauschbar.

Der Fejérsche Satz ist demnach in dem folgenden enthalten: Der
Wertvorrat B einer L-Form liegt ganz in dem kleinsten konvexen Be-
reich ®, der den Wertvorrat der zugehdrigen Funktion 2 c,z* ldngs des
Binheitskreises z =1 wmschlieft, und ist mit ihm identisch.

Umgekehrt geniigen die Methoden der Fejérschen Arbeit, um den
Satz in dieser erweiterten Fassung zu beweisen, worauf ich nicht naher
eingehe.

Es sei noch erwahnt, daB man durch vorsichtige Grenziiberginge und
andere Methoden Satz 4 und Satz 8 auf beliebige beschrinkte Bilinear-
formen von unendlichvielen Verinderlichen susdehnen und hinzufiigen kann,
daB bei einer solchen, die zugleich normal ist, der kleinste konvexe Be-
reich, der das Spektrum enthalt, sicher ¥ angehért, nicht nur innerhalb’
seiner duleren Randlinie gelegen ist.

Kiel, den 10. Mai 1918.
#y A, a, 0. 8. 358 unten, G6tt. Nachrichten 1910, § 4.
%) A. a O. 8. 357.

(Eingegangen am 22. Mai 1918)



