
Das algebraische Analogon zu einem Salze yon Feint. 

V o n  

Otto Toeplitz in Kid. 

Herr Fe j~r  hat 1) den folgenclen Satz bewiesen: 

Ist  f ( t) ,  g(t) ein Paar reeller, stetiger Funktionen der reellen Varia- 
beln t mit  der Periode" 2az, sincl f,~(t), g,,(t) die n- ten  arithmetischen 
Mittel ihrer Four ie rschen  Entwickiungen, und ist ferner ~ der kleinste 
konvexe Bereieh, der die dutch die Parameterdarstellung x ~ f ( t ) ,  
y = g(t) gegebene Kurve ganz in sich enthiilt, ~ der entsprechende 
Bereich fiir die Kurve x = f ~ ( t ) ,  y=-g , ( t ) ,  so ist ~ ,  in ~ enikulten. 

Zu diesem Sa~ze soll im folgenden ein Analogon aus der Algebra 
gewonnen werden. Zur Aufstellung eines solchen Analogons wuxde ich 
durch dasselbe Ubertragungsprinzip gefiihrt, durch das ich in meinex Habili- 
t~t~onsschri~ ~") eine Verbinclung zwischen clef Theorie der Fourierschen 
Reihen und einer gewissen Klasse bilineaxer Formen hergestellt babe. 
Abet w~thrend dieses Ubertragungsprinzip wie iiberhaupt die Theorie de~ 
unendliclivielen Veri~nclerlichen bisher meist dazu gedient hat, um gewisse 
Hitfsmittel der Algebra den Problemen der .4malysis nutzbar zu machen, 
will ich hier an einem einfaehen Beispiel zeigen, wie man aueh umgekehrt 
dieses Prinzip verwenden karat, urn, yon Siitzen der Analysis ausgehend, 
zu 'algebraisehen Tatsaehen zu gelangen. 

Die Arbeit setzt die Kenntnis der Theorie der unendlichvielen Ver- 
~ndexlichen nicht voraus, mi t  Ausnahme des letzten Paragraphen; sie 
ha~delt im iibrigen nut yon Bilinearformen mit n Variabelnpaaren. 

~) ~ber gewisse durch die Fouriersche und Laplacesche Reihe definierten 
Mittelkurven und Mittelfl~chen, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 38 
(1914), S. 79--97. 

~) Math. hnnaten 70 (1911), S. 351--376; GStk Nachr. 1910, math. - phys. KI. 
S. 4S9--506; Rendiconti del Cireolo Matema~ico di Palermo 32 (1911), S. 191--192. 
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w  

D er Satz yon  Bendixson und Hirsch. 

Es ist bekannt, dab die Eigenwerte ether reellen quadratischen Form 
Z a~zx~x~, d.h. die Wurzeln der Gleichung 

* . ~ . . . . . . . . . . .  

alle reell sind, uncl daft die ether alternierenden (schiefsymmetrisehen, 
a.p 4- ap,~ = 0) Bilinearform alle rein.imaginir sin& Man kann diese bet- 
den Tatsachen einer einzigen sub~umieren, wenn man den Begri_ff der 
, ,Hermiteschen Form" heranzieht. Man nennt eine Bilinearform 

a = l  ~=i 

eine Hermi tesche  Form, wenn sie mit ihrer ,,begleitenden" Form 

2 ~ = . )  
~=I fl=l 

identiseh ist, also c ~  = ~,~. Ist c~i~ = a. B 4- i bp., so ist 

C = 2"(a.p 4- ib, , f l ix .  yz = S 4- i T  

C '=  2 (az~  -- ibe~)x,,yz = S ' - -  i T ' ,  

und aus C = C '  folgt dutch Vergleiehung yon reellem un4 imagingrem 
S = S ' ,  T - ~ -  T', d. h. jede Hermi tesche  Form ist yon der Gestalt 
S 4- i T, wo Se ine  reelle symmetrische, T eine reelle alternierende Form 
i s t .  l~ithin enthiilt de'r 

Sa tz  1: Die Eigenwerte ether Hermiteschen _~orm sind alle reeU, 

die beiden eingangs erwghnten Tatsaehen als Spezialfglle, je nachdem man 
T = 0 o4er S == 0 wiihlt. 

Herr Bend ixson  4) hat eine Verallgemeinermlg hiervon fiir belieb!ge 
Bitinearformen mit reellen Koeffizienten aufgestellt, und Herr Hirseh  ~) 
hat bemerkt, da~ sie sich unmittelbar auf Bilineafformen mit komplexea 
Koeffizienten iibertrggt. Es set die Bemerkung vorangesehickt: 

~) Uberstreichen soll durehweg den Ubergang in konjugiert-imagfl~gren Werten 
an(ieuten, der Akzent die Vertausehuag der beiden Varlabelnreihen in ether Bilir eaxform. 

4) Acta mathematica 25 (1902), S. 359--366. 
5) Act~ mathe~atica 25 (1902), S. 367--370. 



Das algebrMsohe AnMogon zu einem Satze yon Fej~r. 189 

Sa t z  2. Jede Bili~qear/o~n C ldflt sich au] eine und nut eine Weise 
in der Form C ~ H -~ i K darstellen, wo H, K H ermitesche Forme~ sind. 

In der Tat braucht man nut 

H r O' K c -  
2 ' 2i 

zu setzen, um ausmffectmen, dab C ~ H - [ - i K  ist, und dab H und K 
H e r m i t e s c h e  Fvrmen sind. LieGe sich aber C noch auf eine zweite Art 
in die Gestalt C ~ H 1 -~-iK I set~en, so w~ire 

(H-- H1) -~ - i (K- -  K1) -~ O, 

und dttrch Ubergang zum konjugiert Imagin~ren und Vertauschung der 
beiden Variabelnreihen wiirde daraus das-gleichzeitige Bestehen der an- 
deren Relation 

( B  -- H~) --  i ( K  -- K1) ---- 0 

folgen; die Addition und Subtraktion beider Relationen also wii_rde H~ == H. 
K 1 ~ K ergeben, d .h .  die Eindeutigkeit jener Darstellung. 

S a t z  3 ( S a t z , v o n  B e n d i x s o n  
uild H i r s c h ) .  Ist C irgendeine Bili- 
neaxfor~, sind H, K ihre beiden dutch 
Satz 2 eindeutig bestimmten Hermi te -  
schen Komponenten und sind alle Eigen- 
werte yon H, die nach Satz 1 reell sind, 
zwischen h' und h", alle von K z~i - h ' , ~ ~ ~ / / ~ / . ~ / / ~ "  
schen k" und k" ~reI~en, so ~ i e r e  
man das parallel den K o o r d i n a t e n a ~  V~" 
orientierte Rechteck, desseh vert~kale 
Seiten die Abszissen h' und h", d2zsen horizontale Seiten die Ordinaten 
k', k" haben,. Alsdann liegen alle Eigenwerte yon C innert~alb dieses 
Rechtecks. 

Es ist klar, da[~ Satz 3 sich attf Satz 1 reduziert, wenn C eine 
H e r m i t e s e h e  Form, also 15~-~-0 ist und das Rechteck sich auf ein Stiick 
der reelten ichse  zusammenzieht. 

Der Beweis exgibt sich sehr einfach aus der bekannten Bemerkung, 
da~ die Werte, die eine H e r m i t e s e h e  Form H ( x ,  y] ~fir konjugiert- 
imagin[ire Werte der beiden Variabelnreihen (y,,--~Z~) und unter der 
Nebenbedingung x I Z I - [ - . . .  -~- x~ ~,  = 1 annimmt, und die alle reell sind, 
genau die Strecke zwischen ihrem untersten und ihrem obersten Eigenwert 
ausfiillen. Ist  nun i irgendein Eigenwert yon C, so kann man -- das 
ist die Definition des Eigenwertes -- n Zahlen x ~ , . . . ,  x ,  bestimmen, 

so dab 
13" 
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f l=l  

ist, und da hierbei nut die Verh~ltlfisse der GrSl~en x~ . . . . .  x festgelegt 
sind, kann man fiber ihren Proportionali~tsfaktor noeh derart verfiigen, 
daI~ zugleich x~ xl ~ - . "  ~ x, Z'~ -- 1 ist. Multipliziert man die c~-te 
Gleiehung mit ~, und summiert fiber c~, so hat man 

isg. Der reelle Teil yon $ liegt also zwischen den ~ul~ersten Eigenwerten 
h', h" yon H, der imagin~re Tell zwischen denen k', k" yon K, d.h. 
lieg~ in dem in de~ Figur gezeicl~eten Rechteck. 

Ich habe den Beweis hier reproduziett, well er- in dieser kurzen Form 
unmittelbur erkennen l~l~t, da~ man Sa~z 8 eine fiir das Folgende wesent- 
liche Erweiterung erteilen kann. Man bedarf hierzu der folgenden Be- 
griffsbildung: 

Def in i t ion .  Unter clem Wertvorrat  ~ einer Bilinear/orm C( x, y) 
soll die Gesamtheit der reell~n und komplexen Werte verstanden werden, 
die der Ausdruck 

o~,fl 

~n~er der ~Vebenbeding~ng x~ ~ -r-. . .  ~ x,, ~2,, ~ 1 ar~nimmt. 

Der Wertvorrat einer Hermi teschen Form ist danach ein Stfiek der 
reellen )~r und den Satz 3 kann man au.f Grund des eben gegebenen 
Beweises unmi~elbar so erweitern: 

Satz  4. Die Eigenwerte einer beliebigen Bilinear]orm C geh6ren 
alle zu ihrem Wertvorrat ~ .  

w  

Das Analogon desFej~rsehen Satzes. 

Def in i t ion .  Ein,e Bilinear]orm C (x, y) heifle normal ,  wenn 8ie 
mit ihrer begleitenden Form C" vertauschbar ist, d. h. wenn 

p=l  ~=1 

Sa~z 5. Ist  ~ der kleinste konvexe Bereich, der alle JEigenwerte 
der Bilinear/orm C umschlieflt, ist ~ der Wertvorrat yon C und ist C 
normal, so ist ~ mit ~ ide~tisch. 
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Der B e w e i s  ergibt sich in sehr einfacher Weise aus dem folgenden 
Sa.tze yon Herrn I. S c h u r % :  

�9 Eine beliebige Bilirmarform C(x ,  y) kann dutch eine ,unit~re" Trans- 
formation der Ver~nderlichen, d .h .  durch eine Transformation 

fiir die 
fl= l fi= l 

P 

d.h .  -:  0 ffir a ~ [3, = 1 fiir a -- fl gilt, in eine andere Bilinearform 
F(~,  ~y) transformiert  werden, deren Koeffizientenmatrix Iolgendermal~en 
besehaffen ist: 

i~ 0 . . . . .  0 :  

. . . . . . . . .  

7,11 Y,,~. . . . .  i~ 
Die Werte 21 , . . . ,  ~. sind dann von selbst die Eigenwerte yon C (trod 
zugleich yon F). 

Is t  C normal, so ist - -  am bequemsten mit  Hitfe des Matrizen- 
kalkiils - -  sofort einmlsehen, dal] auch die transformierte Form F normal 

ist. Denn aus 
F----- W ' C W ,  W W ' - =  W ' W - = - E  

folgt 
r F '  = ( W ' C  W) ( W'O'  W~ = Vr W, 

r ' r  = (W'C' w) (W'o w) = ~ ' ~ ' c w ;  

ist also C C ' -  C 'C  (d. h. C normalt, so aueh [ ' F ' =  F' I ' .  

Afs der besonderen Beschaffenheit der Koeffizientenmatrix yon F 
ergibt sich nun, dab T' nur dann normal sein kann, wenn alle unterhalb 
der Diagonale stehenden 7,# = 0 sind. Denn ist F normal, so ist zu- 
nKchst die Quadra~umme der Betr~ge der Elemente der I. Zeile gleich 
der Quadratsumme der Betr$ge der Elemente der I. Kolonne, also: 

und da dies tauter reelle, positive Summanden sind, ist 7e~ - :  0, . . . ,  7,~ -= 0. 
Aus der entsprechenden Betrachttmg fiir die 2. Zeile and 2. Ko]onne fol- 
gert man sodann 7s~_ = 0 , . . . ,  y,e = 0 usf. Man erh~ilt so die 

*) Math. Annalen 66 (1.909), S. 4~8-510, insbes. w 1. 
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Folgerung  aus dem S a t z  von 1. SchurT). Eine Bilinear/orm 
ist dann und nur da~nn unitdr au/ eine Diagonal/otto, d.h.  au/ eine 
Bilinear/orm der Gestalt 

trans]ormierba~, wenn sie normal ist. 

Aus dieser Folgerung ergibt sieh der Beweis yon Satz 5 in der Tat 
nun in sehr einfacher Weise. Denn die Form F ( x , y ) ,  die aus C(x ,y )  
dutch u~it~re Transformation hervorgegangen ist, hat  offenbar denselben 
Wertvorra t  ~ und auch dieselben Eigenwer~e ~i . . . .  , 2, wie C. Is t  nun 
C normal, so ist, naeh der Folgermlg aus dem Satz yon S c h u r ,  

es ist aus diesem einfachen Ausdruek unmit te lbar  zu ersehen, da$ er unter 
der Einsehr/inkung x l 5  i § . . .  § x~5,  ~- 1 alle diejenigen komplexen Werte 
annimmt,  die das kleinste konvexe, 2 ~ , . . . ,  2~ en~haltende Polygon aus- 
fiillen (vgl. die obige Figur, in der dieses Gebiet schraffier~ ist). 

w  

Das  Verh~ltnis yon  Wertvorrat  mid M a x i m u m  einer Bil inearform. 

Weit geliiufiger als der bisher betrachtete Wer tvor ra t  9.)3 s) einer 
Bilinearform C ~ ~o~zx ,  yz ist ein anderer Begriff: cler Wertvorra t  ~2 
tier Bilinearform, in der nicht y~ ~ 5~ gesetzt sind, sondern unabhingig 
voneinander variieren und nut  an die beiden Nebenbedingungen 5; x~ ~,~ l ,  
~ y ~  ~ 1 gebunden sin& Offenbar ist !~ in ~3~ enthalten. ~ ist, wie 
man leicht sieht, ein Kreis um O; sein Radius M ist die gewShn]ich als 
, ,Maximum der Bilinear/orm" bezeichnete GrS~e. Is t  andererseits W .der 
Radius des kleinsten Kreises um O, der !~ ganz enthil t ,  so ist offenbar 
W __< M. Das Verh~ltnis yon 'W und M wird dutch die beiden folgenden 
Sgtze aufgekl~rt. 

S a t z  6. Es ist stets W > ~  M. 
Beweis9) .  Es ist 

C(x+y, ~+~) = c ( ~ ) + C ( y , ~ ) +  c(z,~)+ O(y, zl, 
C (x + i y, ~ -- i:~] = C (x, 5) + C ( y, y) -- iC (x, ~) + iC (y, ~), 

7) Diese unmittelbare Folgerung, die Herr I. Schur a. a. 0. nieht ausdriicklich 
formuliert hat, war ihm so gut wie mir seit langem bekannt. Ich benutze diese Ge- 
legenheit, um in dieserWeise eine Bemerkung des Herrn A. O s t rowski  zu erg~nzen 
[Math. Annalen 7@ (1917), S. 118, Anm.], der die ,Folgerung" benutzt und sich dubei 
allein auf reich bezieht. 

s) Die DefmRion dieses Begriffs finder sich am Ende yon w 1 dieser Arbeit. 
~) Der Beweis ist einer SchluSweise yon E. 'Hel t inger ,  Math. Annalen 69 (1909), 

S. 803, nachgebildet. 
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C ( x - - y ,  ~ - -  ~) - ~ C ( x , Y )  '--C(y,-ff)-- Cix,!-t~-- C(y, 2) 
C(x -- iy, ~-5 i:~)= C(x , y )  - -C(  y, .0) ~ iCl~x, ii ! - - iC(y ,~ i ;  

man multipliziere bzw. mit  ~,.1 ~,- ~,1 ~ts," und addiere: 

~C(x~, y , x ~ - y ) + ~ i C ( x 2 - ~ y , x ~ - ~ y ) . - - ! C i x - y , x - y )  
, 4 

-- ~ i C ( x - -  iy,  x - -  i y ) •  C(x,  i]). 
Nun kann man aus der Tatsache, dat~ W das Maximum yon iC(x ,~ ' :  

ist unter der Nebenbedingung ? x , ~ ,  ~= I, unmittelbar entnehmen, da~ 
C(x, 5 ) ~  W Z x ~ ,  ffir beliebige x~ gilt. Also ist fiir beliebige x~, y,,: 

W~ihIt man nun x~, y~ so, da~ C(x, ff) gerade das ~aximum M seines 
Betrages erreicht, wKhrend A 'x ,~ ,  == 1, A:y~]~ ~ 1  si~t, so erh~lt man 
in der Ta~ 2 [ / ~  2 W, als~ W ~ �89 M- 

Ieh betrachte nun das Beispiel der speziellen Bilinearform xly~ yon 
2 Paaren yon Ver~nderlichen. Ihre Eigenwerte sind die beiden Wurzeln 
der Gleichung 

t 0 - - 2 ,  1 -~-0 oder 2 ~ 0 ;  
0 , 0 - - 2  

ihren Wertvorrat ~ , ,  d .h .  die Werte yon x ~  unter x~Z,~ Q- %Z.~ -~ I 
be stimme ich, indem ich 

~x=eost(eos~x + i s i n q ~ ) ,  x.==sint(eos~,.. + i s i n ~ )  

setze; dann wird 

----- e a s t  - -  + i ( - -  = 

und nimmt also, wenn t, q~, q~ in ~eder Weis~ ais reeIle ZabJen v ~ e r e n .  
alle Werte der Kreisfl~izhe yore Radius �89  den Nullpunkt an. Endlieh 

! ' ~- 1 ~ I*- ist M - ~ I ,  da xxy~!=  x x y~ ~ x ~ ' ~  x~ ~ y~ + ~ y ~  __<1 ist 
und fiir x~==l,  x ~ = 0 ,  y ~ 0 ,  Y e = l  den Weft 1 erreicht. 

Sa tz  7. /)as Beispiel der Bilineafform x~y~ zeigt zugleich: 
I. daft der' Wert~urrrat ~ bei einer nicht-normalen Bilinear/arm 

nicht d~  kleinste konvexe Bereidt zu sein brauaht, der die Eigen- 
wer~e umschliefit (denn diese reduzieren sich auf den N~flIpunkt, 
w~i~rend !~3 der Kreis yore Radiu~ ~ um 0 ist); 

2. daft tatsdchlich W ~  ~: M sein kann, daft also die Konstante 
in Satz 6 durch keine gr6flere ersetzt werden kann (denn es [st 
W --a~., M = l ) ' ~  

aa) (Anm. bei der Korrektur.) Herr I. Schur, dem das Ma~uskript der Arbei~ 
vorgelegen hat, vermag die Bemerkungen dieses Sa~zes wesentlich zu vertiefen, iadem 
er s~mtliche Bilinearformen charakterisiert, bei denen W = M  ist, und and~rerseits 
~mtliche~ bei denen W = ~ M iat~ 
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w 

Der Rand des Bereiches ~ .  

Au:f Grund des widerl.egenden Beispiels aus Satz 7 ist es keine selbst- 
verst~indliche Folgerung aus Satz 5, wenn ieh jetzt flit jede, auch nicht- 
normale Bilinearform beweise: 

Satz  8. 1)er gu/3ere .Rand des Bereiches ~B ist eine l~nvexe Kurve. 

Zum Beweise stelle ich C gemiiB Satz 2 in der Form H - k i K  
dar, we H und K Hermi tesche  Formen sind, und transformiere in 
bekannter Weise H dutch eine unit~re Transformation auf die Gestalt 
H - - / z I ~ 1  -k . - .  -~- P ~ ;  /zl, - . . ,  #~ werden dann reell sein, die Eigen- 
werte yon H uncl H zugleich; sie mSgen der GrSBe nach geordnet sein: 
/~ ~ ,% ~ .. .  ~= #,. Dieselbe unit~re Transformation verwandel.t K in 
irgendeine andere Hermi tesche  Form K(~,~])und C in eine Bilinear- 
form F(~ ,  V), die denselben Wertvorrat wie C~x, y) hat: 

#~ ist der rechtseste yon allen Werten, die H(~,~) fiir Z~,,~,~==l an- 
nehm. en kann; und da H(~,~) der reelle Teil yon I~(~ ,~) i s t ,  liegt 
ganz' links yon der Vertikalen mit der Abszisse #1 und erreicht diese eben. 

Ist nun t~ ein e in faehe r  Eigenwert yon H, also /z~ ~.. tz~. ~ . . .  ~/~,,, 
s o n i m m t H d e n W e r t / q  nut an, wenn ~ i ~ i : l ,  ~ : 0 ,  . . . ,  ~ : : 0  ist; 
nur fiir dieses Wertsystem erreicht also / ' (~ ,  ~) die genanfite Vertikale. 
Nun hat der imagingre Tell yon I ,  d.i. K (~, ~-), fiir jenes We rtsystem 
einen ganz bestimmten Weft. Also enthilt die Vertikale, wenn /~ ein- 
father Eigenwert-veil H ist, nut efilen einzigen Punkt yon ~ .  Ist-je- 
doeh #l mehrfaeher Eigenwert, etwa ~% . . . . .  ,u~ > / ~  + ~ ~ . . .  ~>/~, 
so erreicht F ( } , g )  die Vertikale, we~m ~ + ~ = 0 ,  . . . , .~ ,=-~0  trod 
~ - ~ - - . . - k ~ - ~ l  ist. K (~, ~) wircI fir  diese Wertsysteme im all- 
gemeinen nicht nut einen einzigen Weft annehmen; abet es reduziert sich 
auf eine Hermi tesche  Form yon ~1, . . . ,  ~ allein, die lediglieh an die Be- 
dingung ~xg~ -k - - .  + ~ = 1  gebunden sind, und die Werte, die K (~,~) 
dabei annimmt, werden also, wegen der beim Beginne des Beweises yon 
Satz 3 erw/ihnten bekannten Tatsache, eine zusammenh~ingencle Strecke 
erfiillen. 

Das bisherige Ergebnis ist, dab die Vertikale, die den Bereich ~ 
eben yon reehts her beriihr~, yon ibm entweder nur einen einzigen Punkt 
oder eine einzige zusammenhingende Strecke enth~ilt. Versteht man abet 
nun unter ~ izgendeine komplexe Zahl veto absoluten Betrage 1 und 
wendet man auf ~ C ( x , y )  dieselbe Betraohtung an, wie eben auf G(x~y),  
so ist der Wertvorrat dieser Form gegen den yon C u m  den zu ~ ge- 
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hSrigen Arcus um O gedreht, und es folgt, dab flit jede andere Richttmg 
bei ~ dasselbe gilt, was bisher ffir die vertikale Richtmlg gezeigt wurde. 
Daraus geht abet hervor, dab die ~uBere Begrelmmlg des Bereichs ~ eine 
konvexe Kurve ist, die natiirlich stiickweise auch aus geradlinigen Strecken 
bestehen kann. 

w  

Der binge  Fall. 

•rweiterung der Aufgabe: der Bereich ~n" 

Die-Frage, ob ~ das ganze fnnere seines ~uBeren, konvexen Randes 
ausfiillt., oder LScher hat, ist in w 4 often geblieben. Ich nehme jetzt  
eine Erweiterung der ganzen Fragestellung vor, welche fiir den bin~ren 
Fall gestattet,  das Fehlen solcher LScher einmmehen, abet  auch zugleieh 
die Schwierigkeiten attfdeekt, die im altgemeinen Falle aus der l~Sglich- 
keit der LScher erwachsen. 

Anstatt  z w e i e r  H e r m i t e s e h e r  Formen H ,  K betrachte ieh ~, H e r -  
m i t esche Formen 11 ) H1 . . . .  , H~, setze u 1 = H 1 (x ,  ~),  . . . ,  u~ = H~ ( x, ~) 
und deute u~, . . . ,  u,  als reelle Koordinaten im Raume von y Dimensionen; 
variieren die x~ nun gem~iB der Einschr~nkmng ~$~ , , - - - - -1 ,  so erfiillen 
die u~ . . . .  , u~ einen Bereich, dessen guBere Begrer~zung, genau wie in w 4, 
konvex ist. Fiir ~ = 2 ist dies genau die biaherige Aufg~be. Es wird 
abet  andererseits geniigen, ,, gleic]~ der HSchstzalfl linear unabh~ngiger 
H e r m i t e s c h e r  Formen zu wghlen, die bei n Variabeln attftreten kSnne~ 
n~mlich ~-~  n~'. Denn alle niedrigeren F~lle lmnn man vm_s diesem hSch- 
sten durch Projektion ableiten. In  diesem hSchsten Falle aber erh~It 
man einen bis auf lineare homogene Transformationen vSllig bestimmten 
Bereieh im Raume von n e Dimensionen, der ~ heil]en mSge. Bisher 
steht yon ihm fest, dab er ganz im Endlichen liegt und yon auBen konvex 

begrenzt ist. Fiir das bin~re Gebiet gilt nun: 

S a t z  9. Der Bereich ~,_ ist die Ober/ldche eines gewdhnlichen Ellipsoids, 
also in einem dreidimensionalen linearen Teilraum des Raumes vo~ 
4 Dime.l~s~onen gelegen. 

Seien,r~mlich 
1 

als die 4 linear unabh~ngigen bir~ren H e r m i t e s e h e n  F o m e n  ausgew~hlt, 
so wircl x~2~ ~ x,Z,_---~ 1 genau dann effiillt sein, wenn man 

11) In der analogen Richtung liegt eine Verallgemeinerung, die Herr Fej4r in 
seiner Arbeit yon r=  2 auf r = :~ vorn.i'mmt. 



196 0. Toeplitz. 

x~ ~ cos t e ~ ~', x~ ~ sin t e i q'~ 

setzt  und t, ~1, q~. in jeder Weise zwisehen 0 und 2~  reell variiert. Es 
wird dabei 

_ _ 1 sin 2 t sin (~1 - -  ~ ) .  u~ = cos ~ t, u~ - -  sin ~ t, u~ ~ �89 sin 2 t cos ( ~ cp~), u~ - -  

S ta r t  ~o 1, q~: einzeln ist also nur die Differenz ~ - - q ~  wesentlich, ~ wird 
nicht drei-, sondern zweidimensional. Nun ist andererseits 

und man iibersieh~ leicht, da~ die ganze Oberfl~che dieses Ellipsoids durch 
die voranstehende Parameterdarstel lung ~ ausgefifllt wird. 

Den Fall ~ ~ - 2  erh~lt man dutch Parallelprojektion dieses Ell!psoids; 
uls Projektionszentrum client eine unendliehferne Gerade, als Projektions- 
strahlen die cx~ ~" zweidimensionalen Ebenen dutch jene unendlichferne 
Gerade, und es wird auf eine zweidimensionale Ebene projiziert. Die 
Projel~ion ist daher entweder die Fl~,ehe einer Ellipse oder eine Streeke 
oder ein Punkt.  Kombinier t  man dieses Resultat  mi t  einer einfaehen 
Reehnung, die man im bintiren Falle an die dutch den Sehursehen  Satz 
gegebene Normal~orm anknfipfen kann, so hat man:  

Sa~z 10. $'i~r eine bindre Bilinear]or~n ist ~ die Fldche einer 
Ellipse mit den beiden Eigenwerten tier.Form als Brennpunkten, die 
,~ich dann und nur dann au] die Strecl~e zwischen diesen beiden Eigen- 
werten reduziert, wenn die Forth normal ist. 

Ftir den allgemeinen Fall  ~ ~ 2 oder n :> 2 ist aber klar geworden, dal~ 
der Bereieh hohl sein kann. Ob dies schon fiir ~, = 2, n ~- 2 eintreten 
kann, bleibt dahingestellt, wenn auch unwahrscheinlieh. 

w  

Der Z u s a m m e n h a n g  mi t  dem Satze yon  Fej~r.  

Der Weg, auf dem ich yon dem Fe j6 r schen  Satze aus zur iufs te l lung 
won S a t z  5 gelangte, ist der folgende. Unter Einfiihrung der komplexen 
Variabeln~z ~ cos t ~- i sin t fiige ich das Paar  yon F o u r i e r s c h e n  Reihen 
zu einer L a u r e n t s e h e n  Entwicklung Z,c~z'*= f( t)  ~- ig( t )  zusammen; 
<tieser ordne ich die Bilineafform yon unendlichvielen Ver~nderlichen 
Zcz_~x~yp zu (c~, fl laufen yon - - c ~  bis -~-co), eine sog. L-Forml~) ,  
und beweise : 

1. Das Spektrum dieser L - F o r m ,  d .h .  die Gesamtheit  ~ihrer Eigen- 
werte, ist der Wertvorrat  der Funktion ~Yc, z n flit ]z[ ~ 1 18). 

~) Math. Annalen 70, S. 354. 
12) A. a. O. Satz 5, S. 360. 
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2. Das n-re arithmetische Mittel der Reihe ~ %  z% d.h. der Ausdruck 

n - l (  c l zAcc -1  -4- ~ n  c ' ~ - l z n - l ~ c - ( , ~ - l * z n  1 ' c o  ~ - ; T - -  ' " ' "  - 

i s t  fiir i z .... 1 ein Wert des Wertvorrats der L-Form. Denn setzt man 
in dieser 

1 ~ ~-i 
~ 1 - -  i -~ ~o----- ~'--~ ---, Xa~--- -- ~ ~ n T l ~ - - -  0 ,  ...~ 

so wird in der Tat C ( ~ , 5 )  gleich dem eben aufgefiihrten NIittel, w~ihrend 
x~Y,~ 4- z,,ie -~- .... I istl4). 

3. Jede L-Form ist normallY). Denn je zwei L-Formen sind mit- 
einander vertauschbar, und die begleitende Form einer L-Form ist selbst 
wieder eine L-Form;  also ist jede L~Form mit  ihrer begleitenden ver- 
tauschbar. 

Der Fej&rsche Satz is~ demuach in dem folgenden enthal~en: Der 
We~vorrat ~B einer L - F o r m  liegt ganz in dem kleinsten konvexen Be- 
reich ~ ,  der den Wert~rraA der zugeh6rigen Funktion -Y c ,z  ~ ldngs des 
Einheit~krei~es z = 1 umschlieflt, und ist mit ibm identisch. 

Umgekehrt geniigen die Methoden der Fej~rsehen Arbeit, um den 
Satz in dieser erweiterten Fassung zu beweisen, worauf ich nicht nKher 
eingehe. 

Es sei noch erw~hn~, dab man dutch vorsichtige Grenziiberg~nge und 
andere Methoden Satz 4 und Satz 8 auf beliebige beschr~nkte Bilinear- 
formen yon unendlichvielen Ver~nderlichen ausdehnen mid ~ e n  kan_n, 
dab bei einer sotchen, die zugleic~ normal ist, tier k/einste konvexe Be- 
reich, der das Spektrum entt~l~, sieher ~ angehSrt, nicht nur innerhall~ 
seiner s RandHnie gelegen ist. 

K ie l ,  den 10. Mai 1918. 

14) A. a. O. S. 358 umen, GStt. Nachrichten 1910, w 4. 
15) A. a. O. S. 357. 

(Eiugegangen am 22. Mai 1918.) 


