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~'ber die Begrfmdung der hyperbolischen Geometric. 

Von 

H. L~M~NN in Leipzig. 

SeiMem die hyperbol/sche (nich~euklidisCt~e) Geometric nebea der 
euklidischen zur Geltung gelang~ is~, sind die verschiedensten Methoden 
zur Grundlegung sowoM wie zum Aufbau dieses Gebie~s angewende~ 
worden. Man ka-n in dieser Beziehung etwa drei Richtungen unter- 
scheiden, die wir als Au[bau mit Hilfe einer bekannten Geometrie, .Einbau 
in die euklidische Geome~rie und endlich als freien Aufbau bezeichnen 
kSnnen. 

1. Bolyai*)und Lobatschefski j**)  setber ziel~en in ihren klassischen 
Arbei~en dahin, ein Gebilde des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes 
ausfindig zu machen (die Kugel mi~ unendlich grot~em Radius), auf dem 
die euklidische Geometrie gilL, und diesen Umstand dann ffir die Geometric 
der hyperbolischen Ebene auszunfitzen. 

Die Benii~zung des Raumes haben andere Autoren z. B. GauB***), 
F lye  St. Marie, ' ) ,  K i l l i ng -~ )  und Simon'~-~) vermieden, indem sic 
die Forderung an die Spitze stellten: ,Alle Figuren der Ebene sollen frei 
beweglich sein, und im Unendlichl~leinen soll die E:~!idische Geometric 
gel~n." Man erh~Ig auf diese Weise einerseits die sptfiirisch-elliptische, 
andrersei~s die pseudosph~risch-hyperbohsche Geometric. 

*) J. Bolyai, Appendix seientiam spatii absolute veram exhibeus. Ed. nova. 
(Budap. 1902.) Vgl. w 11, 17 und namenflich 21 ,,Superficies ~'". 

**) N. J. Lobagschefskij, zwei geometrische Abhandlungen. Deu~sch mi~ An- 
merk~lngen yon F. Engel (Leipzig 1899). Vgl. S. 12 ( ~ e r  die Aufangsgr~nde der 
Geometric w 9) ,,die Gr~nzkugel". 

"**) C. F. GauB, Ges. Werke VIII, (Leipzig 1900) S. 255--257. 
t) Flye S~. Marie, E~des analy~iques sur la ~hdorie des parallMes. (Paris 

18710 Chap. L 
i t )  W. Ki;!Lug, Die nich~u~]~dischen Raumfonnen in an~lyt~cher Behandhmg 

t i t )  M. Simon. Die Trigonome2rie in der absoluten (~eomet~ie. Crelles Journal 109 
(1892), S. 187--198. 
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Endlich gelangr man yon clef sph~xischen Trigonometrie zu der hyper- 
bolischen~ indem man den Radius der Kugel clef imaginiiren Einheit gleich 
setzt*). Dieser Ubergang erweist sich namenf~ch auch als ein wichtiges 
und fruchtbares Hiffsmittel fdr die nichteuklidische Mechanlk**). 

2. Den E,/nbau der hyperbolischen Geomeirrie in die euklidische hat 
zuerst Beltrami***) gegeben~ indem er zeig~, dab die hyperbolische 
Geome~rie auf den Fl~ichen konstantmn negativen Kriimmungsma~es gilt. 

Hat in dieser Weise Beltrami ein kongruentes Abbild der hyper- 
bolischen Ebene dutch Fl~chen gegeben, die im eul~%idische~ Raum liegen, 
so belrommt man nach K l e i n t )  ein ~geod~tisches'~ in der euklidischen 
Ebene gelegenes, indem man die projektive Mat~bestimmung e'mfRhrt. Jede 
geradlln~ge S~recke, die yon zwei beliebigen Punk~en des Fundamental- 
kegelschnit~es begrenzt ist, ist in diesem Fall das Bild einer unbegrenzten 
hyperbolischen Geraden. 

Ein ,,winkeltreues" Abbfld der hyperbolisehen Ebene gibt z. B. die 
euklidische Halbebene. Bilder der hyperbolischen Geraden sind clann die 
auf eler Begrenzungsgeraden der Halbebene senkrecht stehenden (Halb-) 
Kreise.tt) 

3. Als Geometer, die einen freien Aufbau cler hyperbotischen Geo- 
metrie sich zum Ziete mach~en ~ yon den allgemeinen Untersuchungen 
fiber Grundlagen dex Geometrie soll iibrigens bei dieser l~[bersic~t ab- 
gesehen werden --  seien hier genannt Ggrard'~-~), der yon einer ftir 
das Vert~lt~ds zweier gegenfiberliegenden Seiten im Viereck mit drei 
rechten Winkeln angenommenen Ungleichheit ausgeh%, Schur*J'), der 
ohne Anwendung yon Stefigkeit oder clem Archimedischen Axiom doch 
den Raum als ttJ!~smittel braucht, und gilbert**-~). 

*) N. J, Lobatschefskij, Ggometrie im~Hnaire. Crelles Journal XVII (18S7)~ 
S. 299--320. **) W. Killing. Die Mechanilr in den nich~euklidischen Ranrnformen. 
Crelles Journal 98 (1885), S. 1--89. ***) Beltrami, Saggio di interpref~zione della 
geometria non euclidea. Giornale di B ~ .  VI (1868), S. 283--315. t) F. Klein, 
~er die sogenannh~ nichteuldidische Geome~rie. Math. Ann. 4 und 6 (Leipzig~ 1871 
and 72). F. Klein geht yon der Cayleyschen MaBbestimmung aus und zeig~ ihre 
yon Cayley nicht erkannte Bedeutung fox die nich~uklidische Geomet~ie. Au~erdem 
aber wird sie unabh~uHg yon der eukh'dischen Geome%rie bes~mmt, so da~ die 
beiden Axbeiten auch unter 3) mit ~uf_zuz~hlen sin& it) Zum ezsten Mal und 
zug!eich in allgemeinerer Form tim Bitd auf tier Fl'~che zweite~u Grades) findet~ sich 
diese Darste~llung in Note VI (S. A5--47) yon Kle ins  Er!a.-ger Progr~.mm. (Ver- 
gleichencle Betrachtungen fiber neuere geometrische Forschungen. Erlangen 1872)- 
Wieder abgedruck~ in Band YLIT[ tier Math. An~alen. Leipzig 1893. 

j--~) Odrard ,  Sur la ggometrie noneuclidienne. Thbse. Paris 1892. 
*t) F. Schur ,  ~ber die Gr~ud]agen cter Geometrie. MattL Aun~en 55 (Leipzig 

1902), S. 264~292. **-~) H i l b e r t ,  Neue Begr/inciung der Botyai-Lobatsc~_efski~schen 
Geometrie, M~tfla. Annalen 57 (Leit~g 1903), S. 137--150. 
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Hilbert mac~t nut.yon den einfaehsten Voraussetzungen Gebrauch, 
es is/; bemerkenswert, dab in 9 1--3 seiner Abhandlung kaum ein Sa~ 
enf3a~t~n is~, den nicht Bolyai und Lobatschefskij selbor zum Tell auch 
otme Beniitzung des Raumes, des Stetdgkeif~axioms oder der eu~]~dischen 
Geome~rie bewiesen haben. 

In tier Tat gestat~et die yon H~lbert gegebene eigen~timSehe Ein- 
ffihnmg dot Zahlen in die hyperbolische Geomebri% obne wei~ere Hilfs- 
mi~t~l die hyperbolische Trigonome~rie abzuleiten (s. w. unten, 9 3--4). 
Zuvor abet soll gezeigt werden, dab eine Reihe yon Konsfruktionen sich 
schon auf Grund des Hilfssatzes 9 1, 2 der Hilbertschen Arbei~ ganz 
element~r ableiten lassen (9 1) und da6 die Bewegung der hyperbolischen 
Geometrie sich sehr einfach definieren lassen (9 2). 

w  

Die merkwiirdigen Punkte im Dreieek der hyperboHschen Geometric 
nebst einigen Konstruktionen. 

Wir gehen yon der Ta~sache aus, dab zwei Gerade sich en~weder in 
einem (reetlen) Ptm~ treffen, oder parallel sind (ein ,Ende"*) gemein 
haben) oder ein gemeinsames Lot besitzon. Diese drei F~i~e wollen wir 
im folgenden so bezeichnen: Die Geraden schneiden sich reeU, im Unend- 
~/chen oder idea/. 

Entsprechend unterscheiden wit reetle Winkel, Nullwinkel, ~[berwinkel 
und verstehen allgemein unter der Halbierungs]inie eines Winkels die- 
jenige Gerade im Wiukelral~m, welche die Eigenschaft hat, dab die beiden 
Schenkel des Winkels durch Spiegelung an ~hr ineinander iibergehen. 

Ha!bierungslinie eines ~berwinkels ist also z. B. die Gerade, welche 
in der Miff~e des gemeinsamen Lores der beiden Schenkel auf diesem Lot 
senkrecht steht. 

Es soll nun gezeigt werden, daft genau wie in der euklidisehen Geo- 
met~ie, so auch bier die Mit~llot~ der drei Seiten (1), die Winkel- 
halbierenden der drei T~nenwinkel oder eines Innenwinkels und zweier 
ent~prechender AuBenwi,kel (2) und die drei HShen (3) sich in je einem 
Punk~ ~reffen. Dieser Punk~ kann unter Umst~nden auch unendlich fern 
oeler ideal sein, eine hnn~hme, die auch yon den Ecken des Dreiecks 
gemacht werden daft. All' diese S~tze lassen sich elementar beweisen, 
und es sollen die Beweise durchgefiihr~ werde-, sowei~ sie flit die An- 
wendungen erforderlich sin& 

Hi!bert ~. a. O. S. 140. (Zweite Definition nach Axiom IV.) 
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1. Die Mit~el lote  der Dre ieeksse i t en .  

Aus Kongruenzs~zen folg~ leich~, dab wenn die Mittellote zweier 
Dreiecksseiten sich in einem reellen P u n l ~  M treffen, aueh das Mittellot 
der dritten Seite dutch diesen Punkt 
M hindurchgeht. 

Ist er ideal, sei etwa D'/~" das Z 
gemeinsame Lot der Mi~tellote DD" .B ~ 
und E E '  yon den beiden Dreieck- 
seiten a ~ / ~ C  und b = CA (Fig. 1), 
so f~lle man auf das gemeinsame 
Lot die Lo~e AA; .B.B' und CC'. 
Die drei Lo~e sind untereinander 
gleich. Errichte~ man jetzt auf A'_B" 

A 

Fig. 1. 

das Mi~tellot, so muff es notwendig die Strecke A B  (etwa in F )  schneiden, 
und die beiden Vierecke / ~ / r F ' B '  und AF.F'A" sind dann einander 
kongraen~, woraus folg~, dab F ' F  das Mit~ellot der Seite A.B ist, was 
.be~viesen werden soUte.*) 

Sind zwei der Mittellote zueinander parallel, so muff das Mittellot 
der dritten Seite jedenfalls mit jedem tier beiden anderen Mi~e~lote je 
ein Ende gemein haben. Wit  haben nachzuweisen, dab dies dasselbe 
Ende ist, d. h. daft die drei ge~.n~ten Geraden nicht et~va ein ,asymp- 
to~isches Dreieck" (d. h. ein Dreieck mit drei Nullwinkeln) bilden. 

Man sc~]ieB~ auf die Richtigkeit der ausgesprochenen Bet~uptung 
aus den folgenden beiden sehr leicht zu erweisenden Tatsachen: Mindes~ens 
eine Sei~e im Dreieck, n~mlleh die dem grSBten Winkel gegenfiber- 
liegende, wird yon allen drei Mittelloten ge~roffen; ferner: Eine Gerade 
kann nur zwei Seiten eines asymptotischen Dreiecks (in reellen Punkten) 
breffeIL 

Es mfissen also die drei Mit~ellot~, wenn zwei yon itmen ein Ende 
gemein haben, notwendig aUe drei ein gemeinsames Ende besitzen.**) 

Anmerkung .  Den drit~n Speziaffall des Satzes yon den Mitre]leben 
kann man beniitzen~ um die Richtigkeit der yon Bolyai***) gegebenen 
Kons~ukt~ion des Lo~es zum ParaIlelwinkel zu erweisen. 

Es sei a tier Winkel, zu dem das Lot gesucht wird. (Vomusgesetzt 

*) Vgl. die deutsche Ausgabe yon Loba~schefskijs ,,P~-_geometrie" (Ostwalds 
K l ~ e x  tier exakten Wiasenschaf~n 130. Leipzig 1902). S. 85. 

**) Vgh Hilbert a. a~ 0. w 1, Satz 4. An alex yon Hilbert zitiert~n Stelle hat 
Lobatschefskij den Satz sehr ~iel n~ndl ieher  bewiesen. (Vgl. die Engelsche ~ber- 
setzn~g S. 18~--18~). 

***) Appendix w 35 mad Fig. 18. Dor~ wird die Existenz des in Fig. 2 dieser 
Abhandlnng mit 2) bezeictmeten ~ b sehr sorg~fig bewiesen. 

~ ( t  ~D.RlkleZI, T,,T'~. 8 
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is~, dab man berei~s Parallelen ziehen kann.) Dan,  kann man immer 
einen Parallelwinkel fl so kons~ruieren durch geeignete Wahl des 
Lores .... dab fl :> a. Nun lege man fl an den einen Schenkel AA'  des 

A' ~B' C" 

.B 
~ig. 2. 

Winkels a an (Fig. 2), maehe A B  gleieh dem 
doppelten Lo~ das zum Parallelwinkel fl gehSrt~ 
ziehe die Parallele BB'  zu A A ,  trage den 
Winkel a an B B '  an, bringe den andern SchenkeI 
zum Schnit~ mit dem Sehenkel des gegebenen 
Winkels (ira Punk~ /)),  mache endlich noch 
DC=  DB. Dana ist, wie wit beweisen wollen, 

AC das doppelte Lot, welches zum ParaUelwinkel ~ geh6rt, d. h. also, 
h~igt man in C den Winkel a an A C an, so ist CC" parallel AA'. 

Es is~ in Fig. 2, wenn wir die Dreieckswlnkel mit A, 33, C be- 
zeichnen, femer noch die Winkel 33'33C und BCC '  die zufolge der Kon- 
struktion einander gleich sind, mit 7 bezeiehnen: 

also 

B----~+r, 
C ~ 7  --a, 

B - - A - - O  ~ + A - - C  B + C - - A  

Jetzt wolten wir auf den drei Seiten des Dreieeks uns die Mi~tello~e 
errieh~et de 'ken,  und die Verbindungslinien des (reellen, unendlieh-fernen 
oder idealen) gemeinsamen Pank~es der drei Mittello~e und der Eeken mi~ 

&'A,  330"2, Co'C 
bezeiehnen. Dann ist 

A," e = A C Co" 

Bo'B e = 33 V Vo" 
und weitmr 

~ A = & - - % ,  ~B=~o+ro, 
Hier~us folg~ 

a = % ,  ~ = & ,  r = r o ,  

(=ao), 
(= 

(=n) 

~C=7o-%.  

el. h. die Linien .A'A, B'.B (und C'C) gehen dureh den gesuch~en ge- 
meinsamen P ,m~.  Nun ist aber nach Konshmktion AA" parallel zu 
:BB'~ also haben die drei Geraden ein gemeinsames End% was bewiesen 
~exden soll~e. 
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2. Die W i n k e l h a l b i e r e n d e n  im Dreieek.  

Die Halbierungslinien cler ;In nenwinkel eines Dreieeks mi~ drei reellen 
Ecken gehen durch einen l~nl~,  den Mitf~lpunkt des einbesehriebenen 
Kreises. Das wird, genan wie in der euklidischen Geomebrie bewiesen. 
Der Sa~z gil~ aber auch dann noch, wenn die Eeken unendlieh fern oder 
ideal sind, sobald man den Begriff ,,Winkelhalbierende" in der zu Anfang 
des Paragraphen gegebenen Weise erweitert. ~brigens wlrd der Sehnitt- 
punkt immer dana reell, wenn unter den drei Ecken des Dreiecks sieh 
keine ideale befindet. - -  Is~ dies dagegen der Fall dann und nur dann 
kann es vorkommen, dab zwei 
Winkelhalbierenden einen un- 
endliehfemen oder idealen Punkg 
gemein haben, dureh den dann 
aueh die dritte Winkelhalbierende 
hindurchgehk 

Halbieren wit nun einen 
Innenwinkel und die beiden der 
flegeaseif~ anl~egenden A.ugen- 
winl~el (Fig. 3) und nehmen an, 
da~ zwei tier Winkelhalbieren- 
den sieh in einem idealen Pun~  
sehneiden es sei etwa B'C' 
das gemeinsame Lot , dann is~ 

.A 

.B C 

Fig. 3. 

der kfirzes~e Abstand dieses Lores yon den drei Dreieckssei~en gleich groB, 
land wenn man yon A das Lot A A" auf B" C" f~llts, so werden die beiden 
Viereeke A A ' E ' E  und AA'.F'_F zueinander kongruent, d. h. AA" ist 
Winkelhalbierende im gegebenen Dreieek. ~,hnljch erledigen sich die 
audern F~il!e. 

Anwendung:  Wende~ man den Satz fiir die Innenwinkel eines 
Dreiecks mit zwei endliehen mad einem NullwinkeI an, so ergibt sich 
eine Methode, ken Nullwinkel zu halbieren. Man verbinde zwei Punkte 
A und B der beiden Parallelen und halbiere die Innenwinkel bei A und B 
in dem en~stehenden Dreieek. Die Halbierun~linien schneiden sieh in 
einem reellen Punk~, dutch den die gesuchf~ Mittellinie des Nll!!winkels 
hlndurchgeht. Wendell wit dasselbe Verfahren noeh einmal an, so be- 
kommen wit einen zweiten reellen Punk~ der gesuchten Oeraden. 
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3. Die H~hen  im Dreieck.*)  

Treffen sich zwei der drei HShen im Dreieck in einem reellen Punkt, 
so geht auch die dritte durch diesen Punkt hindurch.  .... Es seien n~imlich 
(Fig. 4) A] )  u n d / ~  die HShen, die sich in H treffen mSgen. Das Dreieck 

A 

B 
:Fig. 4. 

liege, und dab ~'C dutch 

nun, fiir welches H der Mittelpunkt des ein- 
beschriebenen greises ist, und yon dem D 
und/~  zwei Ecken sind, hat zum Mittelpunkt 
des der Seite 1 ) F  anbeschriebenen Kreises 
den Punk~ B, in dem sich die Gerade .EH 
und das Lot C D auI H D  schneiden. Genau 
so sieht man~ dab A der Mi~elpunk~ eines 
zweiten anbeschriebenen Kreises ist. Man er- 
kennt so, dab der Punk~ ~' reell ist:, auf A B  
H hindurchgeht, fernex auf A.B senkrecht 

schneider, d. h. also: Auch die drive HShe geht durch H hindarch w. z. b. w. 
Denken wit uns ferner in Fig. 3 das Lot auf A ' A  in A errichtet, 

nehmen wit ferner an, die Figur sei so gewghlt, daft /~ 'B und dieses 
Lot sich in einem reellen Punl~ (K) und ebenso C'C und das Lot sich 
in einem reetlen Puuk% (L) schneiden, so gehen die Geraden B M  und 
CM resp. durch die Mittelpunk~ L u n d  K dot anbeschriebenen K.reise 
des Dreiecks A B C  und stehen auf B ' K  und C'L in B bezw. C senkrecht. 

Umgekehr~ erhalten wir aus der Figur den Satz: Schneiden sich im 
Dreieck KL(.D'.E'), das zwei reelle und eine ideale Ecke hat, die beiden 

H~hen L B  und KC in einem reellen Punkt M~ 

A, 

E 

~ 

C 
:Fig. 5. 

so geht auch die drive HShe (d. h. das gemein- 
same Lot AA" yon K L  und JB'C' durch diesen 
Punk~ hindurch. 

Entsprechend, & h. auch dutch Zuriick- 
fiihrung auf den Satz vo~ den Winkelhalbieren- 
den, is~ der Beweis fiir ein Dreieck mit einer 
unendlichfernen Eeke zu fiihren. 

A nw e ndungen .  Die beiden zuletz~ ge- 
nann~en F~lle kSnnen zur einfs~hen LSsung 
zweiex Aufgaben dienen. 

Konst~kt~on des Lo%es z,~m Parallelwi~el ~ (Fig. 5). 

*) Ein analyfischer Beweis des Sat~es, dat} die HGhen aich in einem reellen, 
unendh'chfernen oder ~dealen Sc~ni~%'rpun~ schneiden finde~ sich bei G~rard, a a. O. 
p. ~54; vgl. auch (ffir d~e eu~Tidische Ebene und die Kugel) Baltzer, Elemen~ tier 
~ e ~ a ~ k  rr (6. Aufl. Leipzig ~SSS) S. ~ .  

**) G~rard ~. a O. p. 74~. Diese K o ~ o n  is~ die einfachs~e (Vgh Hilber~ 
a a O. S. 1~2, Fig. ~). 
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Man bestimme, was immer m~glich is~, den l~mlc~ B s% da$ die Parallele 
B B "  zu A A '  mit A B  einen spitzen Winkel einschliegt. Dann fiille man 
die Lore A D  und B E  auf AA"  und /~B" und yon dem immer vorhan- 
denen reellen Sctmi'~pun~ H aus das Lot H C auf A B .  Dann ist 
!o = A C, die gesuchte Strecke, so da$ 

ist. 
Zweitens*): Das gemeinsame Lot 

zweier sich nicht schneidenden Geraden 
g und h. (Fig. 6.) 

Da die beiden Geraden (g und k) 
l~ig. 6. 

ein gemeins~mes Lot haben, so mfissen 
die Punkte B und C auf g sich so wglflen lassen, dab die Winkel 
# = B ' . B C  und 7 = .BCC" der yon /~ und C auf h gefiillfen Lore mit 
B C  bezw. CB beide spitz sind. Die HShen des Dreiecks B C ( C ' B ' )  
~reffen sich dann sicher in einem reellen Punkt M, und das yon M auf g 
gef-alt~e Lot s~eht auch auf h s e n k r e c h t . -  

w  

Die  Bewegungen  in der  hyperbol ischen Ebene. 

In w 4 seiner Abhandlung**) gelang~ l~ilber~ zu dem Ergebnis: Be- 
zeichnet man die den Enden einer Geraden zugeordneten ZahIenwer~e mlt 

mad ~, so bedeu~et die in ~ und y bilineare Gleichung 

b 
a ~  A- -~ (~ A-~) -t- c -=- 0 (4ac - -b2>O)  

einen Pun~.  
Dutch geome~rische ~lberlegungen gelang~ man nun leicht zur Ein- 

sicht, dab jede beliebige Bewegung erhalten werden kann, in dem man 
,Verschiebungen der Ebene liing~ der Geraden (0~ oo)***) ferner ,Drehungen 
um das Ende ~ " r  nnd Spiegelnngen an der Achse (+  1, - -1 )  in ge- 
ntigender Anzakl kombinier~-~). 

*) Alle andern Konstrulr~ionen erfordem, mit einziger Ausnahme tier yon 
Hilber~ gegebenen, da~ Ziehen yon Parallelen. Vgl. z. B. Engel m a. O. S. 253 u. 255 
und meine Ausgabe der ,,PangeometMe" S. 85. Zusa~z 2. Hilber~ verknfipf~ Exisf~nz- 
beweis und Kons~ulrtion in einfachs~er Weise (a. a. O. S. l&l, Fig. 2). 

**) a. a. 0. S/149. ggl. auch Fig. 6 mad 7 ffir alas folgende. 
*~) a. ~. O. S. 149 u n ~  t) a. a. O. S. 150 oben. 
"l~) Spiegehngen an dieser Achse setzen sich aus Spiegehngen am Punk~ 0 

mad au tier A chse (0, r zussmmen, d. h. 

r ~ - - - f f - ,  ~"~----$, oder ~'~__.~t._~_ = +  . 
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Diese drei h~en yon Bewegungen sind aber gegeben 
Transformatdonen 

~'= ~ ,  (~" = ~);  
~ '=~+~ ,  (~' = a + ~); 

~ ' = +  ~, (~'= + ~) 

in ogeniigender An~h] kombinier~. 

aureh die 

Hieraus folg~: D/e allgemeinste Bewegung ist durch eine G~ichung 
der ~'orm 

gegeben. 
Dabei wird die bilineare Gleichung des Punl~es sich wieder in eine 

bilineare Gleichung verwandeln, deren Determinante is~ 

4~'~'-- b'~= (4ac- -b  ~) (a~-- f lrY > 0. 
Aus dieser Fore der allgemeinsten Bewegaug en~ehmen wir noch den 
Satz: 

Eine Bewegung ist vollkommen bestimmt, wenn man die Bilder dreier 
F_,nden ~nnt .  --  

Diesen halbgeometrischen, halbanaly~ischen Beh~chtungen wollen wir 
je~zt eine rein geometz@che ]~:[berlegung gegeniibers~ellen und zweierlei 
beweisen. 

1. ~ n e  Transformation der hyperbolischen ~bene, bei der jeder reelle 
Punkt  in einen reellen ~un~t und jede Gerade in eine Gerade iibergeht, ist 
notwendig eine Bewegung*). 

2. Jede Bewegung ist dutch die Angabe der B~Tder dreier Eaden voll- 
kammen bestimmt. 

1. Bei der Transformation verwandeln sich Gerade, die einen reellen 
P u ~  (A) gemein haben~ in Gerade die ebenfalls einen reetlen Punkt~ (A~ 
gemein haben. Schneide~ man nun eine Anzahl solcher yon einem Punk% aus- 
gehenden H a l b ~ e n  mi~ einer Tr-~usversale die die Geraden in A1, A~,...,A~ 
~reffen mSge, so entspricht der endlichen Strecke A1A ~ eine endh'che 

A ' A "  ' " .. A" dieselbe Anordnung wie S~ecke 1 ~, es haben die Pun]~e .AI~ A2, ., 
die Pn,kte A1, A~, . . - ,  A~. (Liegt A~ zwisc'hen A~ und A~, so auch A[ 
z~.schen A~ und A~. Hieraus folgt welter, dab Geraden mit gemein- 
samem Ende auch wieder Gerade mit gemeinsamem Ende und Geraden 
mi~ gemeinsamem Lo~ auch wieder Gerade mi~ gemeinsamem Lot ent- 
sprechen. Is~ n~m]ich A.B die Grenze zwischen den schneidenden und 

~) Ferner~ solt die Anordnung der yon einem Punk~ ausgehendem H a t ~ h t e n  
uage~elea~ bteiben. 
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den ilicht schneidenden Geraden, so muB jede Gerade auf der einen Seit~ 
yon A'B" noch die Transversale A~A~...  A~ . . .  treffen, wghrend andrer- 
seits keine anf der andern Seit~ yon A'B" liegende Hatbgerade die Trans- 
versale ~reffen kann; es wird also A'B'  parallel zu A1A~.- A" ' ' �9 ~ . . . .  Wei~er 
verwandeln sich zwei Gerade mi~ idealem Schnit~un~ in ebensolche Gerade. 

Zieht man die beiden Geraden zwischen zwei Geraden g und h mit 
gemeinsamem Lot, die je ein Ende mit jeder der beiden gegebenen Ge- 
raden gemein haben .and sich in einem Punkte M treffen, so hat M folgende 
Eigenschaften: Legt man dutch M irgend eine Gerade, die g und h in G 
und H trrifft, so ist GM-~ MH. Leg~ man zwei Geraden, die g und h 
in G 1G~ una H,H~ tre~I~n, so ist G1G~ = H~ H~. 

M verwandelt sieh nun bei der Transformation in den entsprechenden 
Pnnlr~ M', und hieraus ergeben sich die Sgtze: 

Der Mit~elpunk~ M einer beliebigen Strecke (GH) verwandelt sich 
in den Mittelpunk~ (M)  der entsprechenden Strecke (G'H). 

Hierans folg~ weiter, dab zwei gleieh grebe auf einer C~eraden ge- 
legene Strecken sich in zwei gleich grebe Strecken verwandeln. 

Aus der oben gemachten Bemerkung fiber gewisse nntereinander 
gleiche S~recken (G~G2) und (H~H~) folgert man dann leich~ noch: Zwei 
Strecken, die un~ereinander gleich sind und auf zwei Geraden mit gemein- 
samem Lot liegen, verwandeln sich in zwei entsprechend gelegene unter- 
einander gleiche Strecken. 

Hat man endlich zwei beliebig gelegene gleich grol~e Strecken, so 
kann man leieh~ eine dritte Strecke angeben, deren Trfigerin eine Gerade 
is~, die jede der beiden ersten Geraden in einem idealen Punkt t~fft. 
Hierans ergibt sich dann: 

Je zwei Strecken, die untereina/nder gleich sind, verwandeln sieh in zwei 
Strecken, die untereinand~ gleich sind. 

Ein gleichschenkliges Dreieck wird sich also wieder in ein gleich- 
schenkliges Dreieck verwandeln, und die Mitre seizer Basis wieder in die 
Mi~e der Basis. Hieraus ergib~ sich leicht, dab die rech~en Winkel 
sgmtlich ungegndert bleiben, mit Hiffe des rechtwinklig gleichschenl~ligen 
Dreiecks da.nn, indem man die ttShe f~llt, dab anch die Winkel yon der 

1 OrSBe ~ unge~der~ bleiben, l~berhaup~ k~.o, man zeigen, daft jeder 

Win]~el (~. 2 -~) ungd~inder~ bleibt. Hieraus ergibt sich, tibrigens ohne 
Anwendung des arehimedischen Axioms allein mi~ Anwendung der Axiome 
tiber die Anordnung und des Begriffs ,Winkelraum"*), dab bei der Trans- 
formation a//e Winkel unge~inder~ bleiben. Mit den Wiul~eln bleiben abet 
auch die S~reeken (Lore) unge~der~, zu denen die Winkel ais Parallel- 

*) Hilber~ s. s. O. p. 139 obey. 



120 K r ~ ~ .  

wi~kel gehSren, d. h. es bleiben alle S~recken unge~nder~, die Trans- 
formatdon is~ eine Bewegung. 

2. DaB eine Bewegung durch die Bilder ch-eier Enden volJ~ommen 
besgmmt is~, sieh~ man in folgender Weise ein: F~II~ man yon einem 
Punk~ P aus die drei Lore auf drei Seiten eines asymp~otisehen Dreiecks, 
so haben diese Lo~e bes~imm~e GrSBen und bestimmen ihrersei~s die Lage 
des P~k~ees P vonkommen eindeu~ig. (Zwei Lore reichen zur eJndeutigen 
Fesflegung des Punktes nich~ aus). - -  

w  

Pnnktkoordinaten. Entfernung mad Winkel. 

Wit wollen jetzt zur hyperbolischen Metrik iibergehen~ und zungchs~ 
den Winkel zweier Oeraden durch ihre Enden (~1, ~I; ~,  ~h) ausdrficken~ 
sodann neue Punktkoordina~en einflihren, um die Entfernung zweier 
Punk~e zu berectmem 

1. Berechnung  des Winkels.  

Wit wollen zuers~ eine Formel fiir die Drehungen um den Punk~ 0 
aufs~ellen. 

Die Gleichung des Punktes O is~: 

Die Drehung um diesen Punk~ muB also gegeben sein dutch Gleichungen 
der Form 

---~H-a' ~ =~q-----a' 

vermSge deren 

wird, sobald 

Daraus ergib~ sich die Form 

~'~'= - -  1 

~ ------ 1. 

im zweit~ Fall 

Fffin~ man eine Drehnng um 900 aus, so en~sl~rechen den Enden 
- -1 ,  0, 1, ce die Enden 0, 1, 0 % - - 1 ,  dreht man um 180 ~ so weiter 
die Enden: 1, o~, - -1 ,  0. 

Im ers t~ Fall wird (= 1) 
~=i t~Ig u , 
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a ist also in diesen speziellen F'~len glelch der Tangen~e des halben 
Drehungswinkels, und diese Beziehung wollen wir jetzt allgemein beweisen. 

Fiihrt man zwei Drehungen nacheinander aus 

so wird 

wobei 

Andrerseits 

bezeichnen 

und 

},= ~+,~ ~,, ~'+~' 
1 - - . ~  ~ = I - -  ~'~' 

~,, $ +  ~" 

,, g+a"  
1 ~ ~ "  

ist, wenn wit die Drehungswinkel mit ~o, ~p' und 9" 

pp 

tang -~ 9 = 

1 1 
tang ~ ~ + tang-f u 

1 1 
1 - -  f~ng -~- q~. tang -~- ~" 

Die GrSBe a"~ der Parameter fin: die aus zwei aufeinanderfolgenden 
Drehungen nm den P n n ~  0 zusammengesetzte Drehung, se~zt sich also 
aus den Parametern der einzelnen Drehungen genau so zusammen wie die 
Tangen~ des halbert Drehungswinkels. Da iiberdies zwisehen den GrSBen a 

1 1 
und tang-~9~ fiir 90 =-~r und 9~ ~ ~ Identi~t besteht, so gelangen wit 

zu dem ScMul}: 
Gleiehun9 

1 - - ~  

ste~t eine Drehu~ (urn den Punl~t O) dar, wobei d~ 1)rehungswinlcd be- 
s r  ist dutch 

1 
t a n g u  = a .  

Hieraus bekommen wir leicht die allgemeine Formel~ die den Winkel 
r zweier Geraden (~1, ~1), (~s, ~]s) dutch ihre Enden ausdr~ickt. Das 
Doppelverh~tnis der Z~h]en 

hat den Wert 

1 
~I=0 ,  ~h=~, '/l~=oo, ~ 2 = -  W 

1 

o--~ ~  
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F~ihren wir nun ei~e beliebige Bewegung (1) aus, wobei die Enden 

(0, ~ ,  ~ , - - ~ )  ~be~go~o= m~on  m (~i, ,~, ~ ,  ,~), so bleibt einerseits 

der Winkel 

:Fig. 7. 

(2) 

=- 2 arctg a 

unge'~nder~, und andrerseits das Doppel- 
verh~ltnis, d. h. es bleibt die zwischen 
diesen beiden GrSBen bestehende Beziehung 
erhalten. 

Der Winket q~ (Fig. 7), den die beiden 
Geraden ( ~ )  und (~2%) miteinander ein- 
schlieflen, ist bestimmt dutch 

tang y r = : n~ -- % 

2. Punk~koordina~en und ihre  Trans format ion .  

Die Gleichung eines Punktes is~ 

a + b  (~--+~ n--) + ~ = 0  

wobei 
4a -- b~> 0. 

Wit erf~len diese Bedingung, indem wit se~zen: 

a = e-~" + ~(= w~), 

b =  - -2v  

und hierin u und v alle mSglichen reellen Werte erteilen. 
Die vorausgeschickte Gleichung verwandelt sich in 

(3) w~ - ~(f  + ~ + f~  = o 

und kann dazu elienen, die Gleichung einer Geraden aus zwei auf ihr 
gelegenen Punl~n,  oder n mgekekr~ die Gleichung eines Punktes anzugeben, 
wenn zwei durch ihn gehende Geraden bekann~ sind. 

Z. B. wird die Gleiehung der GeraAen (+ 1, --1) 

w ~ l ,  
die der Geraden (0, c~) wird 

v-~-0. 

Ferner werden die Koordinaten des pnnk%~ O: 

v =- 0, (w-= 1), u = 0. 

Man kann die Gleichnng aber auch benfitzer~ nm die Transformation tier 
l~mk~oorclin~n bei Bewegangen zu bereehnem 
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Bei der Transformation 

~'-= $ + a, ~ ' = ~ + a  

(d. h. bei der .Drehung am den Punkt o~ 'c) verwandelt sich die Gleichung 

w ~ -  v(~ +~ )  + ~ = o 
in 

w~-,,(~'+~'-2a) + ( ~ ' - ~ ) ( ~ ' - a ) = 0 .  

Sehreiben wir diese Gleichung wieder in der Form 

w'~-  v'(~'+~') + ~'~'= o, 
so erhalten wit 

V ~ v - 3 t . - a ~  

w ' ~ =  w~-.t - 2 v a  "4- a ~. 

Ebenso kommt zur Transformation 

} ' =  a}, *i'= a~ 

(& h. der ,Schiebung l~ngs der Achso (0, ~x~)'O das weitere Formelsystem 

u' = u - -  l o g  a ,  

W' -~" a w  

mid zur ,,Spiegelung am P~mkte @', gegeben durch 

kommt 
st'=- st + 2 log w ,  

W2 

W 

3. Die En~fernung  zweier  Punk~e. 

Die Enffernung zweier Pnnkte /)! P~ ist eine Funk~ion ~rer Koordi- 
na~en~ die bei Bewegung unge'~nder~ bleib~, und die die Eigenscha~ ha~, 
dab fiir drei Punl~te auf einer Geraden die Beziehung bes~eh~ 

Beh~achien wit jetz~ die Funl~ion 
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so verwandelt sie sich bei der ersten Transformation in 

i t �9 f �9 �9 ,* 

= V e ~  +~ (w~ ~+w~ ~ -  2v 1 v~ ) ,  

d. h., sie bleib~ unge~nder~. 
Bei der zweibn Transformation hat man: 

f(u~, u~, v~, ~,) = ~ a~e ~ '+~ '  ~, ~, + -~- ~ ; 

und auch hierbei gnder~ sich die Ausdrucksfom niche. 
Endlich entsprechend fiir die drit~e Transformation: 

f ( ~ ,  ~ ,  ~l, v~)= e~'+~'w~'~% "2 . . . . . . .  1 + ~,'" ~"~,,'w~Y 

2 \ w 1  r 2 

Hiemus  folgt:  
ist (his auf einen 
~--u~. 

Die GrSBe bleibt also bei allen Bewegungen unge~nder~, & 11. sie ist 
eine F u n ~ o n  der Enffernung der beiden Punk~ 

Um zu sehen, welche FunCtion es ist, fdtLren wit zwei Schiebungen 
l~ngs der Achse (v, ~ )  nacheinander aus. Ein Punl~ dieser Achse (v=0)  
erl~lt bei der ersbn ,,Schiebun~' die u-Koordina~e 

I u = u -- log a 
bei der zweiten 

d ' - - - -d- -  log a ' = u - - ( l o g  a + l o g  a'). 

Die GrSBen (log a) addieren sich also einfach, genau wie die Strecken, 
um weiche die Punkb verschoben werden, sie sind ihnen also proportional. 

Ffihr~ man ers~ eine Schiebnng aus, die den Puu~  (u~, 0) mi~ dem 
P v - ~  (%, 0) zur Deckung bringS, ~a-~ eine zweite, die (%, 0) mit (ua, 0) 
zur Deckung bringt, so lassen sie sich dutch eine einzige erse~zem Die 
Parameter (log a, log a ,  log a"] haben die Werb 

~ -- ~ , us  - -  u~ , Us -- U~. 

Die Ent~ernung zweier Punk~ (u 1 u2) der Geraden v = 0 
FaIdor, dem w~r den Wer~ 1 erbilen wollen) g /d~  

Ffir zwei Punlr~e dieser Achse nimmt iiberdies die aufges~ellte In- 
vm~ante den Weft  an 

o) = + 

= r  
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Damit is~ die Beziehung der Invariaute und der E~ffernung fes~- 
gelegr und wit haben den Satz: 

JLegt man die Maflbestimmung fiir den Abstand zweier Punkte so fast, 
daft man den (konstanten) Faktor, der fiir zwei _Punkte (u~ und ul) der 
Achse v-~ 0 den wirklichen Weft d~r Entfernung yon u 2 --u~ untersche~t, 
gleich 1 setzt, so wird die ~#fernung r zweier bdiebig gelegener Punkte 
bestimmt dutch 

1 
- - -  . 

w  

Die hyperboHsche Trigonometrie. 

Nachdem einmal die Formel ffir den Winkel zweier Geraden und die 
Entfernung zweier Pnnlrte aufgestell~ ist, mach~ der wei~ere Au~au dex 
Trigonome~rie keine besonderen Sehwierigkeiten. Wir woHen uns damit 
begniigen, die Beziehung zwischen Lot und ParaUelwinkel (1), einige 
Formeln i"tir dals rech~inklige Dreieck (2) und die Formeln abzuleiten (3), 
welehe die in w 1 unerledigr gebliebene Kons~rmlr~ion des Parallelwinkel~ 
zum Lo~, d. h. das Parallelenziehen iiberhaup~ ermiiglichen. 

1. Der Para l le lwinkel .  

Tragen wir (Fig. 8) auf der Aehse (--1,  + 1) yon 0 aus nach dem 
Ende Jr 1 bin die S~recke OP = p  ab und ziehen die Gerade mit dem Ende 
c~ durch diesen Pun~,  so wollen wit nun den Wert ~ des andern Endes 
dieser Geraden berechnen. 

Die Gleichung der Geraden wird, 
wie aus (3) 

~ - ~ ) .  

Der P u ~  P ( w =  1) ha~ a!so die Ko- 
ordina~en 

1 
v = ~, u = - -  - ~ l o g  ( 1 - - ~ ) ,  w = 1 

und seine En~fernung p vom Punk*~ 0 
ist best/mint dutch 

1 

& h. es is~ 
d'--  e "$ 
d ' §  

O 

7 , / '  
Q 

§ ~ p  

]~i.g. 8, 

L 
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2cudrersei~ is!; (naeh w 3~ 1) 

~ n g  - i  ~ (~)  = ~ ) " |247 ~ ~ + ~ - 

Also wird*) 
1 (5) ~g ~ r~(~) = ~-,. 

2. Das r eeh twink l ige  Dreieck. 

Verbinden wir (Fig. 8) den Punkt Q(u~ 0) der Achse (0, c~) mi~ dem 
Pnnlr~e P, so ist die Entfernung der Punkte P ~ ( =  q) gegeben durch 

1 e u 
e h q =  2 ]/t~--_~ ( e - S ~ + l ) = e h u c h ~ "  

Also sieht man~ dab im rechtwinkligen Dreieck mi~ den Katheien a 
und b und der Hypotenuse c die Relation bestehl 

(6) eha ebb = chc. 

Die Enden der Verbindungslinie der beiden Punlde 

u n d  
(Q) w = e  -~", ~ = 0  

bes~mmen sich aus 

~ ' + r  

~;/ , (  = - -  e -  ~ u, 

1 ~ e  - 2 ~  sh  
m ~  = 2 e - ~  sh--~ ch lo  

d. h. es wird (mit Benfitzung yon (6)) 

~' s~'(shuchp+ shq), 

also 

und 

,r 2~-~' (shu e h ~ -  s:hq), 

s h q - -  shu ch.p 
- -  shu chlo+ shq 

| 

COS ~ 
1 1 ..{.- t, ang' y ,~  

shu chp th~  
= shq = ~ - q  

*) Vgl. Lobat~hefakij-Engel S. i8 und S. 212--21i. 
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Im rechtwinkligen Dreieck besteh~ demnach zwischen der Kathet~ eg 
dem anliegenden Winkel t6 und der Hypotenuse c die Beziehung 

th a 
(7 )  cos  16 = t~ c ' -  

3. Das V i e r e e k  mi t  d re i  r e e h t e n  W i n k e l n  und die 
P a r a l l e l e n k o n s t r u k t i o n .  (Vgl. Fig. 9.) 

FNlen wir yore Punkte P(UoVoWo) die Lore auf die Aehsen xPA = G 
/~B-----b, so hat die Gerade P A ,  well die Snmme ihrer Enden gleich 
Null ist, die Gleichung 

w~---, w o. 

Es wird also (ftir den 
Punkt A) 

d ~ ul = -- log Wo, vl = 0 

u n d  

ehc_~ 1 e~~ 2 W o ~ _  = #ow o. 
2 w o 

Das Lot P.B hat eme 
Gleiehung yon der Form 

w2--Zv+ 1 = 0  

da seine Enden yon (+  1, -- 1) 
harmonisch getrennt sin& 

0 

d 

o o  

~ ( u ~ i v  ~ ) 

:Fig. 9. 

Seine Gleiehung wird also 

. . . . .  > - 1  

W 2 

und B hat die Koordinaten 

Demnach wird 

w ~ = l ,  

w o ~ +  1 v + l = 0 ,  

2Vo 
v~ ~ Wo~+ 1 . 

Also wird 

und 

wo~+l 

ch d 

sh  a = V o h  ~ a - 1 = 
she 

ch r + ch-'r 

(8) t h a  --- the  r 
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Zufolge der Gleichung (5) ist nun noeh 

also 

2 tang ~- 2 i 
s i n  n ( d )  = = 

1 Jr tang ~- l"[(d) -[- e- 

(8') t ~ a  
sin n ( � 9  = the" 

Aus dem Vergleich der Formeln (7) und (8") ergibt sich der Sa~: 
Zieht man dutch den Punkt 0 (der dem slaitzen Winkel A P B  gegen- 

i~erliegt) im Viereck mit drei rechten Winkeln die Parallele zur Seite A P 
und bringt sie mit O B zum Schnitt, so ist die tty~tenuse O Q des recht- 
winklige~ Dreiecks OB Q gleich A P. 

Daraus ergibt sich die bekannte Parallelenkonshxfl~ion*): Um yon 
dem Punk4e O des auf BA in A errichbbn,Lotes aus die Parallele zu 
A B  zu ziehen, f~flle man das Lo~ B B  yon B auf OB(BO 2. OA) und 
mache 0 Q--- AB,  ~.nn is~ 0 Q diese ParaUele. 

Le ipz ig ,  den 1. M~rz 1904. 

*) Alle I~sn~gen der Aufgabe, die ParaUele zu ziehen, bezuhen auf Beziehungen 
zwlschen dem Viereck PAO~B und dem Dreieck QOB. (Vergl. Bolyai, Appendix 
w 3~. Lobatschefskij-Engel a. a. O. S. 256; Schur a. a. 0. S. 292). Es ist bisher 
noch nich~ geln~gen einen einwand~eien rein geometrischen, weder auf Ste~igkeits- 
be~,mh~angen noch auf Benfitzung r~nmlicher Hilfsmi~el bemhenden Beweis dieser 
Bezie~ungen zu erb~ngen. Vielleicht geben passend gew~hlt~ SpezialF~lle der in w 1 
genann~en S~tze einen Weg hierzu. 


