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schen Deckschraubungen oder -drehungen ausfuhrt, so ist 
ersichtlich, dass solche Krystallelemente, welche verschiedenen 
Theilgittern zugehoren, gegeneinander gedrehte Lage haben 
mussen.] 

Jede Netzebene eines zweiten oder dritten Theilgitters 
ist also parallel zu einer Netzebene des zuerst betrachteten; 
und weil als Krystallflachen nur Netzebenen der Theilgitter 
auftreten konnen, so sind durch die Netzebenen des e i n e n  
Theilgitters alle iiberhaupt moglichen Stellungen von Krystall- 
flichen gegeben, und folglich such durch die Punktreihen des 
e ine  n Theilgitters alle iiberhaupt moglichen Kantehrichtungen 
des Krystalls. Ftir alle diese Netzebenen und Pknktreihen 
des einen Theilgitters ist aber das Rationalitatsgesetz als gfiltig 
erwiesen. Folglich gilt es nun ganz allgemein; es zeigt sich 
als eine nothwendige Folge aus der allgemeinen Theorie der 
Krystallstruktur, wenn dieselbe mit der in der vorliegenden 
Abhandlung eingeftihrten Hypothese uber die Natur der 
Krystallflachen verkniipft wird. 

Bus der mitgetheilten Ableitung des Rationalititsgesetzes 
geht besonders deutlich hervor, dass die neue Theorie der 
Krystallstruktur nur eine Erweiterung und Verallgemeinerung 
der Bravais’schen Theorie ist, derzufolge alle Krystalle nur 
einfache Raumgitterstruktur haben sollten. Die Ableitung 
des Rationalit&tsgesetzes aus der neuen Theorie fusst voll- 
st‘indig auf der Ableitung desselben aus der B r  avais’schen. 

K a r l s r u h e ,  April 1882. 

IX. Ueber d i e  molecular - 7E.lnet.lsche.n Gresetxe d e r  
VmdumpfungswCirme Zcrul der  speciflschen Wawne  

cikw E&rper in uerschieclernew Agyregutformen; 
v o n  DP. A r w e d  W a I t e r .  

(Vorgetragen auf der 5’4. Vers. Deutsch. Naturf. am 19. Sept 1881.) 

Herrn van  d e r  W a a l s  gebuhrt das hohe Verdienst, 
zur Continuitiitstheorie der Aggregatformen den Grund ge- 
legt zu haben. Die von aihm selbst bemerkten und n i c h t  
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b emer  k t e n schwer wiegenden Mange1 dieser seiner Theorie 
durch Aufstellung von neuen strenger bestatigten Grund- 
gesetzen zu heben: dies wird man als die im Nachfolgenden 
vom Verfasser geloste Aufgabe erkennen konnen. 

Die Unvollkommenheiten, von denen die in der be- 
riihmten Schrift') des Herrn v a n  d e r  W a a l s  heute vor- 
liegenden theoretischen Formulirungen auf keine W eise be- 
freit werden konnen, bestehen hauptsilchlich darin, dass es 
dem hollandischen Gelehrten schlechterdings unmoglich sein 
diirfte, von der Verdampfungswilrme der Fliissigkeiten und 
von der Verschiedenheit, welche die Warmecapacitht eines 
und desselben Korpers je nach seiner Aggregatform auf- 
weist, eine solche Rechenschaft zu geben, dass die That- 
sachen in einfachster Weise sich erklaren liessen. 

In einem vor drei Jahren veroffentlichten Aufsatz a) 
habe ich unmittelbar nach meiner ersten Kenntnissnahme 
von der hollandischen Dissertation 3, die Gesetze der Ver- 
anderlichkeit der spec. WBrme aus dem van  d e r  Waals'schen 
Grundgesetze herzuleiten versucht ; die Unmoglichkeit , das 
eben angedeutete Problem auf der Grundlage der ursprting- 
lichen van  d e r  W aals'schen Conceptionen auch nur annilhernd 
zu losen, ist der am schwersten wiegende Einwand gewesen, 
der sich gegen die Richtigkeit des v a n  d e r  Waals'schen 
Grundgesetzes mir seither ergeben hat. 

Art. I. Grundgese tz  d e s  Druckes. 

Ich stelle den Satz auf: 

D i e V e r a l l g e m e i n e r u n g  des  i d e a l e n  G a s g e s e t z e s  
o d e r  d ie  f a r  G a s e ,  Di lmpfe ,  F l i i s s i g k e i t e n  g i i l t ige  
B e z i e h u n g  zwischen  D r u c k ,  V o l u m e n  u n d  T e m p e -  
r a t u r  i s t  gegeben  du rch :  

1) Die Continuitkt des gasform. u. fliiss. Zustandes. Von Prof. Dr. 
van der W a a l s ;  iibersetzt von Dr. F. Roth.  Leipsig 1881. 

2) Ueber das Gesete von van der Waals .  Progr. d. k. Lyc. in 
Colmar i. E. 1878. Nr. 410. 

3) Over de Continuiteit van den Gas-en Vloeistof toestand. Leiden. 
Sijthoff 1873. 
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(1.) wo: T = h . t  h = $ A  

(lb) und: f=-. an 
a u  

Hierin bedeutet Z l  die potentielle innere Energie des 
Korpers im Zustande eines Gases (oberhalb seiner kriti- 
schen Temperatur), eines verdiinnten oder gesilttigten Dampfes 
(unterhalb seiner kritischen Temperatur) oder einer Flussig- 
keit unter beliebigen Druckverhaltnissen. T ist die mittlere 
kinetische Energie der Translation der Korpermoleciile, 
t die absolute Temperatur, welche fur das Experiment zum 
Maasse der Bewegungsenergie T mittelst eines constanten 
Coefficienten k dient. Die Constnnte des idealen Gasgesetzes, 
welches aus (1) durch die Annahrnen f = 0 ,  /? = 0 sich ergibt, 
ist mit h bezeichnet. 

Durch /3 ist eine Temperaturfunction bezeichnet , deren 
Einfuhrung durch folgendes zum theoretischen Beweise 
unseres Gesetzes (1) dienendes Raisonnement begrundet 
werden soll. 

Bei allen Betrachtnngen iiber die Wahrscheinlichkeit 
der Zusammenstosse der Moleciile hat man bisher nur solchen 
Verhlltnissen Rechnung getragen, welche sich auf die zu 
bestimmter Zeit vorhandene Anordnung der Molecule eines 
Gases und die Verschieclenheit der Bewegungsrichtungen 
und der absoluten Geschwindigkeiten fortschreitender Be- 
wegung beziehen. Stillschweigend hat man in der Gastheorie 
die Annahme gemacht, dass dasjenige zu gegebener Zeit an 
gegebenem Orte befindliche Moleciil, auf welches eine nach 
den soeben in Erinnerung gebrachten Wahrscheinlichkeits- 
gesetzen bestimmbare Anzahl anderer Molecule zum ,,Stosse'L 
losgeht, sich auch gerade in der Verfassung als Massensystem 
befinde, dass jene Bewegungsanderungen eintreten miissen, 
die wir in dem Terminus ,,Stoss" zusammenfassen. 

Diese versteckte und, wie ich meine, in der Natur der 
Sache keineswegs begrundete Annahme wollen wir aufgeben 
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und Wil l iamson ' s  tiefsinnige Idee l) in analytische Form 
zu setzen suchen. 

Vorbedingung dafiir, dass ein Stoss eintrete, ist die 
Eigenschaft der ,,Undurchdringlichkeit", die wir einem Moleciil 
in einem bestimmten sofort zu definirendem Sinne belegen; 
von dieser Eigenschaft aber miissen wir voraussetzen, dass 
wir sie auf irgend eine Weise mittelst einer Zahl und einer 
Raumgrosse messen konnen, ehe wir an ihre Definition 
gehen. Wir  sagen: Ein Moleciil von der Masse m wiirde 
die Undurchdringlichkeit von der festen Grosse b besitzen, 
wenn es unter allen Umstanden, wo, wann, wie auch das 
Zusammentreffen mit anderen Moleciilen erfolgen konne, 
den (einfach zusammenhangeuden) Raum b fur diese Mo- 
lecule nbsperrt , sodass kein Bestandtheil derselben fur 
eine beliebig kleine Zeitdauer in ihn eindringen kann, wie 
gross auch die Geschwindigkeit von m und die Geschwin- 
digkeiten seiner Bestandtheile beschafl'en seien. Mit Ruck- 
sicht auf die soeben angedeuteten Moglichkeiten von Einzel- 
ereignissen, deren Zusammentreffen jederzeit in desselben 
Weise als wirklich vorauszusetzen wir kein Recht besitzen, 
miissen wir unsere Definition durch eine Wahrscheinlich- 
keitsbetrachtung verallgemeinern und auf die Mittelwerthe 
ausdehnen, die fur endliche Zeitstrecken und wagbare Massen 
gelten. Wir sagen deshalb: Es besteht eine gewisse Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, dass das eine Moleciil, dessen augen- 
blicklicher Nassenmittelpunkt sich wahrend eines Zeitele- 
mentes mit der Geschwindigkeit e bewegt, sich gerade in 
einem solchen Zustande der Anordnung seiner Bestandtheile 
befindet, dass die herankommenden Molecule diejenigen Be- 
wegungsanderungen erfahren , die wir uns, nach Analogie 
der Vorgange an wahrnehmbaren Massen, durch einen ,,Stoss" 
verursacht denken. Dieser einem gerade vorhandenen Mo- 
leciil fur die Dauer eines Zeitelementes zugehorige Wahr- 

1) Vgl. Claus ius ,  Abhandl. 2. 1867. p. 214-216: Mech. Warmeth. 
2. 1879. p. 167-168. K e k u l 6  (Lehrb. der organ. Chem. 1. p. 402 bis 
407) erklart (1861) Wil l iamson ' s  Theorie der Aetherbildung fiir ,,einen 
der Grundpfeiler der jetzigen theoretischen Ansichten" in der Chemie. 
p. 403. 
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scheinlichkeitsbruch t9 muss als ein Ausdruck gedacht werden, 
dar demjenigen Raumtheile proportional ist, innerhalb dessen 
sich zu gegebener Zeit die Massen bewegen, die a19 Bestand- 
theile dieses Moleciils angesprochen werden ; er muss zugleich 
als Function der Translationsgeschwindigkeit c gedacht 
werden, die dem Mittelpunkte des molecularen Massen- 
systemes zukommt. 

In dieser Auffassung von der Undurchdringlichkeit eines 
Moleciils werden wir weiter sagen miissen: E s  besteht die 
Wahrscheinlichkeit (1 - 8) dafiir , dass die herankommenden 
Moleciile das eine gerade betrachtete Moleciil m ,,durch- 
dringen", wobei dieser Ausdruck , mit Gewissheit gesetzt, 
wie wir unsere affirmativen Behauptungen aufzustellen pflegen, 
den Sinn haben 6011, d a s s  d i e  a u g e n b l i c k l i c h e  B e -  
s c h a f f e n h e i t  g e r a d e  d i e s e s  Molec i l l s  m d i e  h e r a n -  
kommenden  n i c h t  h i n d e r t ,  i h r e  B e w e g u n g e n  b i s  zu  
a n d e r e n  Molec i i len  o d e r  b i s  zu  d e n  W a n d e n  d e s  
e i n  sch l i e s senden  G e f a s s e s  fo r t zuse t zen .  

Die Wahrscheinlichkeitsbriiche 1 - PI,  1 --p2 , . . , 1 - /In, 
die wir in derselben Weise filr alle einzelnen Moleciile 
m,, mz,.., m, einer Schaar von n Molectilen in der Raum- 
einheit zuerst fiir einen bestimmten Zeitpunkt gebildet und 
dann durch ihre zeitlichen Mittelwerthe ersetzt denken wollen, 
sind alle von einander unahhangig, wenn wir von der Voraus- 
setzung I) nusgehen, dass koine beschleunigenden Krafte in 
dem Aggregate der Molecule wirken, mogen diese als Gas 
oder Fliissigkeit angeordnet sein. Man wird zugeben, dass, 
wenn wir die Ausiibung eines messbaren Druckes als der 
Summe der in der Zeiteinheit auf die Flacheneinheit der 
GefAsswilnde ausgetibten Stossmomente als ein zusammen- 
gesetztes Ereigniss betrachten, fiir welches die Wahrschein- 

1) Diese Voraussetmng, dass also, in anderen Worten, die Geschwin- 
digkeiten der Molecule eines Gases, Dampfes oder einer Fliissigkeit keinem 
durch ein System von Differentialgleichungen vorgeschriebenen Geaetze 
iiber die yon Zeitpunkt zu Zeitpunkt und von Raumpunkt zu Raumpunkt 
erfolgende Fortsetzung ihrer Wei-thereihen unterworfen sind, wird im Prin- 
cip gemacht fur alle unsere thermodynamiachen Untersuchungen , welche 
Gleichgewichtszustiinde betreffen. 
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lichkeit seines Zustandekommens auszuwerthen ist, dieses 
Ereigniss nach den hier geausserten Vorstellungen nicht auf 
mehrere verschiedene Arten eintreffen kann, sondern sich 
aus einer grossen Anzahl von theils auf einander folgenden, 
theils neben einander bestehenden Einzelereignissen a u  f e i n e 
und  nu r  e i n e  W e i s e  zusammensetzt, dass wir die Wahr- 
scheinlichkeit des Gesammtereignisses, d. i. die Pressung der 
Einheit der Gefasswand bei Berucksichtigung der Undurch- 
dringlichkeit der Molecule, durch das P r o d u k t  d e r  e i n -  
f a c h e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n  d i e s e r  E i n z e l e r e i g -  
n i s  s e zu bestimmen haben. 

Dabei werden wir diese einfachen Wahrscheinlichkeiten 
1 -PI ,  1 - P 2 , .  . , l-pm uns als Verhaltnisse zu denken 
haben, indem wir  alle Falle, die dem Fortbestehen eines 
gerade vorhandenen Moleculs nicht giinstig sind, mit der An- 
zahl aller Falle zu vergleichen haben, in denen ein Molecul 
als geschlossenes Massensystem bestehen und nicht be- 
stehen kann. 

Wi r  kommen also zu dem Schlusse: 
D a s  P r o d u c t :  

(1 -PA (1 -A) * .  . (1 -Pa) 
wird  d i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  e r m e s s e n ,  d ie  daf i i r  
b e s t e h t ,  d a s s  d i e  Bewegungsvorgange  i n  e i n e r  i n  
d e r  R a u m e i n h e i t  e ingesch lossenen  S c h a a r  von  n zu- 
sammengese tz t en  Moleculen  s ich so  g e s t a l t e n ,  a l s  o b  
a l l e  Molecu le  s i c h  gegense i t i g  d u r c h d r i n g e n  moch-  
t en ,  d.i. a l s  ob  d i e  WBnde des  G e f a s s e s  a l l e i n  ge-  
t r o f f e n  w u r d e n  u n d  e i n e n  messba ren  D r u c k  e r l e iden  
m u s s t  en. 

Alle Moglichkeiten der Auflosung eines Moleculs , der 
Neubilgung eines solchen, des gegenseitigen Durcheinander- 
hindurchgehens, des zeitweiligen Nebeneinanderbestehens oder 
Zusammenfallens , des Austausches der Bestandtheile sind 
in dieser Conception einbegriffen, wenn wir in dem vor- 
stehenden Producte die Anzahl der Factoren und zugleich 
die einzelnen Betrage derselben abgeandert denken. 

Man darf, wenn die Anzahl n der in der Raumeinheit 
vorhandenen Molecule einige Millionen ubersteigt, das vor- 
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stehende Pruduc t unbedenklich als e-B betrachten, wo e die 
Basis der naturlichen Logarithmen und /I die von der Tem- 
peratur allein abhangige Summe der mittleren Werthe der 
oben in ihrer Vereinzelung gedachten Grossen PI, P2 . . . vor 
stellt, vorausgesetzt, dass unter einander gleichnrtige Molecfile 
vorhanden sind. Denkt man sich aber die Masseneinheit 
(1 g), gegliedert in Moleciile, im Raume v gegeben, so wer- 
den wir hiervon den Antheil 

B _ _  
v u = v . e  

zii fingiren haben, wenn wir die weitere Betrachtnng in der 
Hypothese durchfiihren wollen, dass die fur die Massenein- 
heit durch die Grosse i9 gemessene Undurchdringlichkeit der 
Molecule nicht in der Weise zur Geltung kommt, dass der 
Bewegungsraum v durch die ,,AusgedehntheitiL der Molecule, 
wie man zu sagen pflegt, beschrankt ist. Durch dieselbe 
Schlussweise, wie sie D. B e r n o u l l i ,  J o u l e ,  C l a u s i u s ,  
0. E. M e y e r  in verschiedenen Graden der Allgemeinheit 
entwickelt haben, gelangt man nun leicht zu dem Schlusse’), 

1) Ich hoffe, class es mir gelungen ist, nur solclie Vorstellungen in 
die mathematische Betrachtung eiiimfuhren, von deren Ursprung und Be- 
rechtigung entweder hier ausdrucklich Rechenschaft gegeben ist, oder 
von denen der Leser sich selbst aus der Mechanik und aus der Gastheorie 
die Rechenschaft entwickeln kann; ich meine wgleich, dms die gemach- 
ten Auseinandersetzungen die richtige Gestaltung der Hypothese sind, 
durch welche ihr erster Urheber, der beruhmte englische Chemiker, sich 
nach meiner Ansicht ein grosses Verdienst um die Anbahnung einer ge- 
naueren Erkenntniss vom Wesen der chemischen und physikalischen Er- 
scheinungen eiworben hat. Wir mollen, irn Gefuhle der Nothwendigkeit 
der Einfiihrung einer neuen Hypothese uber die molrculare Constitution 
der Materie, uns bemiihen, einen Mittelmeg awischen D a1 t o n’s starrer 
Atomistik und W. Thomson’s Wirbelhypothese (beziiglich der Atonie) 
einzuschlagen und sofort versuchen, unsere moglichst concret gahaltenen 
Vorstellungen in Gleichungen auszupriigen, welche die’Priifung ihres Be- 
rechtigungsgrades mittelst der Erfahrung dassen .  ,4uf diesem Wege 
wollen wir weiter versuchen, aus den erfYhrungsmassig festgestellten Er- 
scheinungen Ruckschlusse zu machen auf die Gesetze der Gliedemg der 
Theile dessen, was wir ,,MaterielL nennen, und von  dem wir  n i c h t s  
w i s s e n ,  ale d a s s  e s  i m R a u m e  unabhl ingig  von  d e r  Zei t  v o r h a n -  
d e n ,  mess  b a r ,  u n a e r s t o r b a r  und T r l i g e r  e i n e r  l e t z t e n  RealitBt, 
d e r  B em e gun  g s en e rg i c , i s  t. 

_____ 
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dass der aussere messbare Druckp', den die im Besitze der 
translatorischen Bewegungsenergie T befindliche Massenein- 
heit auf die Einheit der BewegungsflLcbe ihres Bewegungs- 
raumes v nusiibt, durch den Ausdruck 

( 5 )  

dargestellt sejn miisste, wenn, um den ublichen Ausdruck zu 
gebrauchen, keine ,,CohLsion" unter den Molekeln vorhanden 
ware. 

1s t  aher eine im Sinne des ausseren Druckes p an der 
Begrenzungsflache wirkende, aus anderer Quelle entspringende 
Druckkraft vorhanden, welche, in denselben Einheiten wie p 
gemessen, die Grosse f besitzt, so wurde man offenbar die 
unter (1) angegebene Gleichung haben miissen. 

Indem ich an dieser Stelle jede eingehende Erorterung 
iiber den Ursprung und den lnathematischen Ausdruck der 
eben unter der Benennung f eingefiihrten Druckkraft, fiir welche 
die Ausdrucke ,,CohLsionsdruck" oder ,,innerer Druck" in 
Gebrauch gekommen sind, so lange abweise, bSs von der durch 
diese Kraft geleisteten Arbeit und ihrem mathematischen 
Ausdruck die Rede sein wird, betrachte ich wenigstens die 
eine R a g e  als erledigt, wie die Ausgedehntheit oder die .Un- 
durchdringlichkeit der Molecule bei dem Entwurfe eines all- 
gemein gultigen Compressionsgesetzes in zutreffenderer Weise 
zii beriicksichtigen sein mochte, als es von Hrn. v a n  d e r  
W a a l s  nach meiner Ansicht geschehen ist. 

Nehmen wir die Formel 
P _ -  

( p  + T) v ,  e * = 1,00646 (1 + 0,00371.9.) 
fiir Kohlenskire an und suchen aus den Blteren Angaben 
von Andrews2)  in genau derselben Weise unsere Grosse 
zu bestimmen, wie es von Hrn. van d e r  W a a l s  p. 81 
der deutschen oder pag. 77 der hollandischen Schrift fiir 
seine Grosse b versucht ist, so erhalten wir fur dieselbe 
Zahlenwerthe, melche durch ibre unleugbar vorhandene Ueber- 

Pogg. Ann. Ergbd. 5. 1) Andrews,  Phil. Trans. for 1869. p. 575. 
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einstimmung die vorstehende Formel in dem fraglichen Punkte 
bestatigen. 
T a b e l l e  I. Werthe von p bei CO, nach (2,) berechnet') 

3 041 
1 0,003027 

- 
4=13,1" 

Dampf 
0,002 655 

2 579 
2 642 
- 

Gem. v.Fluss. u.Darnpf 

Fliissigkeit 
0,003 0 12 

2 986 
2 987 
2 962 

0,002 950 

- 

21,5 a 

Dampf 
0,002 612 

- 

- 
- 
- 

derrgl. 

desgl. 

3 011 
0,002 988 

- 
0,003 12a 

- 
- 

32,5 a 

Gas 
0,002 788 

3 058 
3 104 
3 113 
3 157 
3 167 
3 120 

0,003 096 
- 
- 
- 

35,5 

Gas 
0,002 958 

2 784 
3 068 
2 851 
2 817 
3 027 
3 091 
3 165 
3 132 
3 129 

Grenzen der Werthe von ZJ nach v. d. W a a l s  
0,00242 0,00241 0,00251 0,00250 . .  . . . .  1 . . . . I  . . . .  

i565 1 1719 190 1798 

Rechnunge?, die ich mit den neueren Angaben von 
A n d r  e w s,  ferner mit den Versuchsresultaten von J a n  s s e n , 
A m a g a t ,  A n s d e l l  und F. Ro th , )  beziiglich der Korper 
CO,, NH,, N,O, CH, und C,H, angestellt habe, ergaben 
mir gleich giinstige Resultate 3), die gelegentlich mitgetheilt 

1) Wenn Hr. v a n  d e r  W a a l s  die numerischen Werthe, welche er 
auf Grund der Andrews'schen Versuche nach seiner Grundformel a h  
Werthe von 21 - b betrachten musste, jetzt dem Ausdrucke v .  e-@:" m- 
weisen wollte, so wtirde er genau die von mir gegebenen Werthe von ,4 
finden und damit uber die Schwierigkeit hinweggehoben sein, die fur die 
Weiterfuhrung seiner Theorie a m  dem Umstande erwlichst, daas seine 
Grundformel , auf fliissige Kohlenskure (und andere Fliissigkeiten) ange- 
wendet, schlechterdings verwerfliche Resultate liefert. 

2) Die auf unseren Gegenstand beeiigliche Litteratur ist m voll- 
stiindigsten von Hrn. F. R o t h  eusammengestellt worden. Wied. Bnn. 11. 
p. 1. 1880. 

3) Der Umstand, welcher am meisten zu Gunstsn einer Formel wie 
(Za) spricht, ist der, dass die nach ihr berechneten Werthe von ,6 e n t -  
s c h i e d e n  k e i n e  Z u n a h m e  mit wachsender Ternperatur verrathen, 
weder bei Kohlcnsaure noch bei den ubrigen untersuchten Gasen, resp. 
Dgmpfen. Hr. R o t h  u. A. kommen bei ihren nach der Waals'schen 
Formel gefiihrten Rechnungen steta auf diesen groasen Uebelstand hinaus. 
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werden konnen. Das Resultat deraxtiger Priifungen scheint 
mir dahin ausgesprochen werden zu konnen, dass die Correc- 
tion f des ausseren Druckes in der That bei Gasen sehr 
nahezu dem Quadrate des spec. Volumens umgekehrt pro- 
portional, ausserdem aber auch von der Temperatur ab- 
hiingig zu denken ist. 

Ein auffalliger Umstnnd hat sich bei der Berechnung 
der Grosse t9 herausgestellt; ihr Werth iibertrifft den des 
spec. Volumens der Fliissigkeit. Die hieraus fiir die Vor- 
stellung scheinbar entspringende Schwierigkeit wird sofort 
gehoben durch die Ueberlegung, dass die in /? zusammen- 
gefassten, auf die einzelnen Moleciile bezuglichen Summanden 
den C1 a u  s i u  s’schen Wirkungsspharen genau entsprechen, 
welche das schtfache der sog. Molecularsphhren betragen. I n -  
dessen ist die geringe und unsichere Kenntniss, welche wir 
uber die Gestalt und die wirklichen Dimensionen der Mo- 
leciile besitzen, wohl geeignet, Anhaltspunkte zu gewahren 
fur die Einbildung, aber nicht ausreichend zur Begriindung 
bestimmterer Behauptungen. 

Art. 11. Die  Bedingungsgleichungen des C. de la Tour’schen 
Zu B tan d e 8. 

Mit Scharfsinn und Originalitilt hat Hr. v. d. W a a l s  
auf p. 87-97 die Umstande theoretisch untersucht, die sich 
an den sog. kritischen Zustand der FllZssigkeiten kniipfen. 
Wenn jedoch fur Gase, Dampfe, Fliissigkeiten die allgemein- 
giiltige Beziehung zwischen Volumen, Druck und Temperatur 
nicht gerade durch eine a l g e b r a i s c h e  Gleichung, und zwar 
des d r i t t e n  Grades ausgedriickt ist, so bleibt das theore- 
tische Verfahren des Hrn. v. d. W a a l s  unanwendbar oder 
liefert nicht diejenige Anzahl yon Bestimmungsgleichungen, 
die aus physikalischen Griinden nothwendig und hinreichend 
ist. Meines Erachtens muss man, um die Bedingungs- 
gleichungen des kritischen Zustandes aufstellen zu konnen, 
erst den Hiilfssatz: 

D i e  a l l g e m e i n  g i i l t ige  G l e i c h u n g  zwischenp ,  u, t 
i s t  i m m e r  a u f l o s b a r  n a c h  p ,  o d e r :  D e r  D r u c k  i s t  
s t e t s  e i n e  e x p l i c i t e  F u n c t i o n  d e s  V o l u m e n s  u n d  d e r  
T e m p e r  a t u r ,  
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ausreichend begrunden. Angenommen, dass die Vorstellnngen, 
die wir iiber die Entstehung der Spannkraft eines Gases 
oder Dampfes oder die Reactionskraft einer comprimirten 
Flussigkeit aus den Bewegungen der materiellen Theile 
hegen, das Wesen des Vorganges -richtig ausdrucken, werden 
wir immer, wie auch die Bewegungen und die Zusammen- 
setzung der Molecule durch Zeit und Ort  wechseln mogen, 
irgend einen aus Massen, Geschwindigkeiten und Raum- 
grossen construirten Ausdruck als den ,,Druck" des Gases 
so zu definiren haben, d a s s  d a s  O b j e c t  d e r  D e f i n i t i o n  
i n  d e r s e l b e n  n i c h t  vo rkommt .  Hiermit ist der obige 
Satz bewiesen. Darauf gestutzt , sieht man nach geringer 
Ueberlegung , mit Rucksicht auf den erfahrungsmassig fest- 
gestellten Verlauf der Isothermen , die Richtigkeit des 
Satzes ein: 

D i e  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  d e s  k r i t i s c h e n  Z u -  
s t a n d e s  s i n d  i n  d e r  W e i s e  a u f z u s t e l l e n ,  d a s s  m a n  
d i e  n a c h  dem Volumen  vom D r u c k  genommenen  
p a r t i e l l e n  D e r i v i r t e n  e r s t e r  u n d  z w e i t e r  O r d n u n g  
m i t  0 v e r g l e i c h t  u n d  d i e s e  be iden  B e d i n g u n g e n  m i t  
d e r  D e f i n i t i o n s g l e i c h u n g  d e s  D r u c k e s  ve rb inde t .  

Wenden wir dieses Erkenntniss auf die Grundformel: 
B 

(3) 

an, in welcher wir, dem Drange der Umstande zufolge, unter 
A eine vom Volumen unabhangige Grosse, die aber noch 
von der Temperatur abhangen kann, verstehen wollen, so 
ergibt sich aus den Werthen: 

dass man fur den kritischen Zustand haben wiirde: 

(4b) 2 A  = h t . v . e w ( l + v ) ,  6 A  = h t . v . e w ( 2 + 4 ~ + ~ 2 ) ,  v =;. B 
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oder:') Also: w 2  + 4v + 2 = 3(1 + Y) 

(5) 

Indem wir die auf den kritischen Punkt beziiglichen 
Werthe durch einen Asterisk (*) auszeichnen, finden wir 
aus (4b) weiter : 
(6) A*= bht* .v* .ew*( l+  y*) und aus (3) 

ht*= 0,354 337. At*.  I? V' (1 - V * )  p*v*= --. (7) 2 

Hr. v. d. W a a l s  findet p. 95 (p. 87) das Resultat: 
p * ~ * =  ht*= 0,375. h P .  

Die G1. (7) bestimmt das Verhaltniss, in welchem die 
nach dem idealen Gasgesetze berechnete Dichte eines Stoffes 
im kritischen Punkte zu der wirklichen Dichte stehen soll.2) 

Ds es von Vortheil ist, die Constante A* nicht durch 
die sehr schwer beobachtbare Grosse v*, sondern durch die 
leichter zu ermittelnde Grosse p* suszudriicken, zieht man 
a m  (6) und (7) den Werth: 

V* V* h21*2 A*= e (1 + v * )  . e  (1 -Y*) --, 
P* (8.) 

wonach diese Constante fur alle diejenigen Rorper berechnet 
werden kann, deren kritischer Druck und deren kritische 
Temperatur mit einiger Sicherheit gemessen ist. Theoretisch 
interessanter ist jedoch der Werth: 

1) Erinnert man sich der bekannten hochst einfachen Ausdriicke, 
welche Claus ius  und Maxwell  fiir die mittlere Wegllinge der Gas- 
moleciile gefunden haben, so ist, wenn man mere  Grosse @, wie die 
analoge Griisse b des Waals'schen Geeetzes ah ein Vielfachee der Mole- 
cularsphhre betrachten darf, d a s  Verh i i l tn i ss  Y ein Vie l faches  d e s  
V e r h a l t n i s s e s  des  M o l e c u l a r d u r c h m e s s e r s  zur m i t t l e r e n  W e g -  
llinge. Alsdann llisst sich die B e d i u n g  (5) in einer Weise interpre- 
tiren, die auf die unter dem Namen des ,,goldenen Schnifdes" bekannte 
Streckentheilung zuriickgeht. 

2) Es liisst sich a m  den Angaben von C. d e  la T o u r  iiber die 
Dichtigkeit des Aethers und des Schwefelkohlenstoffes im kritiichen 
Punk& nicht mit Sicherheit entscheiden, ob unser Verhliltnisswerth 0,354 . . 
den Vormg vor dem Waals'schen Werthe 0,375 verdient. 
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denn er gestattet, wenn wir in der Grundformel (3) die 
Grosse A iiberhaupt als Constante betrachten diirfen, die- 
selbe umzusetzen in: 

2 t v*  /-y* l + V *  v* 2 ___ 
1--v* (b) - 21_,--- 

p* l - v * t ' V  

Messen wir die Veranderlichen p ,  t, v durch 
schen constanten Werthe, indem wir setzen: 

die kriti- 

t 
-- = t, 
t* 

V _ -  
v* - v ! 

so ergibt sich zwichen diesen Grassen die Beziehung: 

worin v = ,B: v gesetzt ist, und v* die in (5) bestimmte irra- 
tionale Zahl bedeutet. Diese Qleichung wiirde, wenn man 
sie, ungeachtet der zu ihrer Herleitung benutzten Annahmen, 
fiir allgemein giiltig halten wollte, ein physikelisches Gesetz 
von ausserordentlicher Wichtigkeit aussprechen, namlich: 

F u r  a l l e  K o r p e r  e x i s t i r t  d i e s e l b e  B e z i e h u n g  
zwischen  d e n  d u r c h  i h r e  k r i t i s c h e n  W e r t h e  ge-  
m e s s e n e n  W e r t h e n  v o n  D r u c k ,  T e m p e r a t u r ,  V o -  
l u m e n  u n d  d e m  V e r h a l t n i s s  d e s  M o l e c u l a r d u r c h -  
messe r s  z u r  m i t t l e r e n  W e g l a n g e .  Hrn. v. d. W a d s  
gebiihrt das Verdienst, einen einfacheren Satz zuerst aus- 
gesprochen zu haben, in welchem auf das zuletzt genannte 
Verhaltniss keine Riicksicht genommen ist.. Derselbe ist ant-  
halten in der (in meinen Bezeichnungen geschriebenen Qlei- 
chung l) : 

7~ + 7 ( 3 ~  - 1) = 8t ( 3 ,  

Ohne dass ich nothig hatte, die durch den Satz von Maxwell-  
C l a u s i u s  gelieferte Gleichung herbeizuziehen, durch welche 
erst die Bedingung mathematisch eingefiihrt w i d ,  dass Dampf 
und Flilssigkeit, beide im gesattigten Zustande, nebeneinander 

1) V. d. Waals .  Onderzoek. omtrent de overeenst. eigenschappen 
der norm. verzad. Damp- en Vloeistoflijnen. Joh.  Miiller, Amsterdam, 
1880. p. 3. Form. (2). Natuurk. Verh. d. Koninkl. Acad. Dee1 20. 
Roth's Uebers. Cap. 12. p. 128. Form. (2). 
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bestehen, darf ich als nothwendige Folgerung &us der G1. (10) 
die Behauptung hinstellen : 

class die von Hrn. v. d. W a a l s  zuerst aufyeslellten Gesetze') 

wo und ~p f i r  alle Korper diestlben Functiomn bedeuten wur- 
den, nur in der Nahe des kritischen Yunktes, 100 nahezu v = v*, 
gelten konnen, dass dagegen allyemein gultige Gesetze con &T Form : 

f u r  den gesattk~ten Zustand ekes Dampfes oder einer Iilussiykeit 
bestehen wiirden, wofem der G1. (10) eine allyemeine Giihykeit 
zuyeschrieben werden durfte. 

Der erste Theil dieser Behauptung ist durch die theil- 
weise mangelhafie Bestatigung, welche die von Hrn. v. d. 
W a a1 s mit grosser Vorsicht und Zurtickhaltung ausgespro- 
chenen Gesetze in der Erfahrung gefunden haben, schon er- 
hiirtet; es geniige, auf die Grijsse v als auf die hier neu ein- 
tretende Griisse hingewiesen zii hahen. 

7Z = sp (TI = VJ (4 

(1 1) z =  s p b r v )  v = Y ( t r y )  

. 

Art. 111. G e s e t x  i iber d i e  V e r d a m p f u n g s w l r m e  d e r  
F1 ii s sig k e  i t e n. 

Das in (1) formulirte Grundgesetz des Druckes, also: 
P - 
D 

P+f=BT+ 
gestattet, sofort ein anderes Gesetz aufzustellen, welches die 
Verdampfungswarme der Fliissigkeiten von der Temperatur, 
bei welcher die Aenderung der Aggregatform eintritt , und 
von den beiden Dichtigkeitszustiinden, in welchen der Korper 
bei ungeanderter Temperatur bestehen kann, abhangig macht. 

In der That ,  welchen Ursprung man auch immer dem 
,,Cohasion~drucke'~ f zuschreiben moge, immer wird diese 
Grosse als die partielle nach dem Volumen genommene De- 
rivirte der potentiellen Energie des Korpers zu betrachten 
sein, sodass durch das nach v genommene Integral von f die 
Arbeit gemessen wird , welche gegen diese Druckkraft ge- 

l) V. d. Waale l. c. 5 4, 5,  7, 8, 9. Roth's Uebers. Cap, 12, p. 128 
bis 138. 

Ana d. Phyr e Chem. N. F. XVI. 33 
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leistet ist. Bezeichnen wir die spec. Volumina des Kbrpers 
bei der absoluten Temperatur t mit m,, resp. w,, je nachdem 
er sich im Zustande einer gesjlttigten Fliissigkeit oder eines 
gesilttigten Dampfes befindet , nennen wir die innere poten- 
t i d e  Energie derselben zwei Zustilnde Ill, resp. II,, so wird 
man haben: 

(12) 11,- XIl =sf .dv .  

Hierbei ist die Summation der elementaren Arbeitsgrossen 
in der Weise vorgenommen zu denken, dass die Massenein- 
heit des StoEes ohne Aenderung des Werthes der mittleren 
kinetischen Energie der Translation der Molecule aus dem 
Bewegungsraume o1 in den grbsseren Bewegungsraum o, 
iibertritt, indem sie dabei alle zwischen den genannten Gren- 
zen denkbaren Raume in homogenem Z u s t a n d e  einnimmt. 

Als Aenderung der inneren potentiellen Energie haben 
wir in diesem Falle die ,,innere VerdampfungswBrme" p auf- 
zufassen, von der man sagt, dass sie denjenigen Theil der 
gesammten Verdampfungswilrme ausmacht, welcher zur Ueber- 
windung der inneren AnziehungskriZfte der Fliissigkeitsmoleciile 
verbraucht wird; also ist: 

4 = IT, -Ill. 
Bezeichnen wir durch P die Spannkraft des gesattigten 

Dampfes bei der absaluten Temperatur t, so ist nach dem 
ilusserst wichtigen Satzel) von M a x w e l l  und Claus ius :  

d!  

011 

P ( w ,  - ol) = p . dv, (13) $' 
0 1  

wobei das Integral iiber die bei constantem t nur von u ab- 
hbgende  Grosse p in derselben W eise wie vorher zu nehmen 
ist. Dieser Ausdruck gibt die ,,aussere Werkwarme der Ver- 
dampfung'i, welche in die potentielle Energie der Umgebung 
eintritt. Wir finden also fur die gesammtewerkwilrme der 
Verdampfung, die mit 'r bezeichnet sei, den Werth: 

1) Maxwell ,  Nature 1875; Clausius, Wied. Am.  9. p. 357. 1878; 
(52. Vera. deutsch. Naturf. 19. Sept. 1879). 
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Die ,usfilhrung dieses Integrales ist in LJr Weise vorzu- 
nehmen, dass wir die Temperaturfunction als einen con- 
stanten Parameter betrachten. Damit sind wir auf eine in 
der Analysis beruhmte Transcendente, den I n t e g r a l l o g a -  
r i t h m u s ,  gefuhrt. Man hat: 

MI a1 

wobei der naturliche Logarithmus und das eine Differenz 
andeutende S arrus'sche Substitutionszeichen gebraucht ist. 
Bedienen wir uns der Abkurzungen: 

und der ublichen Bezeichnung ftir den Integrallogarithmus: 

(14.) 
v v =  v3 

1 2 ! 2  3!3  Liev= C+ logy + - + - + - + ..., 
wobei fur unseren Fall die Euler ' sche Constante C auch 
weggelassen werden kann, so ergibt sich aus (14): 

(15) T = jT(Lie" - L i e % ) .  
Von dieser Gleichung behaupte ich, dam sie e in  u n b e d i n g t  
s i c h e r e s  u n d  a l l g e m e i n  g u l t i g e s  p h y s i k a l i s c h e s  Ge- 
s e tz  von hiichster Wichtigkeit ausspricht. Implicite enthillt 
unsere letzte Deduction die beiden Satze: 

d a s s  d i e  zum T e m p e r a t u r m a a s s  d i e n e n d e  k ine -  
t i s c h e  E n e r g i e  d e r  f o r t s c h r e i t e n d e n  Bewegung  d e r  
Moleciile i n  d e n  b e i d e n  A g g r e g a t z u s t a n d e n  g e n a u  
d i e se lbe  i s t ;  und 

d a s  8 e b ens  o d i e  ,, U n d u r  c hd r i n g  l i c  h k e i  t s g r  6s set '  
p, welche  w a h r s c h e i n l i c h  a l s  e in  V i e l f a c h e s  d e r  
S u m m e  d e r  w i rk l i chen  M o l e c n l a r v o l u m i n a  xu d e n -  
ken  i s t ,  f u r  be ide  A g g r e g a t f o r m e n  d i e s e l b e  ist. 

Kaum nothig ist zu bemerken, dass nach unserem Gesetze 
die Verdampfungswarme im kritischen Tempereturpunkte ver- 

33 * 
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schwindet, wenn hier, wie dies erfahrungsmassig feststeht, 
der Unterschied der spec. Volumina verschwnnden ist. 

Es sei mir gestattet, hier an den von Hrn. C l a u s i u s  
aufgestellten Satz zu erinnern: dass die mechanische Arbeit, 
welche von der Warme bei einer bestimmten Temperatur roahrend 
einm Aenderung der Anordnung der Bestandtheile eines Korpers 
geleistet wird, sowohl der absoluten Temperatur, 01s der statt- 

jindenden Aendmung der ,,DisgregntioiP proportional ist. Dureh 
diesen Satz ist von der Disgregation cines Korpers eine 
biindige Definition gegeben. 

Wenn nun unser Gesetz (15), abgesehen von seiner theo- 
retischen Begriindung, in der Erfahrung sich durch seine 
Consequenzen bestatigt findet, so diirften wir behaupten: 
d a s s  j e t z t  d i e  N a t u r  d e r  a n a l y t i s c h e n  F u n c t i o n  e r -  
k a n n t  s e i ,  welche  d i e  D i s g r e g a t i o n  und  i i b e r h a u p t  
d i e  m e c h a n i s c h e n  A r b e i t s l e i s t u n g e n  b e i  d e n  Z u -  
s t a n d s a n d e r u n g e n  d e r  G a s e ,  Dampfe ,  F l i i s s igke i -  
t e n  auszudr i i cken  g e e i g n e t  i s t .  Es  ist der Integral- 
logarithmus, eine wohl in der analytischen Mechanik'), aber 
in der Thermodynamik und tiberhaupt in der mathematischen 
Physik noch nicht gebrauchte Transcendente, durch welche 
sich die Disgregation z einer im Bewegungsraume w vor- 
handenen gesattigten Fliissigkeit oder eines gesattigten Dam- 
pfes in der Form: 

B 

(16) 
darstellt, wobei p, als Tempernturfunction, sich auf die chemi- 
sche Natur der Substanz bezieht. Es gelingt, den absoluten 
Werth dieser Undurrhdringlichkeitsgriisse in seiner Abhangig- 
keit von der Temperatur zu bestimmen, wenn ausser der Ver- 
dampfungswarme r und den Bewegungsraumen w1 und w, 
der gesattigten Fliissigkeit und des gesattigten Dampfes auch 
die Constante R in der Beziehung: 

z = const. - h . L i e " ,  

1) So ldner ,  Thkorie et Tables d'une IIOUV., fonct. transc. p. 31. 
Munic le09. 
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wo: N = v + g , + , ! , f ~ + . * ;  v =  vs Y4 ' y =  P -, 
w 

ermittelt ist. Ich begniige mich an dieser Stelle mit der 
Verwerthung der bezuglich des Wassers vorhandenen be- 
kannten Versuchsresultate. Um fur die Masseneinheit Wasser 
die kinetische Energie der Translation und ihr Verhaltniss k 
zur absoluten Temperatur bestimmen zu konnen, mussen wir 
annehmen : dass zwischen jiissigem Wasser, gesattigtem Wasser- 
dampf und der Luft als der thermometrischen Substanz d a m  
und nur dann Temperaturgleichgewicht besteht, wenn die mitilere 
kinetische Energie der Translation fur die den Moleculargewichten 
proportionalen Mengen dieser Korper dieselbe ist. 

h u s  der Warmecapacitat cp bei constantem Drucke, dem 
Verhaltniss x der beiden specifischen Warmen und dem Mo- 
leculargewichte M iassen sich nach einer bekannten Formel 
yon C l a u s i u s  fur Stickstoff und atm. Luft, fiir welche 
beiden Gase die Messungen am gelungensten sein durften, 
die beiden Producte M .  k und, ihrem Mittelwerthe entsprc- 
chend, die Constante k fiir Wasser bestimmen. Man hat: 

x l! M . k  k 
- CP 

fur Luft 0,23751 1,405 28,8 2,95763 
,, N, 0,24380 ,, 28,02 2,95374 - 
77 OH, - - - 2,95568 0,16457. 

Wir nehmen also fur Wasser: 

Auf den numerischen , hier in Warmemaass ausgedriickten 
Werth dieser Constante kommt so vie1 an, dass man sorg- 
faltig die mechanische Bedeutung der eben gebrauchten 
Hypothese erwagen muss. Zur anderweitigen Berechnung 
von h hatten wir in der Annahme, dass der gesattigte oder 
uberhitzte Wasserdampf bei niederen Temperaturen dem 
idealen Gasgesetze p v  = const. . t gehorche , die Constante 
dieses Qesetzes durch das mechanische Aequivalent der 
Warmeeinheit dividiren miissen. Ich gebe obiger Zahl den 
Vorzug. 

Die folgende Tabelle is t ,  was die Grosse v1 anlangt, 
mittelst einer auf sechs Decimalen genauen Tafel berechnet 
worden, die ich mir, zur grosseren Bequemlichkeit numeri- 

(18) h = t k  = 0,10971. 
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7,36677 
6,71748 
6,13576 
5,61100 
5,13434 

scher Rechnungen, far den Integrallogarithmus nach dem 
Vorbilde der von B r e t s c h n e i d e r l) gegebenen Tafel, mit 
grbsserer Ausfiihrlichkeit hergestellt habe. 

T a b e l l e  11. fur OH2 (1 kg). 

5,71850 
5,37420 
5,05660 
4,76200 
4,48900 
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18,987 
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Ich glaube, die Ausgangspunkte und die einzelnen Er- 
gebnisse der Rechnung deshalb rnit gentgender Ausfuhrlich- 
keit mittheilen zu mussen, weil sich bezuglich der Grosse /I 
ein Endresultat von ausserster Wahrscheinlichkeit ergibt, 
das mit vielen auf anderen Gebieten der Molecularphysik 
beobachteten Erscheinungen im vollkommenen Einklang sich 
befindet. 

D i e  Undurchdringlichkeitsgrosse i s t  f u r  W a s s e r  
i n  d e r  T h a t  e ine  m i t  wachsender  T e m p e r a t u r  abneh-  
mende  F u n c t i o n  de r se lben ;  und zwar darf sie sehr an- 
genahert als umgekehrt proportional der dritten Wurzel aus 
der absoluten Temperatur betrachtet werden. 

Bekanntlich hat man aus der Zunahme des Reibungs- 
coefficienten mit wachsender Temperatur don Schluss ziehen 
miissen, dass die Molecule unter diesen Umstjlnden eine 
mehr und mehr sich verstarkende Dehnung erfahren, oder 
dass ihre ,,Wirkungssphare" sich verkleinert. Darf man nun 
unsere Grosse /? als ein Vielfaches der ,,MolecularspharelL 
bstrachten, so wiirde aus dem obigen approximativen und 
empirischen Gesetze zu schliessen sein, dass die Querschnitte 
dieser Spharen umgekehrt proportional mit ;? variiren. Dies 

1) Bre tschneider ,  Zeitschr. f. Math. u. Phys. Jahrg. 6. p. 127ff. 
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angenommen, wiirde der Temperaturexponent p im Reibungs- 
coefficienten 7, also in: 

durch: 
(19) 
gegeben sein. D i e s  i s t  a b e r ,  i n n e r h a l b  d e r  G r e n z e n  
der  Ver suchs feh le r ,  g e n a u  d e r  d u r c h  d i e  V e r s u c h e  
f u r  d i e  e in fachen  G a s e  f e s tges t e l l t e  Exponen t .  Ich 
begnuge mich, beziiglich dieser Frege auf einen anderen Auf- 
satz') zu verweisen. 

T = l;lo ($J 

p = 4 + 1 = 0,722, 

Art. IV. D i e  Gesetze  der Wlirmecapacitht g e s l t t i g t e r  Fl i iss ig-  
keiten und DBmpfe. 

Eine der brennendsten Fragen der mechanischen Warme- 
theorie ist unstrejtig das meines Wissens bis heute unge- 
laste Problem: Die mechanischen Ursuclien klar zu stellen, vm- 
moge deren derselbe Korper in verschiedenen Aggregatformen bei 
genau demelben unendlich kleinen Zustundsanderungen verschiedene 
Warmemengen aufnimmt. 

Unser Grundgesetz iiber die Verdampfungswiirme ge- 
stattet uns, diese Dunkelheit zum allergrossten Theile zu 
beseitigen. 

Bezeichnen wir die Entropie des Korpers durch wlr resp. 
w z ,  je  nachdem er sich im gesattigten Fliissigkeits- oder 
Dampfzustande befindet, so hat man: 

r _ -  
(20) t - w a - w l '  

Dem Gesetze (15) zufolge muss nun die Entropie sowohl in 
der einen a19 in der anderen Aggregatform durch den Aus- 
druck: 

(21) 
B - 

w = x' ( t )  - h . L i e "  , 

1) Theor. Best. der Gesetze, wonach bei vollkommenen Gasen die 
Molecularsphliren, resp. Wirkungssphtiren, die Weglbge sowie die CoBf- 
ficienten der inneren Reibung und Wlirmeleitnng von der Temperatur 
abhiingen. Beil. zu dern Jahresb. der Realschule m Tarnowitz. 1880. 
Progr. Nr. 186. 
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gegeben sein, wobei der Unterschied der Entropie der einen 
von derjenigen der anderen Aggregatform nicht durch die 
ihnen beiden gemeinsame Derivirte einer vorlaufig unbe- 
kannten Temperaturfunction x (1) , sondern allein durch die 
Verschiedenheit der spec. Volumina (ul und w2 begriindet 
wird. Indem wir mit ylr resp. yz die Wilrmecapacitilt der 
gesilttigten Flussigkeit resp. des gesattigten Dampfes be- 
zeichnen und dies0 Grossen durch: 

dw 
d l  

y = t - 1  

gemeinsam definiren, erschliessen wir aus (2 1) ftir dieselben 
den gemeinsamen Ausdruck: 

Um den Sinn, in welchem wir dieses Gruhdgesetz der spec. 
Warmbfi i r  die Aggregatform z. B. der gesattigten Dampfe 
auffassen, genau zu erlautern, denken wir uns die Gewichts- 
einheit gesattigten Dampfes vom Drucke P bei der absoluten 
Temperatur t von der Beriihrung mit seiner Fliissigkeit ab- 
gesperrt, dann die Temperatur auf t + d t  und demnachst den 
Druck auf P+dP erhoht, wobei der Differentialquotient dPldt 
durch die bekannte Carnot -Claus ius ' sche  Oleichung be- 
stimmt ist. Bei dieser Zustandsanderung nimmt der Dampf 
zur T e m p  e r a  t u r  e r  h o h u n g  die Warmemenge: 

auf. Gleichzeitig wird zur D e h n u n g  se ine r  Molecule  
innerhalb derselben die wesentlich positive Wkmemenge: 

(23.) t . x " ( t )  . d t ,  

verbraucht und dem Vorrathe an potentieller Energie im 
Innern der Molecule zugefiigt. Hiernach befindet sich der 
Dampf nicht im gesattigten Zustande, wohl aber unendlich 
nahe an demselben. Demnachst tritt  bei der zur Wieder- 
herstellung des gesattigten Zustandes erforderlichen unend- 
lich geringen Compress ion  d e s  D a m p f e s  die wesentlich 
negative Wilrmemenge: 
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(230) 

in ihn ein, d. h. der absolute Betrag dieser Warmemenge 
wird durch i n n e r e  A r b e i t  zwi schen  d e n  Molecu len  her- 
vorgebracht. 

Durch diese Erklarung scheint mir der von R a n k i n e  
und Hrn. C l a u s i u s  entdeckte Umstand, dass die spec. 
WBrme des gesattigten Dampfes von Wasser (und von an- 
deren Flussigkeiten) negative Werthe haben konne , dem 
Gedankengange entsprechend aufgehellt zu sein, den der 
letztere l) angedeutet hat. 

* Die spec. Warme einer unter dem stetig wachsenden 
Drucke ihres Dampfes erwarmten Flussigkeit wird in der- 
selben Weise in drei Antheile zu zergliedern sein, yon denen 
der dritte zu (23,) analoge Theil positiv, wie die beiden an- 
deren, ist, so lange das Flussigkeitsvolumen mit wachsender 
Temperatur sich vergrossert. 

Man ersieht, dass die q u a n t i t a t i v e  V e r s c h i e d e n -  
h e i t  der demselben Gesetze: 

y =  t . x”( t )  - h . e  y d l o g . *  __ B lJ = -’ w d l o g t  ’ 
fir beide Aggregatformen gehorchenden Wtirmecapacitaten 
durch das zweite Glied dieses Ausdruckes hervorgerufen wird. 
Es ist, der feineren Unterscheidung wegen, gut, die Grosse: 

als die ,,kinetischeii Wiirmecapacitat, dagegen die Grosse : 
(24, ) c = t . X ” ( t ) 2  

d log v r=  + h . e ” . D ,  wo D =- __ d l o g t ’  
als die ,,potentiellei( Warmecapacitat zu bezeichnen. Um die 
Richtigkeit dieser Definitionen zu priifen, und um die nach 
unseren Gesetzen nothwendig sich ergebende Verschieden- 
heit der spec. Warme je  nach der Aggregatform in Zahlen 
festzustellen, habe ich im Anschlusse an die vorige Tabelle 
die folgende berechnet; sie bedarf nach den eben gemachten 
Festsetzungen keiner weiteren Definition der betrachteten 
Grossen. 

1) Claus ius ,  Mechan. Warmetheorie. 2. Aufl. p. 138. 1876. 



522 

19, ... 
17,007 
15,581 
14,275 
13,168 
12,227 
11,409 
10,687 
10,038 
9,456 

A. Walter. 

T a b e l l e  111. fur OH, (1 kg). 

ev2 I ~1 

0,3929 
0,4933 
0,5040 
0,5547 

~ _ _ _  
0,6635 1 2,2.. 
0,7546 i 1,866 
0,7974 1 1,709 
0,8159 1 1,566 
0,8276 1 1,446 
0,8532 i 1,343 
0,8989 1,255 
0,9342 1,178 
0,9724 1,110 
1,0100 1,051 

- 

1,083 
1,126 
1,145 
1,156 
1,182 
1,127 
1,263 
1,301 
1,339 

- ___ 

- Ys 
1,8. .  
1,537 
1,380 
1,237 
1,117 
1,014 
0,926 
0,849 
0,781 
0,722 

__ 
~ 

Nehmen wir fur einen Augenblick in der Voraussetzung, 
dass die der Rechnung zu Grunde gelegten experimentellen 
Bestimmungen uber die Verdampfungswarme und die Spann- 
kraft des Wasserdampfes und uber das spec. Volumen des 
flussigen Wassers genau seien , die vorstehenden Zahlen- 
reihen als den richtigen Ausdruck der innersten mechani- 
sohen Zustande des Wassers an ,  so lassen sich, wie ich 
glaube, folgende Bemerkungen machen, welche die wesent- 
lichen Grunde der Verschiedenheit der spec. Warme je nach 
der Aggregatform enthullen durften. 

Die ,,auffallig grosse spec. Warme des flussigen Was- 
sers" l) hat vornehmlich in seiner bedeutenden potentiellen 
Warmecapacitat : 

ihren Grund. Diese Grosse erlangt ihre hohen Werthe er- 
stens durch den Factor e'i, in welchem der Einfluss des Ver- 
dichtungszustandes zur Geltung kommt, in dem die mit der 
Undurchdringlichkeitsgrosse p vermiige ihrer chemischen 
Natur ausgerustete, aber in den Bewegungsraum o1 einge- 
zwangte Masseneinheit sich befindet; zweitens durch den 
Factor: 

r, = h . e ~ l  . D~ 

dlogo, d l o g o ,  
d l o g t  d l o g t  

q =--- 

durch welchen die mechanischen Arbeitsleistungen der Ver- 
griisserung des Bewegungsraumes und der Dehnung des mo- 
lecularen Gefuges unter Ueberwindung von Druckkraften 

1) Clausius ,  Mech. Warmetheorie. 1. p. 37. 1876. 
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ihren Einfluss geltend machen. Beide Ursachen wirken mit 
veranderlicher, die erste mit abnehmender, die zweite mit 
zunehmender Stiirke bei wachsender Temperatur so zusammen, 
dass in den meisten Fallen - etwa Quecksilber') ausgenom- 
men - die potentielle Warmecapacitilt einer Flussigkeit sich 
erhahen wird, ohne dass jedoch das Gegentheil ausgeschlossen 
wkre. 

Rechenschaft geben uber die Grosse und die VerBnder- 
lichkeit der spec. WBrme des Wassers konnte man, nach 
dem Stande der Warmetheorie, nur vom kleineren Theile, 
von demjenigen Antheile nkmlich, welcher zur Verstarkung 
der Energie der Bewegung dient, sei es, dass diese die 
Massenmittelpunkte der Molecule oder diejenigen ihrer als 
,,Atome" bezeichneten Bestandtheile ergrifleen hat. Ton der 
oben als die ,,kinetischelL Wiirrnecapacitat bezeichneten Grosse 
(24,) durfen wir, wenn anders die kinetische Energie T der 
hin- und herfahrenden Molecule als Temperaturmaass dienen 
und angenommen werden darf, dass die den tibrigen vor- 
handenen Bewegungen innewohnende Energie zu jener ein 
festes Verhaltniss bewahrt, ftiglich voraussetzen, dass sie eine 
Constante sei. Das Verhaltniss k der Translationsenergie T 
zur absoluten Temperatur t bestimmten wir (Art. 111.) zu 
A = 0,16457. Die aus Tab. I11 ersichtlichen Verhiiltnisse 
und theoretische Erweungen uber die intramelecularen Be- 
wegungen bestimmen mich zu der Hypothese: dass fur Wasser 
die mittlere Energie der Atombewegungen yleich der mittleren 
Energie der molecularen Bewegungen gesetzt werden diirfe. Somit 
ergibt sich die ,,kinetische" Wiirmecapacitat des Wassers : 

und nach (24.): 

Pugen wir diesen Betrag (25). je zu der potentiellen Wiirme- 
capacitat I!, und r, hinzu, so ergeben sich die Werthe von 
y, ung y2, von denen der erstere, mit den directen Restim- 

1) Vielleicht ist hierdurch die bekannte von Hrn. Winkelmann 
(Pogg. Ann. 169. p. 152. 1876.) constatirte anfangs befremdliche That- 
sache dem Verstiindnk n&her geriickt. 

(25) c = 2h = 0,32914 

(26) x'(t) = c.log t .  

- 
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mungen verglichen, kaum erhebliche, der letztere dagegen, 
mit den von Hrn. C l a u s i u s  berechneten Zahlenl) verglichen, 
nicht unerhebliche Unterschiede aufweist, die indessen von 
dem aus Nothbehelf gebrauchten differ enZen-Quotienten 
d log w z / d  log t (Interval1 = loo C.) herriihren. 

Ich entlehne einer yon Hrn. P f a u n d l e r  gegebenen Zu- 
sammenstellung2) der von verschiedenen Experimentatoren 
bestimmten Werthe der spec. Warme des Wassers die Notiz, 
dass z. B. 

die wahre spec. Warme bei looo C. (jene bei Oo C. = 1 
gesetzt) ist: 

nach J a m i n  und Amaury’s  Versuchen undBerechnung 1,1220 

I m  Vergleich gerade mit diesen Bestimmungen diirfte 
die von uns berechnete Zahl (1,182) gerade nicht als verfehlt 
zu erachten sein. Indem ich die Schatzung des Einflusses, 
den die immerhin fehlerhaften numerischen Data der Be- 
rechnung auf das Endergebniss haben mussten, der Kritik 
iiberlasse, will ich gestehen, dass mir trotz reiflichen Nach- 
denkens kein anderer Weg oEenbar geworden ist, UM die beob- 
achtete spec. Warme einer Flussigkeit einfacher und strenger 
aus der Zergliederung ihres inneren mechanischen Gefiiges 
herxuleiten und die Unterschiede besser zu begreifen, die in 
dieser Hinsicht zwischen den Aggregatformen eines und des- 
selben Korpers bestehen mussen, als es hier an dem Reispiele 
des Wassers gezeigt ist. 

,) M a r i e  Stamo’s ? ?  7, ,, 1,1255. 

Art. V. Die a l lg  e m e ine  n t h e r  m o d y na  m i s  ch e n G r u n d g es e t 1; e 
der  Gase,  Dampfe ,  Flussigkei ten.  

E s  wird, der Allgemeingultigkeit des Gesetzes (1) zufolge, 
unbedingt erlaubt sein, fur den allgemeinen Fall, wo der 
Zustand eines der genannten Korper von zwei unabhangigen 
Bestimmungsstucken, Temperatur und Volumen, abhangt, als 
Grundgesetz der Entropie, die fur diesen Fall mit u bezeich- 
net sei, die Gleichung anzusehen: 

I) Clausius ,  Mech. Warmetheorie 1. p. 138. 1876. 
2) Pfaund le r ,  Wied. Ann. 8. p. 652. 1879. 
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c 
(27) 11 = c . log t - h . Lie' , 
wobei in den Werth der Entropie eine unbestiinmte additive 
Constante eingerechnet zu denken ist. Von dieser Grosse 
ist derjenige Theil, welcher den Bewegungsraum v der Massen- 
einheit entKalt, als D i s g r e g a t i o n  zu betrachten. Hieraus 
ergibt sich fur isentropische Zustandsanderungen das Gesetz: 

wo t, v und f, v' die Werthepaare von Temperatur und spec. 
Volumen am Anfang und am Ende der isentropischen Com- 
pression oder Expansion bedeuten, und /3 den zu t, p' den 
zu t' gehorigen Werth der Undurchdringlichkeitsgriisse vor- 
stellt. Fur ein ideales Gas wurde in dem vorliegenden Falle 
gelten: 

x - 1  
t' 
1 - =  [;) 9 

\ /  

wo x das Verhaltniss der beiden unveranderlichen Warme- 
capacitaten darstellt. E s  gelingt , durch Rechnung nachzu- 
weisen, dass die Beziehung (28) das Verhalten der wirklichen 
Gase, die je  nach ihrer chemischen Natur mit verschiedenen 
Undurchdringlichkeitsgrbssen ausgeriistet sind, genau dar- 
stellt, wenn man, wie nothig, das Verhaltniss c : h  als con- 
stant betrachtet. Man ersieht sofort, ohne genaue Rechnung, 
dass GI. (28) ,die beiden durch die Erfahrung langst be- 
statigten Folgerungen zulasst : 

1) D i e  wi rk l i chen  G a s e  u n d  d ie  u b e r h i t z t e n  
D a m p f e  w e r d e n  i n  i h r e m  V e r h a l t e n  be i  i s e n t r o p i -  
s c h e n  Z u s t a n d s a n d e r u n g e n  infolge des geringen Ein- 
flusses, den die in dem Integrallogarithmus vorkommenden 
algebraisclien Glieder b ei g e r i n  gen  V e  r d i c h  t u n g e n  haben, 
n i c h t  b e d e u t e n d  von den  i d e a l e n  G a s e n  a b w e i c h e n ,  
um s o  mehr  j e d o c h  b e i  s t a r k e r  Compress ion .  

2) D i e  F l u s s i g k e i t e n  werden  b e i  p lo t z l i chen  
Compress ionen ,  d ie  s e h r  a n g e n a h e r t  o h n e  W a r m e -  
z u f u h r  oder - a b f l u s s  e r f o l g e n ,  i h r e r  g e r i n g e n  V o l u -  
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m e n k n d e r u n g e n  wegen a u c h  n u r  g e r i n g e  T e m p e -  
r at u r  i2n d e r ung  e n  e r f a  h r  en. 

Die beiden WlirmecapacitBten sind , dem allgemeinen 
Ausdrucke der Entropie zufolge, durch die Formeln : 

P - 
cV=c- h . e " ~ o ~ ,  

d log t 
B - I Cp = c + h . e  u{(s)dp=o- 2g} 

(29) 

als Functionen von Temperatur und Dichtigkeit definirt. 
Solange die Grasse /I nicht als Temperaturfunction aus 
mechanischen Principen (und thermochemischen Erfahrungen) 
bestimmt ist, lasst sich iiber die Abhangigkeit der Wilrme- 
capacitiiten von der Temperatur aus unseren theoretischen 
Formeln (29) nur der Schluss ziehen, dass sie mit wach- 
sender Temperatur gerade so gut abnehmen wie zunehmen 
kijnnen. Fur eine bestimmte Versuchstemperatur dagegen 
darf man bestimmt behaupten: 

D i e  b e i d e n  spec. W a r m e n  e ines  G a s e s  o d e r  
D a m p f e s  n e h m e n  a b  m i t  a b n e h m e n d e r  D i c h t i g k e i t .  

Fur iiberhitzten Wasserdampf diirfen wir sehr ange- 
nahert setzen: 

dp=O 

und erhalten als Qrenzwerth von C, bei hinlanglicher Ex- 
pansion: 
(29,) lim C, = c + jjh = 0,3291 + 0,1463 = 0,4754, 
was mit dem von R e g n a u l t  festgestellten Mittelwerthe 0,475 
auffrlllig genau zusammentrifft. Im allgemeinen ist die Dif- 
ferenz der spec. Warmen: 

und nilhert sich mit abnehmender Dichte und zunehmender 
Temperatur dem constanten Grenzwerthe h ,  was den Ein- 
tritt in den idealen Gaszustand anzeigt. 
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Alle diese echliisse sind im Einklang mit der Erfahrung 
oder mit den allgemein gehegten Vermuthungen der Physiker, 
durch welche sie die Liickenhaftigkeit der Beohachtungen 
erganzm. 

Man kennt , vermoge der beiden Grundprincipe der 
Thermodynamik, die in (29) definirte Grosse C, als die par- 
tiell nach der Temperetur genommene Derivirte der Energie E 
der Masseneinheit eines Korpers. Bus diesem Qrunde haben 
wir als Grundgesetz der Energie: 

E = c . t + H - h .  t e u - -  L d z b d t ,  

t 0  

wo man H als Function des Volumens allein betrachten 
konnte. In der Voraussetzung, dass kein Theil der Energie 
vom Volumen eines Korpers ganz allein abhangen ?tonne, be- 
trachten wir H als eine Constante, die mit der unteren 
festen Grenze to des vorstehenden Integrales zusammen- 
hilngt, und definiren die innere potentielle Energie I2 des 
K6rpers durch: 

R = H - h .  t e ' g s l d t .  
t o  

(31) j at 

Wir definiren ferner , zum Abschluss unserer Betrach- 
tungen , als ,,Molecularkraft? oder ,,Cohiisionsdruck" deren 
Derivirte: 

to 

H i e r m i t  i s t  f u r  d i e  b i s h e r  r b t h s e l h a f t e  D r u c k -  
k r a f t  f i n  u n s e r e m  G r u n d g e s e t z e  (l) ,  welche, unter 
Umstanden , den iZusseren unmittelbar messbaren Druck p 
unterstiitzt, i n  d e r  T h a t  e i  n m a t h  e m a t i s  c h e r  Bus d r  u ck 
g e f u n d e n ,  we lche r  d e n  M e s s u n g e n  d e r  P h y s i k e r  i n  
a l l e n  B e z i e h u n g e n  geni ig t ,  sowie  e r  a u c h  d e r  ve r -  
s t a n d e s m a s s i g e n  A n f o r d e r u n g  geni ig t ,  d i e  H y p o -  
t h e s e  von der  , , spec i f i schen  A t t r a c t i o n  d e r  Mat-erie'L 
in i h r  N i c h t s  zur i ickzuschleudern .  
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Der letzten Bestimmung zufolge diirfen wir als allge- 
mein gtiltiges Gesetz, wonach der Druck eines Gaaes oder 
Dampfes oder einer Fliissigkeit von der Temperatur und 
dem spec. Volumen abhangt, die Gleichung betrachten: 

P -. 

(3 3) 
tLl 

Man iibersieht sofort, wie ein Gas,  das diesem Gesetze ge- 
horchte, sich verhalten wiirde. J e  nachdem die Versuchs- 
temperatur t i iber  oder u n t e r  dem festen, fiir das unter- 
suchte Gas charakteristischen Temperaturpunkte to gelegen 
ist, hat das in dem vorstehenden Ausdrucke enthaltene In- 
tegral, in dessen Gebiete der vorwi i r t s  g e n o m m e n e  Diffe- 
rentialquotient d/?/dt stets n e g a t i v  ist, einen n e g a t i v e n  
oder p o s i t i v e n  Werth; es wiirde also, anders gesprochen, 
fUr jedes Gas eine bestimmte Temperatur to geben, wo es, 
indem der Einfluss der Zersetzbarkeit seiner Molecule ganz 
allein zur Geltung kommt, dem ,,normalen" Geset,ze : 

(33.) 
gehorcht. 

Allein o b e r  ha1  b dieser bestimmten Temperatur wiirde 
der Druck in st,arkerem Maasse wachsen, als es nach diesem 
letzten Gesetze (33,) der Fall sein miisste; u n t e r h a l b  jener 
gewissen Temperatur wiirde der Druck des Gases in star- 
kerem Verhaltniss abnehmen. Nach allen iiber die wirk- 
lichen Gase gemachten Erfahrungen verhalten dieselben sich 
genau so, wie es eben aus dem Gesetze (33) erschlossen ist. 

Erganzung und Fortsetzung dieser Untersuchungen will 
ich mir vorbehalten. 


