Ueber die Transformation dritten Grades und die
zugehorigen Modulargleichungen der Abelschen

Functionen erster Ordnung.
(Von Herrn Kinigsberger zu Greifswald.)

Nachdem ich im 65" Bande dieses Journals die nothwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen algebraischer Gleichungen zwischen
den oberen Integralgrenzen zweier in einander transformirbarer Abelschen
Systeme erster Ordnung angegeben, behandelte ich in diesem Bande die
rationale Transformation zweiten Grades, wobei sich mir zwei Hauptgatiun-
gen von Transformationen, fir welche sich das transformirte < entweder
durch eine Summe von vier - Quadraten oder eine Summe von zwei Y-
Producten darstellen liess, und einfache Ausdriicke fir die Zusammensetzung
der Integralmoduln des neuen Sysiems aus denen des urspriinglichen ergaben.
Da nun die Transformationen von unpaarem Grade sich wesentlich in der
Art, wie sie zu behandeln, von denen paaren Grades unterscheiden, worauf
ich in der vorliegenden Arbeit bei verschiedenen Punkten besonders aufmerk-
sam machen werde, so beabsichtige ich den einfachsten Fall derselben, die
Transformation dritten Grades, an dieser Stelle durchzufiihren, einzelne bei
der Behandlung derselben vorkommende Untersuchungen fiir jeden beliebigen
unpaaren Grad anzustellen und endlich die in einfacher Gestalt sich ergebenden
Modulargleichungen herzuléiten, welche in homogenen linearen Gleichungen
zwischen vier Producten von je zwei & -Functionen bestehen, von denen die
eine zu dem urspringlichen, die andere zu dem transformirten Abelschen
Systeme gehort. .

Setzt man mit Beibehaltung der schon friiher vielfach von mir ge-
brauchten Bezeichnungen:

Wy = Qu+ 0 Tu+0yTpy Wy = On+0uTu+ 0nTa,
1) Wiy = Q12+ 0T+ 00Ty Wy = Pn+ 0Ty + 0nTa,
Wy = Qu+0uTyut0uTn, Wy=@u+ 011 Tar + O Taa
Wy = Qp+ O Ty+ OpnTyn, Wnp= 9',22"{‘ 0T+ O Ty
wobei die in diesen Ausdricken vorkommenden Transformationszahlen
o o ¢ d
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98 Koinigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen.

den Bedingungsgleichungen geniigen miissen
za: (Qla Q,Za - 92«()'1:1) = 09 %’ (92(1 O';a - Gla Q;a) :“O?
(2') %‘(Gla G;a'_ (U Ojla) = 09 %‘(()la lea —Gla ();a) = 37
\ ‘u""(glu 0‘;&’— Oz ()’Ia) = 07 ‘“‘: (9201 O';a"' 02 Qia) = 39
oder: ‘
% (0a1022—00200) =0, 2‘; (Qu2 Ot — O 0a) =0,
(3.) = (9;1 Op2— 9;2 O‘;l) =0, % (9«:10;1 — 0y 9;1) =3,

@

Z(Qal O-,n? —O0n @:ﬂ) = Oﬂ 2(90:2 G:ﬂ — 0y ();'z) = 33

so sind die transformirten Moduln und Argumente durch die Gleichungen be-

stimmt:

I 3(‘”22”1_“’12”2) — 3(w||vz_w2|v|)

!
(4.) N= Y 0, —w. e, ° halrara————
Wiy P 12 %2y 11 %22 12%2y
! w _wf w ! !
U w,, Wy, 21 V12 T’ — W,,W,, —W,, W,
= e, —w,.w, ° AT 0w, —w, 0, °
(5) 11 P22 12 V21 11 Y2 12 Y2y
* ! ! ! !
T' Wy, 0 —W,,0,, ’I’ W, 0, —w,,0,,
12 — 9 22 — °
Wy Wy — O, Wy, Wy Wy — @, Wy,

Sammtliche Transformationen %" Ordnung *) lassen sich nun nach den von
Eisenstein **) und Hermite ausgefiihrten Untersuchungen iiber die Zusammen-
setzung linearer Substitutionen, wenn die in den obigen Gleichungen vor-
kommenden Transformationszahlen in das System

oy O, —O0p —0y

On 0p —0p —0y
—'Q;I —0n Q2 On
—911 —0n 012 On
gebracht werden, in eine Zahl von

1+k+E+F

nicht édquivalenten Klassen theilen, die so beschaffen sind, dass sdammtliche in
einer Klasse befindlichen Systeme durch Transformationen aus einander abge-
leitet werden konnen, deren Determinante die Einheit ist. Unter allen ein-
ander .équivalenten Transformationen einer Klasse giebt es eine und nur

(6.)

*) Ich spreche hier von der allgemeinen Transformation k'* Ordnung, weil die
nachfolgende Aeuderung der Hermiteschen Reprisentanten der nicht #quivalenten
Klassen sich auf einen beliebigen Grad, insofern dieser ein unpaarer ist, erstreckt. —

*¥) 5, die Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 1852,
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Kionigsberger, Transformation dritien Grades der Abelschen Functionen. 99

eine, fir welche das Product der Glieder der Diagonalreihe gleich der Sub-
stitutionsdeterminante 4°, simmtliche Glieder zu der einen Seite der Diagonal-
reihe = 0, und die zu der anderen Seite derselben kleiner sind als diejenigen
von ihnen, die auf derselben Horizontalreihe der Diagonale angehoren, so dass
Hermite zu folgenden reducirten Systemen gelangt:

'11000[[1000||kiO ¢||kO:i &
(7.) 0100[{/0k: 00100 Oki”i’
00kKk0/|0010,{00Fk—i;;0010
‘OOOIt’ OOOItHOOOiHOOOi
in denen die Zahlen i, ¢/, ¢" die Werthe 0, 1, 2, ... k—1 annehmen.

Wenn auch diese die einfachsten Formen sind, die sich fir die Repra-
sentanten der nicht dquivalenten Klassen finden lassen, so habe ich es doch
bei meinen Untersuchungen iiber die Transformation fiir den Fall, dass %k eine
ungerade Zahl ist, wegen der Gleichformigkeit der algebraischen Ausdriicke
sowie der Form der Modulargleichungen (worauf ich noch am Ende der vor-
liegenden Arbeit zuriickkomme) als nothwendig erkannt, statt dieser Hermite-
schen Systeme neue Reprisentanten fir die einzelnen Klassen aufzustellen, die
beziehungsweise aus den friiheren durch die Anwendung der vier Transfor-
mationen ersten Grades:

1000(|100O0||1T 0 O O||]1T OO0O0
0100((0100{/ai 1 0 0/|0 100
00100100 0 O ai ai" 10

1
000111000 1!lar 0 —ai 11l ai 01l
hergeleitet werden, wenn @ eine Losung der Congruenz:
ak = —1 (mod. 8)
ist, so dass ich als Reprisentanten der 1+k-+A-+ k& nicht dquivalenten Klassen
jetzt folgende definire:

1000|110 O Ok i(ak+1) O &(ak+1) ||k O i(ak+1) i(ak+1)
01000k i(ak+1) 0) 0 1 0 0 0 k i"(ak+1) i(ak+1)’
00k0{00 1 0(l0 0 &k —iak+1)00 1 0

OOOk”OO 0 k\O 0o 0 1 loo 0 1 |

welche, wie man sieht, mit den friheren reducirten Systemen die Eigenschaft
theilen, dass das Product der Diagonalglieder = 4* und die Glieder zu der
einen Seite derselben = O sind, wihrend die dritte Bedingung, dass die Glieder
der andern Seite im Restensystem, dessen Modul das zugehorige Diagonalglied

A3
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100 Kionigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Fumnctionen.

ist, enthalten sein sollen, fir diese Représentanten nicht mehr erfallt ist. —
Fir die Transformation dritten Grades wihle ich also als Reprisentanten der
40 nicht dquivalenten Klassen die folgenden Systeme:

30 —8 -8/

1000[|10 0 0[|3—8i 0 —8i
@) 1[0100/j03-8i0/10 1 0 0 038" —8i
— 0030/loo 1 ollo 0o 3 s lloo 1 o
?|0003\00 o 3llo o o 1lloo o 1

Setzen wir nun mit Hermite:

’

(v,,0,), = in[—(0 Ivl+a',,vz)(o‘,vl%o‘“v,)—(a,,vﬁo’,,v.‘)(o,,vﬁo“v,)]
(99 — eiu[r', \(0,,0,+06,,0,)"+27, ,(0,,0,+6,,0,)(0,,0,+0,,0,)+7,,(0,,0,+0,,0,)’|
<P (015 02y Tyyy Tiny Toa)zs
so gelten die fir die I7-Function charakieristischen Gleichungen:
\ O(o,+1,0); = (—1)" (v, 0.)s,
(10.) | (v, 0,+1); = (—1)" 1 (01, 02);,
(v, 41y, 00+ 7)1 = (—1)TI(v,,0,);. €0,
I (0,4 Ty 02+ T00); = (—1)° LT (0,,0,);. €772t T2),
worin die Zahlen m, n, p, q durch die Ausdriicke bestimmt sind:

m = nfoy,+ntoy,—miop—mio,—0,0,—0y, Oy,

11.) n = ”/}(7;1‘*‘”%0;2—7”%022—7”%021—(72101;1“(72202,29

p = “”f@él—”%();z‘*‘ m%@zz‘l‘mf()u"()u();l — 02 9,229

q = —”{'9;1_”%9;2‘}"”%912‘*'mi’?u"‘@n();l—()m()’m-
Bringt man nun die Function I7 auf die Form:
II (v, 0,);

(12.)

— 2 (_1 )WH—Q'»A ein [(’.’m-{-m)vl +(2n+n)u2]+ % [(2m+m)21“+2(2m+m)(2n+n)‘t‘2—)—(2n+n)2122]
myn mn ?

so sind nach Hermite die ersten beiden Bedingungsgleichungen von selbst er-
fillt, wahrend die beiden anderen folgende Beziehungen zwischen den Coef-
ficienten ergeben: - :

Am+3,n = Am,n: Am,n-i-a = Am,n,

(13_) Am+3,n+3 = Am,n »
] oder

A;,a+¢,3r+ﬂ = Aa,ﬂ)
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Kionigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen. 101

so dass von den Coefficienten der fiir /7 angenommenen Reihenentwickelung

(12.), so lange wenigstens nur die Bedingungen (7.) beriicksichtigt werden,
9 unbestimmt bleiben, némlich:

AUU A()l -Al)‘2 All) All A12 AZU A?l Am .
Endlich liefert noch die Bedingung:

(14.) H(—v,,—vy); = (1" (v, vy),
die Relation:

(15.) A uw—un = Aua,
so dass von den 9 Coefficienten nur finf von einander unabhingig sind und
sich also die Function I7 in die Form setzen lasst:
(16.) IT(v,,0,); = A R+ A, R,+A; R, + A, R, + A R;,

worin A,, A,, ... A; noch unbestimmte Constanten, die von den anderweiti~
gen Eigenschaften der Function /7 abhingen, und R,, R,, ... R, unendliche
Reihen bedeuten, die aus den Gliedern der fir die 77-Function angenommenen
Reihe (12.) bestehen.

Es kommt nun nach der von Hermite vorgezeichneten Methode darauf
an, diese unendlichen Reihen mittelst des Prinzipes zu bestimmen, dass jede
synektische Function von o,, ©,, welche den Bedingungen (10.) und (14.) ge-
niigt, sich bis auf die Coefficienten A in der Form (16.) muss darstellen lassen.

Bildet man das folgende Product:

(17.) 9 (vs,0y) .9 (0,4, 0,) .9 (v,,0,)

A AN (Y AU
in welehem die Indices der Bedingung unterworfen werden:
wituitui=q, vi+rvi+rvi=m,
witutu =y, vi+rvitri=n,
so erkennt man unmittelbar, dass dieses Product den Bedingungsgleichungen
(10.) Geniige leistet, und fiigt man noch die beschrinkende Congruenz hinzu:
(19.)  wivi+ wiviFuividwvi+uivi+ w v, = pntqm (mod. 2),

so wird das 9-Product (17.) den finf fir die Z7-Function geltenden Be-
dingungsgleichungen (10.) und (14.) geniigen und sich also auf die Form:

(20.) (0, 0,), 9 (0, 0,),9 (01, 0;); = A, B+ A, By + A Ry + A, Ry + AR,
bringen lassen.

Da sich nun die Indices

(18.) (mod. 2)

Mo Ve W Vi Mi Vo
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102 Kinigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen.

auf mannigfache Art so bestimmen lassen, dass den Bedingungscongruenzen
(18.) und (19.) geniigt wird, so wollen wir finf $-Producte auswihlen, in
welche eine moglichst geringe Zahl von 9-Functionen eintritt, ohne dass
eine lineare Abhédngigkeit unter ihnen besteht, um dann aus finf der Gleichung
(20.) analogen und in R,, R,, ... R, linearen Gleichungen diese Reihen
bestimmen zu konnen.

Fir die Annahme:

—_— S — g4t — ¥o—— 2,8 — o —
‘uf:,ul:,u,:q, VZW=r=vi=m,

(21.) (mod. 2),

MW= ==y, V=1=r=m1,
erhalte ich als erstes 9-Product, welches den oben aufgestellten Congruenzen

Geniige leistet:
(22.) I (012 02)pmn-

Wihle ich sodann die Indices » und s beliebig, nur der einen Bedingung
unterworfen, dass:

(23.) % WV, + Wy Vs + Ui v+ s vs+ (q-pi—wd) (m—vi=2}) + (p—us—us) (n—vi-v3)
= pn+qm, (mod. 2)
oder '
24) ) UYL i s+ )
[+ a4 i)+ p 5+ + m(ui+ )+ n(us+u3) =0  (mod. 2)

und bestimme dann:

(25) %MIE q——‘U,I—‘U.';, 7/} -Em—v{—vj, (mod 2)
' M= p—ps—p,  VhE n—vi—s, nT

so geniigt das Product: '
R 3o 0y rar; - 9 (O sy - 0 0ttt

ebenfalls den Bedingungscongruenzen (18.) und (19.). .
Da endlich die Function:
‘9(017 ’02)qpmn

wenn man von der bei der Vermehrung der Argumente um ganze Perioden
hinzutretenden Exponentialgrosse absieht, ebenfalls die Relationen (10.) und
(14.) befriedigt, so werden auch die drei 9 -Producte:

( 3(01 9 vQ)q”nm' '9 ('019 02);‘1;#;7:,,; L]

(27') 19(”1 9 vi)qpmn . 3(”17 02);.2#.;-‘,: V‘; 9

9 (015 02)gpmn- 3 (215 ”2):4 wlvl v,

den vorgeschriebenen Bedingungen Geniige leisten.
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Kionigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen. 103

Wir haben somit fiinf Producte von je drei 9-Functionen gefunden,
in denen nur die vier von einander verschiedenen 9: '

Hons orlomns - IO P )uras IO 0 snny O 0t

vorkommen und die simmtlich den durch die Gleichungen (10.) und (14.)
ausgedrickten Bedingungen Geniige leisten, sich also auch in eine der Glei-
chung (20.) analoge Form setzen lassen.

Es bleibt nun noch zu beweisen iibrig, dass die finf $-Producte (22.),
(26.), (27.) nicht in einer linearen Beziehung zu einander stehen, wobei zu
beriicksichtigen, dass die 9 - Function mit dem Index qpmn durch die Gleichun-
gen (10.) bestimmt ist, von den beiden anderen mit dem Index r und s nur eine
beliebig angenommen werden darf, wodurch aber dann der Index der vierten
9-Function gegeben ist. Setzt man ndmlich die fir die Indices aufgestellten
Bedingungscongruenzen (18.) und (19.) in die Form:
SMHMH—MH =0, wt+utw+p=0,
vit+rvitrvi4m=0, n+n+ri4+n=0,
wivi 4 vy 4 Wiy 4 v+ v v Hqmbpn = 0,
so sind dies bekanntlich die Bedingungen, denen die Indices von vier 9 -
Functionen geniigen, zwischen denen eine homogene algebraische Gleichung
vierten Grades besteht. Es ergiebt sich somit unmittelbar, dass, wenn die
Bestimmung der fiinf 9 -Producte, so wie wir sie oben getroffen, auf die ein-
fachste Art aus vier & -Functionen hergestellt wird, dies solche Functionen
sein miissen, zwischen denen eine homogene algebraische Gleichung vierten
Grades besteht. Nun konnte zweierlei eintreten. Entweder bestehen die oben
angenommene homogene Gleichung dritten Grades und die hier besprochene
Gleichung vierten Grades zugleich, oder die biquadratische Gleichung reducirt
sich auf eine vom dritten Grade, die mit jener identisch ist. Dass die erste
Annahme unstatthaft ist, folgt einfach daraus, dass zwei von einander unah-
hiingige homogene algebraische Gleichungen zwischen denselben vier 9-Functio-
nen eine Relation zwischen zwei Abelschen Functionen des Systems liefern
wirden, was nicht angeht. Aber ebenso unmoglich ist die Reduction der
Gleichung vierten Grades auf eine von niedrigerem Grade *). Denn, wenn
wir die vier 9 -Functionen, zwischen denen eine biquadratische Gleichung be-

(28) (mod. 2)

#) Ich wiihle diese Beweisart, statt unmittelbar die folgende Substitution auf die
angenommene kubische Gleichung anzuwenden, um nachzuweisen, dass keine der bi-
quadratischen Relationen im Grade erniedrigt werden kann.
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104 Konigsberger, Transformation dritien Grades der Abelschen Functionen.
1

steht, der Kirze halber mit
' 9. 9 9, 9
hezeichnen, so hat die Gleichung die Form:

A+ BIt+CIy+DIs+EI, I3+ FI, 9,4+ GILI;

+H9%9,+ K 9395+ LI 954+ M9, 959,95 = 0

~und bei der als moglich angenommenen Reduction auf eine kubische Gleichung
wiirde diese z. B. in: : .

AP+ E, 9+ FI,9,+GI,95+M9:9,95 = 0
iibergehen. ‘Wendet man nun hierauf die Substitution a3 an, so erhdlt man,
wie unmiltelbar zu sehen, die Gleichung: _

A I+ B9 94 F' . 995+ G 959, + M. 3,939, = 0,

welche, von der vorhergehenden verschieden, mit dieser verbunden wieder
eine Relation zwischen zwei Abelschen Functionen ergeben wiirde. Es ist
somit gezeigt, dass zwischen den vier ¢ - Functionen, welche den Congruenzen
(28.) geniigen, keine algebraische Gleichung dritten Grades bestehen kann, und
dass also die oben aufgestellten in den Reihen R,, R,, R;, R,, R, linearen

Gleichungen, welche zur Bestimmung dieser Grossen dienen sollten, als von
einander unabhéngig fir die Function I7(v,,v,); die Form liefern werden:

(v, ’02)1 = (1)'9(”13 '02):»mn+ (2)‘9("719 ”2)q»mn9(0n ”z)zt
(29.) +(3) (v, ”2)qvmn‘9(’0n ’02);.;«

+ (5)'9('(-’-17 'Dz)#:”;y:y; 9 (o, ”2)‘,‘1”;,,1,,: A ”2)”1]#7;,,1,,12 9

LYY,

+(4)9 (v, ”2)qpmn'9 (014 ’02)2

A AN

worin die Zahlen q, p, m, n durch die Gleichungen (10.) bestimmt, w}, u;,

Vi, Vi, Ui, W3, ¥, v; bis auf die Congruenzen (23.) oder (24.) beliebig, und

u, uh, vi, v; durch die Congruenzen (25.) gegeben sind. ’
Ich fiige die Bemerkung hinzu, dass, wenn m, n, p, q, welche durch die

Gleichungen (11.) bestimmt werden, sémmtlich gerade Zahlen sind, die Function

l9‘(”l 9 ”‘l)qvmn
in das Fundamentaltheta tbergeht, wihrend die Indices der anderen durch die
Congruenzen bestimmt sind

wivi+ v+ vi 4 uav; = 0,
L — . —
(30) Wy = ‘LLI—*“U;, VI = V:—*—'Vf, (mOd 2).
t — J—
W=, =i, :
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Konigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen. 105

Fir simmtliche Reprisentanten der nicht dquivalenten Klassen, wie ich sie
oben aufgestellt, liefert das Fundamentaltheta des transformirten Sysiems gerade
Transformationszahlen m, n, p, q, so dass fir alle diese die Congruenzen (30.)
die zugehorige Darstellung liefern werden.

Unsere nichste Aufgabe ist die Bestimmung der Constanten (1), (2),
(3), (4), (5).

Bevor ich jedoch zur Losung derselben iibergehe, sind einige Bemer-
kungen vorauszuschicken, die fiir alle Transformationen von unpaarem Grade
giiltig bleiben.

Da die oben (4.) fir die transformirten Argumente v,, o, gegebenen
Ausdriicke auch auf die folgende Gestalt gebracht werden konnen:
0y = 01301+ 00—, (0,01 021 02) — T12 (0120, + 0 0,)
0y = 001+ 0p0,— 75, (01,0, + 0y 0;) — Ty (0120, + 0 0,)
so folgt leicht mit Benutzung der fiir die transformirten 9-Moduln aufgestell-
ten Formeln (5.), dass den auf die urspriinglichen Argumente v,, ©, gemachten
Substitutionen von halben Perioden fiir die neuen Argumente ebenfalls Sub-
stitutionen in halben Perioden des transformirten Systems entsprechen. Fiir
0t %, ©,:0 und 0,:0, 0,: } liefern die Ausdriicke (31.) unmittelbar resp.:

(31.)

'U'l . 1]/20’11"‘ 3oy, T’u — 30y Tln 9 0; : %0‘;2 —30, ’['21—- 305, T;z 9

0y %0';1“ 21‘(7-217711 — 30y Ty ’ 0y %0;2* %0'217;1 *%022'5;2 )
wihrend man fir die Substitutionen:

03Ty 0,047y, und e i, 0,0 3Ty,

wenn man die von Brioschi *) gemachte Bemerkung benutzt, dass das Product
der Nenner in den Ausdriicken fir die transformirten 9-Moduln durch die
urspriinglichen und umgekehrt = #* ist, folgende Verinderungen der transfor-
mirten Argumente erhalt:

0 — %Q;l‘l‘ toutu+ %9127’12 s 02t —30n+iouTa+ 3007,

0y — %9;1 + 30n Tn+400Th 9 0yt — '.'5(1;2 + 30 T +40n T
Ich will nun untersuchen, welche Verianderung durch eine Substitution von'
der Form:

Oy dmy 3 T+ 4 Tn, 021 im0 Tyt 40 Th
auf der rechten Seite der Gleichung (29.) die Z7-Function auf der linken Seite

*) Brioschi, sur la théorie de la transformation des fonctions abéliennes, comptes
rendus 1858. '
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106 Kinigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen.

derselben erfahrt. Aus den fir die 77-Function bei beliebigem ungeradem
Transformationsgrade % geltenden Bedingungsgleichungen folgt leicht die Re-
lation :

(32) I (v, +my 41,7+ 12Ty 03 F My 0, Ty +2,75);
. — (_1)mml+nm’+qnl+pu’ e—kni[2n‘1}l+2n21)2+n?1u+2nlni1u+n§‘t”].II(OI’ ,02)2 .
Da sich nun nach dem vorher Bemerkten die transformirten Argumente bei
der Substitution der fir o,, v, angenommenen Ausdriicke nur um halbe Perioden
andern, so ergiebt sich offenbar, wenn der Exponent der in dem Ausdrucke fir

II(v,, v,); enthaltenen Exponentialgrosse mit f(o,, v,) bezeichnet wird:

IT (v, 4 ym,+n, Tu+ 40, Ty 02+ §my + 30, Ty + 11,T);

v ! ' ' ' / ! in(Av. +B C
v ’)‘9(”1‘}‘%‘“1‘}‘217’1711"'%7/27123 ’02+%Mz‘l‘f""ﬂu‘l‘%”ﬂw)iem( Bt O,

(33.) 32 o

worin A, B, C noch zu bestimmende Constanten und die Zahlen u«,, u,, »,,
v, durch die Gleichungen gegeben sind: ‘
(34.) g Wy = 1y 0:11 + m26:?l_" B1Q1—Wy 00y Vi = — My Oy —My Oyt 1,0+ 00

Mo == M0y Olo+ My Oop — 10, Q10— My Qr0 ¥y = — My Oy — My Oy + 18, Q12+ Mo Qe
Substituirt man in (33.) fir o,, v,:

01+ 3my+ 30,7+ A0, Ty, 0ot gy + 37 Toy + 02 Tan
so ergiebt sich:
| IT (0,4 my 40,71 40,7105 024141, Toy 41, 720);
= WY (”; +u Tt T 9 0 +u+7 Ty +7/21;2)z ><

o ein [A(Qvl+gm‘ +§n11“+}n2‘rla)+B(2v2+§m2+3ul‘r”+}n2122)+20]’

woraus sich durch Vergleichung mit (32.) die Constanten 4, B, C bestimmen
lassen.
Setzt man namlich:

(35.) {M=2#i+ui’, v =2v+91,
Mo =2+ sy V=20, + 0,
so ergiebt sich leicht, wenn man die bei der Vermehrung der Argumente
v,, v, um die oben angegebene Grosse zur k" Potenz der urspriinglichen
9-Function hinzukommende Exponentialgrosse kurz mit E bezeichnet, fiir die
verinderte ZI-Function der Ausdruck:

H(’Ul + 3my 430, Ty + 30, Tioy 024 Fmy + In, Ty 4 A0, T)i
= E.e“"e v 3 (), 02 T11y Tias Ta)y »

(36.) ;
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Konigsberger, Transformation dritien Grades der Abelschen Functionen. 107

worin die Indices der $-~Function durch die Congruenzen definirt sind:
— ! —

m, =mi+u, n=nlt+v/,
—_— ik ! P

m; = mz-}—u;, ny = n%—I—V;,

und die Grosse ¢ durch folgenden Ausdruck bestimmt wird:

(37.) (mod. 2)

(e = —}(uyn} + a0} + vy ml vy md) 4 1 (mym, - myn,)
(38) + 3 (mmy~+nm, - qny -+ pny) + 3% (mi-Huy —m7) + §n (mi+-u; —m?)
— 4w (mi 4 ) — 4wy (mi+ ) — (v, + 1,9,)
+ b+ g ns v+ vy m3.
Da bekannilich die Determinante:
On Opp —0,, —0y
Oy Op —0p —0y
—0n =0 022 [ON
—0u  —0n Q12 On
ist, so folgt aus den Gleichungen (34.):
Aap+ Bapty+ Co?,+ Do,

Il

kz

m, = i D
A.p+B.p,+Cv+D.v,
. n, = s )

woraus zu ersehen, dass, wenn %k ungerade ist, fir verschiedene Werthe von
, nicht nach dem Modul 2 congruente Werthe von u,, u,, 7, »,
folgen konnen, dass somit verschiedenen Substitutionen auch verschiedene
Indices der transformirten & -Function entsprechen. Ich will es nicht unter-
lassen, hier den wesentlichen Unterschied, der zwischen der geradzahligen und
ungeradzahligen Transformation besteht, hervorzuheben. Wihrend wir némlich
bei jener fanden, dass nur vier Substitutionen existiren, welche die linke
Seite der Transformationsgleichung verinderten, wihrend vier andere sie un-
verandert liessen *), ergiebt sich fiir die Transformation von unpaarem Grade,
dass man aus dem Ausdrucke eines transformirten ¢ alle anderen durch Sub-
stitution von halben Perioden fir die urspringlichen Argumente ableiten kann, .
so dass also die Coefficienten (1), (2), (3), (4), (5) in der Transformations-
gleichung (29.) nur fiir ein solches 9 zu berechnen sind.

My, N

*) worauf wesentlich die von mir angegebene Methode zur Bestimmung der Con-
stanten in der Transformationsgleichung zweiten Grades beruhte.

+*
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108 Konigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen.

Der Satz von Hermite, dass es vier transformirte Z7- Functionen giebt,
welche durch dieselben vier & des urspriinglichen Systems ausdriickbar sind,
folgt aus der einfachen Ueberlegung, dass, wenn diese vier Functionen mit

Pu Fg Iy Fupy
bezeichnet werden (soll namlich eine homogene algebraische Relation vierten
Grades zwischen ihnen statifinden, so geht der eine Index aus der Zusammen-
setzung aller anderen hervor), die folgenden durch die Indices |
o oy Py

charakterisirten Substitutionen wieder nur & - Functionen mit den Indices o, 3, 7,
af3y liefern, und ebenso ergiebt sich die von Brioschi in dem oben erwihnten
Briefe an Hermite gemachte Bemerkung, dass fir diese vier transformirten
I7-Functionen die Werthe der Coefficienten dieselben bleiben, wihrend sie
selbst nur ihre Stelle éndern.

Nach diesen Auseinandersetzungen kehre ich nun zur Bestimmung der
in der Gleichung (29.) noch unbekannt gebliebenen Coefficienten zuriick.

Sucht man Substitutionen fiir »,, », welche die rechte Seite der Trans-
formationsgleichung éndern, wihrend sie die linke unverdndert lassen, so
findet man hier nicht wie bei der Transformation zweiten Grades Substitu-
tionen in halben Perioden, welche nur eine Verinderung der Indices der 9 -
Functionen hervorbringen, sondern erhilt folgende aus den durch die Zahl 3
getheilten Perioden zusammengesetzte Ausdriicke:

q)l - vf_)
$0u =4(ontouty+057,) Awy=13% (021 + 00T+ 01 Ta)
(39-) 300 =3 (0t 00T+ 0,Ty) Jwuy=13 (0224 01T+ 020Ty)

! ! U ! 1 ! ! !
toy =3 out+outntouty) Fwu=4(0n+ 01T+ 0y7)

! ! ! U ! ! ! ]
300 = 3(0p+01pTu+0,Tn) Jwn=1% (022 02 Toy+ 09 T0)

welche, wie unmittelbar aus den zwischen den transformirten und urspriing-
lichen Argumenten bestehenden Relationen (4.) zu erkennen ist, die Argumente
der transformirten 9 nur um ganze Perioden veriandern. Was nun die Re-
prisentanten der nicht #dquivalenten Klassen betrifft, so geben offenbar, da in
der Diagonalreihe zwei der Transformationszahlen der Einheit gleich sind, die
Substitutionen (39.) zwei von einander verschiedene Ausdriicke, welche den
angegebenen Bedingungen geniigen, und wenn man deren Summe und Diffe-
renz als neue auf die Transformationsgleichung anzuwendende Substitutionen
bestimmt, so erhalt man, indem man die Argumente verschwinden lasst, finf
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Konigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen. 109

von einander unabhingige zur Bestimmung der Coefficienten ausreichende li-
neare Gleichungen. Dass dasselbe auch fiir die iibrigen Transformationen einer
jeden Klasse gilt, folgt aus der Bemerkung, dass das durch eine lineare Trans-
formation aus dem Reprisentanten der Klasse abgeleitete 9 gleich einem mit
einer Exponentialgrosse multiplicirten & des urspringlichen Systems ist. Es
ist wohl kaum nothig hinzuzufiigen, dass wenn man den Transformationsaus—
druck fiir ein ungerades & finden will, die eben angegebene Methode die
Verhéltnisse der zu bestimmenden Coefficienten liefert, wihrend wenn das
transformirte 9 ein gerades ist, dasselbe fiir die Nullwerthe der Argumente als
Factor in den fir die Coefficienten sich ergebenden Ausdriicken auftritt. Zur
Durchfihrung der Transformation braucht man jedoch nur eine dieser Re-
lationen herzuleiten, da, wie wir oben gezeigt haben, nach der Bestimmung
eines transformirten 9 alle anderen durch Substitution halber Perioden fiir
die urspriinglichen Argumente erhalten werden, ohne dass die Constanten eine
Aenderung erleiden ¥). '

Es sind somit die algebraischen Ausdricke fir die transformirten 9 -
Functionen als homogene Functionen dritten Grades der urspriinglichen 9 ge-
funden und die Coefficienten derselben rational aus den - Functionen mit
den urspriinglichen Moduln und Argumenten von der Form:

m,+nt,4n7, m,+n, T,,+n,T,,
3 ’ 3
zusammengesetzt. Durch Substitution von halben Perioden und Division der
so entstehenden Gleichungen erhalten wir die algebraischen Transformations-
formeln fir die Abelschen Functionen. Was endlich die Berechnung der in
den Coefficienten der Transformationsgleichung vorkommenden Grossen:

*) Ich bemerke, dass die von Brioschi in dem oben erwihnten Briefe an Hermite
gegebene Constantenbestimmung unvollstindig ist; sie ist auf alle die Fille nicht an-
wendbar, in denen alle Glieder einer Verticalreihe der Substitutionsdeterminante

o_,“ Gvn — 0, —O0p

0',“ 6;2 — 0y, — Oy,

— 05 —0n  On O

i —9’11 _Q'u 02 Oy

=0 (mod. k) sind, was unter den 40 Reprisentanten der nich‘g dquivalenten Klassen
nur bei einer nicht der Fall ist. Es muss ausser den dort in Betracht gezogenen
Veriinderungen der Argumente der transformirten Functionen um ganze Vielfache der
neuen Moduln, auch die Vermehrung derselben um ganze Zahlen, wie es oben von
mir geschehen ist, zu Hiilfe genommen werden.
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110 Kionigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen.

0(”2,—{—12.1“-{—11,1" m2+”ltﬁl+”21!2>

k ? k

a.

( ) 19( m+n T, +n1, m,~+n, T, +n,7T,, )
k k

5

9

angeht, so weiss man¥), dass sie von der Auflosung einer Gleichung vom Grade
1+ k+B+F

abhéngen, von der man, um die Grossen (a.) zu finden, nur eine Losung zu

kennen nothig hat. —

Nachdem ich zur Bestimmung der Coefficienten der Transformations-
gleichung die Methode auseinandergesetszt, die ich friher bei der Transforma-
tion zweiten Grades angewandt, fiige ich eine zweite hinzu, der ich vor der
ersten den Vorzug gebe, weil sie uns unmittelbar zur Aufstellung der Modular-
gleichungen der Transformation dritten Grades fiihren und fiir die Coefficienten
wmit Hilfe der fir die Nullwerthe der Argumente genommenen urspriinglichen
- und transformirten & -Functionen ziemlich einfache Ausdriicke liefern wird.

Da es nach den friher angestellten Betrachtungen gleichgiiltig ist, fiir
welches transformirte ¢ man den aus den & -Functionen des gegebenen Systert;s
algebraisch homogen zusammengesetzten Ausdruck herstellt, da man ohne
Aenderung der Coefficienten durch Substitution von halben Perioden jedes
andere ¢ desselben Transformationssystems daraus herleiten kann, so will ich
die Transformationsgleichung fiir ein 9 suchen, dessen Indices die Transfor-
mationszahlen m, n, q, p siammtlich geradzahlig machen. Dass es in jedem
Transformationssystem ein solches giebt, ist an sich klar, da fiir die oben auf-
gestelllten Reprisentanten der nicht #dquivalenten Klassen das Fundamentaltheta
diese Eigenschaft besitzt, wihrend es fir die anderen Systeme daraus folgt, dass
deren ¢ gleich der mit einer Exponentialgrosse multiplicirten & -Function des
zugehorigen Repréasentanten ist. Sind nun m, n, q, p simmilich geradzahlig,
so wird die in der Transformationsgleichung (29.) zuerst vorkommende Function

3 (045 2)gmn
das Fundamentaltheta des gegebenen Systems; fir die beiden anderen -

Functionen:

'9('017 '02) und ‘9'(’01’ ”2)

KBV Y, BBV,
wihle ich zwei ungerade, deren Indices jedoch der Bedingungscongruenz:
..,/ wvituivituyvi+usv; = 0 (mod. 2)
*) Hermite, sur la division des fonctions abéliennes.
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Konigsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen. 111

geniigen, also z. B. die Functionen
F(01502); und 9 (v(, 0,)0s
so dass die Congruenzen (30.) als Index der vierten 9-Function 34 ergeben
und. die Transformationsgleichung somit die Gestalt erhalt:
II(01,0,); = (1) 9 (01,0:)3 1 (2)F(01,02)59 (04, 02)1 + (3) H(01,0:)69(01,22)02
+(4) 3 (01502)sF (01,02)35+ (8) 9 (01y02)1F (01902)0F (01,02)345

die, um es noch einmal hervorzuheben, in jedem Transformationssystem fiir
irgend ein .A hesteht.

Multiplicirt man die Gleichung (40.) mit 9(v,,,); und wendet sodann

die drei Substitutionen in halben Perioden auf dieselbe an, welche von den
beiden Functionen:

(40.)

& (01, 02); und (v, 0,),
die erste zu einer geraden, die zweite zu einer ungeraden Function machen,
so erhilt man, wenn man die Argumente verschwinden ldsst und mit 6 die
transformirte, mit 9 die urspriingliche 9 -Function, mit ¢, achte Einheitswurzeln
bezeichnet, die folgenden Gleichungen:
0,95 = (1)95 +(4)% %,
£,0,95 = (1)95+(3)9i9%,
0,95 = (1)95—(3) 9% 95,
\5909 4 = (1)‘9544‘*’(4)'9%4 5
welche mit Beriicksichtigung der bekannten Relation:
(42-) ‘933'*“1%3 = '9;'—'9;4

(41.)

die Modulargleichung:
(43-) 8/4 0:“ 9m+€v07 923+£g 09334 = 0135
und fir die Coefficienten (1), (3), (4) die Werthe liefern;

/ 600, %, ,— 0,8 £,0,8,,—¢,0,8
— 070 34 5 — SpZnYas v Uy Uys
agy VT DTS Ty

02193, —& 0902 .
‘9'5034 ("9':4"' '9';)

Wendet man ebenso auf Gleichung (40.) fir o,, o, die durch die Indices 4,
14 bezeichneten Substitutionen an, welche von den Functionen

F(01,0,)s und 9 (0y,03)n
die erste zu einer geraden, die zweite zu einer ungeraden Function machen,

4)=
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112 Koinigsberger, Transformation dritien Grades der Abelschen Functionen.

so erhélt man: ,
60,9 = (1)9: —(2)9: 9,

&0, 9, = (1)9L+(2) 9L 9%,

woraus in Verbindung mit den Gleichungen (41.) und mit Benutzung der
Relation:

(45.)

(46.)  H+Ih = 9H-9%

die zweite Modulargleichung:
(47.) 500034+€107314+5909334 = 0,9,
folgt und sich der Coefficient (2.) in der Form ergiebt:
« £ 0.0 —¢,0,8°,
WSy )= g5 @y

Der Coefficient (5) folgt jetzt aus der Gleichung (40.), wenn man auf die-
selbe eine beliebige Substitution in halben Perioden anwendet, welche der
Index eines geraden < ist. Man findet endlich leicht durch Benutzung der
Relation:

. '931“1“'934 = '945‘—1%2
eine dritte Modulargleichung in der Form:
(49.) &0, +6059,+¢6,0,9,, = 6,9,.
Uebertrigt man die eben gefundenen Resultate auf die Reprisentanten der
nicht dquivalenten Klassen und beachtet, dass mit Ausnahme der Glieder in der
Diagonalreibe des die Transformation darstellenden Schema’s séimmtliclie Trans-
formationszahlen = 0 (mod. 8), dass die Grossen m, n, p, q fir das transfor-
mirte Fundamentaltheta geradzahlig, dass endlich fiir dieses letztere
W =My, Uy =My, V=R, Vy=10

sind, so erhilt man die folgenden fiir alle 40 Reprisentanten giltigen Rela-
tionen, von denen je drei die zur Transformation gehorigen Modulargleichungen
vorstellen:

\ 034- 334+0(J3 ‘9(13+02319.23 = 0535 9 02 192+ 04 '94 + 0U 3() = 05'957

(50-) 0, 9, i014314+ 034‘934 = 05'953 6,9,+ 0u3 *9()3+0m ‘901 = 05'957

( O I 014‘9'14‘“*‘ 0,9, = 051957 0.9,4 01,9134 0,392 = 65 '959
wobei zu bemerken, dass das positive Vorzeichen der Grosse 6,9,, fir die
durch das zweite und dritte Schema von (8.), das negative fiir die durch das
erste und vierte dargestellten Transformationen giiltig ist. Aus den fir die-
jenigen Transformationen gelienden Modulargleichungen, fir welche sowohl
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die Argumente als auch die Moduln der transformirten 9-Functionen die drei-
fachen der urspriinglichen sind, ersieht man, dass die in meiner ersten Ab-
handlung iber die Transformation der Abelschen Functionen (Bd. 64 dieses
Journals) mit Hilfe des Additionstheoremes der 9-Functionen hergeleiteten
Relationen zwischen den Abelschen Functionen mit dreifachem und einfachem
Modul (fiir die Nullwerthe der Argumente) aus den durch die Ausdriicke (50.)
gegebenen Modulargleichungen zusammengesetzt sind. — Somit wiren fir die
Transformation dritten Grades die Modulargleichungen, sowie mit Hilfe der-
selben die algebraischen Ausdricke der transformirten 9 -Functionen herge-
leitet und zugleich die Behandlungsweise fiir eine beliebige Transformation von
unpaarem Grade vorgezeichnet. Verbindet man die in dieser Abhandlung ge-
fundenen Resultate mit denen, die sich bei der Untersuchung der Transformation
zweiten Grades ergaben, so erhilt man ohne -Schwierigkeit die algebraischen
Gleichungen zwischen den $-Functionen der in einander zu transformirenden
Abelschen Systeme fiir einen beliebigen Grad der Transformation.

Greifswald, im November 1866.

15
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