
Relazioni tra gl'integrali semplici  e gl'integrali 
multipli  eli 1. = specie di una variet/t algebriea. 

(])/, FRANCESCO SEVERI, a Padova.) 

P e r  quanto LAGRANGE Si si& oecupato di integrali di differenziali alge- 
briei in una sola Memoria (~), che ha per iscopo principale la rettificazione 
dell'ellisse e dell'iperbole, non parrg fuor di luogo la pubblicazione in questo 
Volume, dedicato al sommo Analista (**), di un lavoro sugl'iniegrali apparte- 
nenti ad una superficie o variefft algebrica, tanto pifl ehe il concerto mede- 
simo di forma differenziale hdegrabile, the giuoca in modo pi6 o meno esplicito 
nella mia ricerca, potendosi esprimere mediante una condizione al eontorno, 
si riattacca, anche alle celebri Memorie di LaGnaNC~r3 sul calcolo delle va- 
riazioni. 

Allorch6 si conoscono sopra una superiicie algebriea, due integrali semplici 
di 1. a specie, funzionalment~e indipendenti, si pub formate, con NO~,Trn¢t~ (***), 
1'11l ben del, erminato integrale doppio di 12 specie, ehe dm'iva razionalmente 
da, quelli. 

(*) Bur une nouvelle mdthode de calcul intdgral pour les diffdrentielles affectdes d 'un  
radical carrd sous leqttel la variable q~e passe pas  le qualridme dcgrd (M6moires de l'Ac. ro- 
yale de Turin, t. II, 1786-85; Oeuvres, t. iI, p. 253). 

(~)  Un anedd~o,  forse poco noto, che riconferma la grande considerazione in cui LA- 
GRANGE era tenuto anche da 'suoi  contemporanei, 6 raccontato dal BRU~'ACCL <(Napoleone, 
essendo in Milano, volle sostenere al Brunacc], c h e l a  Francia primeggiava sopra l 'Italia in 
forza.di matematiche. I1 Brunacci rispos~ francamente: che se gli rendeva Lagrange  - - I t a -  

liano - -  si sarebbe battuto ~. (Ved. MORENA, Vittorio Fossombroni economista, Arezzo, tipo- 
grafia Bellotti, 1896.) 

( ~ )  Ueber die totalen algebraischen Differentialausdri~eke, Math. Ann., Bd. ~9 (1886). - -  
Vedi pro-e: PmnnD et SIMART, Thdorie des fonctions algdbriques de deux variables i~ddpeu- 
dantes, Paris, Gauthier-Villars, t. I (1897), p. 139. 
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Nei pifi recenti sviluppi di geometria sopra una superficie, tale relazione 
tra integrali semplici e doppi, ha costituito spesso il punto .di partenza di 
notevoli applicazioni. 

In questo lavoro mi propongo di mostrare l'esistenza di legami analoghi 
tra gt'integrali semplici e gt'integrali multipii di 1. a s p e c i e -  doppi, tripli,..., 
k-pli - -  di una varieth algebrica W~., a h dimensioni:  legami che permettono 
appunto di costruire razionalmente, in modo immediato, un integrale s-plo 
di 1. a specie, appena sieno noti s inlegrali semplici di 1. a specie, funzional- 
mente indipendenti. 

La via che si segue per stabilire la relazione di NOETttER sulle superficie, 
si pus senza dubbio estendere, senza troppe difficoltb~; e conduce ad un le- 
game tra gl'integrali semplici e gl'integrali k-pli. Ma nei casi intermedi degli 
integrali doppi, tripli,..., (k'--1)-pli, la via stessa ~, per ora ahneno, addirit- 
tura impraticabile, se non altro perch6 non si sanno assegnare le forme nor- 
mall di questi integrali intermedi. 

Io dunque ho creduto opportuno di riprendere ex-novo la questione anche 
per le superficie, cercando di riattaccare la relazione di NOETHER a proprieth 
geometriche della superlicie, piuttosto c h e a  propriefft algoritmiche di certi 
polinomi, come nella trattazione consueta. Ed ifi tal modo ho ottenuto un 
procedimento estensibile agl'integrali multipli, di ogni rango, appartenenti 
ad una varieth. 

Dimostro in primo luogo, per via sintetica, che una superficie Y d'irre- 
golarit~ p ~ 0, pus sempre considerarsi come la trasformata razionale di una 
superficie % di eguale irregolarit~, appartenente alla varieth di PmaRD V~, 
annessa ad F. Va eccettuato soltanto it caso in cui F possegga un fascio 
irrazionale di genere p :  in tal caso F ~ la trasformata razionale di una curva. 
di genere p, tracciata su V~, e tutti gl'integrali semplici di 1. a specie di F 
son funzioni di uno tra essi. 

Indicando con u, ,  u, due dei p integrali semplici di 1. a specie di V~, gli 
integrali doppi di 1. a specie della varieth (che ~ abeliana) saran del tipo 

~ i d  uni altri subordineranno su ~, integrali semplici e Ul d u~; e gli e gli 

doppi, i quail alia lot volta si trasformano in integrali analoghi di F. Anzi, 
dal momento chea, ,  /7' hanno la stessa irregolaritfi, tutti gt'integrali semplici 
di 1. a specie di /7, si ottengono nel modo indicato dagl'integrali semplici u 
di V~, (mentre lo stesso non potrebbe dirsi degl'integrali doppi). 

Eseguendo la sostituzione razionate che fa passare da • ad F, ne segue 
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subito che il determinante jacobiano di due iniegrali semplici di 1. a specie 
della F - -  supposta immersa in S~ e di equazione F(x ,  y, z) = 0 - -  rispetio 
alle due variabili indipendenti  x, y, ~ la funzione iutegranda di un integrate 
doppio di 1. a specie. Ed ~ questo appunto il legame scoperto da NOETHEI/. 

Estendo poi alle varieLh il procedimento sviluppato per te superficie, pro- 
vando prima c h e l a  data W~, d'irregolarit~ superiiciale p ~ 0 ,  pus conside- 
rarsi come la trasformata razionale di una variet~ ~i, di eguale irregolarifft 
superticiale, 'tracciata sulla variet~ di PlCAI~D V2, , re]ativa a ~ \ ;  a meno che 
non accada che W~ contenga un sistema ~ - ~  (1 ~ _ i - ~ k  - 1) d'indice l, di 
varieth M,, avente la stessa irregolarit'~ bidimensionale p. Nel qual caso g~ 

la trasformata razionale di una %_,, d'irregolarit~ superficiale p, tracciata 
su V~ e k - - i  + 1 integrali semplici di 1. ~ specie di W~ son sempre funzio- 
nalmente dipendenti. 

Da cib, tenendo conto che gl'integrali doppi, t r i p l i , . . . ,  di 1. a specie di 
V~), son del tipo: 

ore u, ,  u ~ , . . . ,  sono i p integrali semplici di 1. ~ specie, deduco la costru- 
zione razionale di integrali doppi, t r i p l i , . . . ,  di l. ~t specie della W~, a partire 
da' suoi integrali semplici. 

II ' teorema geometrico che pongo a fondamento della ricerca, ~ gih di per 
s5 interessante, in quanto da esso possono trarsi varie conseguenze, tra le 
quail cito, a titolo d'esempio, questa: una superticie irregolare non pus pos- 
sedere uu'iniinith (neanehe (tiscontinua) di curve razionali, seuza essere tras- 
formabile birazionalmcnte in una rigata (irrazionale). La proprieth analoga 
non sussiste per le superiicie regolari. 

1. Carat~rizzazione d'una superfieie F d'irregolaritk p ~ 0, ehe contenga 
un faseio di genere p ,  media~lte i s istemi continui cx/ di curve tracciate su F. 
Supponiamo anzitutto che sulla F esista uu sistema algebrico ~ ,  Z, di curve 
algebriche A non equivalenti, tale che fi'a le cx) ~- curve B costituite dalle A 
passanti pei singoli punti di/~, ve ne sieno oc ~ equivalenti ad una prefissata B, 
che provenga da un punto generico P di F. Allora i punti P relativi alte 
o¢)~B equivalenti tra loro, riempiono una curva algebrica C, variabite in un 
hscio,  necessariamente irrazionale, perch~ altrimenti (~) le B, e quindi le A, 
sarebbero a due a due equivalenti. 

(-x-) Cfr. SEVERI, a) ~'~ teorema d'Abel sulle s~tperficie algebriche. Questi Annali ,  (3), t. XII,  
(1905), n. l 1, 6, ed anche :  b) Osservazioni varie di  geometria sopra u n a  superficie algebrica e 
sopra u n a  varietdt. Atti del R. Ist i tuto veneto di scienze, lettere ed arti, t. LXV (1906). 
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P r e n d i a m o  ora su F u n  s i s tema con t inuo  comple to  {A }, di cm've A, co- 
s t i tu i to  da ~ '  s is temi l ineari  distinti ,  e s u p p o n i a m o  che, scelto comunque  

entro  { A } u n  s i s tema algebrico cx~ ~, ~, esso goda  sempre  della propr ie t~  sopra  
indicata .  Esister'h al lora un  fascio i r razionate  { CI, tale che le curve di E pas- 
sant i  per  un  p u n t o  P di u n a  C, s e g h e r a n n o  ivi un  g ruppo ,  il quale,  al va- 
r iare di P su C, si muove rh  en t ro  una  serie l ineare.  Donde  segue (*) che le 
A di }2 tagl iano su  u n a  C q u a l u n q u e  g rupp i  equivatent i ,  cio~ (~*) che esse 
differiscono per  curve C. 

Nutla ci vieta di suppo r r e  che it s i s tema E possa  variare ent ro  I A} in 
una  serie algebrica di s is temi  analoghi ,  che i nvadano  comples s ivamen te  tu t to  
I A}, e che con tengano  u n a  curva  tissa A0. Cib invero equivale  ad after- 
mare  c h e l a  variet~ irr iducibile  V~,, i cut punt[  r a p p r e s e n t a n o  gli ~ "  sisteini 
l ineari  {A}, pub descriversi  tu t ta  med ian te  una  famiglia algebrica di curve 
(algebriche) passant i  per  un  p u n t o  di V~,. In realt'h ad o g n u n a  delle curve 
di quella famiglia, r i sponde rebbe  su F non  un  s i s tema ~ '  di curve A, m a  
una  serie ~ di s i s temi  l ineari  complet i  I A ]. Poich~ i s is temi generici  I Ai  
h a n n o  la s tessa  d imens ione  r, tissati su l~'r punLi generici ,  si s taccher~ da 
ogni  }A] una  curva  e cosi ci r i du r r emo  a s is temi  c~', y., di curve A. 

Q u a n d o  E descrive il s i s tema con t inuo  I A }, il fascio i r razionale  [Ci  non  
pub  variare,  perch~ a l t r iment i  descr iverebbe  un  s i s tema con t inuo  pifl ampio,  
men t re  {C} ~ gi~ completo.  Sopra  ogni  C te curve di un  s i s tema E segano  
u n a  serie di g rupp i  equiva len t i  al g r u p p o  fisso (Ao C); cio~ tu t te  le curve  
di { A } s taccano sopra  una  C g rupp i  equivalent}, ed esse, per tan to ,  dif teriscono 
a due  a due  per  curve C. 

Cib signii ica i n s o m m a  che i s is temi {A} si oLtengono tut t i  da uno  gener ico 
di essi, e sia IA0 I, agg iungendo  e togl iendo g rupp i  di un  egual  n u m e r o ,  di 
curve C. 

Osserv iamo ora  ehe se si sost i tuisce ad uno  di quest i  due  g rupp i  di 
curve  C, un  g r u p p o  equiva lcn te  (entro l 'ente ~ ' { C I ) ,  il s i s tema ]A I, c h e s i  
o t t iene  da  ]A0 I, non  s 'al tera,  pe r  guisa  che i s is temi  dist int i  I AI r i su l tano  
tan t i  q u a n t e  le serie l ineari  d is t inte  d 'o rd ine  v, en t ro  l 'ente  oc' 1 C}. Sia = il 
genere  del faseio. Se fosse v ~ r., le sudde t t e  serie d 'o rd ine  v sa rebbero  ~ ,  

(~) Loc. cir. a pag. ~03 ct) n. I. Vcdi pure ta dimostrazione geomctrica di CASTELNUOVO, 
Sulle serie algebriche di 9ruppi di punti apparteneJ~ti ad uua curva algebrica [Rendiconti della 
R. Acc. dei Lincei, (5), t. XV, (1906)]. 

(~)  Loc. cit. a pug. 203 a) n. 6. 
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cio~ sat 'ebbe p <~ =, il t he  ~ assurdo.  ]~ dunque  v ~ = e le serie d 'ordine v, sono 
cx~ ~. Ne segue p = 7. 

La proprieth s ' inverte subito. Presa infatti sulla F d ' irregolari th t,, una 
curva  A d 'ordine  maggiore  delle eventuat i  curve canoniche  di T' (n(m de- 
purate  datle curve eccezionali) e di d imensione  virtuale non  negativa, potrh 
sempre  considerars i  il s is tema lineare i A - ~ - H - - K  I (a), o re  H, K sia~m due 
qua lunque  gruppi  di p curve C di un fascio di genere  p, esistente su F. Te- 
nendo tisso H e facendo variare K, si o t t e r ranno  cost tut t i  gli o¢)" sistemi 
liueari costi tueuti  il s is tema cont inuo completo { A l, il elm signilic~t t he  le A 
tagliano gruppi a due a due equivaleut i  sopra ogni C. Ne deriva the ,  preso 
ent ro  I A} un  s[stema oc', Z, di curve non equivaleuti ,  s t  si ch iamano  omo- 
Ioghi un  punto di una. fissata C e(t una  curva  di v, quando  si appar tengono ,  ht 
corr is l )ondenza t ra  i due  enli e¢,' C, v, 5 a wfienza zero in un senso e quindi (~*) 
anehe nel senso opposto;  eio~ i gruppi  di c u r v e A  passant i  pei singoli punti  
di C sono equivalenti  entro l 'ente v, e sono perc ib equivalenti ,  anchc  come 
curve di T: 

Possiamo per tanto  enuncia re  : 

I. Supra  una  superficie F d ' i r rwo lar i t b  p > O, le due ln'oprielb: 
l) Ogni sis lema e~v ~ eli curve A, uoJt equival~di ,  tolte da u n  st- 

sterna continuo completo di oz~ v sistemi lineari, ~ tale cite la curva comt)osta 

dalle A per  u n  p u n  to generico di F, i~ eqttivaleute ad  ~ c~trve analoghe; 

2) Let superficie contiene un  fascio irrazionaIe di genere p ;  
sono l 'una eonseguenza dell'altra. 

~. Trasformazione di una superficie irregolare F in un'altra appartenente 
alla variet'~ picardiana di F. Sia ora  una  superficie d'irregolarit 'h p 2> 1, non 
(-ontenente un fascio di genere  p (*::~). Allora cons iderando  su F un s is tema 
('ompleto [A} di oc ~' sistemi l ineari  (non compost i  con un ' involuzione di F), 

un  generico s is tema Ecx~', formato  da curve A, rmn equivalenti ,  non godr~ 
della propr ie th  t) det l 'enuuciato  precedente ;  e poich~ neppm" pub darsi  che 
sieno equivalenti  a due a due le ~-~ curve B formate  colle m ( >  1) A uscenti  
dai punt i  d i / ; '  ( ~ ) ,  accadrh che ogni B sarh equivalente  ad un n u m e r o  tinito 
n ~ I di curve analoghe.  [nd icheremo con E' il s is tema delle oc ~" B. 

(*) SEV~nl, Sulle curve algebriche virtuali appartenenti ad una superficie algebrica. Rend. 
del R. Ist .  Lombardo,  (~), t. XXXVHI (t905), p. 866. 

( ~ )  I l  teorema d'Abel, ecc. (citato), n. $. 
( *~ )  L ' ipotesi  p = I r i en t ra  ne l l ' ana l i s i  del n u m e r o  precedente,  perch5 in tal caso F pos- 

siede sempre u n  fascio ellittico di curve. 
( ~ )  II teorema d'Abel~ ecc., n. 9, c). 
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Se la dimensione virtuale di un sistema lineare tAI non ~ negativa, risul- 
ter'a afor t ior i  non negativa la dimensione virtuale di un sistema lineare I B i ,  
perch~ essa uguagtia quella di i m A I, onde (*) i I B i apparterranno ad un 
sistema continuo completo contenente ~ "  sistemi lineari distinti. 

Consideriamo la varieth V~ di PIcaRD, i cui punti  rappresentano i si- 
stemi I B !. Alte curve B di Z' o meglio ai sistemi t BI da esse individuati, 
risponde in V una superficie % la quale risulta riferita razionalmente ad F, 
ad ogni punto di F rispondendo una B di Z' e quindi un punto di ¢, menire 
ogni punto di • proviene dagli n' punti di F relativi a curve B equivalenti 
tra loro. Si conclude che: 

I[. Unct superfioie F d'irregolarit& p > 0 o contiene un fascio di ge- 
here p, oppure pub vonsiderarsi come la trasformata razionale di uua super- 
ficie, di eguale irregolarit&, appartenenle alla varlet& picardiaJ~a di F (~*). 

L'affermazione, inclusa in quest 'enunciato,  the la ¢ abbia la stessa irre- 
golarit'~ di F, verr'~ subito giustificata nelle linee seguenti. 

3. Deduzione dell ' identitk di h~oether. Conserviamo ancora le ipotesi 
e le notazioni del numero precedente, e osserviamo, in primo luogo, che gli 
integrali semplici di 1. a specie, u, ,  u~, u ~ , . . . ,  %,  appartenenti  a V, staccano 
su • altrettanti integrali di I. ~ specie l inearmente indipendenti, perch5 in 
caso contrario • apparterrebbe ad una varieth invariante per un sottogruppo 
(algebrico) del gruppo abeliano formato dalle <x~" trasrormazioni birazionali 
che mutano in s~ V~,, e quindi il sistema ~ di curve A, dal quale siamo par- 
titi, sarebbe particolare entro {AI (~**). 

Ge I p integrali che cosi s ottenoono su *, mediante la sostituzione razio- 
hale tra *, 1~, . si mutano nei p integrati distinti di 1. a specie della F : L ,  

1 ~ , . . . , I , ,  A l l a l o r v o l t a i ( ~ ) i n t e g , ' a l i d o p p i d i l . a s p e c i e  app artenenti a V ,  

ehe son del tipo (***~) 

(~) SEVERI, Sb~l teorema di Riemann-Roch e szdle serie continue di curve appartenenti 

ad una superficie algebrica (Atti della R. Arc. di Torino, t. Xb (t905), n. 6. 
(~)  Pel caso p ~ % cfr. CASTELNUOVO, Sugli integrali semplici apparteuenti ad una su- 

perficie irregolare. Rend. della R. Arc. dei Lincei, (5), t. XIV (1905), p. 661. 
(~~) ]~ questa un'affe.rmazione pressoch~ intuitiva, la quale del resto trovasi completa- 

mente giustificata, sotto ultra [brma, in CASTELNUOVO, Sttgli integrali semplici, ecc., n. 1% p. 657. 
( ~ )  Cfg., p. es., SEVERI, SuUe superficie che rappresentano le coppie dei punti  di una curva 

algebrica. Atti della R. Aec. delle Scienze di Torino, t. XXXVIII (1903), n. 9, 
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staecano su 4, degli integrali doppi di 1. a specie, che per6 posson ridursi a 
eostanti o essere l inearmente dipendenti. Comunque sia gl ' integrali  doppi 
ehe eosi s 'ot tengono su ¢, si trasformano razionalmente in altrettanti inte- 
grali di F, eiaseuno dei quali, appunto pereh~ proviene, mediante una so- 
stituzione razionale, da un integrale del tipo (1), avrh+ la. forma: 

It'D (L, I ~ ) d x d y  ' 

ove si supponga ehe 
F (x, y, z ) =  0 

D (11, I,) denoti il determhmnte funzionale sia l 'equazione della F ( i n  S~) e ] ) -~ ,  y) 

di I , ,  I.~ rispetto alle variabili indipendenti  x, y. 
Serivendo gl'integrali 1~, I~ sotto la forma 

f A~ d x - ~  B,  d y f ' A ~ d x - ~  B o d y  

ove A~ = 0, BI =-0, A s =  0. B~ = 0 son superficie d'ordine n - - ~ ,  aggi,mte 
alia F, d'ordine ~, e soddisfaeenti alle debite eondizioni (*), perveniamo dunque 
alla relazione 

A, B~ - -  A~ B1 ----- F ' .  Q, 

ore Q = 0 6 una superfieie d'ordine n -  l, aggiunia ad 15 
Resta cos~ dimostrata, in modo siJ+tetico, la ben not~ relazione di Noether. 
l~+ appena necessario d'avvertire che qucsta relazione vale anche nel caso 

escluso dal ragionamento precedente, cio6 quando F contiene un fascio d[ 
genere p, poich~ in tal caso gl'integrali semplici di F son funzioni l 'uno del- 
l'altro e si ha identicamente: 

AI B2 - -  A~ BI ----- 0, 

che 6 un caso particolare della, precedente relazione (Q 6 identicamente nullo). 
4~. Alcune consegaenze del teol'ema I I .  Prima di passare ad estendere 

la relazione stessa alle varieth superiori, rileviamo in modo esplicito qualche 
interessante conseguenza del teorema II. 

(*) SEVERI, Sur les intdgrales simples de premidre esp~ce attach, des ~+ une surface algdbri- 
que. Comptes rendus, t. J5~ (1911), p. 1079. 
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Poich~ una  varietfi di PiCARD non contiene curve razionaH, neppur  la ¢, 
di cui si parla al n. 2, potr'h possedere curve razionali e quindi F potr£ con- 
tenere al pifi un  numero  finito di curve raziona]i provenienti  dagli eventuati  
punt i  ibndamental i  della trasformazione tra ~,, F. 

(]he se poi F possiede un  fascio di genere p, ~ evidente che ogni curva 
razionale di F ~ fondamentale  pel fascio. 

(]onsideriamo ora una  F,  d'irregolarith p ~ 0, possedente  un'infinit'~ (anche 
discontinua) di curve razionali. Non potendo  allora esistere la superficie ¢, 
di cui sopra,  F dovr~ coatenere  un fascio di genere p. La generica curva C 
di questo fascio potrh supporsi  irriducibile, perch~ al t r imenti  le C sarebbero 
composte  colle curve di un  faseio di genere =, e da un lato, per  la formola 
di ZEUTHEN, non potrebbe essere p ~> r., e d'altro lato, pel fatto che p ~ Fir- 
regolaritb, di F, non potrebbe essere 7: : > p .  Cosicch~ risul terebbe r. ~p-----1 
e, ad ogni modo,  la superlicie F, d' irregolarith 1, conterrebbe uu fascio ir- 
riducibile di genere uguale all 'irregolarith. 

(]ib premesso,  suppongasi ,  se ~ possibile, che il genere delle C sin ~ > 0. 
Allora nel fascio vi saranno infinite curve riducibili, contenent i  come parti  
le curve razionali di F. Ma cib ~ assurdo, perch~ un fascio irriducibile pos- 
siede soltanto un numero  tinito ( ~ 0 )  di curve riducibili. 

Si conclude per tanto che, nel caso in esame, F confiene un fascio di 
genere p di curve razionali, e quindi (~) ch'essa b birazionalmente idenfica 
ad una  rigata. R iassumendo  : 

Una superficie d'irregolarit~ p :~ 0 che contenga una curva razionale (non 
eccezionale) o possiede un'involuzione d'irregolarit~ p o un fascio di genere p. 

Una superficie d'irregolarit~ 1 ) ~  O, che contenga una infinit~ (anche di- 
zcontinua) di curve razionali, ~ trasformabile birazionalmente in una rigata (~*). 

(~) ENmQUES, Sullo superficie algebriehe che con~e~$go~so u~ fascio di curve razionnli. Math. 

Am)alen, Bd. 52 (1899), p. 449. 
( ~ )  Nel caso in cui le curve razionali  formino un sistema, co~tinuo, la cosa era ,nota .  

Vedi CASTEL~UOvo-ENnIQuEs, Sopra atcune questioni foudamentati nelta teoria delle superficie 

atgebriche. Questi Annali  (3), t. VI' '([90l), n. 17. Dal teorema del testo segue in part icolare 
il  teorema di GASTELNUOVO-ENRIQUES, ehe una superficie con infinite curve eccezio~ali, appar- 
tie~,e alla classe delle rigate (razionali o no). Basta  infatti  presupporre  il teorema di CASTEL- 
NUOVO, circa le colldizioni di razionaJitfi d 'mm superficie (p~ ~ P,~ : 0) per dedurre subito iI 
teorema riferito, auche per le superficie regolari  (ii teorema del testo risolvendo la questione 
soltant0 per te superficie irregolari).  E invero una sllperficie rego[are coil infinite (.urve ec- 

cezio~mli ha necessariamente tutt i  i generi nulli. 
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Per una  superficie regolare il fatto analogo non si verifica, se non  quando  
le intinite curve razionali sieno eccezionali. Per es. una  superficie del &o or- 
dine possedente  una  conica, possiede in conseguenza iniinite curve razionali, 
e non ~ trasformabile in una  rigata. 

Osserviamo inoltre c h e s e  F, cio~ la variet'~ di PmanD V, e quindi  anche la 
superficie % non  posseggono integrali riducibili, sulla ¢ non possono esistere 
curve in cui i p integrati semplici di 1. a specie sieno l inearmente  dipen- 
denti  (*): donde segue che F non  potr~ contenere curve di genere = ~ p ,  
all ' infuori delle eventuali  curve isolate fondamental i  per l ' invotuzione J,,, 

i cui punt i  r i spondono a quelli di ~P. E cib perch~ ad una  curva di genere 
= ~ p  di F, the  non  fosse fondamenta le  per J,,, r i sponderebbe s u ¢  una  
curva di genere ,~ ~ r., e sulla curva stessa i p integrali semplici di q, non 
potrebbero esser indipendenti .  

Nel caso poi in cui F possegga un fascio di genere p, ~ ben chiaro che 
ogni curva di genere r, ~ p ,  t,'acciata su F, ~ fondamentale  pel fascio e qnindi 
isolata. Si conclude che:  

Sopra  u n a  superfieie F d ' irregolari th p ~ O, che non possegga sistemi 
d ' integrali  semplici di 1." specie riducibili,  il  genere di una  curva tracciata 

su  F e variabile  i~, u n  sis tema conlinuo, non pub  scendere al disotto d i p .  E 

qualora esistano curve (isolate e non eccezionali) di  genere = ~ p, la superficie 

contiene in  consegue~za o un ' involuz ione d'irregolarit& p o u n  fas~io di genere p. 

5. Caratterizzazione d'una variet~ irregolare ehe eontenga un sistema 
d'indiee 1~ della stessa irregolari t '~ di variet'~ subordinate. I |  rag ionamento  
del n. I si estende facilmente. Se sopra una  varieth irriducibile W~., a k di- 
mensioni,  d'irregolarit'~ superticiale 1 ) ~  0, esiste un sis tema algebrico oc', E, 
di variet~ a k ~ 1 dimensioni,  A, tale che fra l e o &  varietgt B formate dalle A 
passanti  pei singoli punt i  di W, ve ne sieno ~ (1 ~_~ i ~ k - -  1) equivalenti  
ad una  di esse, che provenga da un punto  P di W, i punt i  P relativi alle B 
equivalenti,  r iempiono una  variet'h Cad  i dimensioni,  variabile in un sistema 
~ * - '  d ' indice 1. 

Supponiamo che la proprietg stessa sia verificata a l lorquando E sia scelto 
comunque  entro un  sistema a]gebrico {A }, formato da ~ sistemi linea!'i di- 
stinti. Allora, r ipetendo un rag ionamento  che ho gi'5. esposto altrove (*~), si vede 

(~¢) CASTELNUOVO, Slt, g~i integrati semplici, ecc. (citato),  p. 59~. 
(~) Sulte superficie e varlet& algebriche irregolari di genere geometrico q~ullo. Rend. delhi  

R. Acc. dei Lincei,  (5), t. XX (19[l),  n. 6. 

Annali di Matematica, Serie I l l ,  Tomo XX. ~27 
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che le varlefft A segano varieth equivalent[ sopra le ~ -~ '  variet~ C, di di- 
mensione i, di un sistema J' d' indice 1, talch~ essc differiscono per variet~ 
composte reed[ante le C (*). E si conclude, come nella mia Nora lincea el- 
rata, che il sistema r, considerato come varieth di element[ C, ha la stessa 
irregolarit'h p di W~ (st dovrh dire che p ~ il genere di F, quando i ~ h - -  1). 

La proprieth s'inverte come al n. 1, con pochi cambiamenti.  Bas[a pren- 
dere sulla Wk, d'irregolarith p, un sistema continuo I A} costituito da ~ "  
sistemi lineari e contenente parzialmente tutto un sis[ema { H I composto me- 
dianie le C e costituito pure da oc ~ sistemi lineari. A tal uopo si potrh sce- 
gliere p. es. come sistema I AI quello determinato dalle sezioni di W~ colle 
forme d'un ordine abbastanza alto, rispetto all 'ordine delle H preiissate. Dette 
allora Ho, H, due particolari t t ,  esisterh il sistcma lineare 1A + Ho - -  Hi I e, 
al variare di I H, ]in }HI, questo sistenm lineare descriverh tutto il sistema {At, 
le cut varieth verranno pertanto a, segare sulle C variet~ equivalenti. 

Si conclude che: 
III. Per una variet~ W~ d'irregolariti~ bidimensionale p > 0, le due 

proprietdt : 

1) Ogni sistema cx) ~ di v~triet~ A, a k -  1 dimension[, non equiva- 

lenti, tolto da un sistema continuo coml)leto eli cx) ~' sistemi lineari, trace[at[ su 

W, ~ tale c h e l a  variet~ costituita dalla A per un punto generico, ~ equiva- 

lente ad o~ ~ (1 __~ i ~__h ~ 1) variet~ analoghe. 

~) La  .W contiene un sistema ~ - ~  d' indice I di variet~ ad i di- 

mensioni, avente anch' esso l' irregolarit~ bidimensionale p; 

sono conseguenza l' una  dell' altra. 

6. Trasformaztone razionale d'una variet~ irregolare W~ in un'altra ap- 
1)artenente alla varietiL l)ieardiana di Wk. Escludiamo c h e l a  W, di irregola- 
rit~ p ~ k, contenga un sistema come quello indicato in III 2)(**). Si potrh 
allora estendere parola per parola il ragionamento del n. ~, con questa sola 
avvertenza: che per concludere, com'~ necessario, che il sistema completo {B } 
contiene ~ sistemi linear[ distinti, basterh prendere come sistema { A } quello 
che contiene totahnente le sezioni di W colle f o r m e d i  un ordine cosi alto, 
che i sistemi continui determinati  da esse e dalle sezioni colle forme degli 
ordini success[v[, sieno tutti costituiti da oc~ sistemi linear[. 

(*) SEVERI, Alcune relazioni di  equivalenza tra gruppi  di  punt[  di  u n a  curva algebrica 

o tra curve di  una  superficie. Atti del R. Ist. Veneto, t. LXX ([911), n. 6. 
(**) Se p < k, si ha necessariamente una W~ soddisfacente alle proprieth l)  2) del teor. IlI .  

Cfr. Sulle superficie e varietO, algebriehe ir~'egolari, ecc. (citato), n. 6. 
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Si potr~ per tanto  enunc ia re :  
IV. Una variet~ V~ d ' irregolari t4  bidimensionale p ~ 0 o contiene u n  

sistema ~ - ~ ,  d' indice 1, di varietit ad i dimensioni ,  aveute anch'esso l'irre: 

golarit~ bidimensiouale p (1 ~ ' i  ~__ k - -  I), 
s formata  razionale di una  variet4 % della 
partertente alla variet~ p i c a r d i a n a  di 1¥. 

dell 'alternativa, quando p ~ h. 

7. Relazioni tra integrali  sempliei e 
Quando W ~ bi raz io~ahnente  identica ad 
ciata sulia variet~ di PICARD V~,, relativa 
1. a specie d i  V~, che ~ del tipo 

oppure pub  considerarsi  come tra- 

stessa irregolariti~ superficiale, e ap- 

S i  verifica sempre la p r i m a  parte 

multipli  di 1. ~ specie di una varietY. 
una  varieth ,l), a k dimensioni ,  trac- 
a W, ogni integrale t-plo (t-~-k) di 

,(d' ul d u~ . . . d u,, (2) 

ove u , ,  u ~ , . . . ,  u,  sono i p  integrali  semplici di 1. a specie appar tenea te  a V, 
stacca su • un iategrale di 1. a specie (in particolare costante). Per  cui se 

f (x , ,  x ~ , . . . ,  x,._,)= 0 

l 'equazione di W~ (nello S,~_,) e si p rendono  come variabili indipeadent i  
x, ,  x ~ , . . . ,  x~,, mediant'e la sost i tuzione razionale tra ~, e W, dh (2) ricave- 
remo un integrale t-plo di 1. ~ specie di W: 

j = j  D (I , ,  I ~ , . . . ,  /,) 

ove I, ,  1.2 , . . . ,  I~ sono i p iJdegrali semplici di 1. a specie di W - -  che corri- 
spondono agli integrali  u , ,  u 2 , . . . ,  u~, di V ~ -  ).~ ) ~ . . .  )~, rappresenta  una  di- 

D ( L  Io . . .  I,) ~ il deter- sposizioae semplice degli indici 1, 2 , . . . ,  k e ' ° '  ' 
D(x~,, x ~ , . . . ,  xb) 

minan te  funzionale delle I~,. . . ,  it r ispetto alle variabili  ind ipendent i  x~,,..., x~,. 
Ponendo :  

Ih ---- A,,~ d x~ (h = I, ~ , . . . ,  p),  

verr~ : 

d=i  F. 
J ~l,t.....it, 

A , h A , i ~ . . .  A~,  

A~xIA~)~... A2~, 

A ~  A ~  . . .  Aa, 

d x h d x~  . . . d x~,. (3) 



212 Sevevi:  Relazioni trot gl'iutegrali semplici e gl'integrali multipli 

Agl ' in tegral i  semplici  di 1. a specie appa r t enen t i  a W, res tano  pe r t an to  
associat i  degli integral i  doppi ,  t r i p l i , . . . ,  k-pli di 1. a specie, che si costrui- 
s, cono raz iona lmente ,  in m o d o  ben de te rmina to ,  a par t i te  dagl ' in tegral i  sem- 
plici. Un  integrale  de1 t ipo (3) r iducesi  ad u n a  cos tante  allora e solo allora 
che i t integrat i  /1, L , . . .  L,  cons idera t i  come funzioni  delle x , ,  x ~ , . . . ,  x~, 
son fra loro funz iona lmen te  d ipendent i .  

8. Lo stesso m o d o  di cos t ruzione  indica to  per  gl ' integrali  mult ipl i  di 
1. a specie vale anche  net caso, che ora vogl iamo esaminare ,  in cui W con- 
t enga  un  s i s tema r ~ '  (l = h - -  i, I ~ i ~ k - -  1), d ' indice 1, d' irregolarifft  bi- 
d imens iona le  p,  cost i tu i to  da variet'~ C a d  i d imensioni .  

Anzi tu t to  in ques t ' ipo tes i  si vede agevolmente ,  come ho mos t ra to  al n. 8 
della mia  Nota  l incea citata, che l ÷  1 integral i  semplici  di 1. a specie di W 
son  sempre  fuuz iona lmen te  d ipendent i ,  ecce t tua to  il cas(~ ovvio in cui, es- 
sendo  p < k ,  W cont iene  u n  s i s tema r ~ (l = p), d ' i r regolari t~ bidimensio-  
nale p ,  fo rmato  da varieth a k - - p  d imens ioni .  Nel caso genera le  si pub  dire 
senz 'a l t ro  t h e  l ' integrale (3), per  t ~_ l - t -1 ,  ~ di 1. ~ specie (~ anzi u n a  co- 
s tante) ;  nel  caso eccezionale  d 'a l t ra  par te  ~ sempre  t_~ 1..Cosicch~, per  di- 
mos t ra re  in ogni  caso che u n  integrale  del t ipo (3) ~ sempre  di 1. a specie, 
baster~ che ci l imi t iamo al l ' ipotesi  t ~ l. 

Diciamo V~ una  varieth i cui pun t i  r app re sen t in6  b i raz iona lmente  le va- 
rieth C di r e s u p p o n i a m o  d 'avere  stabil i to la relazione in ques t ione  per  
tu t te  le variet'~ i r regolar i  di d imens ione  < k ,  e quindi  in par t icolare  per  E .  

Sieno 

f(z , 0, ? (,;,, 5+, )=  0 

le equazioni  di 1 ~ ,  V~, che s u p p o n i a m o  r i spe t t ivamente  immerse  in S~.~, e 
in S,+~. Gl' integrati  semplici  di 1. a specie di 1,~¢\ p r o v e r r a n n o  tutti dagl ' inte- 
grali semplici  

a (8 = l ,  p)  

di 1. a specie di V,, m e d i a n t e  la sos t i tuz ione  raz iona le :  

~., . . . . .  ~1+1 (x, ,...~ x~+l), (5) 

che lega W e V. E s i tn ihnente  dagl ' in tegral i  doppi  di 1. a specie di V si ot- 
t e r r anno  integral i  doppi  di 1. a specie (ma n o n  necessa r i amente  tut t i  quelli  
di W~); e cosi per  gli altri integral i  multipli ,  
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Consideriamo l'integrale t-plo ( t -~ l )  di 1. a specie di _V,: 

B,.q B~t,. ~ . . .  B~,,, 
. . . . . .  , , . . 

B ,t,~ . . . . . . . .  B ,,,, , 

O1)erando colla sostituzione (5), questo si trasibrmer'a nelt'integrale di W,~ : 

J ~f~. . .~z  • * * • . . . .  

B,,,, t . . .  B , m  

v D (-4,,,; ~&__,.::, ~.m) dxx ,  dx,~ . . . .  da%== a,~;., D ( x ~ , ,  x ) ~ ,  . . . , x ~ , )  

- j r  
B~, B , = . . .  B,, t 

B,, B,~. . .  B,, 

d ~ d ~7 

d ~¢1~ d a~ 1 

d xlf d o~ h 

d x)~ d x,L_ d x l  t , 

Facendo il prodotto pet- orizzontali delle due matrici, verr5: 

ove si /~ posto: 

J "1 

AI~ A,~., , . .  A~ h 
• • , ~ • * . . . .  

A,;t~ A& . . .  A~h 

d ~ 1  d X ~  et Oe'~ t 

A , . .  = '£, B, ,~  . ~  

E poich~ gl ' integrali  semplici 

(h-~- l, 2 , . . . ,  10 

sono, come si ~ detto, tutti gl ' integrali semplici di 12 specie di W~, possiamo 
infine enunciare il teorema generale: 

V. Sieno 

. ,  p) 
J j  =l. 

gl ' integrali  semplici di 12 specie, appartenent i  ad u n a  varlet& W a h dimen- 
sioni, d'irregoIarit~ superficiale p :>O. Allora a W appartengono in  conse. 
guenza alcuni  integrali  doppi,  tr ipl i , . . . ,  k-pli di  1. ° specie, che si formano razio- 
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nalmente a p~rtire dagl'integrali suddetti. Quest'integrali mult ipl i  son del tipo : 

A lh .  . . Al~t 

E .. . . . . . .  x). 1 x~ . . . .  xh ( t = ~ , , . . . ,  k), d d d 
• 2 1 2 ~ , . . ~ j  

A & . . .  A,), 

ove ~ ~2. . .  ~ ~ una disposizione semi)lice degli indict I, 2 , . . . ,  k. 
9. Verifieazione diretta delle eondizioni d'integrabilit~. II fatto che gl'in- 

tegrali multipli costruiti secondo il teor. V, soddisfacciano alle condizioni d'in- 
tegrabilifft assegnate da POI~CARfi (*), ~ senz'altro implicitamente racchiuso nel 
teorema dimostrato. Ma val la pena di osservare che questo fatto ~ indipen- 
dente dall'algebricit~ della questione, Si pub cio~ stabilire in generale che: 

Se le p for,me differenziali li~eari, linearmente indipendenti  

k k 

du~ = X A ~ d x , . , . . .  , d % - - ~  Z A~,.dx~, 
r ~ t  r =  t 

ove le A son funzioni  a~talitiche qualunque delle variabili indipendenti  x~, 
x .~ , . . . , x~ ,  soddisfanno alle cm, dizioni d'integrabilit~,, lo stesso accade per le 

forme del tipo 

D(u~,u2) dx,.dx~, Z D(u~, u2, u~) ,',,X D(x,., x,) ~,~,t D(x,. ,  x,-, x,) d x , . d x ,  d x , ,  etc. 

Per brevifft espongo la dimostrazione nel caso della forma quadratica 

Z D (u~, u~) d x,. d x,,  (7) 
, . , /)  (x,, x.) 

giacch~ anche in gm:erale il ragionamento corre allo stesso modo. 
Osserviamo anzitutto the le condizioni d'integrabilifft sono iuvarianti di 

fronte ad un cangiamento di variabili. Per convincerseue basra p. es. riilet- 
tere ch'esse equivalgono ad affermare che il valore dell'integrale 

(Z D (u~, u~) d x, d x. (8) 
, ~ , . , ~  D (x,, x~) 

si conserva immutato per una variazione continua della superlicie d'integra- 
zione (per modo da non traversare puati  singolari delle A), fermo restando 
il contorno della superficie stessa. 

(~) Acta mathematica, t. IX. 
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Poss iamo suppor re  che le u~, u~ sieno funz iona lmente  indipendent i ,  giac- 
oh5 al t r iment i  si cadrebbe  nel caso ovvio in cui l ' integrale  (S) riducesi ad 

una costallte. Sarh dunque  p. es. non iden t icameute  mlllo: 

D (u~, u2) D (u,, u.2, x~, . . . ,x~.)  
1) ( x , ,  x~) 1) lx~, x~,  x~, . . . , x,.) ' 

e quindi  si potrh t)assare dalle variabili  x~, x~, . . . . .  x~. alle u , ,  u . ~ , x ~ , . . . , x ~ .  

Con cib la, forma quadra t ica  (7) si mu ta  nell~ d u~ d u,~, per  cui sono evi(lel~- 
temente  soddisfa t te  le condizio~li d'integrabilit~t (*). 

In forza del l ' invarianza di ques te  condizioni di fron{e ai cangiament i  di 

va, riabiti, r i su l tano soddisfa t te  le condizioni  stesse anche per  la forma (7). 
OSSERV~ZIONF~. Cib vale nel l ' in torno di un pun to  geperico del campo di 

esisi~enza delte A. Quando  ]e A - -  come net caso del teor. V - -  son flmzioni 
razionali (lel pun to  corrent, e sopra  una, w~rieth a lgebrica  irriducibite W, a k 

dimensioni ,  ne segue agevohnenle  che le condizioni (t ' integrabilith son sod- 
disfatte in ogni punto  di W. lnfa, l li esse si espr imono uguagl iando a, zero 

certe funzioni razionali,  delle quail, per  quan to  precede,  si sa, gih che pos- 
seggono cx) ~' zeri (complessi) in[orno ad un pun lo  generico (li W. Le delte 

fnnzioni razionali  r isul tano 1)erci6 i( lent icamente mille su tutla la variel5. 

Padova, 15 dicembre 19I~. 

(~) Non occorre neppure di scrivere ill modo esplicito queste condizioni. Basta osservare 
soltanto ch'essc s'ottengono uguagliando a zero certc es})ressioni composte linearmente me- 
diante le derivate dei eoeflicienti delia forma. 


