
Ueber gewisse partieUe Differentialgleichungen, denen hyper- 
geometrische Integrale gentlgen. 

Yon 

L. P o c ~ s ~  in KieL 

Es soHen im Folgenden f ~  die h y p e r g e o m e ~  ~tegr~e  voa 
tier Form 

~ - ~  - a , ) ~ - ~ .  - .  ( u  - a ~ )  ~ - ~  ( ~  - -  v ) ' - ~  ( .  ~ ~)~" ~ Y 
g 

t~rfielle Differentialgleichungen, in denen s und v d/e uusbh~glgea 
Variablen sind, abgeleitet werden, Far den Fall m ,~ 2 sind diese 
Gleichungen zuerst yon Herin Appell*)  angegeben~ dana voa Herin 
E, Picard**) suf anderem Wege gewounen worden*~). 

Die naehs~hende Rechnung ~I tz t  sich auf eine M ~ c a t i o n  des 
Taylor'schen Satzes fltr gaaze atgehraische Fanctionea, d~ in ~ I~ ,3  
bewiesen wird. In w 4 und 5 werden zwei specieU~ Diffe~ntial. 
gleichungen, in w 6 die allgemeinere abgeleitet, 

w  

Man bezeiahne dutch ~(~) eine beliebige ganze Faaefion m~ 
Grades yon ~ und daroh ~ uad ~ zwd yon daander uad yon u an- 
abh~ngige Variable. Der Coeffident yon ~ ~u ~(9) here ]~ot so 

VKt (~t~). 
~) ,,$ur ane er~ea~m aux foact~ de deux ~ b i ~  da pt~!~_~_~ de 

Riemann relat~ aux fouc~ons h~rg6om~qu~',  Compt~ Re~d~, t. XC, 
pag. 126V~ ~nd Aunsle~ de l~ole N ~ ,  8 ~  ~, t. X~ 

**') Man vergleiehe ~ die Abhaudlm~g dee Herin E. Gourmet ,,Sex uno 
dasse de fon~oas ~pr~mt~es par des ~ ~ ~m B& II ~r Ac~ 
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dass der m ~ Differentia]quotient 9(~'~(u) gleich ~o" 1 �9 2 . . .  m ist. 
Nach dem Tavlor'schen Satze hat man die Gleiehungen 

'~(~)=~(~)+~'(x) -7~-~ +'"+~r (~-~)~-~(~-~), r &(~-~) ' ,  
O) 

- - i - -  + ' "+*u~-~(x)  (,._~): + &(._~),~, 

in denen kl das Product I . 2 . . .  k bedeu~et. Wird aus denselben 

die GrSsse ~- - l ) (x)  eliminirt, indem die mit . ~ - - ~ -  mul~ipl/cirte 

zweit~ Gleichtmg yon der ersten abgezogen wird, so ergiebt sich 

~ - x -  j~(~) + ( u - x )  -- - - ~  ~" (~ ~- -x /  j '-V-+"" 
+ ~ , -  2), + & (~ - (~ - -  ~)" 

Man nennt zur Abkiirzung p und q die Quotienten 

(2) P ~ - - x '  ~ -  x - ~  

Dutch Anwendung der Formel 

- ~ = ( 1  - p ) ( 1  + p  + f + . . .  + ~ - , )  

aimmt, d~ 1 - -p -~ -  v - - z  ~ ' q  ist, die soebea erwghnt~ Gleichang 
die Gestalt 

= { o +P+"+~"-~)~(~)+(~-'~)(~ +~ + "  + ~ ) ~  +' 

+ &(u - .)~-~ (u - ~) 

an. D~f~ man also ~, X~, ~, -.- ~ die A~cke 

(3) { X ~ : ~ ( x ) ,  X,-'---'~(x)+~'(x)'-~-~, " ' ' ~  (**-~)* 
x~ ~ (~) + ~'(m •  + ~"(~) ~ ~ +-.. + r ~,~?, 

so entateht fox r die Gleichung 

(4) ~(~) = #o(U - ~) (. - ~)~-' + ~ ~(v) 

X=_, + ~ X.-~ + ~ X~_~ + �9 - 
+ 



D i ~ e r e ~ t ~ l g l e ~  mi~ ~ l ~ t e g r ~  

Zu den G]eiehungc~u (I) were  numnehr ~ e ~ t s p r e c ~ o  Eat- 
wickelung vo~ ~'(~ nach dem Taytor'schen Satze 

h~ugenommen. Daun lassen sich dio GrS~en ~'-l~(x) and ~m-z)(x) 

~p(~) und ~'(~) ausgedr~ckt wird, Man eliminirt zunF~hst ~t~-~(~) 
aus der zweiten Gleichung (I) und der obigen Gleichung f ~  ~'(v)~ 
wodurch die Identit~t 

(~ - -  ~)=-~ (~ -  ~)~-~ 

erhalten wird. Indem le~exe mit _:~-s~ mult:plicirt und zu (4) 
addirt w ~ ,  ergiebt sich nach Ber~cksichtigung yon (2) 

=~{x~_,+~x,,_~+ f x ~ +  . . .  + ~-~x, + p..-,x d 
~k 

Au~ cter rech~en Se~te ~eser Gl6chung he~t~u s:eh die mlt @(~-~)(~) 
multipHcirten S-mmanden gegenseifig fort. ]:st k < m -- 2 ~ so hat 

die GrSsse ~ ~e)(z) ,,(~,,,,~-~)~ dasdbst den (fEr p==l verschwLu&~den) 

Factor 

: -1-~ + f  4 - . .  + ~  - (,~ - ~ - -  D P  " - ~ ' ,  

der auf die Form 

(1 --Is) {I-[" 2P "~-3P~ + 4P~ + "" . .-{- (m - -  /~ - 2).P'-~-'} 
gebmr~ht werden kanm Subst~tuir~ man daher 1 - -p- ,=  ~, so fm&t 
m~n far ~e rechte Seite clef g ~ t e n  Gleielmug den A~sdruek 

In Analogie zu (3) soUen enter V e, V,, F~, --" die Fatwlio~en 
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'o ~-  ~o(~), v ,  = ~(~) + ~'(~) ~ -  ~ . . .  1 

v,  = ~ ( v ) +  ~o ( ~ ) - - i - - +  ~o . .  

verstanden werden. Dann hat man gemiiss der obigen Rechnung die 
Formel 
(6) ~(u)  = 

~o(~, - ~), (~, - ~)~-~ + ~ - ~  { ~', + (,~ - ~) ~ Vo} 
+ ~ { x ~ _ ~  + ~:~ x,,,_, + 3F-x~,_~ + . . .  + (m - ~)r,,,-~xo}, 

in weleher 1o and r die Quofienten (2) bedeuten. 
In ~hnlieher Weise l~st  sich die Function tp(u) mittelst der 

Werthe ~(x), ~ ' ( x ) , . . .  q0(~'-~a)(x), q~(v), q0'(v), - - .  qr aus- 
driicken, w~hrend l eine beliebige der Zahlen I ,  2 ,  3 ,  . . .  m ~ 1 

ist. Der tferlei~mg dieser allgemeineren Formel sollen einige ein- 
faehe Reetmungen vorausgesehiekt werden. 

w  

Maa~ be-zeichne dutch (a)~ den Binomialeoefficieaten 

z . '2 . . -~  , (a)o = 1, 

durch Q die Summe 

[ (m - 1),_, ~(~) + (m - 2),_, ~'(~) z - T - ~  + . . .  

] 
-~- (m 1: 1 ,  ~ 1 (~) v (x~v)  ~ -4- 

( 7 ) e =  i - _ ) - ~  ( ) ~ _ . . .  | 

in der die ganze positive Zahl l kleiner als m is~ and setze f[ir qg(v) 
die Eatwiekelung (1), ftir die Differentialquotienten qo~)(v) die ent- 
spreehenden Ausdrtieke 

~<~) (,~) ___ ~ (~) + ~+1) (~)__i__ +"" + '~('~) (~) ~ - ~  

in die Stmame Q eha. Hierdureh eatsteht fiir Q die Gleiehung 

~ m �9 (~) + ,,,~ ~'(x) ( v -x )  + ,,,~ 9," (z) ( v - x y  + . . .  + ~,,~ ~(,,~(x) (v-x)  ~', 

in weleher ~o, a~j, . . .  ea~ Constante bedeuten. W~arend 

~o == (r~ - -  1),_~ 

ist, a i n ,  t ~k im Fall 0 < k <: l (lea Werth 



Diffcteatialgleichungea mit hyl~rgeometri~chen integvalen, ";~7 

r  t '  - -  " ~ - -  "17 'i-!.' q" " " " if" ( - -  1)' - -  ~k --  G,~L, "{- " " " 

+ ( - I ?  t:  
u~d im Fal l  k ~ l den Wer th  

(m -- I)~_~ (-- 1)'(m - i - I)~.~_~ 

a)~ -~- k: q- (k -- i): i, " q- " "" 

(--  I) ~'~ (m - -  l + 1)~ ( - -  l )  ~-I 

an. Im ersteren Falle kann  man  eoa als das Product aus der GrS~e  

( n t - k - -  l) (m - -  k --  .*) . - .  ( i ,~--Idr  1) 
(1 - -  D'  

u~d der Summe 

( , ,~-  1), - ( . , - 2 ) ~ _ ~  ( z -  1), + . .  + ( -  l ) ,  ( . ~ -  i -  J ) , _ , ( ~ -  1 ) , + . . .  
+ ( -  1)~ (~ - 1)~ 

ansehe~a; ffir k ~ l sehreibt  man dagegen 

i 
,o, - ~  ~ i  { ( ' * - 1 ) ' - ~ -  (m-2),_~(~;,) + ...+ (--1)'OJ~- i -  I), ,_, (z:). + . . .  

+ ( -  ~),-, (k),_,} �9 

Nun besteht  ffir beliebige Werthe yon ~ and  7 uad ffir ein ganz- 
zahliges positives v die Gleiehung 

( s )  ( -  ~)" (~ - r + G .  = ( z  - ~ - ~), 
= (7' - ~), - (~, - 2 ) , _ , ( # ) ,  + (7' - 3)~_~(~)~ - . .  
+ ( - -  1)' (7 - -  i - -  I),-,(t~), + . . .  + ( - -  1)'(fl),, 

welche aus der bekannten Formel 

(~ + t~). ~ ( . ) .  + (~).-~ (tl), + (.).-~(t~).~ + " + (t~). 
far a - ~ - ~ - - ~  naeh Be~eksieht igamg der Ideati t~t  

. . . ( - - ~ - r  
( -  ~ ) , =  

erhal ten wird. Indem ma n  die Gleichmag (8)ff ir  ~ ~= l ~ 1, 7' "=" m, 
u ~ t; benutz t ,  findet m a n  im Falle 0 <2 1; < I f~ir co, den Werth 

( m - - k - - l )  ( m ~  k - - ~ ) " ' ( m ~  l + I )  ( I n . - -  l )  " " ( m - - l - - ' k ' 4 - 1 )  

oder 
I 

Die letztere Gleichung g i l t  auch im Fall k ) L  Denn die Anwendung  
der F o n n e l  (8) ffir die Zahlen ~ = k, 7' ~- -m,  u == t -  1 zeigt,  dass 

Nr k ~ ' t  
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l)v..., 
isL Hieraus folgt ~= ~-- (--=., , so dass das Product to,, qr 

den ~Verth (--  1)~-*/~o hat. Ftir ra --  t < k < m ist a~ -~- O, da der 
Z~hler des Binomialcoefficienten ( m -  k -- 1)~-~, 

( ~ -  ~ - -  1)(,~ - / , - ~ ) . . .  ( ~ -  ~ -  ~ +  1), 

dana einen Factor Null entt~lt~ Auf diese Weise gewinnt man ffir 
die in (7) angegobene Summe Q den Ausdruck 

(m - -  1)~., 9 ( x )  + (m - -  2),- i  ~'(x)  .v - - ,  
1 

(9) Q =. + ( ~ - a ) , _ l ~ " ( . ) ~ + . . .  + (,~-k-1),._,r 

(~ _ ~ ,  ~- (-- 1)~-* & (v - . > .  

Es sollen noch zwei weitere Hfilfsgleichungen hergestellt werden, 
die sieh in einfacher Weise aus der Formel 

(10) (#),  ~ (~ - -  1). + (# - -  1),~.-x 

und der hieraus folgenden Gleichung 

(11) (~-4-v), = 1 + ~8), + ( f l+ l )2  + ~ . +  2)a + . . .  -}- (~ -+v- -1) ,  

ergeben. Man substituire in die Summe 

I + (/~ + 1), ~ + (~ + 2)~ ~ + - . .  + (~ + t*),, ~" 

an Stetle yon ~ --]- 1)~, (~ + 2)=,- -- (~ + l*)~, die aas (11) folgenden 
Werthe. Daun kommen in derselben kdne anderen Binomiatcoe~cienMn 
vor als (~)~, (~ + 1)2 , (~ + 2)a , - - -  (/~ + ~ ~ 1)~, und der Factor 
yon (~ -}- i - -  1)~ lautet (fOx ~ ~ 1, 2 , .  �9 ~) 

r + ~ + ~ + .  �9 + ~ - O  = r - ~'-'+1) 
1 - - q  

Mifflin besteht die Beziehung 

( ~ + 0 , r  ~ (~ + i - 1), r  ~ _----y (a + i - -  1),- 

Far die zweite der rechts stehendea Summen kann nach (11) und (I0) 
die GrSsse 

O~ + ~ - 1), =.  (# + ~),, = (~ + ~, + 1),,+, - Ca + ~),,+~ 
i.=O 

ge~tzt  werden, wodumh die Ideati t~ 



DifferemiMgleb~.hungen mit ~ g e ~ - ~ i ~ h e a  lute~gr~ 35~ 

= T -  ~ (p + i - I), r 

erbalten wird. Hierin sind /~ und q beliebig, /, irgend eine positive 
g~aze Zahl. 

Man betrachte ferner den Ausdruck 

: + (P),..-~ ~ + (~ + :).-, f" + O' + 2)._, f + . . .  

+ (~ + ~ -- :)~-, v' + - . -  + O' - ~)~-,f-~-~ + (; -- :).-~ v'--., 
in welchem p einen beHebigen Werth, ~ und v positive ganze ZaMen 
bedeuten, und v > p ist. Indem man nach (10) 

@ + ~ - ~),,-~ = ,  O +  0~- ( ~ +  ~ - I)~, 
setzt, ergiebt sich die Relation 

N N 2' 
= ( , . , + , ? , , , , , , - ,  o,+o,,,,,'. 

In der ersten rechts stehenden Summe werde der zu i •= * , - - / ,  ge- 
hSrige Term (v)~, p~-~ abgetrennt und auf die ]inke Seite gebracht, 
Dann wird die rechte Seite durch 1 - p  theilbar~ trod es entsteht die 
Gleichung: 

w 
Es sou nun gezeigt werden, d~s  f/ir die beliebige ganze Function 

m ~ Grades ~p(~) der Variablen u die Formel 

0~) q,(,,) - PoCk-- ,8' O' - : 0 "  

~,_~v~-,+(~-O,~ v~_,+(~-z+1):~' v~+--- Vo} 
- -  L +  (,~ - / ~  - ~),--~--,:~-' v~ + - . .  + (,n - ~),-,r 

+ e' { +  (,~ _ ~ _ ~ ) , - 1 ~ '  , ~  + - - -  4- ( = -  ~),-,,~""-' 
gilt, in welcher l irgend eine der Zatden 1, 2~ . . -  m'- -  I bedeute~ 
,~a ~, ~, ~ ,  :~, . . .  v~, v,, . . .  a:e m (~), (s), (5) d , m . ~  
GrSssen sind. Dutch Po wird wiedemm der F~tor  you ~" in ~(~) 
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bezeichnet. Die Gleichung (14) geht for 1-~-1 in (4), for /~---2 i~ 
(6) Ob~. 

Der Beweis der Formel (14) wird mittelst Induction gefShrt. Die- 
jenige Gleichung, die aus (14) entsteht, wenn man Z durch / -  1 
ersetzt, 

(15) ~(~) - &(~  - 0 ~ - ' 0  - xp-'+~ = 

v.+ 
Ig~--O $#=~=- 0 

wird als gfiltig angenommen. Dann 1Ksst sich mit l:IFdfe der Identi- 
t~ten (9), (12), (13) die Gleichung (14) ohne Schwierigkeit aus (15) 
ableiten. 

Man bemerke, dass auf der rechten Seite der Gleichung (14) der 

Factor yon ~(k)(~) (~_~_~.,x~) ~ fiir k ~ 1, 2 , - - . ~  --  l - -  1 gleich dem 
Ausdmck 

( is)  ~ ' { : + ( 0 ~ - : ~  + ( z +  : ) l _ , f + . . .  + ( , , - ~ - 2 ) , _ , p ~ - , - , - , } ,  

der Factor yon 9t~>(~) (~ -- ~)~ k: f'Lir k = l , 2 , - . - l - -  1 gleich 

(17) F~-'{l+(,,~--~),~+(m--l+l)2~+..-+ (,~--k--2)~_~ -k-'} 

is~, and dass die Coefficienten yon 9(x) uud yon ~(v) aus 06 )  und 
(17) filr k ~--0 erhalten werden. 

Da die Grgsse X,~-a in (15) vorkommt, in (14) dagegen fehlt, 
so soil der Differentialquotient ~(~-o(~), welcher in X~_~, aber nicht 
in Xo, X, ,  . - .  X~_~-~ e~thalten ist, aus (15) und (9) eliminirt 
werden. Man subtrabir~ zu diesem Behufe die Gleichuag (9) yon (15), 

naehdem ma~ Oieselbe mit dem Factor ~ (v~_~-- ~ ) , ~/'-'p'-*, 
versehen hat. Hierdurch e a ~ h t  die Gleichung 

( is )  ~(.) -,% (.--,,),-,(,.-~)~,+~ + ( -  ~),-~&(~- ~ ) , , , f ~ - , r  = 

~:~0 

+ ~-' ~.~' (,,~ - k -- 2)~-,i~ -~-~ X, 

( z -  v) ~ 
+ ~ ' - - ' r  ~ (,n - k - -  l),_~.~,(~)(v) k: 

~ 0  



I)iffereatialgleichungen ~ ~ r~eh ' iae .hen  l ~  ~'1 

woselbst die ~u ~)(v) ~(~) and ~ f ~  ~ . - 0  dutch ~(~)  und 

~ ( ~  za erse~e~u sin& 
Werden  auf  der recht~n ~ yon (t8) d~e ~mmen (3) nna (5) 

far  Xe, X~, - - - ,  V o, ~ ,  - -~  substituirt ,  so is t  da se l~ t  die G ~  

k: mi~ dem Coefficienten 

(19) r + (z - -  1)~_~ lo + (l)~_~ F" + ' -"  + (m - ~ - -  ~)~, ~ ' ~  

und die Gr5sse ~(~ (v) ~ mit dem Coefficienten 

(20) ~-~+'  [ 1 + ( , ~ - ~  I), ~+(m--Z+2)~ ~+... + (,~-~-2)~,.~-, ~-~-~ 

+ ( ~ - ~ -  ~)~_~ ~ J  
mu]fipl~dr~ ~dem man nun die Formel (13) f~r ~ = Z -  I, 

= ~ -  ] ~ -  t benutzt, transformirt man den Coeffidentea (19) in 

das Product 

welches wegen der Relation p + ~ == 1 mit dem Ausdruek (16) gleich- 
Iautend ist. 

Ebenso folgt aus der Formel (12), wenn dsselbst ~ ~ m ~ ~, 
~ ~ --  ]c ~ 2 genommen, und die Gleichung 1 -- q ffi= p angewendet 

wird, die Identit~t der GrSssen (17) und (20). Diese Umformungen 
bldben im Falle ~ ffi= 0 g~ltig, so dsss aueh die Coefficienten yon 
~(~), resp. ~(~), in (18) und (14) dieselben sin& 

Endlich stimmen die linken Seiten der Gleichungen (18) und 04)  
0herein, da nach (2) 

g~,(~ - ,.,),--, (,, - ~),~-, [,., - z - -  ( , ,  - ~)] .= ,~o(,, - ~,)' (,, - ~)"-' 
geftmden wird. Hiermi~ is~ die FormeI (14) bewiesen. 

Man bringt mit R~ekslcht auf das Folgende die Gleichtmgen (4), 
(6), (14) noeh auf eine andere Form. Die GrGsse X~ lautet, wean 
nach (2) hit u -- x das Product (v--z)]? substituirt wird, 

x~ = ~ , ( , ~ )  + ~,'(~) " - - ~  ~ + ~"(~) (',.~- ~)' f + ' - "  

Da~er geht die in der Gldclmag (4) vorkommen& Summe 

X,._~ +.~.~_~ + f X , , . ~  + - �9 - + l e - ' ~ ,  
falls sic naeh Potenzen yon s geordnet wird, in den Ausdruck 
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+ . . .  

fiber. Malt bezeiehnet nun (flit 1 ~--- 1, 2 ,  �9 �9 - m - -  1) dureh 
/~o (0, Bt~o, Ba a), . . -  die Functionen 

~ #  = ~"(~) ~ . ~ ) '  + (0, ~'(~) ~ + (z + i): ~(~), .. �9 

(~ -- ~); 

+ (~ + 1)2 ,#~-~)(x) ~=~T),, 

+ (z+ ~)~ r  T ~  + "  +(z+m-~)~ ~(~)' 
in denen  (~)1, (~ "{- 1)2, " " "  Binomialcoefficienten bedeuten, l~erner 
sei SJ") diejenige Function, die aas R~(:') entsteht, wenn die Variablen 
x und v mit  einander vertauscht werden; also man se~zt 

so(" = ~(~), &(') - -  ~'(~) ~ + (-)i ~(~), 

sp) : ~"(~) (~ - ' ) '  + ( . ) ,  ~'(~) ~-T -2- + ( .  + I); ~(0, - - .  t . 2  

+ (.+~), ~(~-~)(e) (~_ ~)t +--.+(-+Z~--~h re(e) 
Dman i~t 

so dass aus (4) die Gldchung 

(,0 t +  ~-1 , (~)  + #o(u - , )  ( . -  ~r  -1 

erhaltea wird. In  emaloger WeL~e |eitet man aus (6) die Formel 
f V~ f ~ # + . . .  

ab. Endlich beatehen die laem~i~X~ 
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und 
P'~.~-{- (m -- Z), q ~-s Jr- (m -- l-}- 1)~ ~' P'~_~-{-... -]- (m --2),_~ ~-' F, 

= So~-~ + ~,~--~+ ~s~---~+... + r '~, 

zu denen man unmittelbax ge]angt, wenn man in Xt die Differenz 
u -- �9 dutch (v -- ~) p und in F~ die DiEerenz u -- s dutch (z-- ~) 
ersetzt und die Formel (~)~ ~ (~)~._~ beachtet. Auf diese Weise -immt 
die Gleichung (14) durch Einfilhrung der Functionen (21) und (2'2) 
die Gestalt 

[ r  +r ' -~ ' '~- ' - - ' ]  .,- 

t +  Po ("-~) '  ( " -  =)~-' 
an, woselbst ffir l eine beliebige der Zahlen 1, 2, + �9 m --  1 gew~hlt 
werden kann. Im Folgenden wird neben der Gleichung (25) auch 
diejenige angewendet, die sich aus (25) erg/ebt, wean man ~ durch 

- - ]  ersetzt. Diese Oleiehung lautet 

(~) ~ ( - )=  1+_~--~-, [So~.~+,~+eS:--~, + ... + r 
I + Po ( - -  ~)'-'(--=)'-~" 

u n d  ~ l t  f~ir t ~ 2 ,  3 ,  �9 �9 �9 m.  

w  

Die gewonnenen Formeln (23) his (26) sollen dazu benutzt werden, 
eine Be/he yon partiellen DiEerentialgleichungen, denen das hy~r-  
geometrische Integral 

(27) ~ = I ~ _  al)~-1 ( ._  a~)~-'... (.-~?~-'(~-v)~" (.-z)~-' d~ 
g 

genilgt, abzuleiten. Unter v und z werden zwei yon einander unab- 
h~ngige Ver~nderliche, unter al, as, . . .  am Constante, die hn Uebrigen 
beliebig, abet s~mmtlich yon einander verschieden sind, verstanden. 
Als Grenzen 9, h des Integrals (27) sind zwei der ~ ~ - 3  Werthe 
a1~%, -- -a~,  ~o, v, �9 zu nehmen. Die GrSssen hi, b2," . .b in ,  x ,  it 
sind constant. 

Fasst m~, das obige bestimmte Integral y als F u n c ~ n  yon z 
allein auf, so l~t man fRr dasselbe eine gewShnHche ~ t i a / -  
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dy d2y �9 d~z Y gleiehmag (m-t- I) ~ Ordm-ang ~); ebenso is~ y mit ~ - ,  a--O- "'" 

dutch eine lineare Gleiebung verbunden. Die Differentia!gleiehungen, 
zu denen die naehstehenden Reehnungem ffihrea, enthatten gleichzeitig 

dv d~y dy ~ . 
Differentialquotie~aten aus den zwei Reihen ~ - ,  - ~ ,  . . .  und -d~' dv~ "" ", 

und zwar ist die Gesammtzahl der in jeder einzelnen Gleiehang auf- 
tre~enden Differentialquotfienten wieder g/eieh m + 1. Es soil zun~chst 
diejenige Differentialgleiehung hergeste]!~ werden~ in weleher neben 

ay ~ Y  dis GrSsse dy -d~, .  - - ~ ~ vorkommL 

Der Z~ihler des Binomialeoeffieienten (7), mSge (ira hnschluss an 
eine yon Vandermonde angewendete Bezeiehnung) kurz [7], genannt 
werden; man setzr also fiir ein betiebiges 7 und fiir ein positives 
ganzzahtiges v 

(~s) I t ] ,  = r f r - D  �9 - - ( r - - ~ + ~ ) ,  [ 7 1 o = 1 .  
Daam is~ 

h 
~ ~--- ( - -  1)i [~,-- ] 3 f$$ - -  al~l--1. ,,(U --am)bin -I(,/~-- V)'--i (?~ --  X)'-4--1 d.u, 

g 
h 

--~/~( = ( - - I ) '  [u--l]Su--al)bl-l. . .(u--a,,l)~m-l(u--v)x'-r 

g 
Die letzteren Gleiehungen bleiben bekannflieh auch in dem Falle 
g(tttig, dass g oder h gleieh x oder v isr nur muss dann 2 ~ i > 0~ 
resp. ~ - - i > 0  sein. 

Man bezeiehne nun dureh ~ (u) die gauze FunctSon m ~ Grades 

(29) cp (u) = (u - -  at) ( u - -  % ) . . .  (u - -  a~) 

and definire die ganze Function ( m - - l )  t~ Grades O(u) dureh die 
Gleiehung 

(3o) ~(__~2 b, + , _ ~ b ~  + . . .  + b,,, 

Feraer seien H 1 und O 1 die Produc4e 

r~-----(u--a~) ~' ( u - a ~ )  ~ . . . ( u - a ~ )  ~ ( u - v ) ~ - ' ( u - x ) z - %  

e,=(u--a~)~,  - '  (~_a~)~-~ . . . (~ - -~ )~ -  - '  (u_~) ' -~ (~ ,_~)  TM, 

*) Cfr. die Arbeit~ des Yer f~ r s  im 71~ ~ Bande des Crelle'sehen Joumals~ 
~wie  die Abhaueltu:ag des Herrn H~enfelder ,,Oeber die Integration einer 
~ine~eu Differe~gleiehung ~ Ordumag" im 4 ~ Baude dleser Annalen. 



Differentialgleiehuagen mit hype~,eometxisehea IutegrMe~. 

d~Y und aly so dass y, d ~  -d-~" .in der Form 

A 

------- ( -  1], I v,  (,, - t,> ( , , - x ) - - - , a , , ,  (31) 
g 

h 

g 

gesehrieben werden k5naen. Es wird vorausgesetzt, dass ll~ f~ir u ==g 
und f~ir ~ = h versehwhade. Ist g oder/~ gleieh a, ,  so muss, damit 
das Integral (27) ~iberhaupt einen bestimmten Sinn hab% der reeUe 
Theil yon b, positiv sein; dann ist aber aueh ~t = 0 fiIr u ~-~ a,.  Itat 
g oder h einen der Werthe v, x, c~, so wird, der obigen Voraus- 
~etzung gem~sst der reelle Theil der respeetiven Zahlen 

~ 1 ,  2 - - m ,  ~.-~- l ~ b l ~ b  ~ . . . . .  b ~ x ~ 2  

als positiv angenommen~ womit gleiehzeitig die Convergeaz de~ 
Integrales (27) ausgesproehea ist. Indem man l~ naeh u differenzirt, 
w:~hrend u ftir unabh~ngig yon v and x gilt, findet man 

I+  (z-~n)(u-v) ~(u)! 
oder 

1 dll, 
(u--v) O, d~ 

Auf tier reehten Seite der letzteren Gteiehung snbstituirt man f~ir die 

mit ( z - -  1) u--:x_ multiplieir~ Function q~ (u) den Ausdraek (23), da- 

gegen ~ r  die im letzten Summandus der Gleiehung enthaltene Func- 
tion r und far die Function ~#(u) die respeetiven Eq~wiekelungen 
naeh dem Taylor'sehen Satze 

(~-xf" ~(u) = ~(x) + ~'(~)-~-~ + - - -  + ~,~(z) ~ ,  

Hierdurch eutzteht, wean man berfieksiehtigt, dass 
M~t~em~ti~he 2~zna2.~a~ ~ : ' g ~  ~ t  
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~ q ~ = - - i o ,  T - - t o - -  , (~ -1 ) :  ~ b l + b ~ +  " ' + b , ,  

ist, die Gleiehung 
(a~) t an, 

~o + A , ( u - x )  + a ~ ( u - x ) :  + . . .  + a~_., (~--~)--~ - -  

- -  ( x - -  1) (~_x), , ,_~ ~ - -  ~, 

in weleher dnrch A o die Function (Z--m) q~(x), dutch A~ f~r 

i~-- 1 ,2 ,  . . .~ m - -  1 
die Function 

~o(x) ..t 9~-~)(x) ( , ~ - 1 ) ~  (~) a,. ~ (~t--n,)--E---., - ~-~), (~_~>, , 

und durch s die Const~__n~ 

(34) s ~-- b I q- b: q - . . .  q- b~ -1- x q- Z - -  m - -  1 

bezeiehnet wird. Die in (33) vorkomraende GrSsse ~ 2 t  is~ naeh (21) 
gleieh der Samme 

:~-- z~i-x (v--x)~-s -t. v -- x 
~ ( ' - ~ ) ( ~ ) ' ~  t- ~(,_.o)(z) ~ - " "  + ~'(x) - - r -  + ~(x). 

Mulfiplieir~ man mm die Gleiehung (32) mi~ (--1)~ (u - -  v) O~ und 
integrirt dieselbe naeh u zwisehen den Grenzen y and ~, so t~eten auf 
tier reehten Seite die in (31) angegebenen bestimmten Integrale auf i 
die linke ~eite verschwindet, da FV~ ffir u ~ y und ffir u ~ h den 
Werth 0 annimm~. Auf diese Weise finder man ffir daz Integral (27) 
die Differentialgleichung 

Ao a"* y A~ d'n-~ y �9 At d'*'~ y 
(35) [z - xj~ d :  [~,- ~],,,--~ ~ - /  [ ; t -  q,,,._,, a : - ~  

(-- l)ua-lA'm--1 dy q~(~) dy 
b ~_,], a~ -t- - -d -~§  

(x -  v) '~-~ 

woselbs~ [ t -  1]~ naeh (28) das Produe~ ( 2 -  1) ( I -  2 ) - - .  ( l - - 0  
bedeutet. 

w  

Die Function (27) geniig~ ferner einer Di~erent~dgleiehung, in 
welcher die beiden ersten Differentialquotien~n derselben naeh v und 
die m - -  I ersten Differentialquofienten naeh x en~alt~m sin& Nen~t 
man ~ und 02 die Producte 
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rr. ~ ( . -  a,) ~ ( . - a ~ )  ~ ...(~-~.)~- ~ - v ) ~ ( . - x ) ~ - ' +  ', 

e ,. = ( ,  - a ,)~'-' (~, - ~ ? ' - '  . . .  ( ,  - ~ ) ' - - '  ( ,  - ~,)" -~ O' - x )  ~ - "  , 

so nehmen durch Einflthruag yon O~ die ohen erw~Janteu A~sdracke 

s Y ~ Y die Gestalt Far y,  a--~" a r  

h 

y =/e2(u-  vy(u--~p.-~,~,, 
g 

h, 

eu _ (__ ly [ ~ -  1 ] f e ~  (u - v) 2 (u - ~)'-'-~ du, (36) ~ -  - -  

k 

g 

an. Die Functionen lT~ und O~ sind dutch die Gleichung 

d~t (37) -W -~- 
= (u--v) (u--x)  ~(u) + ( ~ -  2 ) ( . - ~ )  ~(.) + ( z -  m +  t ) ( . - -~ )  ~(~) 
mit einander verbunden, in tier r und r die in (29) und (30) 
angegebenen Functionen sin& F/Ix den Factor ~(u) des mittleren 
Summandus der rechten SeRe yon (37) werde der Ausdruck (24), filr 
die im *]etzten Summandas enthalf~ae Function ~(u) tier Ausdruck 
(23) cingesetzt. Auf die Function ~(u), die im ersten Summandus der 
obigen rechten Seite vorkommt, wird ebenfalls die Formel {23) an- 
gewendet, mater Berflcksichtigung des Umstandes~ dass ~p(u) eine ganze 
Function (m--1) ~ Grades bedeutet. Man bc'z~ichne dutch 

die zu (21) und (~2) a~alogen Functionen 

/ ~o(-) = ~(~), ~(., .---. ~'(x) ~ + (~), ~ ( x ) , . . .  

(38) | ~ ( . )  e (x) ~,-f-- • tn),e ~z) --W~_~ ~ + 

[ 

,,= - - 7 -  + (n), ~ ( ~ , ) , . . .  

(39) /~ ( . t  ~.,,- [r)------~(-- -1-- ( n h e  i v ) - - ~  + 

[ + . . .  + ( n + ~ , -  z),~ #,(~,). 



Femer werde die Constante b i + b~ .-{-... + b~, welche den Coef- 
ficienten yon u m-l in ~(u) bildet, kurz 7o genannt~ Dann bestehea 
tilt ~#(~) die aus (23) und (26) folgende Formeln 

(40) #4,,) = ,lq [:~(" + p~:2~ + . v ~ #  + "'" + : ' - ~ ]  
/ +  P"-~ ~(~) + ;,,o (u-~)  ( u -  :r),,,-~, 
[q '-~ [~('-~) + ~ ~ '  + . :  ~"-~) + . . .  +p'*-'-~ ~ L , ]  

', + ?o ( ~ -  0 ''~ @ - :~)~-~, 
yon denen die erstere ffir die Gleichung (37) benu~t wird. Es ergiebt 
sich auf diese Weise 

[ dw, 
e2 du= 

= -  ( u - - v :  [Bo+ ~ ( u - x ) + / r  (u-~)~  + . . .  +~,,,-du - ~)"-~] 

j " " (~,-,o(,~-x),,,-~ + ( . - , . , ) (~ -  ~),~-~ 
|~_ v ( ~ _  + (~ - *a+ t )~ , (~ , ) -O , -~ )s ,  ( ' '-~ ' 
( - -  ( ~ - x )  ~- '~  (v - z )  ' ' - ~  

wo s die Constanie (34), u n d / / o , / ~ , . . - ,  B,~_~ die Funcfionen 

{ B o x  z - , a + ~  .i~o(~ ) z - ~ + l  

( 4 " ~  ( z - ~ + ~ ) ~ , ( ,  - (~-~-)g:L ~1)~ ( i > o )  

bedeuten. Wird die obige Gleichung nach Multiplication mit (-- 1) ~ 8~ 
in Bezug auf u zwischen g und h integdrt,  so erhilt man, da 

(n~),,~ = (rr~)~ = o 
vor~usgesetzt wird, nach Ber~cksichtigung yon (36) die Differential- 
gleichung 

.Bo d "-~ y .B~ d~-Sy (-- ~)m-'~.B~-~. d y 
(43) [i-~]~_~ ,?,:e,,-:~ [z-~]~,_~ axe--- ~ ~-"'-]" [ t - i ] ,  a~ 

+ (u_l ) (x_v)  ,~-~ dv ~ u--I + ( - - I y ~ s y ~ 0 ~  

in der ~ die Fanction 

6 , -  ~),S',(~-~)-- (~-ta + l) ~, (~,) .{. V(v) 
(x--e) ~-I (~_~V,-~ 

bezeichnet. 
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w  

Um far die in (27) definirte Function y eine Diiferentialgielchuag 
abzuleiten, in welcher die Differentialquotientea 

d m-~i-1 y d~-~y dy d~y d ~-Iy dy 

jedoch nut  diese, vorkommen, w~hrend Z eine beliebige der Zahlen 
l,  2, . . . .  m bedeutet,  geht man yon den Producten 

IT, ~ (u--a1) a' (u--a2) ~ ...(u--a~) a~ ( u - - v ) ' - '  (u--x) ~-~'~-', 

O, = (u - - a l )  a'-I (u - -  a~) ~--1. �9 �9 ( u - -  a,,) ' " - I  ( u - -  v) ~ ' - ~  (u--  ~)a-~+~ -~ 

aus~ zwischen denen die Relation 

---- ( u -  v)(u-x)~ (u)+ (~ -  0 (~-x) ~ (u)+ (~-m+l-1)  (u -  v)~(u) 

~Y 8iY kSnnen al~ die Lategrale besteht. Die GrSssen y~ -dx~-, "dO~ 

g 

(-- 1)'[~-- 1]~ /*e,(u--vy(u--xy~-'-'+~du, ~-t5) 
g 

h 

g 

dargestellt werden. Man nimmt an,  dass das Product IT~ ffir u m, g 
und ffir u ~ h den Werth Null l ~ e .  

Auf der reehten Seit~ tier Gleichung (44) werde ffir die mit 
(z--1) (u--x)  muttiplieixte Function [p(u) der Auadruck (25), ftlr die 
mit (Z - -  m -~- l - - 1 )  (u - -  v) multiplicirte Function r tier Ausdruck 
(26) und far  q~(u) der Au~&ruck (411 substituirt. Dana finder man 
die Gleiehung 

I dr~ 
(4~) -o7 -X~= 

+(-1)*-,(.-~)~-~-~ ~^~+^, ( . -v)  +&(u-~)~+.-. +^,-~('~-~Y-'! 
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in welcher zur Abkiirzung 

(4~) 

und fiir i > 0 

(48) (v--x)~+~-I ~ (v--x)~+'-~" ' 

gesetzt ist. Die GrSssen ~,(~), ~q,(*), ~,(*>, ~,(*) sind die in (21), (22), 
(38), (39) definlrten Svm-~en, s die Constante (34). Man integrJrt die 
Gleichung (46), nachdem man sie mit (~1)~0~ mul~iplicirt ha~, in 
Bezug auf die Variable u zwischen den Grenzen g und h und benutzt 

d~Y a~Y einzuftihren. die Gleichungen (45)~ um die Func?donen y, d ~  ' dd  

Hierdurch ergiebt sich fiir y die Differentialg]eichung 

(49) . •  (-- 1)~LZ__,  g~',-'v.-[-1 y 

~-r 

[ . -  t],_. ,~,_.  -}- ( - -  1)'* sy ~ O, 

welche die m ~ l - l -1  ersten Ableitungen yon y nach x und die l 
ersten nach v enth~lt. Durch [u-- l] i ,  [~--1]~ werden die in (28) an- 
gegebenen Producte bezeichnet. Die Gleichung (49) geht fRr ~ ~ 1 
in (35), ffir ~ == 2 in (43) tiber. Im Fall / =  m liefer~ die Gleichung 
(49) die zu (35) analoge Different~flgleichung, welche aus letz~erer 
e n t ~ h t ,  wenn v und x, sowie ~ und ~t mit einander vertausch~ 
werden. 

Ausser diesen Differentialgleichungen bestehen fRr y noch andere, 

in denen Ableihmgen yon der Form g+~Y d~,,d~ vorkommen. Aus der 

Glei~ung 
h 

 ffi(,,-1 (,,_. ( , ,_ d,, 
g 

folgL wenn maa dieselbe mit ~ ~ v, ~- u - -  v ~ (u - - x ) ,  multiplieir~ 
die Be~iehuag 
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und analog ist 

-/~-/~ = (~ a~ax -d~,~. u. ~. w .  

Daher lassen sich, wenn man die letzteren Gleichungen anwendet~ ass 
(49) unm/ttelbar weitere Differentialgleichungen gewinnen, welche die 

~y day Differentialquotienten ~ ,  -d~d~ etc. e~u~b~ten. 

Kiel,  im Augus~ 1888. 


