Ueber gewisse partielle Differentialgleichungen, denen hyper-
geometrische Integrale gemigen.

Von

L. Pocamasuer in Kiel

Es sollen im Folgenden fiir die hypergeometrischen Integrale von
der Form

&
Y == ﬁﬂ —a Yl (e~ ag) ™ (4 — o)t (o ) du
&

pariielle Differentialgleichungen, in denen z und v die unabhingigen
Variablen sind, abgeleitet werden. Fiir den Fall m «= 2 sind diese
Gleichungen zuerst von Herrn Appell®) angegeben, dann von Herm
E. Picard®*®) auf anderem Wege gewonnen worden**#),

Die nachstehende Rechnung stiitzt sich auf eine Modification des
Taylor'schen Satzes fiir ganze algebraische Functionen, dis in §§ 1—3
bewiesen wird. In §8 4 und 5 werden zwei specielle Differential-
gleichungen, in § 6 die allgemeinere abgeleitet.

§1

Man bezeichne durch @{u) eine beliebige ganze Function m»*
Grades von u wnd durch z und v zwei von einander und von % un-
abhingige Varisble. Der Coefficient von w* in @(u) heisse §,, so

*} ,Sur les séries hypergéométriques de deux variables ete.”, Comples
Bendus, t XC, pag. 296 und 731, (1880) und Journal de Licuville (Résal) wérie 2,
%, VIIT (1882),

)  Sur one extension asx fonetions de deux variables du probléme de
Riemann relatif sux fonctions hypergéométriques’, Comptes Bendus, & XC,
pag. 1267, und Anpales de I'Eeole Normale, Série 2, t. X.

w5} Man vergleiche aseh die Abhandlung des Herm B. Goursat ,Bar upe
classe de fonctions représentées par des integrales définies” im Bd. 1l der Acta
mathem, (1883).
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dass der m'e Differentialquotient @™ (u) gleich §,-1.2 ... m ist,
Nach dem Taylor'schen Satze hat man die Gleichungen

[p=9@to @ 5 4 g @) T oo,

No@—ser+@ 25 ot g (@) S B0 —aye
in denmen %! das Produet 1-2...% bedeutet. Wird aus denselben
die Grdsse @™~ (z) eliminirt, indem die mit (:::)m.l multiplicirte
zweite Gleichung von der ersten abgezogen wird, so ergiebt sich

o) — (=)
=~ (=D @+ w—9) {%—(Zii )

™2 (@)

+ (u__x)m—z[l_ ::Z} [ — 23! +ﬁo<u___¢)m—-—l (u—~v)

Man nennt zur Abkiirzung p und ¢ die Quotienten

@ P=Tgs 4=

v—zx? x—

Durch Anwendong der Formel

l—p=0 - +p+p+- -+
nimmt, da 1 —
die Gestalt

W) — 9™ p(o) = ,
{u+p+---+w2)¢<z)+<u—w)<1+p+~--+pm-*)i,‘fl+-~
=q

3 (@) 2)
(S p) L o eyt S0

+ Bo(e — 2y (u — 1)
an. Definirt man alse X, X, X,, --- als die Ausdriicke
X =9@), X=9@+9¢@>T5,

X, =9@)+9' @275 + ¢'() ‘“ g g S
so entsteht fir @(w) die Gleichung
® 900 = uou — v) (s — 21 + p= 9 (v)

+g{ Xus + pXoms o+ 7 Xue + }
+ X, 3 X, - pt X, )

)
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Zu den Gleichungen (1) werde nunmebr die eptsprechende Ent-
wickelung von @'{v) nach dem Taylor'schen Satze

¢ ) =¢'(@) + (@)~ + -+ g(z) “{f::““mf :;’:
+ gi(z) L= 4 o — 2yt

{m 231

hinzugenommen. Dann lassen sich die Grossen ¢™~3(z) und ¢!»9(x)
fortschaffen, so dass @(u) mit Hilfe von ¢(2), ¢'(z), - - - g3 (2),
@(v) und @' (v) ausgedriickt wird. Man eliminirt zunichst @i (x)
ans der zweiten Gleichung (1) und der obigen Gleichung fir ¢'(v),
wodureh die Identitdt

(m—Dpt)—(p—2)¢'l) =

= (m — 1) (z) + (m — 2) ¢/ (&) =T +(m—3) gp'*(x}i?.gg‘?f
e S s
4 2gesife) LI ¢ gene) LT — g0 — 2

erhalten wird, Indem letztere mit — p™*g multiplicirt und zu {4)

addirt wird, ergiebt sich nach Berficksichtigung von (2)

@ (1) — By (—2)=* (u—v)t— g2 {[(m ~2)g+1] @(0) + ¢ (O) {4} } wmn
WQ{meﬁ‘{‘PXm—éi'{“fﬁX;*“""""'+PWXX+P'~$XQ}

(v~ it

—pgfm — 1) 9@ + -+ (n — &~ D gi(m) LT e
e
+ oot S
Auf der rechten Seite dieser Gleichung heben sich die mit g™ %(z)
multiplicirten Summanden gegenseitig fort. Ist ¥ <m — 2, so hat
die Grosse g ¢P(2) —@o'éfﬁ daselbst den (fiir p=1 verschwindenden)
Factor
Ldp+pt4 - ot — (m— k=D,
der auf die Form
(—p) {1+20+3P+4p°+ -+ m—k =2y
gebracht werden kenn. Substituirt man daher 1 —pe=g¢, S0 findet
man fir die rechte Seite der genannten Gleichung den Ausdrack
{an—S’i— 20Xnus + 302 Xns + - - }
+ m—3) X, + (m — D K

In Analogie zu (3) sollen unter ¥,, ¥, ¥, - -~ die Fanctionen
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=), V=09 + ¢ i‘:i,
—p@)+ ¢ ()24 ¢ () Ty g () L

verstanden werden. Dann hat man gemiss der obigen Rechnung die
Formel

© @ (u) =
= Byl — o) (u — 2)3  pr LV, + (m — 2) ¢ V,}
+ QQ{XW-B +2pX,s + 3p*Xps + -+ (m —2) p’"‘on},
in welcher p und ¢ die Quotienten (2) hedeuten.

In dhnlicher Weise lisst sich die Function ¢(u) mittelst der
Werthe @ (), ¢'(2), - - - == 1(z), @(v), ¢'(¥), - - - PN (v) aus-
driicken, wihrend ! eine beliebige der Zahlen 1,2, 3, ... m—1
ist. Der Herleitung dieser allgemeineren Formel sollen einige ein-
fache Rechnungen vorausgeschickt werden,

§ 2.

Man bezeichne durch («); den Binomialeoefficienten

(@ = 2= ek D gy g,

durch Q die Summe
(m— i @) + (0 — 2 ¢'(0) T2 4 -
W Q=]+ —k—1) e g¥@m) E7D 4

=14 1), 900 (o) E=T 7 4 () EZU
in der die ganze positive Zahl ! kleiner als m ist, und setze fiir ¢(v)
die Entwickelung (1), fiir die Differentialquotienten ¢®(v) die ent-
sprechenden Ausdriicke

-1

. o\ E
PH) =g @)+ ght (@) L oo () C= T

in die Summe Q ein. Hierdurch entstebt fiir Q@ die Gleichung
Q=0 ¢ (2) + @, ¢'(2) (v—2) + @, 9" (2) (0—2)*+ -+ 0 ™)) -—2)"
in welcher ©,, @,, - . @, Constante bedeuten. Wihrend

@y = (m— 1)
ist, nimmt @; im Fall 0 << %k <1 den Werth
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{m —1),_, (m— 2y (8 — 3 - 1)
—. —— - . . o« 3 ‘ vl
@i Et &k =111 + +("'1)'"'”(k-5;:‘£—3‘ e

m—k- 10, ;

+ (o Ip T
und im Fall 2> den Werth
_ w1, (—D'm—i -1,
@ =—gr— — -t (L--:'):nhx'i‘“
(— 1Y (m —~ 1 1), (= 1yt

E=T4 =) + k=TF17 -1
an. Im ersteren Kalle kann man @, als das Product aus der Grosse

im-—k-..l)(m—}f_—/-_ N fm—141)
{—1)!

uud der Summe
(m—1) — m—2%a @—1), + -+ (=1 (=i — Dy ({—~ 1)
F (=1~ 1n
apsehen; fiir k> ! schreibt man dagegen
0 = -y { (M= L)a — (= () -+ (= Uy i= D s (B
A+ (= 1 -
Nun besteht flir beliebige Werthe von § und p und flir cin ganz-
zahliges positives v die Gleichung
(8) ~y@—rv+vh=u—B3—1
=y — Dy — (¥ — 2a(B) + (7 — 32 (8). —
+ (= Dy —i— DBt - F (— 17 (B
welche aus der bekannten Formel
(¢ + B)y = (&) + (@)1 (B), + (@2 (B2 + - - - + (B)r
fiir @ = v — y nach Beriicksichtigung der Identitat
(— Oy (ZU=E=D O IED (a0 i — 1)

1!

erhalten wird. Indem man die Gleichung 8)fir =1 —1, y=m,
v == benutzt, findet man im Falle 0 < Lk < I fir o den Werth
@—F— i (m—k—2 - m—141) =l Ikt D
¢—1 k!

0y ==

oder
(271 =~i;-'!' (m-—-—-k-—- 1);..1.

Die letstere Gleichung gilt auch im Fall £ > Denn die Anwendung

der Formel (8) fir die Zahlen f=1%, y = m, v = 1~ 1 zeigt, dass

fiir k>1
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w,==~(-1£—) * -—m+l—-—1)z_1=f~'fg(m*-k'—1)z«1

1
ist. Hieraus folgt o, = (“"g‘ , so dass das Product @, @™ (z)

den Werth (— 178, bat. Firm — I <k <m ist o, =0, da der
Zihler des Binomialcoefficienten (m — & — 1)y,

m—k—Dm—k—2)-- - (m—k—1+1),
dann einen Factor Null enthdlt. Auf diese Weise gewinnt man fir

die in (7) angegebene Summe Q den Ausdruck
(m — 1 @(2) + (m — 2 9'(%)
(9) @={ +m—3)19" @)L+ (1) 1¥ (@) T W} 2R
+gtom(2) BT 4 (1)1 By 02

Es sollen noch zwei weitere Hiilfsgleichungen hergestellt werden,
die sich in einfacher Weise aus der Formel

(10) By=0F—1+ (B~ 1)

und der hieraus folgenden Gleichung

Q) B+ =1+ @)+ B+ + E+2s+ -+ B+v—1),

ergeben. Man substituire in die Summe
T+@+Dig+B+28+ -+ B+ ke

an Stelle von (8 4 1), (B + 2),, - - - (8 + ) die aus (11) folgenden
Werthe. Dann kommen in derselben keine anderen Binomialeoefficienten

vor als (), (B+ 1)y, (B+ 2, -+ (B -+ — 1)u, und der Factor
vor (B -+ ¢— 1) lautet (fir i =1,2,. .. y)

. $fy _ opt—itl
9‘(1+q+q’+...+qw—f)==..2.(_‘T:9‘_‘é_,_)-.
Mithin besteht die Bezichung

P —

=g i
2(5-1—@&“- e 2<ﬁ+z— Dig—LE ST g i—1.
sl i==0

Fiir die zweite der rechts stehenden Summen kann nach (11) und (10)
die (irbsse
o
D B+i—Di=G+we= B+ o+ D~ B+ w)on
FE3

gesetzt werden, wodurch die Identitit
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$== 4

(12) 2 B+YT+E+e+ Do L
= 1 Fe i |
= 2 B+i-ne
=0
erhalten wird. Hierin sind 8 und ¢ beliebig, p irgend eine positive

ganze Zahl.
Man betrachie ferner den Ausdruck

14 (@ P+ @4 D1 02 (4 s o8 - - -
F+ @t i—pap -t @~ 2 pE A (v~ D prry

in welchem p einen beliebigen Werth, u und » positive ganze Zahlen
bedeuten, und v >> g ist. Indem man nach (10)

@ti—pr=(@+d—(E+i—1)
setzt, ergiebt sich die Relation

e el gy — ¥ W i
S wtimDpap=14 ) w+idp— D @ti—Lap
i=0 fa=i S
fumy g &t o o §
= D wtdur—p D @F+ir.
=0 #amg

In der ersten rechis stehenden Summe werde der zu i==v — g ge-
horige Term (v), p** abgetrennt und auf die linke Seite gebracht.
Dann wird die rechte Seite durch 1 — p theilbar, und es entstebt die

Gleichung:
[ et ] S Wemgi— L

1) D @ti=Dep =@t =(1—p) > G+
30 sl

§ 3.
Es soll nun gezeigt werden, dass fiir die beliebige ganze Function

mws Grades ¢(w) der Variablen u die Formel
(14) () — Bo(u— vy (u — 2P~
- ..;{Vz-:-!-(m—l}iq Vist (m—1+ 18 Vst - }
=P g i — ke Dy P oo A (0 — 2agt V
+ {Xm«l-l + (Ma1p Xoesmz + @+ D1 Xis -7 - }

P 4 1 — k= gt Kk -+ (= Deart Ko
gilt, in welcher 1 irgend eine der Zahlen 1, 2, - -~ m'— 1 bede:uwt,
und p, g, Xy, Xy, -+ Vo, ¥y -+ die in (2), (3), 6 dfﬁnm
Grossen sind, Durch B, wird wiederum der Factor von «® in @)
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bezeichnet. Die Gleichung (14) geht fiir I=1 in (4), fir I =2 iy
() tber.

Der Beweis der Formel (14) wird mittelst Induction gefihrt. Die-
jenige Gleichung, die aus (14) entstebt, wenn man I durch ! -1
ersetzt,

(%) Q) — Pyt — v (u — ZytH =
S k=m—

pr—it 2 (Mm—F—2)ssg-* 2 Vit-g+? 2 (g Pt X,
k==Q ot

wird als giiltig angenommen. Dann lisst sich mit Hilfe der Identi-
taten (9), (12), (13) die Gleichung (14) ohne Schwierigkeit aus (15)

ableiten.
Man bemerke, dass auf der rechten Seite der Gleichung (14) der

F ® w—aF . g .
actor von W (2) ———— fir k=1,2,---m —1— 1 gleich dem

Ausdruck
(16) ¢ {14+@ep + 0+ Dapt 4 o —E—2) gt}

E (u —~ o) . .
der Factor von @®(p) —7—— fir k=1,2,..-1—1 gleich
(A7 {1+ (m—0, ¢+ m—14-1), 8+ -+ (m—b—2)pa g}

ist, und dass die Coefficienten von g¢(«) und von g(v) aus (16) und
(17) fiir & = O erhalten werden.

Da die Grosse X,—; in (15) vorkommt, in (14) dagegen fehlt,
so soll der Differentialquotient p(»—9(z), welcher in X, aber nicht
in X, Xy, -+ Xpn-1—1 enthalten ist, aus (15) und (9) eliminirt
werden. Man subtrahirt zn diesem Behufe die Gleichung (9) von (15),

nachdem man dieselbe mit dem Factor ¢'—! (%E%):,.—z’ == gl
versehen hat. Hierdurch entsteht die Gleichung

(18) @ (u) — By (u—o)~ ! (u—2)™H - (— 114, (v — 2 pm—ig—t =
Eeml—2
=t D =k — e g T
p 2
k=mil
Fat D k= 2t X,
P
k=3 -f 1 z
Foigt D —k— Dpag®@) 2
k==
k=m—i

Y
~ gt go (m— & — 1)y pe) LI
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. k) )
woselbst die Werthe 2% und 2 f3r % w0 durch (o) und

@{z) zu ersetzen sind .
Werden auf der rechien Seite von (18) die Summen (3) und B
fir X,, X, --+ ¥, ¥;, -+ substitairt, so ist daselbst die Grbsse

¢
P*(z) 5—‘5:'59—— mit dem Coefficienten

(19) ¢ NN+ — Dz p+ e PP+ -+ 1 — £ — g pin?
— (=& — Uy po-4]

%
und die Grosse @® (p) % mit dem Coefficienten

(20) pm—ih [I-H'Il*H- 1), g (m—142), g - (o pma g~
+ (kD) g‘:;:i

multiplicirt. Tndem man nun die Formel (13) fir gl — 1,
v = — k — 1 benutzt, transformirt man den Coefficienten (19) in
das Product
¢ A=) (1 + Qrap 4 U Dimap® + - + (1 — B Do P47,
welches wegen der Relation p 4 ¢ = 1 mit dem Ausdruck (16) gleich-
lautend ist.

Ebenso folgt aus der Formel (12), wenn daselbst fe=m —1,
# =1—k — 2 genommen, und die Gleichung 1-— g == p angewendet
wird, die Identitit der Grdssen (17) und (20). Diese Umformungen
bleiben im Falle k=0 giltig, so dass auch die Coefficienten von
@ (), resp. o(v), in (18) und (14) dieselben sind.

Endlich stimmen die linken Seiten der Gleichungen (18) und (14)
iiberein, da nach (2)

Bo{(u — of-1(u — 2y — (— 1 (o — 2 i g ) =
Bo(t — oY (u — 2y {2 — (9 —2)] = Bolu — vy (% — 2y~

gefunden wird. Hiermit ist die Formel (14) bewiesen.

Man bringt mit Racksicht auf das Folgende die Gleichnngen (4),
(6), (14) noch auf eine andere Form. Die Grosse X, lautet, wenn
nach (2) fiir w — z das Product (v — %) p sabstitairt wird,

X=g@+ 9@ 5+ 9@ ST+
+ o) LT p

Daher geht die in der Gleichung (4) vorkommende Summe
Xzt 0 Xns+ 02 Xmi+ - -+ 77X,
falls sie nach Potenzen von p geordnet wird, in den Ausdruck
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2@+ [0@) + o' (0) 27E ]
+7[o@ + 9@ 52 + ') (‘"”)’] -

+272 [9(0) + ¢ (0) ST A4 -+ glrn(m) DT
iiber. Man bezeichnet nun (fir 1=1,2, - .- m — 1) durch
R®, B®, R®, ... die Functionen
B = p(a), Iw = 9@ *TE + ) 9@),

B = " (z) L=2E +<Z>x<p<x) U= 4+ 1), 9(5), -

— a:)b-l

@1) { R® = ¢® (z) €” “) + @, qui""%x)“(”@":‘i)’f‘

(‘D — z)k-»ﬁ

+ (4 1), p-D(z) “E—nr

L 0420090 G O o),

in denen (@),, ¢+ 1),, - - - Binomialcoefficienten bedeuten. Ferner
sei S diejenige Function, die aus By entsteht, wenn die Variablen
z und » mit einander vertauschf werden; also man setzt

(S = g(t), S""afp’(ﬁ) 2T+ () 9(0),

50 = ¢f"(0) L= +(n)1q>(*v) 220 4 0+ Dy p(®)s --
22) {8™ = ¢® (v) (aa—v) + (%), =D (0) (x...@;l;'x 7

y)k—%

+ (4 1, 9D 0) F

+ (a2 90-90) T 4 (b1 90)

Dann ist
Xm——%"‘!“pxm—s +p2Xm_4+ . e +pﬁ"*"‘2xo
= R0+ PRI+ F RO - B,

so dass aus (4) die Gleichung

@ o = IR HIROLFROL R,

+ 2719 0) + folu — o) (w — S
erhalten wird. In analoger Weise leitet man aus (6) die Formel
(24) o) = {qz [R®+pBR®+ PR+ - - . + pmSRI]

+ 28D + ¢ 8,3 4 By (u— 0} (w—2)"*
ab. Endlich bestehen die Identititen
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Xttt Qi P Xt b @4 Dia 92 X ps ++ - (8—2) o p1 X,
= R® +pB O+ p RO e p—1RD
und
Viat(m—1,qViet(— 1+ 1, Vist- -+ (M — s ¥,
= S g8 28 - - S,
zn denen man unmittelbar gelangt, wenn man in X, die Differenz
u — z durch (v — 2) p und in ¥, die Differenz u — v durch (z—v) ¢
ersetzt und die Formel (n); = (8)a—; beachtet. Auf diese Weise nimmt
die Gleichung (14) durch Einfiihrung der Functionen (21) und (22)
die Gestalt
FIBO+D RO+ BO 44 -t B ]
(28) () = {1 [S,m0-4 9wk B o g1
+ fo(u— o) (u— 2z
an, woselbst fiir I eine beliebige der Zablen 1,2,-..m — 1 gewihlt
werden kann. Im Folgenden wird neben der Gleichung (25) auch

diejenige angewendet, die sich aus (25) ergiebt, wenn man ! durch
1 — 1 ersetzt. Diese Gleichung lautet

gt [R,,("” -+ p R, -p? ROV o - prt Rf:"..‘,’]
@) o) = {+p,,,_,,+, [Syestt g 8m-sth oo - g-28 )
+ By (w— vyt (u—2)mH

und gilt fir 1==2,3,..- .m.

§ 4.

Die gewonnenen Formeln (23) bis (26) sollen dazu benutzt werden,
eine Reihe von partiellen Differentialgleichungen, denen das hyper-
geometrische Integral

%
@1) y= [ (w0 wm ) o (o () )

geniigt, abzuleiten. Unter » und z werden zwei von einander ux_mb-
hangige Veranderliche, unter a,, a,, - - - &n Constante, die im Uebrigen
beliebig, aber simmtlich von einander verschieden sind, verstanden,
Als Grenzen g, b des Integrals (27) sind zwei der m + 3 Werthe
@y, 8y, - * + Gy 0, ¥, & zu nehmen. Die Grossen by, 8, - - - by %, &
sind constant.

Fasst man das obige bestimmie Integral y als Function von z
allein auf, so hat man fir dasselbe eine gewdhnliche Differential-
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dy dzy dm+x

dv * dot 7 do""i“
durch sive lineare Gleichung verbunden. Die Dzﬁerentza}g}exehnngeni
zu denen die nachstehenden Rechnungen fithren, enthalten gleichzeitig

dy d*y ay &y
Differentialquotienten aus den zwei Reihen 4=, -5 i, und - rarris

und zwar ist die Gesammtzahl der in jeder einzelnen Gleichung auf-
tretenden Differentialquotienten wieder gleich m - 1. Es soll zonfichst
diejenige Differentinlgleichung hergestellt werden, in welcher nebea
%’;, .- gﬁ die Grésse %— vorkommt.

Der Zahler des Binomialcoefficienten (y), mbge (im Anschluss an
¢ine von Vandermonde angewendete Bezeichnung) kurz [y], genannt
werden; man setet also fiir ein beliebiges ¢ und fiir ein positives
ganzzahliges »

{28) =yl - —v+1), =1
Dann ist

gleichong (m-- 1Y Ordonng®); ebenso ist ¥ nit

X

LY e (— 1 [ Vs f )~ i 4 2
&
7

&

,,%% e (— 1) [ = 1 f (o — ) o oot ) )= (16— 221 s,

g
Die letzteren Gleichungen bleiben bekanntlich aneh in dem Falle
gliltig, dass g oder h gleich x oder » ist; nur muss dann A —4§ > 0,
resp. x — £ > O sein.

Man bezeichne nun durch ¢ (u) die ganze Function m' Grades

(29) () = (u—ay) (u—ay) « - - (u~—am)
und definire die ganze Function (m—1) Grades ¢(u) durch die
Gleichung

P __ z;! ?, by,
(30) +“W_’az+“*+“maﬂ

P w—a

Ferner seien TT, und ©; die Producte
T=w—a)" (u—a)® - (@—am)" (s—o) (u—a)"",
8, =(u—a)"" (5—a)" " () (u—o)* P —2zy T,
*) Cfr. die Arbeit des Verfassers im 71ts Bande des Crelle’schen Jonrnals,

sowie die Abhandlung des Herrn FHossenfelder ,Ueber die Integration einer
linedren Differentialgleichung % Ordnong' im 4% Bande dieser Annalen,
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so dass ¥, -—;; Imd in der ¥orm

y= j 0, (u~v) (u—du,
(31 T (1A= 1L [ 0, (u — vy (u—zpidu,

g

5
d
L (z—»IJ 0, (u— 2y du
2

geschrieben werden konnen. Es wird vorausgesetzt, dass IT, fiir u =g
und fiir % == h verschwinde. Ist g oder % gleich a,, so muss, damit
das Integral (27) Uberbaupt einen bestimmten Sinn habe, der reelle
Theil von 3, positiv sein; dann ist aber auch 7T, = O fiir w == 4,. Hat
g oder L einen der Werthe v, z, oo, so wird, der obigen Voraus-
setzung gemsss, der reelle Theil der respectiven Zahlen

#—1, 4—m, m+1—b—by— -+ —~bg—x—1

als positiv angenommen, womit gleichzeitig die Convergenz des
Integrales (27) ausgesprochen ist. Indem man T, nach w differenzirt,
withrend » fiir unabhéingig von » und z gilt, findet man

(u—2) (w~—2) ¥ (w) ‘

o =0, {4 =D —a) p(w ’
+ (A—m)(u—v) 9 (%)
oder
1 41T,
=96, du
= (u—2) p(u) + (x—1) 7= () + (h—m) @(w).

Auf der rechten Seite der letateren Gleichung substituirt maun fir die
mit (x—1) “=2 multiplicirte Function ¢(x) den Ausdrack (23), da-

gegen fiir dxe im letzten Summandus der Gleichung enthaltene Fune-
tion ¢(u) und fir die Function ¥ (u) die respectiven Entwickelungen
nach dem Taylor'schen Satze

P(u) = 9(@) + ¢ ()~

{u=z x;”

2 gin(n) S5

(t— xz -

) =) + ¥ @ T+ Y VTR

Hierdurch eutsteht, wenn man berficksichtigh, dass
Mathematische Aunalen. XXXAIL %
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e l e} n—1)
St g, D=, D g g,
ist, die Gleichung
1 att
(32) =90, du

=4, + 4 u—2)+ 4, (u—2p + - - - + Adpa (u—z)*t —

f
~ =) 20 28 s,

in welcher durch 4, die Function (2—m) ¢{z), durch 4, far

t=1,2,..,m—1
die Function

@)  A=(—m)

und durch s die Constante

(34) s=bdbyfeertbutrti—m—1
bezeichnet wird. Die in (33) vorkommende Grosse B{Y, ist nach (21)
gleich der Summe

o) | i Dimy  G—DED,
! E—1)! (v—x)

)

P DG + 9D G e+ @) TR 4 9 (@),

Multiplicirt man nun die Gleichung (32) mit (—1)»(uw—v)0, und
integrirt dieselbe nach « zwischen den Grenzen g und %, so treten auf
der rechten Seite die in (31) angegebenen bestimmien Integrale auf;
die linke Seite verschwindet, da TI, fiir ¥ =g¢ und fir u =% den
Werth 0 annimwt. Auf diese Weise findet man fir das Integral (27)
die Differentialgleichung

Ay a Yy 44 a 2;’1
ORI o R S

~D)"4, ., a4
.._...+_.-_-{1_::-1_]:_L y+ 9 +( )msy=0,

(35 v)m--l dv
woselbst [ — 1); nach (28) das Product A —1) 2 —2)--+-(A—19)
bedeutet.

§ 5.

Die Function (27) gentigt ferner einer Differentialgleichung, ir
welcher die beiden ersten Differentialquotienten derselben nach v und
die m — ! ersten Differentialquotienten nach z enthalten sind. Nennt
man TT, und ©, die Producte
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M= (u—a)" (U—a)” --(u—aa)™ (u—o)(u—a) "
0, = —a) " (U—a,)"" () (o) (),
S0 nehmen durch Einfahrang von O, die oben erwihnten Ausdricke
&
fir v, da:" dy‘ die Gestalt

.3
v =f92(u — o (u—zy1du,
(36) Y= (— 1 [A— 1] [ 8, (0 — v)* (u— 2)*=i-*du,

H

%;— (— 1)‘{%—-l]i/\ez(u_..v)z—.i(u__x)ﬁ_‘d“
7

an. Die Functionen TT, und @, sind durch die Gleichung

1 4T,
(37 5 'Tﬁ:"
= (u—0) (u—2) ¥ (u) + (x—2)(u—2) (u) + (A — w4 1) (u—v) p(u}
mit einander verbunden, in der ¢(u) und ¥(u) die in (29) und (30)
angegebenen Functionen sind. Fir den Factor ¢(u) des mittleren
Summandus der rechten Seite voun (37) werde der Aunsdruck (24), fiir
die im letzten Summandus enthaltene Function ¢(u) der Ausdruck
(23) eingesetzt. Auf die Function ¢(u), die im ersten Summandus der
obigen rechten Seite vorkommt, wird ebenfalls die Formel (23) an-
gewendet, unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass ¥ (u) eine ganze
Function (m— 1)t Grades bedeutet. Man bezeichne durch

R, Ry, ... G, G, ...

die zu (21) und (22) analogen Functionen

Ro™ = p(2), Ry® = 9" (@) "=+ () (@), - - -

(38) F» = g (2) (0-’-‘-!-" s + (), pi+=(z) tz;f):; +

oot b E— 1 9(2),

(S, = p(v), &,® = ¥ (@) ZZZ + (¥ (0), - - -

z—oft

39 {ew = o )_(E:?L + () pE(n) & Iz gt
A4 (R 3 (0).

24‘
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Ferner werde die Constante b, + b, - - - - bn, welche den Coef-
ficienten von «*~! in ¥ (u) bildet, kurz p, genannt. Dann bestehen
fiir ¢ (u) die aus (28) und (26) folgende Formeln

2[RV + RO+ PR+ - 4P TR,
O PR A

g7 [+ p R+ RV TR
(41) 1/,(“) { + pm-:{@am—-zi + q@gu—z) + q @2'»—1) +eeen + gz—-:z@gzign]
+ 7o (¥ —o) (—2z)",

von denen die erstere fiir die Gleichung (37) benutzt wird. Es ergiebt

sich auf diese Weise
1 4m,

8, du
m“(““v)z {B0+ Bl (u-—-.z)‘-f—B:.(‘u'-—.B)?—}— ° "IL'-Bm—?(u ""x)mng

(x—2)8,/"

S—o)+ T o
+ (4 —v) (4 — )y 0 (o — 2 |
po 20 Gomtnoe) (a2 8,0
{p—az)™ p———
wo s die Constante (34), und B, B,, ..., B,.2 die Functionen
Bosi%lg}ﬂlgﬂ(x; l—v—m+1 (),
o
(4“) (3--—- m--1) Ri(l) — (& — )R p) 3}‘.‘9! .
B = (r—aytt -+ s (E>0)

bedenten. Wird die obige Gleichang nach Multiplication mit (— 1)#6,

in Bezug auf « zwischen g und % integrirt, so erhilf man, da
(M)umy = (My)uma =0

vorausgesetzt wird, nach Beriicksichtigung von (36) die Differential-

gleichung

By oy B amty L T B, dy
(43) fi—1,y 2t 1], da™? + [r—13 z
@2} ay B
T e @ @ =1 L+ sy =0,

in der B; die Function

(x—2) 8 —(1—m 1) p () + %)
(z—o)™T (@—oy*2

bezeichnet.
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§ 6.
3
Um fiir die in (27) definirte Function y eine Differentialgleichung
abzuleiten, in welcher die Differentialquotienten

Py Ay 8y dy &y dy
P > A T T R T

jedoch nur diese, vorkommen, wihrend I eine beliebige der Zahlen
1,2,..., m bedeutet, geht man von den Producten

o= (—6,)" (=) «(u—an™ (p—v)" (g—az)™",
G; B2 (’M—-—ai)b‘—l(um (zz)b’—l - (u.._.am)bm‘l(uw v)x--:-x (u__ m')l'rm«HvS

aus, zwischen denen die Eelation

1 4T,
() o, T

=(u~—)(u— )% (u)+(x—1) (4—2) @ W)+ (A—m+1—1) (u—0) p ()
i 3 éig.. ”{Ziyu : i e
besteht. Die Grodssen ¥, PRI kénnen als die Integrale

h

y = J Ou— vy (st du,
s

A
(43) LY = (— 1Y (A= 1) / Oy — v (1 — -+ du,
9

[
Y (1 a— 1]:./ 011~ )= (w— gy*H du
¥
\ 14
dargestellt werden. Man nimmt au, dass das Product TT; fiir 4 =g
und fiir % = % den Werth Null habe. o
Auf der rechten Seite der Gleichung (44) werde fiir die mit
(% — 1) (w— ) multiplicirte Function g(u) der Ausdruck (25), fur die
mit (A—m—-1—1) (u—v) multiplicirte Fanction p(u) der Ausdruck
(26) und fir #(u) der Ausdruck (41) substituirt. Dann findet man
die Gleichung

(46) 6, duw

= (— 1 (w— 0 (Do Ly )+ Ly (— 2+ i — 21
A (— Ly yn= it [Ay A, (=) F A=) o - At (u—v)—}
+s(u—vy (u—2y—+,
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in welcher zur Abkiirzung

Logi._l’i‘.ii::ig{z-—n i ”‘_‘H* i o (2,

@7 @“f a _ ,@’
Ay *‘"*"(f_::—),,:y Syl = —(f_';);r_?‘}’(”);
und fiir ¢ > O
I — (b= BFY — x—DERE, . R
w | o e
(=D S0 — A 41— 1) S{THD glm-n
A= (g — gt D

gesetzt ist. Die Grbssen B, 5, B, &, sind die in (21), (22),
{88), (39) definirten Summen, s die Constante (34). Man integrirt die
Gleichung (46), nachdem man sie mit (—1)*©; multiplicirt hat, in
Bezug auf die Variable » zwischen den Grenzen g und A und benutzt

die Gleichungen (45), um die Functionen y, ~% dy &y einzufithren,

daz*’ do
Hierdurch ergiebt sich fir y die Differentialgleichung
VRN (_' l}{«?Ll"’ dm__f_{_l o
(49) g By @t +

yzfeel (_ 1),/\ d
H2 s e =,

welche die m — ]} 1 ersten Ableitungen von y nach z und die !
ersten nach v enthilt. Durch [#—1};, [A—1]; werden die in (28) an-
gegebenen Producte bezeichnet. Die Gleichung (49) geht fiir [ =1
in (35), fir { == 2 in (43) dber. Im Fall ] = m Lefert die Gleichung
(49) die zu (35) analoge Differentialgleichung, welche aus letzierer
entsteht, wenn v und #, sowie % und 4 mit einander vertausché
werden,

Ausser diesen Dlﬁerenma.lglezchungen bestehen fiir y noch andere,

in denen Ableitungen von der Form xr x,‘ vorkommen. Aus der
Gleichung

.3
3%5 = (7‘*1)(1”1)17{“ ~— @ Prte s (U @) (Um0 2 ()2 e

folgt, wenn man dieselbe mit & — v, = w — » — (u—2), multiphieirt,
die Beziehung



Differentialgleichungen mit bypergeometrischen Intogralon, 3u
dy
(2=0) ot = A=) 3 (z—1) B¢
und analog ist
Ui
@—0) gy = (4 —2) 74— ded — (1) £ M. u. s W

Daher lassen sich, wenn man die letzteren Gleichungen anwendet, aus
(49) unmittelbar weitere Diﬁ‘erentialwleichunwen gewinnen, welche die

Differentialquotienten dfgx , dv d L etc. enthalten,

Kiel, im August 1888.



