
Ueber den Fundamentalsatz der Algebra. 

Von P. Gor~9.~*) ia Erlangen. 

]m Nachstehenden versuche ich, den zweiten Beweis, welchen 
5;auss (siehe Werke Bd. 3. p. "33--56) fiir den Fundamen~alsatz der 
Algebra gegeben hat: class jede 9anze, rationale algebraische ~'unc~tio~, 
,~.ine~" Variabeln x i~ li'neare Functiono~ zerftillbar i~,  in eiaigeu weseat- 
lichen Punkten zu vereinfaehen. Dabei unterdriieke ich der Kiirze wegen 
einige Ausffihrungen, die allgemein bekannt sin& Z.B.  beschr-~nke 
ieh reich darauf, den geibrderten Naehweis ffir Gleichungea mit reelten 
Coefficienten zu fiihren und bei ilmen die :Existenz iiberhaupt e/~,er 
Wurzel zu-zeigea. Andererseits mSgea die beiden S'~tze als bewiesen 
gelten: 

dass zwei Functionen, derea l~esultante**) versehwladet, einea 
gemein~amea Factor haben, und class eiae ganze Function nut 
auf eine Weise in Primfaetorea zerle~ werden kaan. 

Sei also 
f =  z" + a x  ~-~ + bx"-~  + . . . .  0 

eiue Gleiehung mit gegebenen reellea Co~fficieaten; yon ihr solI ge- 
zeigt werdea~ dass sic eiae Wurzel be~itzt. 

Wean n ungerade, ist dies uamittelbar deutlich, da f ( + ~ )  and 
f(--oo) verschiedcne Vorzeichen besitzen, und also eia Werth yon x 
existiren muss~ in welchem f sein Vorzeichen .~ndert~ also verschwindeL 

*) Vergl. Erlmlger Berichte, Mai I$76. 
r Ma Restfltante zweier Funet~onen 

f== aoxV-F atx "-1 + . . - ,  

~'ird bier und weiterkiu der Au~druck bezeichnet: 

% u  I a ~ . - .  
0 a ~ a t , . .  
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]st aber ~ eiae gerade Zahl, so werde, mit G a u s s ,  eine weitere 
Unterscheidung eingeffihrt nach der Multiplicit~t, in wr die Zahl 2 
als Factor in n enthal~en ist. Es werde angenommen, man babe be- 
felts den erforderliehen ]~achweis geffih~: 

1) ffir solche Gleichungen mit reellen Co~fficienten, deren Grad 
den Factor 2 in einer niedrigeren Potenz als die gegebene 
GraAzahl n enth~lt, 

2) f~r solche Oleichtmgea mit reellen Co~fficien~en, derea Grad 
kleiner als n ist und den Factor 2 in keiner hSheren Potenz 
als n enth~itt. 

Wir zeigen dann, dass unsere Behauptung auch f~ir die gegebene 
Zahl n richtig ist, und f'tthren damit den Beweis allgemein, indem er 
f~ir ungerades n bereit~ erbracht ist, dana also der Reihe aach flit abe 
Zahlen n gewonnen wird~ welche die 2 einmal als Factor enthalten, etc. 

Za dem Zwecke setze ich nun 
~ t  ,t  

f ( x +  u) = f(x) + uf '  (z) + y f (x) -~- . . . .  f(x) ,§ u~ 1 ) (z, u) 

und b~lde die Resultante der beiden Functionen: 

f(x) ,  .P(x, u) 
die als 

~ / ( z ) ,  P(x, u), 

bezeichnet werden mug*). Sie ist eine Function yon u yore Grade 
n (n- -1) ,  in welcher u ~ (~--~) den Co~ifficienten I hat. Sie ist zugleich 
Resultante der Faactionen 

f (x) + uP(z ,  u) ~- f ( x + u )  und P(x,  u), 

oder, da sie den Charakter einer simultanen Invariante besitzt, I~e.uul. 
tante der Functionen: 

f(x) und P ( x - - u ,  u) ~ 2)(X,--u); 
sie ist somit eine gerade Function von u, also eine ganze Function 

yon u: und als solche vom Grade ~-n__=.__~ 2 

Abet n- n - -  I besitzt den Factor 2 in einer geringeren poit~.nz als 
2 

die (gerade) Zahl ni es hat also 

*) D~es ist die erie Abweich~g v~n Gauss. Die ]~altaate, ~ie sie im 
Texte gebildet wird, be~fimmt, glei~h Null geaetzt, scblie~lich die Qw~drate der 
Wurzeldiiferen~a dex vorgelegten Gleiehung reep. die~e Difi~en~.ea seib~t. Gauas 
dagegea benutzt eiae ~llgemeiuere E~Ivente, deren Wur'~e]. 

~-.Aa~-{-B(a.-~-~)-{-C (vgL Gauss Seite 46) 
ist, uater ~, ~ zwei Wurzeln yon /', uuter A, ~B, C beliebige Oaasta~te ve~- 
standen. 
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aufgefasst als Gleiehung ffir u 2, oder aach als Gteichang f~ir u, nach 
Voraussetzungen (1) eine Wurzel. Bezeichnen wit dieselbe dutch v, 
so entsteht die Identit~t 

RI{*), e~.. ~) ~ 0, 
welche z e i ~  dass f(x) und JP(x, v) einen gemeinsamen Factor besi .tzen, 
dass also f(x) in Factoren zerfgllbar ist. 

Aus dieser Tha~sache kaun nun folgendermassen eiat~ch gefolgert 
werden, class f eine Wurzel besitzt, also schliesslich in llneare Factorea 
zerf~llbaf ist*). Ich unterscheide drei ~ l le .  

1) Der Factor, den f(x) mit P(x ,  4) gemein hat, sei reell, ~ g(x~ 
Dann ist 

f(x) ~- g(~) .  h(x), 
wo h(x) ebenfalls reell. Der Grad mindestens eines dieser Factoren 
enth~lt den Factor zwei in keiaer hSheren Potenz als n; dieser Factor 
ergiebt also~ nach Voraussetzung (2), gleieh Null gesetzt, eine Wurzel~ 
mad also hat auch f (x) -~-0  eine Wurzel. 

2) Der Factor, welchen f(x) mit P (x ,  v) gemein hat, sei ima~n~r 

gleich 9)(x) abet sein Grad kleiner als ~- .  So enth~lt f(x) selbstver- 

st~ndlich auch den conjugirt imagia~en Factor r Die beiden 
Faetoren ~,  ~ kSnnen ihrerseits einen reellen Factor gemein habea; dan~ 
hat man eiae Zerlegung yon f(x) yon der Art, die wit gerade betraehtet 
haben. Sind abet ~ ,  ~p relativ prim, so setze man einfach ~2.~---g(x) 
uad man hat wieder~ da f nat auf eine Weise in Primfactoren zerIeg- 
bar ist, 

f(x) = g(x) .  h(x),  
unter g,  h reelle Functionen verstanden, so dass auch dann der soeben 
entwickelte Schluss in Kraft trite. 

3) Der Factor~ welchen [(x) and ~P(x, v) gemein haben, sei ima- 

gh2~r, gleich ~(x), seLu Grad gleich n -~-- Bezeichnet dann wieder ~b(x) 
die conjugirt imaginRre Functs so braucht wiederum nur der Fall 
evSrtert zu werden, wo 9), ~ relativ prim sind und man far sie keiue 
weitere Zerlegang in niedere Factoren kennt. Dann /st**) also 

f(.) = ~(x). V@) 
und nun schliesse ~ fotgendermassen: 

Da ~(x) imagla~r~ so hat v einen complexen (nieht versehwin- 
denden) Werth: 

*) Man vergl, da, u die relativ umat~ndliche F.r6rter~.ng, deren G=uss bei 
~inem Beweise beda~ 

Ala ~eienten der h~chsten Potenz yon x in q~ und i/, seize ich die 1 
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Betrachten wir dana : 

f ( x + v )  = ~ ( x + v )  ~ ~o(~+v). 

Da f (x-{-v)  -.~ f (x)  + v .  P(x ,  v), so r f ( x + v )  ebenfalls den 
Factor r Mit Rlicksieht auf die Voraussetzungen, denea wir 9 ,  
unterwerfen durften, muss daher ~p(x) mit cp(x-}-V) oder mir 0(x-{-v) 
ident~sch sein. Aber der A asdruck q, ( x +  v ) -  r ha~ als Coiffficienten 

yon x ~ die GrSsse ve~chwindet also nichL Daher ist: 

q~ (x) ~-  ~p ( x + v )  -~ ~p ( x + a - ~ - i ~ ) .  

Ersetz~ man hierin x durch x --- a - ifl, ilndert ande~erseits das Ver- 
zeichen yon i, wodurch ~ in g, fibergehi, so entstehen die Relationen: 

( x - u - i ~ )  - ~ ,  (x), 
q~ ( x + a - - i ~ )  ~-. 0 (x). 

Mithin versehwindet tier kusdruck: 

und also der Co~iffieient yon x ~ in ihm~ d. h. not. Also ist a ~ 0 
trod die Fanction 

gndert ihren Werth mit i nicht~ hal also nut Teelle Co~fficienten, Ihr 
r 

Grad y besitzt den Factor 2 in einer niederen Potenz als n; mithin 

hat die Gleichung: 

nach Vo~ussetzung (1) eine Wurzel i ein Gleiches gilt ffir 9 (x ) -~ -0  
und also auch ffir f ( x ) ~  O. 


