10. Zwei Wirmeleittungsprobleme;
von O. Chwolson.

Actinometrische Studien fithrten mich zu den folgenden
beiden Problemen, deren Losung vielleicht auch sonst noch
practische Verwerthung finden dirfte.

L Problem. Stationiirer Wirmezustand eines geraden Kreis-
cylinders, dessen eine Grundfliche bestrahlt wird. KEs seien:
d die Linge des Cylinders, R der Radius des Querschnitts
(der Grundflachen), ¢ die Wirmemenge, welche von der Flichen-
einheit der Grundfliche » = 0 in der Zeiteinheit absorbirt
wird, % der Coefficient der inneren Wirmeleitung, A der
Coefficient der dusseren Warmeleitung an der bestrahlten Grund-
flache; p=¢/k; b =h/k; h, der Coefficient der dusseren Wirme-
leitung an der Seitenfliche und an der nichthestrahlten Grund-
flache (2 == 9); b, = &, /k. Die Temperatur des dusseren Raumes
sei gleich Null. Die stationiire Temperatur 7 eines Punctes,
der sich in der Entfernung 2 von der bestrahlten Grundflache
und in der Entfernung » von der Axe des Cylinders befindet,
geniigt der Gleichung:
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Der Gleichung (1) geniigt
(3) 7=2l“z‘6’_mim+ ﬂie-miz] T, (m;7),

i

wo T die Bessel’sche Function vom Grade Null ist. Die dritte
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Bedingung giebt, wenn man m; = z;/ £ und b, R = ¢ setst, die
Gleichung

(4) <5 Tl (zi) = T6 (zi)r

wo 7T, die Bessel’sche Function vom Grade eins ist. Fir
cinen Metallcylinder von nicht exorbitanter Dicke ist ¢ ein
kleiner Bruch; wir nehmen die Grammkalorie, das Centimeter
und die Minute als Einheiten. Ein Kupfercylinder (£, etwa
0,03, & etwa 30, also & = 0,001) miisste eine Dicke von
2 dm haben (2 = 10), damit ¢ = 0,01 wiirde.

Ich babe die Wurzeln der Gleichung (4) vor langerer
Zeit in einer anderen Arbeit!) untersucht und gezeigt, dass
fir die erste Wurzel ein sehr angeniherter Werth vermittelst
der Formel

8
o) A=)/

gefunden werden kann; der zugehorige Werth I (z,) ist gleich
16/(4 +c):. Die ferneren Wurzeln der Gleichung (4) sind bei
Metallcylindern in sehr geringer Abhingigkeit von ¢ und zwar
kann man setzen?) z, = 38,832, z; = 7,016, z, = 10,174,
5, = 13,324, z, = 16,471, z, = 19,616. Fir ¢ = 0,01 ist
z, = 0,141245.

Die zweite der (leichungen (2) giebt fir dic «; und f; die
Bedingung .
(6) B —mye "o B +mye " Bi=0.
Um die erste der Gleichungen (2) zu benutzen, muss man die
Constante p in eine Reihe nach den T, (m;r) zerlegen, was
sich nach bekannten Methoden3) leicht ausfithren lasst. Man

erhilt so die zweite Bedingung:
VA= m o 2P
(7) (b + mi) o + (b - ml) ﬂl = R? (_m;‘.' + b3 To (m; R)
Werden «; und 3; aus (6) und (7) bestimmt und in (3) einge-
setst, so erhalt man fiir /° endgiltig
- 2 o Fi@ T, (m;r)
®) y=2gh Sy

wo

. 1) 0. Chwolson, Mémoires de I'Acad. Imp. des Sc. de¢ St. Petersb.
(7) 37. Nr. 12. Cap. TII. p. 21—25.

2) L e p. 22

3) 1. ¢. Formeln (53), (56) und (67).
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(9) F; (J') = (mi + bl) ewi (8 —x) + (mi _ bl) e— ™ (8 —z)
und
(w)‘M=W”Wﬂ%mmww+mm+¢ww_

— (m; — B (mi—b)e” ™'}
Fir den allgemeineren tall, dass die nicht bestrahlte Grund-
flache cine andere “ussere Wirmeleitung (k,) besitzt, als die
Seitenfliche (k;), wiirde sich /" nur wenig andern. Statt 8,
wiirde &, = h, [k stehen: erstens in /}(z), zweitens innerhalb
der grossen Klammern in A;; J, wiirde verbleiben im ersten
Factor von ¥; und im Factor c=4, R.

Fiir eine unendliche bestrahlte Platte (/== on) von der
Dicke o lisst sich 7 als lineare Function von .« sehr leicht
bestimmen und zwar ist

1+ 00—

() il e e T N

In der That geht (8) fir R=co in (9) iiber.

Fiir Metallcylinder wird m, stets gross sein gegen iy, da,
wie wir oben sahen, z, gross ist gegen z,. Infolgedessen sind
in (8) alle Glieder (die Vorzeichen derselben wechseln) ver-
schwindend klein gegen das erste. Wir konnen also

-_ 2epFy (@) Ty (m, 7)
(12) V= %= BN
setzen, wo F, () und M, aus (9) und (10) gefunden werden.
Wir haben in diesem Falle nur die eine Wurzel z, =m, &
mit Hiilfe von (5) zu berechnen; der Werth von 7 (m, R)=T(z,)
ist oben ebenfalls angegeben.

I1. Problem. Variabeler Wirmezustand eines unendlich langen
Drahtes, der an einen Korper M gelothet ist, dessen Temperatur V,
ecine gegebene Function [(t) der Zeit ist, wolei f(0) =0 sein soll.
Es sei ¢ der Radius des Drahtes, » der Coefficient der inneren.
h der der susseren Wirmeleitung, § die Dichte, y die speci-
tische Wirme des Drahtes; 7 die Temperatur in einem Quer-
schnitt des Drahtes, der sich in der Entfernung x vom Kor-
per M befindet; @d¢ die Wiarmemenge, die in der Zeit d7
aus dem Kérper A in den Draht fiiesst. also @ die Intensitit
des ibergehenden Wirmestromes. Setzen wir a? = x/3y und
b=2kfoBy, so muss 7 der Gleichung
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(13) G = g T bV
geniigen.!) Die Grenzbedingungen lauten
(14) (M) =0 (7)="7V,=Ff().
t=0 w=10 :
Ferner ist
-
(14) @=—nox(57)

x=0
Setzen wir mit Poisson /= Ue~¥¢ so erhalten wir fir U/
(Gleichungen, deren Liosung Riemann?) gegeben hat. Fir /
finden wir den Ausdruck

o

ba?
L 2\ T dap TV
(16) / 'anf (f—— 4,“2#0 ir

2a}t
Fithren wir die neune Variable 1 = #/2ay ein und beachten
wir, dass f(0) = 0 ist, so- wird
Vi
o

(17 (M)j - a]infe-“f{bf‘(w—ﬂ)+/"<t—ﬂ)}dz-
0

Diese Formel gibt fiir jede Function f(z) mit Hiilfe der
Formel (15) die Intensitit ¢ des aus dem Korper in den
Draht iibergehenden Wirmestromes.

Bezeichnen wir mit /4 die fictive dussere Wirmeleitung,
durch welche die Anwesenheit des Drahtes ersetzt gedacht
werden kann, so ist ¢ = 7%/, H und folglich

« (0T
(18) H o= — T(m)
x=0
Bei der Ausrechnung von (17) wird man wohl meist auf

das Kramp'sche Integral stossen. Setzen wir
k

9 2 [ e-mdi = wk.
(19) ﬁf i = o)

0
1) Poisson, Théorie mathematique de la chaleur. Paris 1835.
p- 264, Formel (19).
2) Ricmann, Partielle Differentialgleichungen. p. 131. Braun-
schweig 1869.
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Die ausfithrlichste Tabelle dieses Integrals ist von A. Markoff?)
berechnet. Am Ende der unten citirten Schrift sind die Werthe
von (k) angegeben (p. 91—98).

Es sei beispielsweise

(20) Fo=1t)= A1 —e ).
Aus (17) erhidlt man

(21) 7A) —l/i{m (Vbt)— |/1 (,,-mm (Yo —+ mt)

(15) und (18) ergeben dann ¢ uund //, wenn man fir 7
noch (20) einsetzt.

Der Draht sei aus Kupfer und 1 mm dick; es ist
0=005, x=30, A=003 p=89, y=0,094,
also b = 1,44; es sei ferner m = 0,3 (die Einheiten sind Gramm-
calorie, Centimeter, Minute). Der Ausdruck in den Klammern

in (21) wird 7
w(1,2Y¢) — 0,886 e " @(1,063)¢)
und lisst sich leicht fiir jedes ¢ mit Hiilfe der oben erwiithnten
Tafeln berechnen. Es ist
t= 1 2 1 2 3 4 oo Min.

16

f=804 346 2098 264 228 216 210 200.
St. Petersburg, November 1893.

1) A. Markoff, Table des Valeurs de I'Integrale fe— " dt. St Peters-
burg 1888. k





