
10. Mag n u$, quclquls thoortmea de g&m&rie. lS5

10.
Quelques theoromes de geometrie*

(Par Mr. L. J. Magnus ä Berlin.)

Uans im article inser£ p· 51. du present volume j'ai donno ime methode,
pour tirer de tbooremes connus sur des coniques des autres theoretnes sur
des lignes courbes du meme degr& Mais la meme metbode suffit pour
tirer de ces meines theoremes connus des theoremes sur des coürbes d'dn
degro plus eleve ; et corame lapplication de la methode ria aucune difficnlt^,
je me borne seulement ä en donner quelques r^sultats qui se rapportent a
des courbes dont les geometres se sont occup^s deja depuis tant de siecles»

Soient donnees
1°· une cardioide dont l'equation en coord. rect. est

T. une cissoide dont lequation en coord. rect. est
(/ + «*)*— «yr* = 0;

3°, une lemniscate dont l'equation en coord. rect* est

Designons le point de rebroussement de la cardioide, celui de la cia&oide,
et le centre de la lemniscate par /?t. ; f

I. Soit elev^e au point de rebroussement pt de la cardioide une
perpendiculaire D a Taxe des abscisses. Soit p un point quelconque de
la courbe, tirez la corde p p, 5 ^levez par son point milieu une droite per-
pendiculaire ä cette corde qui coupera en g^neral la droite D dans un
point y , joignez p et y> enfin nommez m et les droites qui divisent en
deux parties egales les angles formos par les droites py et pp*} de cee
droites m et n l'une sera la tangente et lautre la normale de la oourbe
au point p.

. Soient $ev£es deux perpendiculaires D, D' faxe de la ci*+
seide, Tune par le point de rebroussement />4 et lautre par ^e,pmn|t ̂
Faxe dont Fabscisse est egale a 2 ÖT. De meme sojent elev^es 4 ^ P61 ·̂
pendiculaires D, D' a laxe de la lemniscate par deux point» de cettQ axe
dont les abscisses sont egales respeotivement
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130 10^ SJagnus, qnelqites tJaf r^mes de gvom&rit.

Sott p un point quelconque de l'une de ces deux eourbes, tlrez la
eorde ρριφ έΐβνοζ par son point miMeit une droite perpendiculaire Λ cette
corde, cpii eoupera en gjenoral les deux droites D9 D1 en deux points y
et <7 t , joignez py et p f i 9 enfin nomraez in et /z les deux droites qui
diviseat en deux partiee Egales les angles formte par les droites p<jyp<li>
de eee droites m et n Γιιηβ sera la tangeiite et l'autre la normale de la
courbe au point p·

III. Si par im point fixe p prie arbitrairement dans le plan de
l'une de ces trois jcourbes ci-dessus nommees et par le point pl OH fait
passer un cercle C\ 9 il coupera la eourbe tont au plus encore en deux
points « «t b. S i de plus on decrit deux cerclee CT

2, C3 passant tous deux
par le point pl 9 dont Tun touche la courbe au point a et l'autre au point
A, cee deux /cepjle^ G*9 €5 se couperont en un seeond peint f. Si ensuite
on fait varier le rayon du cercle C19 les rayons des cercles €2, €3 va-
rieront aussL Alors le point y 4ecrlra une courbe qui sera un oerele pas-
sant par le point #,*

IV. R^ciproqiiement^ si Ie 45eeond point dlntersectidn 7 de detix
cercles C^ C3 qui passent |>ar le point pl et iont Tun touche une des
trois courbes en uu point a et lautre en un pomt b, se meut sur une
circonf rence d'un cercle fixe qui passe par le point /v tous les cercles
qu'oii peul faire passer par las deux poiuts variables β et ύ et par le point
fixe PI. iront passer par un second pqint fixe p.

T· jjSj Γόη prend sjw? u^e des trois m rbes deux points quelcon-
ques pt) PS) et que ps^r ces points .oji decrive une suite de cercles: cha-
cun de ces cercles Coupera la courbe taut au plus encore en deux points
a b. 0r^ si Γόη d^ciit une npuvelle suite de cerdes dont chacun passe
pjar Je poipt,^ et par uije couple de poiats a, ύ: tous les cerclee de eette
syite ^e toucberont au point />t.

V^. Si 1*0$ decrit u^ cercle jp^ louchaiit june des trois courbes en
un point quelconque p de maniere qu'il ait deux autres points y9 ^ de
coiranun avec cette courbe, sj par les points %, fr et /?4 o» fait passer
un se ond cercle Ct, et par les points p et p^ un troisienje cercle C3 ψά
toucfoe teJ erdle (7a a pbmtyi/; c«e troi^ieine cercle £73 coupera la courbe
toit ^ ^lus meore ^ti un jpoint f?. 0rr si j'an · decrit uipi quatrieme
CCT le €4 pass nt par los points /» et ^3 et toucbant le cercle C\ au point
^, ce cercle ,£?4 scra le eerole oeculateur de la courbe au point p.
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VII. Soient αί9 a29 a39 α4, a6, 06 ~six points pris arbitrairement
»UP une des trois courbes, Si Γόη decrit six cercles ρίαιαΛ9 ρ^2α39

Ρι s <*4, pl 04 flr5, p, 5 a6, /?, 06 0, qui passent par le point pv et qui joignent
respectivement cfetix points consecutift sur lacourbe: le second point d'in-
tersectkm du lier et du 4ln% celul du 2lne et du 5Me et ofelui du 3ine et du
6me seront eitues sur Ia irconf rence d'un cewle qui passe 'ρέι^ le poi t /> t.

VIII. Soient «!, αβ, cr3, dr4, a5, r?6 six points pris arbitrairemeni;
tiup une des Tirols courbes. Soient decrit six cercles C19 Ca, . . . <76 qui
passent par le point pt et cjptf'f eh'ent la courbe respectivement aux points
al9 a29 . . . e6,;et soient desi^ies les deuxiemi ^ points dlnleirsection Aes
cercles consecutifs par bl, &29 · . · £6. Si Γόη decrit les trois cercles
Pi *i ^4 > Pi b* b$, />1 63 o qui pass nt par le point p^ et qui joignent respec-
tivement les points bl et 4 , b2 et 5, £3 et 6: ces ti* is cei-cles aurout
un m nlie seefond point d'mtersection.

Le theoreme suivant est egalement un resiiltat de l'applicatlon de
n tre methode.

Soient S et S deux spirales logarithmrqiies egales, situees dans un
meme plan^ ayant ie meine pole A et faisant leurs revolutions en sens
contraire. Designons une revolution quelconque 'de la spirale S par r0,
les revolutions exterieures qui suivent la revolution r0 par rl9 r29 r3 etc.,
et les revolutions interieures qui la precedent par r_ t , r^ 9 r_3 etc. De-
signons de plus une revolution quelconque de Ia spirale S par ξο9 les re-
volutions interieures qui precedent la revolution £0 par ξι9 ξ29 ξ3 etc., et
les revolutions exterieures qui la suivent par ς^ 9 £_*, ^_3 etc.

Cela pose^ si Γόη tire une droite quelconque dans le plan des deux
courbes, eile coupera une infinite de revolutions de la spirale S9 et cha-
cune d'elies en deux points. Si Γόη designe les deux points d'intersee-
tion de cette droite et de chacune de ces revolutions respectivement par
«o> bQ$ ,, At; a„l9 b^j a29 b2; etc., si Γόη joint le pole A et chacun
de ces points d'intersection par des droites qu'on imagine etre prolongees
indefiniment au dein de ces points d'intersection; chacune de ces droites
coupera chacune des revolutions de la spirale Σ en un seul point. Si Γόη
designe le point d'intersection de la droite Aam ou Abm et de la rovolu-
tion ςη par #m>n ou m>7 t , on peut former une infinite de sories de points
d'intersection, dont chacune est composee d'une infinite de points &m ,n>

m)„ de sorte que les indices m, n des points d'une meme serie ont une
Crelle's Journal d. M. Bd. IX. Hft. 2. 18
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difference constante. Tons les points de chaque serie feeront situes sur
une meme circonference tTun cercle, et tous ces cercles so toucheront
au point A.

R^ciproquement, si Γόη decrit im cercle par le pole A9 il coupera
une infinite de revolutkms de la spirale S, et chacuue d'elles en deux
pointe· Si Γόη designe les deux points d intersectiou de ce cercle et de
cbacune de ces revolutions respectivement par c0> dQ; cl9 rft; c^, ά^>
CD di', etc.; si Γόη joint le pole A et chacun de ces points d'iutersec*
tion par des droites, qu'on imagine etre prolongees indefiniment au dela
de ces points d'mtersection: chacune de ces droites coupera chacune des
rerolutious de la spirale Σ en im seul point. Si Γόη designe le point
d'intersection de la droite Acm ou Adm et dela revolution ςη par ym)n ou
im,n> on peut Former une infinite de series de points d'intersection, dont
chacune est composee d'une infinite de points ym > n> ^,n> de sorte que les
indices my n des points d'une meme serie ont une difference constante.
Tous les points de chaque serie seront situes sur une meme droite, et
toutes ces droites seront paralleles entrelles.
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