Ueber die Flachen vierter Ordoung mit dreifachem Punkte.
Von

Kart Romx in Leipzig.
(Mit 2 lithograph. Tafeln).

Einleitung.

Die Flichen dritter Ordnung haben beveits eine vicltache Behand-
lung erfahren und sind unter verschiedenen Gesichtspunkten betrachtet
worden, sei es, dass man von der geometrischen Brzeugungsweise aus-
ging, sei es, dass man ihre (leichung in eine Normalform — eine
Summe von fiinf Cuben gleich Null — brachte, oder sei es, dass man
die Specialisirungen betrachtete, welchen man die allgemeine Flichen-
gleichung unterwerfen kunn. In dem letzteren Sinneistalserste umfassende
Arbeit die von Schliitli*) in den Philosophical Transactions zu nennen,
worin er alle bei einer Fliiche dritter Ordnung iiberhaupt mdglichen
Singularitiiten Dbestimmt, und die verschiedenen Flichen, welche so
entstehen, aufziihlt. In demselben Sinne sind anch schon bei Flichen
4, Ordnung einige Untersuchungen angestellt worden, jedoch be-
schriinken sich dieselben aut Flichen mit Doppeleurven und aut Flichen
mit zehn oder mchr Knotenpunkten; aber auch hier sind die Unter-
suchungen noch ganz mangelhaft, so dass man nicht einmal die Glei-
chungen der verschiedenen Flichen mit 13, 12, 11 oder 10 gewohn-
lichen Knotenpunkten kennt. Nur die Gleichungen und verschiedene
Eigenschaften der Flichen 4. Ord. mit 16, 15 oder 14 gewdhnlichen
Knotenpunkten sind bekannt. Man findet solche Untersuchungen bei
Kummer**) und Cayley,***) sowie was die Flichen mit 16 Knoten-
punkten betrifft bei mir. )

In dieser Abhandlung soll nun dasselbe Ziel fiir die Flichen 4. Ord.
mit dreifachem Punkte erstrebt werden, welches sich Schlifli bei

% Schlifli, Phil, Trans. of the R. Soc. of London, 1863, v. CLIII, p. 198.
#**) Kummer, Ueber die algebraischen Strahlensysteme, Berl. Abhandl
1866, p. 1; ferner: Flichen 4. Ord., welche von einer Schaar von Fliichen 2. Gr.
eingehiillt werden, Berl. Monatsber. 1872, p. 474,
=%} Cayley, First, second and third memoir on quartics, Proc. of the Lond.
Math. Soc, IIT 19. 198, 234,
4) Die verschiedenen Gestalten der Kummer’schen Fliche, Math. Annal
Bd, XVIII, p. 99. Andere Citate finden eich weiterhin im Texte.
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den Flichen 3. Ord. a. a. O. gesteckt hat. Es handelt sich also eines-
theils um die Specialisirungen des dreifachen Punktes, andertheils am
die Singularititen, welche noch ausserdem auftreten kénnen. Zugleich
mit der Erledigung dieser Fragen werden auch die gestaltlichen Ver-
hiiltnisse™®) der auftretenden Flichen ins Auge gefasst; besonders wird
immer auf die Projection der singuléren Punkte und ihrer Umgebung aus
einem beliebigen Raumpunkte Riicksicht genommen. Ausserdem sind
noch einige Untersuchungen iiber hierher gehtrige Flichen eingestreut,
welche ein besonderes Interesse bieten; ich erwihne z. B. die Special-
fille des Symmetroids. Es mag hier nebenbei darauf aufmerksam ge.
macht werden, dass ein Theil der nachfolgenden Betrachtungen sich
direct auf Flichen n'*r Ordnung mit (» — 1)-fachem Punkte iibertragen
lassen. Insbesondere kann man die ganzen Resultate, welche Schlafli
fiir die speciellen Fiichen 3. Ord. (Flichen, welche irgend welche
Singularititen aufweisen) gegeben hat, #usserst einfach mit der hier
angewendeten Methode gewinnen, wenn man von der Klighe 3. Ord.
mit einems Knotenpunkte ausgeht.

Die Abhandlung beginnt mit einigen allgemeinen Betrachtungen
fiber unsere Flichen. Dann werden die Singularititen der Fliche,
welche ausserhalb des dreifachen Punktes auftreten k6nnen, untersucht
unter der Voraussetzung, dass der dreifache Punkt ein allgemeiner ist.
Hieran schliesst sich eine Beleuchtung der Realitits- und der gestalt-
lichen Verhiltnisse dieser Flichen an. Weiterhin werden die Flichen
behandelt, deren dreifacher Punkt ein specieller ist, worauf die Unter-
suchung zu Flichen tibergeht, deren dreifacher Punkt von einer singu-
ldren Geraden durchsetzt wird, um mit den Flichen mit einer drei-
fachen Geraden zu schliessen. Ueberall sind die entsprechenden ge-
staltlichen Untersuchungen beigefiigt. Das letate Capitel endlich
beschiiftigt sich mit den Realitéitsverh#ltuissen und den Specialisirungen
der Steiner’schen Fliche.

Einiges iiber die Curven auf der Fliche, derem Ordnung die Zahl 5
nicht iibersteigt.

1) Man hat ganz allgemein fiir Flichen x. Ordnung mit einem
(n — 1)-fachen Punkt die Bezeichnung Monoide eingefithrt, und so
werden wir auch unsere Flichen kurz als Monoide 4. Ord. bezeichnen.
Ihre Gleichung léisst sich in der Form schreiben:

f=(zye); + o(zys), = u, -+ ou, =0,
w0 %y == 0 und u, = O zwei Kegel von der dritten resp. vierten Ord-

*) Vergl. meine Note in den Berichten der kénigl. Siichs. Gesell. der Wiesen-
schaften vom 28, Januar 1884, welche iiber die gestaltlichen Verh#ltnisse einer Fliche
in der Umgebung eines x-fachen Punktes handels.
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nung mit dem gemeinsamen Scheitel 2 = y = # = O bezeichnen; die
Zahl der Constanten in dieser Gleichung ist 24. Der Kegel u; =10
stellt den Tangentialkegel im dreifachen Punkt der Fliche dar; der
Kegel u, = O schneidet den letzteren in 12 Geraden, welche der Fldche
gans angehdren, wir nennen sie die 12 Hauptgeraden unserer Fliche.
Von diesen 12 Geraden konnen 9 beliebig angenommen werden, die
3 tibrigen liegen alsdann auf dem durch die ersteren bestimmten Kegel
3. Ord. Zwei von diesen 3 Geraden kann man noch beliebig auf dem
Kegel 3. Ord. wihlen, wihrend die letzte Gerade dadurch eindeutig
bestimmt ist, da nach einem bekannten Satze von den 12 Schnitt-
punkten einer Curve 3. Ord. mit einer Curve 4. Ord. eimer durch die
andern eilf mitbestimmt ist. Die Wabl der 12 Hauptgeraden unserer
Fliche absorbirt demnach von den 24 Constanten 20. Nimmt man
nun noch 4 nicht in einer Ebene liegende Punkte an, durch welche
unser Monoid hindurchgehen soll, so ist dasselbe vollkommen bestimmt;
denn man kann sofort die Schnittcurven in den Ebenen durch je drei
der vier Punkte angeben.

2) Die 12 Hauptgeraden des Monoids bezeichnen wirmit ¢,, g5,..,9125
sie bestimmen zu je zwei 66 Ebenen, deren jede die Fliche noch in
einem Kegelschniilte schneidet, sie seien Kz, Kys, . . ., Kuje. Diese
Kegelschnitte schneiden sich alle in dem dreifachen Punkte der Fliche;
ferner schneiden sich je zwei derselben, die keinen Index gemein
haben noch in einem weiteren Punkte.

3) Legt man durch 5 Hauptgeraden einen Kegel 2. Grades, so
schneidet derselbe noch eine Curve 3. Ord. C; aus, welche einfach

durch den dreifachen Punkt verliuft. Es giebt EI—%L—:—OIQE—S— = 792

solcher C,, welche man durch 5 Indices zu bezeichnen hat. Nimmt
man irgend zwei C, mit vbllig verschiedenen Indices, so schneiden sie
sich in 5 Punkten; man kann desshalb durch sie eine Fliche 2. Grades
legen, welche noch denjenigen K, ; aus dem Monoid ausschneidet, der
mit ibnen keinen Index gemein hat.

4) Je 4 Hauptgeraden bestimmen ein Biischel von Kegeln 2. Ord,,
welche aus dem Monoide ein System von Curven 4. Ord. mit Doppel-
punkt ausschneiden. Die Doppelpunkte derselben liegen in dem drei-
fachen Punkte des Monoids, und es schneiden sich diese Curven ausser-
dem nirgends mehr, so dass sie das ganze Monoid einfach und liickenlos
tiberdecken, Solcher Curvensysteme giebt es 495; sie sind durch 4
Indices zu bezeichnen, Ebenso findet man 495 Systeme von Curven
4. Ord. ohme Doppelpunkt, wenn man durch 8 Hauptgeraden ein
Biischel von Kegeln 3. Ord. legt; sie sind charakberisirt durch 8 In-
dices. Alle Curven irgend eines der. letzteren Systeme berithren sich
im dreifachen Punkt, sonst aber treffen sie sich nirgends. Zu jedem
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System von Curven 4. Ord. mit Doppelpunkt gesellt sich eln System
von Curven 4. Ord. ohne Doppelpunkt, und zwar gehOren lmmer zWel
solche Systeme zusammen, welche alle 12 Indices erschopfen.

Jede Curve des einen Systems liegt mit jeder Curve des zuge-
horigen Systems auf einer I'liche 2. Grades, sie schneiden sich ausser
im dreifachen Punkt noch in 6 beweglichen Punkten; durch jeden
Punkt unserer Fliiche geht so eine einzige Curve aus jedem System.
Die beiden Erzeugenden einer solchen Fliche 2. Grades durch den
dreifachen Punkt liegen auf dem zugehorigen Kegel 3. Ord.

5) Nimmt man 6 von dep Hauptgeraden der Fliche zu einfac.hen
und eine siebente zur Doppelkante eines Kegels 3. Ord., so SChnﬁldet
derselbe eine Curve 4. Ord. zweiter Species aus, deren es Hb4d giebt.
Durch diese Curve kann man eine Fliche 2. Gr. legen, welche natiir-
lich die Doppelkante enthiilt und noch eine der obigen Curven 3. Ord.
ausschneidet; beide Curven treffen sich im dreifachen Punkte und noch
in 6 weiteren Punkten. Man erhilt ferner eine Curve 5. Ord., wenn
man 5 Hauptgeraden als einfache und 3 weitere als Doppelkanten
eines Kegels 4. Ord. wiihlt, und deren giebt es 27720; eine solche
Curve hat die drei Doppelkanten zu dreifachen Secanten. Endlich
findet man doppelt unendlich viele Systeme von Curven 5. Ord., wenn
man durch die oben gefundenen Raumcurven 3. Ordnung Flichen 2.
Grades legt; diese Curven haben einen Doppelpunkt.

6) Ein Monoid 4. Ord. kann auch gerade Linien besitzen, welche
den dreifachen Punkt nicht entbalten; dann muss die Ebene durch
diesen Punkt und die Gerade noch drei Hauptgeraden ausschneiden.
Das Monoid besitzt aiso so viele weitere Geraden, als es Kbenen giebt,
welche drei von den Hauptgeraden enthalten. Die Frage nach der
Maximalzahl dieser Geraden ist also #quivalent mit der Frage: Wie
oft konnen die 12 Hauptgeraden, d. h. die 12 Schnittgeraden eines
Kegels 3. Ord. und eines Kegels 4. Ord. zu drei in einer Ebene liegen ?
An Stelle der Kegel kann man auch zwei Curven 3. und 4. Ordnung
nehmen und untersuchen, wie oft die 12 Schnittpunkte zu drei auf
einer Geraden liegen kbnuen. Zu einer Curve 3. Ord. gehdrt aber ein
ganz bestimmies elliptisches Integral «, welches eindeutig auf der Curve
ausgebreitet werden kann.*) Bezeichnen wir die Perioden dieses Inte-

grals mit © und i@ und die Parameter der 12 Schnittpunkte mit
12

@iy @yy oo -y @y, sO besteht die Relation Eai =0 (mod. & + iw).
1

Sollen nun drei Schnittpunkte auf einer Geraden liegen, so muss die

*) Harnack. Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die
Geometrie der Curven 3, Gr, Math. Annal. Bd. 1X, p. 1.
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Summe jhrer Parameter congruent Null sein mod. Perioden, Wihlen
wir also die 12 Punkte:

o ey W fe

al = O’ a2 == -:)—’ a,’ — —5_., (l4 p— R 2,;,, -y
@ © @ to @ iw

Ay = 5 Og= ~ 4, Q= T+ 5T G “_—7;-}——1;,
o w © o ©® Iy

Uy = — -0y Gg= &, Oy =—-3F 5 ay= )

80 liegen 19 Mal drei auf einer Geraden, und das ist ersichtlich das
Maximum. Wir haben so das Resultat gewonnen: Schueidet die Curve
4. Ord. u, = (zy2), = 0 die Curve 3, Ord. u, = (xy2); = 0 in ikren
drei reellen Wendepunkten sowie in den Beriihrungspunkten der Tangenten
aus diesen Wendepunkten, so besitzt das Monoid u, + ou, = O noch
19 reclle Geraden, welche wicht durch den dreifachen Punkt gehen.

1. Die Gruppirung dieser Geraden, die wir durch drei Zablen
bezeichnen miissen, ist die folgende. Durch die Gerade 1,5, 9 gehen
drei sechstactische®) Ebenen; eine dieser drei Fbenen enthilt die Ge-
raden 2, 3,4; 6,7,8; 10,11, 12, durch welche keine weitere sechs-
tactische Kbene geht. Die beiden andern Ebenen durch die Gerade
1, 5,9 schneiden die Geradentripel 2,7, 12; 3, 8,10; 4, 6, 11 resp.
2,8,115 3,6,12; 4,7,10 aus, und durch jede Gerade eines Tripels
geht noch je eine weitere sechstactische Ebene hindurch. Jede der
drei sechstactischen Ebenen des ersten Tripels schneidet jede Ebene
des zweiten Tripels in einer Geraden, welche ebeufalls auf der Fliche
liegt: es sind dies die 9 Geraden: 1,6, 10; 1,7, 115 1, 8, 12; 5, 2, 10;
5,3,115 5,4,12; 9,2,6; 9,3,7; 9,4, 10. Es gicht also im Ganzen
9 sechstactische Ebenen. Ausserdem giebt es 9 fiinftactische Ebenen,
welche aus der Fliche je einen Kegelschwitt wnd zwei Geraden aus-
schneiden. Durch jede der zuletzt erwihnten 9 Geraden geht eine solche
Ebene und darch jede Gerade des Tripels: 2, 8, 4; 6,7, 8; 10, 11, 12
gehen drei. Bekanntlich schueiden sich bei der Curve 3. Ord. die
drei Geraden 2, 3, 4; 6, 7, 8; 10, 11, 12 in einem und demselben Punkte,
folglich muss dieses auch mit den beziiglichen Geraden auf der Fliche
geschehen; und es schneiden sich also die 9 fiinftactischen Ebenen in
demselben Punkte der Fliche. Die Gleichung dieser Fliche kann, wie
man leicht zeigt, auf die Form gebracht werden:

(2+y+2°+ ozys + o(x—y) (y—2) (¢ —~2) (x+y-+2 =0.

Es braucht kaum hinzugefiigt zu werden, dass die Zahlen der zu
Anfang angegebenen Curven sich indern, wenn das Monoid Geraden

¥) Ebenen, welche eine Fliche sechs Mal beriihren; bei der Fliche 4, Ord.
sind das Ebcnen, welche 4 Geraden ausschneiden.
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oder Kegelschnitte oder Raumcurven 3. Ord. beSitZt_’ welch'e l(;l.Ch:
durch den dreifachen Punkt gehen; jedoch unterlasse ich es hier dies
Acnderungen, die sehr einfacher Natur sind, anzugeben.

Die Singularititen des Monoids, welche ausserhalb des dreifachen
Punktes liegen.

8. Die Betrachtungen, welche in diesem Capitel an.gestc'ellt wer-
den, werde ich in einer solchen Form geben, dass sie sich zrum
grossten Theil direct auf Mouoide #. Orduung iibertragen lassen. Zu-
vorderst 1st es klar, dass die Verbindungslinie eines Knotenpantes
der Fliche mit dem dreifachen Punkte auf der Fléicl?e selbs.t heg?n,
d. h. eine der 12 Hauptgeraden sein muss. Aber weiter ergiebt sich
sofort, dass auf einer solchen Geraden nur dann ein Knotenpunkt
liegen kann, aber auch liegen muss, wenn eine der ibrigen 11 Ge-
raden mit ihr zusammenfillt. Zur bequemen analytischen Behandlu.ng
machen wir den dreifachen Punkt zum Eckpunkt 2 =y == 0 und eine
der 12 Hauptgeraden zur Kante 2=0, y==0 des (Coordinatentetraeders.

Die Gleichung der Iliche erhilt dann die Gestalt:

f=wu, + u = w(zys), 4 (xyz), =0
wobel (xy2); = 0 und (zyz), = 0 fir den Werth x =y =0.

Sollen nun zwei der 12 Hauptgeraden wit der Kante z=0, y=0
zusammenfallen, so miissen sich die beiden Kegel u; =0, u, =0
daselbst berithren, was durch die Gleichung:

91_1, 'Q}‘L . 8“‘ . 3u4

gz "oy dx T oy !
gebildet mit den Werthen

z=0,y5=0 g=12,
ausgedriickt wird. Die Coordinaten eines Knotenpunktes miissen aber
den vier Gleichungen genfigen:

ar By ey o . o 2% Qu
bz =% T = G =W+ =0,
of _ 4 0% ous oy —

iy w 2y + "5y 0, 2w ug =0,

Ein Punkt # == 0, y = 0, w = g# befriedigt zunichst nur die beiden
letaten Gleichungen; da jedoch fitr z == 0, y = O die beiden ersten
Gleichungen identisch werden und sich abgesehen von dem Factor PN
auf eine lincare Gleichung zwischen w und 2 reduciren, so wird o
dadurch eindeutig bestimmt. Man erkennt also aus diesen Gleichungen,.
dass das Monoid einen Knotenpunkt besitzt, sobald sich die Kegel
4y =0, u, = O beriihren; man erkennt-aus denselben aber auch das
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Umgekehrte, dass sich die Kegel berithren, wenn das Monoid einen
Knotenpunkt besitzt.

9. Es soll nun bewiesen werden, dass das Monoid einen biplanaren
Knotenpunlt B, von der Ordnung »*)} besitat, wenn die Kegel u; =0,
u, = 0 eine Berithrung von der Ordnung (% — 1) eingehen, d. h. wenn
sie x consecutive Kanten gemein haben. Wir benutzen zu diesem Be-
weise wieder die obige Gleichungsform, und miissen zeigen, dass von
den 36 Tangentialebenen durch eine beliebige Gerade I an unsere
PFliche % mit der Ebene durch ! und I, zusammenfallen. Nehmen
wir also als Gerade I die Gerade y = 0, w =0, so ist zu zeigen,
dass % von den 36 Schnittpunkten:

f=o0, 2L o, o _y

Iy Pw T
in den Knotenpunkt B, hineiufallen.
Die Curve:
of __

or. Ous 0w el s
v =Yy T oy =0 w0

lisst sich durch die beiden Potenzreihen darstellen:
z=ay+ by by, w=o+ ey ¥t
indem wir bei diesen Entwicklungen dem 2z den constanten Werth 1

beilegen. Die erste dieser beiden Reihen ergiebt sich unmittelbar

aus 4, = 0, die letzte folgt dann aus: w = — —ad%‘ : %’;‘ , Wenn man

hierin fiir z jene Potenzreihe substituirt und 2= 1 annimmt; das
constante Glied erhilt dann den schon oben bestimmten Werth .
Setzen wir nun in die linke Seite der Gleichung des Mouoids fir
und w ihre Potenzreihen ein, so verschwindet wu; identisch und es
bleibt nur w,, gebildet mit & =ay -+ by’ + -, dbrig, so dass
man erhilt: w,— Ay +By*+ -+ Ky*- Ly~ Wenn aber
der Kegel uw, = 0 den Kegel u; = 0 lings der Kante =0, y =0
von der Ordnung % bériihrt, so miissen in dem Ausdruck fir u, diek — 1
ersten Glieder wegfallen, so dass u, = Ky* + Ly~ + ... wird
Somit ist gezeigt, dass durch Einfilhrung der Potenzreihen von z und
w in f dieses tbergeht in: f= Ky* 4 Lwt 4 -, wodurch der
verlangte Beweis gefiihrt ist. '

10. Bs eriibrigt uns nur noch das singulire Ebenenpasr des
Knotenpunktes anzugeben. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass
die gemeinschaftliche Tangentialebene der beiden Kegel lings der
Kante £ =0, y=0 mit der Ebene 2 =0 zusammenfillt, Dann

¥ Eg ist dieses ein Knotenpunkt, der die Classe der Fliche um x Ein-
heiten erniedrigt. Vergl. wegen des Folgenden meine Arbeit dber biplanare
Knotenpunkte, Math., Ann. Bd. XXII, p. 124.
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kommen zu den Bedingungsgleichungen (002), =0 und (002), == 0
noch die neuen (%%3): 0 und (—% =0, wo die Klamm.ern aus-
driicken sollen, dass auch hierin £ =0, y =0 zu setzen ist. Die
Gleichung des Tangentialskegels im Knotenpunkte: # =0, y =0,

w == g2z wird alsdanp:
2(Z0) 4 (_gfy?;) +2zy osz%) +202(52L) +220(28) <o

er beriihrt die Ebene x =0 lings der Kante x =0, y = Os Ein
Osculiren der beiden Kegel u; = 0, u, = 0 lings der Kante z = 0,
y = 0 drtickt sich durch die Gleichung aus:

(5e)(G2)- () () o,

. oy Pt 52u dus . ( Ou
Es ist aber (%;‘-) =9 (3;;3) + (023/;) und @ = — ( m‘ ) : —a?z_),
es verschwindet also vermige der neuen Bedingungsgleichung der
Coefficient von y* und der Tangentialkegel zerfillt in das Ebenenpaar:

0 =0, a(gh)+20( L) +2:(GIL) +2w(%) —o.

Die Ebene z = 0 beriihrt das Monoid lings der Geraden z.= 0,
¥ =0 und schneidet aus demselben noch einen Kegelschnitt aus, der
durch den dreifachen und den Knotenpunki hindurchgeht; die andere
singulire Ebene schneidet eine Curve 4. Ord. mit dreifachem Punkte
aus, Geht der biplanare Knotenpunkt in einen B, iber, so berithrt
der Kegelschnitt in der Ebene z = 0, und ebenso ein Ast der Curve
mit dreifachem Punkt, die singulire Gerade. Diese Verhaltnisse bleiben
im Allgemeinen auch noch fir einen B,, By, ..., B,, bestehen.

11. Im Anschluss an das Vorhergehende ist noch zweierlei zu
erwiihnen. FErstens erkennt man, dass die beiden singuldren Ebenen
nicht zusammenfallen kénnen, wenn nicht das Monoid eine Doppel-
gerade durch den dreifachen Puukt erhalten soll, eip Fall der erst in
einem spiteren Capitel seine Erledigung findet. Das Monoid kann
also keinen uniplanaren Knotenpunkt besitzen, der nicht auf einer Doppel-
geraden liegt. Zweitens ist einer Specialisivung der biplanaren Knoten-
punkte zu gedenken, welche entsteht, wenn sich die Kegel u, = 0,
%y = O lings einer Weundekante osculiren. Die singulire Ebene & =0
schneidet dann die dreifach geziihlte Gerade z — 0, ¥y =0 und eine
weitere Gerade aus, welche den Knotenpunkt nicht passirt, Geht der
B, in einen B, tiber, indem sich die Kegel u; = 0, u, = 0 hyper-
osculiren, so schneidet die Ebene # — 0 in der dreifachen Geraden
2 =0, y=10 und einer Geraden, welche den Knotenpunkt passirt.
Geht man endlich zu einem B, iiber, so schueidet die Ebene @ = 0
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das Monoid wiederum in der dreifachen Geraden und ausserdem in der
singuliren Geraden, d. h, der Schnittlinie der beiden singuliren Ebenen,
Dieselbe bildet auch einen Theil der Schnittcurve in der andern singu-
liren Ebene, welche noch aus einer Curve 3. Ordnung mit Doppel-
punkt besteht.

12. Es diirfte nicht iiberflissig sein noch einen einfachen geo-
metrischen Beweis fiir den Satz zu erbringen, dass das Monoid einen
B, besitzt, sobald von den 12 Hauptgeraden desselben x zusammen-
riicken. Riicken zundchst zwei von den 12 Hauptgeraden zusammen,
so besitzt das Monoid nur noch 11 von einander getrennt liegende
Geraden und lings einer dieser Geraden eine constante Tangentialebene.
Legt man durch diese Gerade eine heliebige Ebene, so schneidet diese
poch eine Curve 3. Ord. aus, welche einédn Knotenpunkt im dreifachen
Punkt der Fliche besitzt und folglich jene Gerade noch einmal schneidet,
Dieser Schnittpunkt muss ersichtlich ein Knotenpunkt unserer Fliche
sein, da es in ihm zwei Tangentialebenen giebt, namlich die con-
stante Tangeuntialebene lings der Geraden und die soeben gezogene
Ebene. Nehinen wir fiir den Augenblick ein Monoid mit 12 getrennt
liegenden Hauptgeraden ¢, gy, - - -, gy, a0, 0 giebt es durch jede
Gerade G, welche den dreifachen Punkt enthiilt, noch 12 Tangential-
ebenen an das Monoid, pimlich die Ebenen durch die Geradeu
Jis Gay « - -5 912- Lassen wir nun x Geraden gy, ¢,, . . ., gx einander
immer niher riicken, bis sie schliesslich zusammenfallen und alsdann
% consecutive Kanten des Beriihrungskegels im dreifachen Punkte
bilden, so fallen auch x von jenen 12 Tangentialebenen zusammen
in eine einzige Ebene durch G und den hierbei entstehenden Knoten-
punkt., Derselbe absorbirt demgemiiss x Tangentialebenen durch G
und ist somit ein biplanarer Kuotenpunkt B, der die Classe des
Monoids wm # Einheiten erniedrigt.

13. Nachdem wir nun gezeigt haben, von welcher Art die Singu-
larititen sind, die_ein Monoid mit einem allgemeinen dreifachen Punkt
noch besitzen kann, ist es leicht anzugeben in welcher Combination
diese Singularititen anftreten konnen. Da die 12 Schnittgeraden eines
Kegels 8. Ord. mit einem Kegel 4. Ord. vou gleichem Scheitel, oder,
was dasselbe ist, die 12 Schnittpunkte einer Curve 3. Ord. mit einer
Curve 4. Ord. in beliebiger Weise zusammenriicken kdnnen, wenn
man nur die beiden Kegel resp. Curven geeignet wiihlt, so erhilt man
sofort folgendes Resultat. Theilt man dic Zahl 12 ganz beliebig in
Summanden, so giebt es dieser Bintheilung gemiss immer Monowde
4. Ord., welche jedem Summanden 2 entsprechend einen gewlhnlichen
Knotenpunkt und jedem Summanden 3,4,5, ... entsprechend einen
biplanaren Knotenpunkt By, B,, By, ... besitzen. So ergiebt z. B.
die Zerlegung 12=5+3 4+ 2+ 141 Monoide, welehe noch einen
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gewdhnlichen und zwei biplanare Knotenpunkte Bj; und B; besitzen.
Hiermit beschliessen wir dieses Capite] und wollen zundchst einige
hierher gehdrige Monoide wirklich aufstellen.

Das Monoid mit 6 gewdhnlichen Knotenpunkten. Zwei Arten desselben.

14. Beriihrt eine Curve 4. Ord. u,=0 eine Curve 3. Ord. u;==0
in sechs Punkten, und bezeichnen wir die Werthe des auf der Curve
3. Ord. ausgebreiteten elliptischen Integrals in diesen 6 Stellen mit
Gy, Qyy + « +y A 5O besteht zwischen den Parametern dieser 6 Punkte
die Relation

6
2 Dig,=0(mod. @ n. i@’).
2

In diesen Punkten beriihren die dreifach unendlich vielen Curven
g + luy =0, wo [ ein in «, y, # linearer Ausdruck ist. Aus jener
Relation folgt aber weiter:

6

2@;_:_-121 (mod. ® u. 7@,
1

o 10 o4ie
- 5y ———, O be-

. P . .
wenn man mit - einen der vier Werthe 3 T3

zeichnet. Tritt der letute Fall ein, d. h. ist

[
2 ;=0 (mod. @ u. te),

i
so liegen die 6 Punkte a,, a,, .. ., @, auf einem Kegelschnitt; derselbe
gehdrt, doppelt gezihlt, mit zu den dreifach unendlich vielen, sechs
Mal berithrenden Curven 4. Ord. Dieses Resultat auf das Monoid tiber-
tragen lisst sich so aussprechen. Unter den dreifach unendlick vielen
Ebenen des Raumes giebt es im letzigenannten Falle eine einzige,
welche das Monoid lings eines Kegelschnitts beriihrt; anf diesem Kegel-
schunitt liegen die 6 Knotenpunkte des Monoids,

Wir haben also zwei wesentlich verschiedene Arten von Monoiden
mit 6 Knoten zu unterscheiden, nimlich cine, deren Knotenpunkte belichig
@m Bawme gelegen sind, und eine andere, deren Knotenpunkie auf einem
Kegelschnitte liegen. Die Mannichfaltigkeiten beider Arten sind gleich
gross.

Erste Art; Monoide mit 6 beliebig gelegenen Knoten-
punkten:
15, Diese Flichen sind offenbar vollig bestimmt, wenn der drei-
fache Punkt und die 6 Knotenpunkte vorgegebene Punkte sein sollen ;
denn ersterer liefert 10 und die letzteren je 4 Bedingungsgleichungen,
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wodurch sich die 24 Constanten der Flichengleichung geradezu be-
stimmen. Es wire nun allerdings mbglich, dass die so definirte Fliche
keine wirkliche Fliche 4. Ord. wire, sondern in Flichen niederer
Ordnung zerfiele, wie das z. B. in der That bei Flichen 4. Ord. mit
8 vorgegebenen Knotenpunkten (wenn disse keine specielle Lage be-
sitzen) der Fall ist. Man iiberzeugt sich jedoch im vorliegenden Falle
leicht, dass es im Allgemeinen keine zerfallene Fliche giebt, welche
die vorgeschriebenen Singularititen besitzt, und dass in Folge dessen
eine wirkliche Fliche 4. Ord. existirt, welche § beliebig gewiihlte Punkte
als Doppelpunkte und einen weiteren beliebigen Punkt als drei-
fachen Punkt aufweist.

16. Um die Gleichung einer solchen Fliche wirklich aufzustellen,
bezeichnen wir den dreifachen Punkt mit % und die Doppelpunkte der
Reihe nach mit 1, 2, 3, 4,5, 6. Sei ferner K = 0 der Kegel durch
1,2, 3,4,5 mit dem Scheitel +; F = 0 irgend eine kliche 2, Grades
durch die 7 Punkte *, 1,2, 3,4, 5, 6; E = 0O die Ebene durch die drei
Punkte *, 4, 5; sei endlich V == 0 die Fliche 3. Ord. mit den 4 Knoten-
punkten x, 1,2, 3, welche durch die drei Punkte 4,5, 6 einfach hin-
durchgebt. Dann ist:

K. F—oE-V=10

eine Fliche 4. Ord. mit einem dreifachen Punkt in *, welche in den
Punkten 1,2, 3,4,5 Knoten besitzt und durch den Punkt 6 einfach
hindurchgeht. Diese Gleichung besitzt noch 3 willkiirliche Constanten,
von denen die eine die Constante p ist, wilhrend die beiden andern
noch in F' enthalten sind; sie stellt somit die allgemeinste Fliche dar,
welche die angefiihrten Bigenschaften besitzt. Soll nun der Punkt 6
ebenfalls ein Kuotenpunkt dieser Fliche werden, so miissen die Ab-
leitungen der obigen Gleichung, genommen nach z,y, # und w, ver-
schwinden, wenn man darin die Coordinaten des Punktes 6 einsetzt.
Da aber F und V alsdann verschwinden, so reduciren sich diese Ab-
leitungen auf:

oF av aF . 3V
E -Gy =B g =0, K- — el =0,

oF 3v aF v
K-y —eBgp=0 K- Gy—el-5=0
und zwar gebildet mit den Coordinaten des Punktes 6. Hierflir kénnen
wir schreiben:

0F 29 _ oF 9v _ 9F 3V _ F 3V _  E

Jv e oy oy T or o - ow ow ¢ K
wo sich diese Ausdriicke immer auf den Punkt 6 beziehen. Diese
Gleichungen sagen aber aus, dass F =0 im Punkte 6 dieselbe Tan-
gentialebene besitzen soll, wie die Fliche V =0, dadurch ist aber

Mathematische Anpalen. XXIV. 6
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F gerade bestimmt; zugleich ergiebt sich durch die letzte Gleichum &
eine Bestimmung von ¢. Wir erbalten somit die Gleichung der g€~
suchten Fliche, sie hingt nur noch von den Coordinaten ihrver sing¥i~
liren Punkte ab.

17. Nehmen wir nun als singulire Punkte die 7 Punkte:

x=(0,00,1), 1=(1,000, 2=(0,1,0,0), 3=0,0,1, O
1 1 1 1 1 { i 1 .
o R U B T

so finden wir:

yz zx xy z ¥ 2
Ke=|a f y|; E=|By ya aBl;
o« By By veo of

Yyzw zwxr wry Yz
1 1 1 1

o i) 7 J

P SR §
Die Tangentialebene der Fliche ¥V =0 im Punkte 6 =(1, 1,1, 1)
wird ersichtlich:

z ¥y 2 w
1 1 1 1

e gy o8|="
o« f vy &

Die Fliche 2. Grades F = O ist aber dadurch bestimmt, dass sie durch
die 7 singuliiren Punkte gebt und im Punkte 6 == (1, 1, 1, 1) die voran-
stehende Tangentialebene besitzt. Es ergiebt sich demgemiiss als Werth
von I die seehsgliedrige Determinante:

xy 2w zz yw Tw Yz

1 1 1 1 1 1
yé af po oy By od
SO N LA VA
v+ a+p 40 ety ft+y a+9
Y+ B Y40 Wy Fty o4
In der That geht die Fliche F = ( durch alle singnliren Punkte hix -
durch, und es bleibt nur noch zu beweisen, dass sie im Punkte 6 dje
vorgeschriebene Tangentialebene besitzt, oder dass:
-1 —1 —1 —1:

By 0 ‘

o« f y 0

oF ¥  oF  oF
ox "oy ~ 0z T ow
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ist, wenn man in diesen Ableitungen @ =y = 2z = w = 1 setzt. Nun
findet man durch eine einfache Rechnung, dass die Ableitungen von
£ im Punkte (1,1, 1, 1) identisch werden der Reihe nach mit den
dreigliedrigen Determinanten dieser Matrix, abgesehen von cinem con-
stanten Factor x, wo:

lad BFyy 00

1 1 1 i

] ¥ ) \
A
Hiermit ist der geforderte Beweis erbracht, und es eriibrigt in der

Gleichung des Monoids nur noch die Bestimmung von ¢. Nach den
obigen Untersuchungen ist aber:

o=K.

x=®—®@~%@—ﬂw—®%
(o — 0 (B —79), (« —9)(#—0)

R

¥ | . 9V
dx R TR
wenn man hierin 2 =y =2 ==w =1 setzt; also kommt fiir ¢ der

Wertb:

1 1 1
o« By
B ¢ F
O=*T1 1 i
By ye «af
ﬂr ?I y! “I ar p:

Verstehen wir also unter K, F, E, ¥V und ¢ die soehen anfgestellten
Ausdriicke, so stellt die Gleichung:
K F—gE- V=10

eine Fliche 4. Ord. mit dem dreifachen Punkt (0,0,0,1) und den 6
Doppelpunkten (1, 0, 0, 0), (0, 1,0,0), (0, 0,1, 0), (1, 1, 1, 1),

1 1 1 1 1 1 11y
oD G )b

18. Diese Fliche hat einige interessante Figenschaften. Sie ent-
hilt offenbar 6 Raumcurven 3. Ord., die durch den dreifachen Punkt
und je 5 Knotenpunkte verlaufen; ferner besitzt sie nach Friiherem
6 Geraden durch den dreifachen Punkt und je einen Knotenpunkt und
lings dieser Geraden constante Tangentialebenen. Jede solche Ebene
schneidet noch einen Kegelschnitt aus, der von eimer jener Raumcurven
3. Ord. in drei Punkten getroflen wird, und zwar von derjenigen
Curve, welche den in der Ebene gelegenen Knotenpunkt nicht ent-
bilt. Durch die Raumecurve 3. Ord. und den sie drei Mal schneiden-
den Kegelschuitt kaun man aber eine Fliche 2. Grades legen, die das
Monoid noch in einer weiteren Curve 3. Ord. schneidet. Diese Curve
ist jedoch mit der ersteren Raumcurve 3. Ord. identisch, da sie durch

6.
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den dreifachen Punkt und dieselben 5 Knotenpunkte hindurchgehen
muss. Es beriihrt also die Fliche 2. Grades unsere Fliche 4. Ox:d.
lings einer Raumcurve 3. Ord. und schneidet noch einen Kegelschnitt
aus. Nun treffen die Geraden der eimen Erzeugung die Raumcurve
3. Ord. zwei Mal und den’Kegelschnitt ein Mal, d. h. sie ‘berﬁ‘hren
das Monoid zwei Mal und schneiden es ausserdem noch in emem
Punkte. Das ist aber unmoglich, und es folgt daraus, dass die ge-
nannte Fliche 2. Grades ein Kegel sein muss. Wir gewinnen also
den Satz: Ein Monoid mit 6 belicbig gelegenen Knofen enthdlt 6 Raum-
curven 3. Ord., die Tangentialchenen in den Punkten einer Solchen Curve
schmeiden sich alle in cinem festen Punkte der Curve, wmhiillen OC%SO
einen Kegel 2. Ordnung. Diese Bigenschaft findet sich scho.n beim
Monoid mit nur 5 gewohnlichen Knotenpunkten, jedoch hier nur
ein Mal.

19) Das Monoid mit 6 Knotenpunkten besitet noch die weitere be-
merkenswerthe Eigenschaft, dass die Tangentenkegel 6. Ord. aus den
Knotenpunkten zerfallen in zwei Kegel 4. Ord. mit je einer Doppel-
kante durch den dreifachen Punkt des Monoids. Bekanntlich geht die
erste Polarfliiche, gebildet fiir einen beliebigen Punkt, durch jeden
Doppelpunkt. der zu Grunde gelegten Fliche einfach hindurch und
besitzt in jedem dreifachen Punkt cinen Doppelpunkt. Jeder Tangenten-
kegel 12. Ord. an unser Monoid besitzt demnach 6 Doppelkanten
durch die Doppelpunkte und eine sechsfache Kante durch den drei-
fachen Punkt desselben. Der Tangentenkegel 6 Ord. aus einem Kuoten-
punkt besitzt in Folge dessen uur noch finf Doppelkanten und eine
vierfache Kanfe. Die zuletzt genannte Reduction tritt ein, weil ein
solcher Tangentenkegel das gegebene Monoid lings einer der sechs
Geraden durch den dreifachen Punkt beriibrt. Legt man durch die
5 Doppelkanten und eine beliebige weitere Kante des Tangentenkegels
6. Ord. einen Kegel 3. Ord., welcher die vierfache Kante zur Doppel-
kante hat, so hat derselbe mit jenem Kegel 6. Ord. 4.24-2.541 = 19
Kanten gemein, d. h. der Kegel 3. Ord. bildet einen Theil des Kegels
6. Ord., womit der obige Satz bewiesen ist.

20) Es giebt aber noch eine andere Fliche 4. Ord., welche eben-
falls die Eigenschaft besitzt, dass ihre Tangentenkegel ans den Knoten-
punkten in zwet Kegel 3. Ord. zerfallen, nimlich das Symmetroid *).
Es soll nun gezeigt werdén, dass das Monoid 4. Ord. mit 6 beliebig
gelegenen Knotenpunkten wichts Anderes ist, als ein specieller Fall des
Symmetroids, Zu diesem Zwecke werde ich kurz Einiges iiber das
Symmetroid, wie es sich bei Cayley an den citirten Stellen findet,
vorausschicken.

*) Cayley, A Memoir on Quartic Surfaces, Proc. of the Lond. Math. Soc.
I, p. 19— 69; Second Memoir on Quartic Surfaces, ebendaselbst P. 200.
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Sind vier Klichen 2. Grades gegeben:

4 4
Z}Eaixlfiwx=07 2bixxlxx=0’
T

E CixZi Ty = 0, E dix @i @y = 0,

so bestimmen dieselben ein Flichengebtisch:

4 4

<)
Z,‘ > (a;, + Bbiv + veix + 0di) 2, =0,
1 1

in welchem «, 8, 7, d beliebige Parameter bedeuten. In diesem Flichen-
gebiisch giebt es doppelt unendlich viele Kegel; der Ort ihrer Scheitel
wird von der Jacobi’schen oder Kernfliche 4. Grades der 4 Flichen
2. Grades gebildet. Die Bedingungsgleichung fiir die Kegel des Ge-
bitsches ist:

aay+ B+ wa,+Bby+y aay+ B+
aay+ Bby+ -

eay - Bbat- way Byt @ag,+ Bby---
A — aag+Bby+-
Quy+ Bby+ -y @y Byt aag+Bby o+
aay+ by

@yt b4, way+ Boy+ -y @y~ Bby -
aa,+ byt

Fasst man hierin &, B, p, & als Coordinaten eines Raumpunktes
auf, so stellt diese symmetrische Determinante eine Fliche 4. Ord.
mit 10 Knotenpunkten®) dar, welche eindeutig auf die Kernfliche
bezogen ist, und welche Cayley als Symmetroid bezeichuet. Ein
solches Symmetroid hat die Bigenschaft, dass die Taungentenkegel
6. Ord. aus den Knotenpunkten in zwei Kegel 3. Ord.**) zerfallen.

21) Aus dem Symmetroid lassen sich aber eine Reihe anderer
Flichen ableiten, und wir werden in dieser Abhandlung noch »er-
schiedene dieser Flichen anzufithren Gelegenheit haben. Zundchst er-
kennt man, dass das Symmetroid in eine Fliche mit dreifachem Punkt
und 6 Knotenpunkten tibergeht, sobald man eine der zu Grund ge-
legten Flichen 2. Grades, etwa die erste, durch eine doppelt zihlende
Ebene ersetzt, d. h. sobald man in der Determinante & die a., durch
a;a. ersetzt. Die so entstehende Fliche:

% Cayley, a. a O. p. 23.
%) Cayley, a. a. 0. p. 200,
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aa’® +B8b, 4, aay ay+ by, +---, aa, al‘l‘ﬁbgl‘*"";‘f
aa, a4 Bby+-
60y Qo Bb, oy @@ 4Byt way a4 Byt
aay ay4Bbut-
aay @yt Pby+-, aay ay By, aa? Bbygtcy
aa, ay+Bbyt+
aay a8+ aay ay4-Bby+oe, @y ay+Bby A
wa,  +Bby+-

besitzt in der That den dreifachen Punkt: ¢:8:5:6=1:0:0:0,
do fiir dieses Werthsystem nicht nur die Determinante selbst, sondern
aueh alle ihre zweigliedrigen Unterdeterminanten verschwinden. Einen
gewdhnlichen Knotenpunkt besitzt die Fliche in denjenigen Punkten
o, 8, y, 0, fiir welche alle dreigliedrigen Unterdeterminanten ver-
schwinden, d. h. fiir welche:

D) D (etax + Bbix + yoix + 8di) zm, = 0

ein Ebemenpaar darstelit. Dann muss aber

D' D (Bl + peie + 8dis) e = 0

einen Kegel darstellen, dessen Scheitel in der Ebene Xa;x; = 0 liegt.
Solcher Kegel giebt es sechs, da die Scheitel aller Kegel, welche durch
8 feste Punkte gehen, auf einer Raumcurve 6. Ord. liegen.

Es ist noch zu zeigen, dass die obige Determinante auch das all-
gemeinste Monoid mit 6 Knotenpunkten darstellt. Dasselbe besitzt
bei vorgegebenem dreifachen Puukte noch 84 — 10 — 6 = 18 Con-
stanten. In jener Determinante treten zwar noch 34 Constanten anuf,
sie lassen sich jedoch ebenfalls auf 18 reduciren, wenn wir die Deter-
minante mit einer viergliedrigen Determinante von constanten Ele-
menten multipliciren, wodurch wir 16 Constanten beseitigen konnen.
Die Zahl der Constanten des Monoids stimmt also mit der Zahl der
unabhingigen Constanten jener Determinante iiberein.

22) Bevor ich mich zu der zweiten Art von Monoiden mit &
Knotenpunkten wende, will ich noch kurz einige specielle Fille der
vorliegenden Kliche erwihpen. Es konnen die Verbindungslinien des
dreifachen Punktes mit den 6 Knotenpunkten auf einem Kegel 2. Grades
liegen, dann zerfillt das Monoid in diesen Kegel und eine beIiebige
Fliche 2. Ord. durch die 7 singuliren Punkte.

23) Eine andere Specialisirung tritt ein, wenn 4 von den 6 Knoten-
punkten in einer Ebene liegen. Diese Ebene schneidet alsdann das
Monoid in zwei Kegelschnitten; die Tangentialebenen in den Punkten
dieser Kegelschnitte schneiden sich in je einem Punkt; diese beiden

= 0

|
|
!
i
i
t
'
1
i
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Punkte liegen auf den Verbindungslinien des dreifachen Punktes mit
dem fiinften resp. sechsten Knotenpunkt.

24) Liegen von den 6 Knoten drei in einer Geraden, so liegt
diese Gerade auf dem Monoid und besitzt eine constante Tangential-
ehene. Durch den dreifachen Punkt und je zwei der drei Knoten-
punkte, die nicht auf der Geraden liegen, geht ein Kegelschnitt des
Monoids; die Tangentialebenen in den Punkten desselben gehen durch
einen festen Punkt auf der Geraden. Der Tangentialkegel 8. Ord. aus
einem Knotenpunkt auf der Geraden besteht hier aus zwei Kegeln
3. Ord. mit je einer Doppelkante durch den dreifachen Punkt, welche
sich lings jener Geraden beriithren. Bei vorgegebenen Singularititen
giebt es noch einfach unendlich viele solcher Flichen.

25) Liegen von den 6 Knotenpunkten 5 in einer Ebene, so miissen
sie die Durchschnittspunkte eines Kegelschnittes und zweier Geraden
bilden. Diese beiden Geraden besitzen constante Tangentialebenen;
die Tangentialebenen in den Punkten des Kegelschnitts umhiillen wie
vorher einen Kegel 2. Ord. Der Tangentenkegel 6. Ord. aus dem-
jenigen Knotenpunkte, durch welchen beide Geraden gehen, zerfillt
in zwei Kegel 3. Ord. mit je einer Doppelkante durch den dreifachen
Punkt, welche sich lings der beiden Geraden beriihren. Die Be-
rithrungscurve eines solchen Kegels 3. Ord. ist eine ebene Curve
3. Ord. mit Doppelpunkt. Fiir die Tangentenkegel aus den iibrigen
Knotenpunkten gilt Aebnliches wie im vorhergehenden Falle. Bei vor-
gegebenen Singularititen giebt es noch doppelt unendlich viele solcher
Flachen.

26) Liegen endlich alle 6 Knotenpunkte in einer Ebene, so dass
sie die Schnittpunkte von 4 geraden Linien bilden, so sind alle 6
Knotenpunkte von gleicher Beschaffenheit. Die vier Geraden haben
wiederum constante Tangentialebenen. Durch jeden Knotenpunkt als
Scheitel gehen zwei Tangentenkegel 3. Ord, deren jeder in einer
ebenen Curve 3, Ord. bertihrt; dieselben besitzen je einen Doppelpunkt
jm dreifachen Punkt der Fliche und gehen noch durch denjenigen
Knotenpunkt hindurch, der mit dem Scheitel des zugehorigen Kegels
nicht auf einer Geraden der Fliche liegt. Es giebt bei vorgegebenen
Singularititen noch vierfach unendlich viele solcher Flichen, so dass
man die constanten Tangentialebenen in jenen vier Geraden noch be-
liebig fixiren kann. Die Gleichung einer solchen Fliche ist:

syz(aty+2) +wlayz(y+o)+poa(e+ o)+ yry @ +y)+dzys]=0.
Zweite Art. Monoide mit 6 Knotenpunkten auf einem
Kegelschnitt.

27) Sie werden durch die Gleichung:
K —gE.-F=0
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dargestellt, wobei K = O einen Kegel 2. Ord,, F = 0 einen Kegel
3. Ord. von gleichem Scheitel und ¥ = 0 die Ebene der Knotenpunkte
bedentet. Der Tangentenkegel 6. Ord, aus einem Knotenpunkt zer-
fallt hier in eine Ebene und einen Kegel 5. Ord.,, der die 5 ibrigen
Knotenpunkte enthiilt und eine vierfache Kante durch den dreifachen
Punkt des Monoids schickt. Sind die singuliren Punkte vorgegeben,
so existiren ersichtlich noch vierfach unendlich viele solehe Flichen.

Es giebt im Ganzen 21-fach unendlich viele Monoide mit 6 Knoten-
punkten. Sie bestehen aus zwei ganz verschiedenen Arten, nimlich
aus solchen Monoiden, welche als specieller Fall des Symmetroids an-
zusehen sind, und aus solchen, deren 6 Knotenpunkte aunf einem
Kegelschnitte liegen. Beide Arten enthalten je 21-fach unendlich
viele Monoide; der Uebergang von Monoiden der einen Art zu solchen
der andern Art kann nur durch einen doppelt zu zihlenden Kegel
2. Ord. geschehen.

Als Specialfall ist das Monoid zu erwiihnen, dessen Beriibrungs-
kegelschnitt mit den 6 Knotenpunkten in ein Geradenpaar mit je drei
Knoten zerfsllt. Eine solche Fliche kann noch 6 gerade Linien be-
sitzen, durch jeden Knotenpunkt eine, wie das iiberhaupt bei allen
Monoiden mit 6 Knoten eiutreten kann.

Einige Monoide mit biplanaren Knotenpunkten.

28) Wir haben bereits im ersten Capitel erwihnt, dass die 12
Hauptgeraden des Monoids als Schnittgeraden zweier Kegel 1, = 0,
u, = O gewisse Bedingungen erfiillen miissen; besonders ist die zwolfte
Gerade durch die elf iibrigen mitbestimmt, und zwar durch eine lineare
Gleichung. Genau dasselbe findet statt, wenn die Kegel sich beriibren,
osculiren, w. s. w., so dass von den Hauptgeraden 2, 3, u. s. w. ge-
legentlich zusammenriicken; nur muss alsdann die gegenseitige Lage
der consecutiven Geraden bekannt sein; mit anderen Worten: man
mues nicht nur die Lage der Geraden, sondern auch die Werthe der
ersten, zweiten, u. s. w. gemeinsamen Differentialquotienten von u,
und «, fur diese Gerade kennen. Mit Hilfe der elliptischen Functionen
kann man die diesbezliglichen Fragen auch noch ldsen, wenn es iiber-
haupt keine einfache Schunittgerade von w,==0 und #, = 0 mehr
giebt, d. h. wenn sich die Kegel, wo sie sich treffen, mindestens be-
rithren. Allerdings ist die Gleichung zwischen den Coordinaten dieser
Geraden nicht mehr so beschaffen, dass sie eine eindeutige Bestimmung
emer Geraden durch die tbrigen vermittelt, vielmehr wird diese Be-
stimmung vieldeutig. Aus dem Gesagten erhellt, dass es eine ziemlich
verwickelte Aufgabe sein wird, die allgemeine Gleichung eines Monoids
mit vorgegebenen singuliren Punkten (gewthnliche Knotenpunkte,
Punkte B,, B, ...) aufzustellen, Wir werden desshalb hier nicht
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auf diese allgemeine Frage eingehen, sondern nur einige ganz specielle
hierher gehorige Flichen anfiithren.

29) Das Monoid wu, 4 g* =0, wo g einen linearen Aus-
druck in «, ¥, £ bezeichnet, besitzt drei biplanare Knotenpunkte B,
in gerader Linie und léings dieser Geraden die constante Tangential-
ebene w = (}, welche die Fliche hyperosculirt lings der ganzen
(eraden. Ist g = 0 speciell die Kbene, welche die 3 reellen Wende-
kanten des Kegels 4, = O enthillt, so giebt es durch jeden Knoten-
punkt noch eine reelle Gerade und diese 3 Geraden liegen in einer
Ebene. Der Tangentenkegel aus einem der Knotenpunkte zerfillt
hier in die beiden singuliren Ebenen und einen Kegel 4. Ord. mit
dreifacher Kante,

Bin Monoid mit zwei biplanaren Knotenpuukten B, erhilt man
z. B. aus wuy + g,%¢,* = 0, wenn man fir g, =0, g, =0 zwei
Wendetangentialebenen des Kegels u; = O einsetzt.

30) Monoide mit einem biplanaren Knotenpunkte I, giebt es
drei verschiedene Arten. Die Gleichung wu, -+ gu, = 0 stellt eine
solche Fldche dar, wenn die beiden Kegel u, =0 und u, = 0 zwdlf
consecutive Kanten gemein haben. Es liegen aber auf einem Kegel
3. Ord. w, = 0 noch 12 reelle Kanten, in denen ein Kegel 4. Ord.
eine derartige Beriihrung eingehen kann, so dass der Kegel 3. Ord.
noch ganz beliebig gewshlt werden kann. Ebenso stellt wug -+ @u,*=0
ein Monoid mit einem B,, dar, wenn u,==0 einen Kegel 2. Ord.
bedeutet, der mit u, = O sechs consccutive Kauten gemeinsam hat; es
giebt auf w, =0 noch 7 reelle Kanten, in denen eine solche Be-
rithrung stattfinden kaun. Endlich ist auch wu, 4 ¢' =0 ein Mo-
noid mit einem B,,, wenn g=0 eine der drei reellen Wendetangential-
ebenen bedeutet. Das crstgenannte Monoid mit einem D), erhillt man
als einen Specialfall des Monoids erster Art mit 6 conischen Kanoten,
indem man diese Knotenpunkte continuirlich verschiebt, bis sie ein-
ander unendlich nahe geriickt sind; diese Fliiche besitzt demnach die
daselbst angegebenen Kigenschaften, sie ist also insbesondere ein
specielles Symmetroid. Das Monoid wuy + @u,? = 0 mit elnem B,
ist ein specieller Fall des Monoids mit 6 conischen Knoten anf einem
Kegelschnitte.

Die Gestalten der Monoide mit einem allgemeinen dreifachen Punkte.

31) In den beiden niichsten Capiteln soll eine vollstindige Scheidung
aller Monoide 4. Ord. mit einem allgemeinen dreifachen Punkt, soweit
dieselben gestaltlich verschieden sind, durchgefihrt werden, und wir
wollen deshalb in diesem Capitel das zu einer solchen Scheidung
nothwendige Material zu gewinnen suchen. Vorher ist es jedoch er-
forderlich, eine Definition fiir gestaltlich gleiche Flichen zu geben.
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Diese Definition kann noch in verschiedener Weise aufgestellt
werden. In der Functionentheorie betrachtet man zwei Flichen als
gestaltlich gleich, wenn sie durch stetige Deformationen in einander
iibergefiihrt werden kénnen, ganz einerlei ob die Uebergangsflichen
sich durch algebraische Gleichungen darstellen lassen oder nicht. Eine
solche Definition konnte man auch hier beibehalten, jedoch scheint
dieselbe bei der Frage nach den Gestalten der durch eine algebraische
Gleichung dargestellten Fliachen nicht zweckmissig zu sein. Wir
werden aus diesem Grunde die folgende Festsetzung®) treffen. Zwei
Flichen sind gestaltlich gleich, wenn sie durch stetige Aenderung der
Constanten ihrer Gleichungen in einander dbergefiihrt werden kinnen,
sodass wdihrend der ganzen Ucberfithrung wniemals eine Singularitit der
Fléiche verschwindel oder eine neue entsteht; wir wollen diese Aenderung
kurz als stetige algebraische Aenderung bezeichnen.

32) Betrachten wir nun die vierfach unendlich vielen Monoide,
welche die nidmlichen Hauptgeraden besitzen. Wir greifen irgend zwei
aus diesen Monoiden heraus, sie schneiden sich ausser in den 12
Geraden noch in einer ebenen Curve 4. Ord. Jeder Strahl durch den
dreifachen Punkt weist einem rcellen Punkt der einen Fliche einen
reellen Punkt der andern Fliiche zu, einer ebenen Curve der einen
Flédche entspricht eine ebene Curve der andern Fliche. Die beiden
Monoide sind demnach perspectivisch auf einander bezogen; der ge-
meinsame dreifache Punkt ist das Centrum und die Ebene der ge-
meinsamen Curve 4. Ord. die Ebene der Perspective, Die Perspective
ist vollig bestimmt, wenn ein Paar entsprechende Punkte gegeben
sind; dadurch wird das der Perspective eigenthiimliche Doppelver-
héltniss bestimmt. Ist das Doppelverhiltniss gleich -+ 1, so sind die
beiden auof einander bezogenen Monoide identisch, ist es dagegen
gleich — 1, so sind die Monoide perspectivische Spiegelbilder von
einander. Jede Perspective mit positivem Doppelverhiltniss kann
stetig in eine solche mit dem Doppelverhiltniss 4 1, jede Perspective
mit negativem Doppelverhiiltniss aber in eine solche mit dem Doppel-
verhlltniss — 1 iibergefiihrt werden (die Grenzen 0 und oo darf das
Doppelverhiltniss nicht iiberschreiten, da dann die Perspective keine
Bedeutung mehr hat). Bei positivem Doppelverhiltniss der Perspective
kénnen also die Monoide stetig in einander tbergefilhrt werden; bei
negativem Doppelverhiltniss lisst sich jedes Monoid in das perspec-
tivische Spiegelbild des andern tiberfihren. Die perspectivische Spie-
gelung lisst sich aber folgendermassen in eine gewdhnliche Spiegelung
verwandeln. Man nimmt als Ebene der Perspective die unendlich
ferne Ebene, dann liegen je zwei entsprechende Punkte gleich weit

*) Vergl. Klein, Math. Annalen: Flichen dritter Ordnung, Bd. VI, p. 560.
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vom Centrum der Perspective ab; die Verbindungslinien entsprechender
Punkte zweier sich entsprechender Monoide werden alle in dem ge-
meinsamen dreifachen Punkte halbirt. Dreht man eines dieser beiden
Monoide um 180 Grad um irgend eine Axe durch den dreifachen
Punkt, so wird dasselbe ein Spiegelbild des andern im gewhnlichen
Sinne; die spiegelnde Ebene geht durch den dreifachen Punkt und
steht auf der Drehaxe senkrecht. Das Resultat fassen wir in den
Satz zusammen: Alle Monoide 4. Ord., welche dic gleichen Haupt-
geraden besitzen, zerfallen in 2wei Gruppen, Die Monoide jeder Gruppe
komnen durch stetige algebraische Aenderung in einander dbergefiilrt
werden, sie sind gestaltlich gleich; die eine Gruppe besteht aus den
Spiegelbildern der andern Gruppe.

33) Bei der gestaltlichen Discussion der Monoide kommt es also
lediglich auf die Lage der 12 Hauptgeraden an, da alle Monoide mit
gemeinsamen Hauptgeraden entweder direct oder nach vorgenommener
Spiegelung gestaltlich gleich sind, Ist nun irgend eine Gruppirung
der Hauptgeraden gegeben, wobel auch mehrere Geraden zusammen-
fallen konnen, so #ndere man die Lage derselben stetig auf dem
Kegel 3. Ord. so, dass sie immer durch einen Kegel 4. Ord. aus-
geschnitten werden konnen. Wird bei dieser stetigen Lageninderung
darauf gesehen, dass Geraden, welche wrspriinglich zusammenfielen,
dieses auch auf ihrer ganzen Wanderung thun, und dass niemals zwei
Geraden zusammenriicken, welche ursprtinglich getrennt lagen, so sind
die zugehdrigen Monoide von gleicher Gestalt, abgesehen von einer
etwaigen Spiegelung. Denn der stetigen Aenderung der 12 Haupt-
geraden entspricht eine stetige Aenderung der Monoide; dabel bleiben
die vorhandenen Singularititen (Doppelpunkte, B,, B,,...) erhalten,
und es treten weder neue Singularititen auf, noch tritt eine Erhthung
der bereits vorhandenen ein, da getrennte Geraden immer getrennt
bleiben. Nach der Definition sind alsdann alle so aus einander ab-
geleiteten Monoide gleich hinsichtlich ibrer Gestalt.

34) Nach dem Vorstehenden sind wir im Stande zu erkennen,
wann zwei Monoide mit gleichem Tangentialkegel im dreifachen Punkt
von gleicher und wann sie von verschiedener Gestalt sind. Es er-
tibrigt uns noch solche Monoide hinsichtlich ihrer Gestalt zu ver-
gleichen, welche im dreifachen Punkte verschiedene Tangentialkegel
besitzen. Dazu sei bemerkt, dass ein Kegel 3. Ord. nur eine einzige
absolute Invariante besitzt, und dass alle Kegel von gleicher Invariante
durch eine reelle lineare Transformation mit positiver Determinante
in einander iibergefiihrt werden konnen. Ein Kegel 8. Ord. kann nun
eintheilig oder zweitheilig sein; alle eintheiligen Kegel kionnen durch
stetige algebraische Aenderung in einander tibergefiihrt werden; Gleiches
gilt fir die sweitheiligen Kegel 3. Ord. Nun nehmen wir einen Kegel
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3. Ord. mit 12 Geraden an, welche durch einen Kegel 4. Ord. aus-
geschnitten werden und theilweise zusammenfallen konnen. Ver-
wandelt man diesen Kegel durch stetige Aenderung in einen neuen
Kegel 3. Ord., so konnen zugleich die 12 Geraden stetig in 12 Geraden
des neuen Kegels von gleicher Gruppirung iibergefiihrt werden. Und
zwar kann man dies immer erreichen, ohne dass inzwischen einmal
zwei getrennte Geraden zusammenfallen oder zwei sich urspriinglich
deckende Geraden auseinander riicken; denn von den 12 Geraden wird
nur verlangt, dass sie sich stetig &ndern, im Uebrigen sind diese
Aenderungen beliebig, nur die zwblfte Gerade ist durch die andern
elf mitbestimmt.
Fiir die weiteren Betrachtungen geniigt es also, Monoide 4. Ord.
mit eintheiligem und solche mit zweitheiligem Tangentialkegel im drei-
fachen Punkt zu unterscheiden; dagegen sind weitere Unterscheidungen
iiberfliissig. Wir wollen sie dementsprechend kurz als eintheilige und
zweitheilige Monoide bezeichnen. Um alle von einander verschie-
denen Gestalten zu erhalten, geniigt es, wie wir soeben gesehen haben,
fir die eintheiligen sowie fiir die zweitheiligen Monoide einen ganz
bestimmten Tangentialkegel im dreifachen Punkte anzunehmen.
‘ 35) Die Frage nach allen gestaltlich verschiedenen zweitheiligen
Monoiden deckt sich mit der Frage nach allen Gruppen von 12 Haupt-
geraden auf einem zweitheiligen Kegel 3, Ord., welche nicht in der
oben angegebenen Weise stetig ineinander iibergefithrt werden kbnnen;
ganz analog ist es bei den eintheiligen Monoiden. Zur bequemeren
Beantwortung dieser letzteren Frage mag hier noch Folgendes stehen.
Wir gehen von einem gapz bestimmten zweitheiligen Kegel 3. Ord.
aus, das zugehbrige elliptische Integral bezeichnen wir mit # und
seine Perioden mit ® und 4@. Dann konnen wir auf dem paaren
sowie auf dem unpaaren Kegelmantel eine positive und eine negative
Bewegungsrichtung unterscheiden, je nachdem die Parameter der er-
zeugenden Geraden bei der Bewegung zu- oder abmimmt. Sind nun
auf dem paaren Mantel 4 Geraden gelegen, von denen auch mehrere
zusammenfallen konnen, und ist die Summe ihrer Parameter congruent
Null modulo Perioden, so kann man es durch eine stetige Verschiebung
der Geraden, bei welcher die Parametersumme bestindig congruent
Null bleibt und die Reihenfolge der Geraden nicht geindert wird, er-
reichen, dass die 4 Geraden einander beliebig nahe riicken und dass
eine beliebige unter ihnen zur ersten Geraden wird, d. h. den kleinsten
Pavameter erhilt. Zu diesem Ende bewegt man diejenige Gerade,
welche zur ersten werden soll, auf dem Kegelmantel in positiver
Richtung bis in qie unmittelbare Nihe der zweiten, dann bewegt
sich gleichzeitig eine Gerade, etwa die letzte, in negativer Richtung,
also gegen die vorletzte hin, da die Summe der Parameter constant
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bleiben soll. Jetzt bewegt man die erste Gerade sammt der zweiten
bis in die Ndhe der dritten, hierauf die drei Geraden bis in die Nihe
der vierten u. s. w.; indessen bewegt sich die letzte Gerade bis in
die Niahe der vorletzten, beide bis in die Nihe der drittletzten u. s. w.,
bis schliesslich alle 4 Geraden sich an einer und derselben Stelle des
paaren Kegelmantels zusammendringen. Die Stelle, wo ein solches
Zusammendringen der 4 Geraden stattfindet, muss ersichtlich eine

[ ) : .
der Kanten m — - —— sein, wenn m eine der Zahlem 1,2,...,2

bedeutet. Ein ganz analoges Resultat lisst sich fiir den unpaaren
Mantel eines Kegels 3. Ord. gewinnen, ganz abgesehen davon, ob
derselbe einem eintheiligen oder zweitheiligen Kegel angehirt.

Monoide chne Knotenpunkfe; w, = O ein allgemeiner Kegel 3. Ordnung.

36. Wir haben bereits im vorigen Capitel die Monoide in ein-
theilige und zweitheilige®) geschieden, je nachdem der Tangentialkegel
im dreifachen Punkt ein- oder zweitheilig ist. Zundchst werden wir
nun die zweitheiligen Monoide einer gestaltlichen Untersuchung unter-
werfen, auf die eintheiligen Monoide wird sich dieselbe alsdann leicht
iibertragen lassen. Liegen von den 12 Hauptgeraden des Monoids
22 auf dem paaren Mantel 2g auf dem unpaaren Mantel und sind
2v conjugirt imaginir, wobei auch eine oder zwei Zahlen gleich Null
sein konnen, so kann man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen,
~ dass die Summe der Parameter der 24 Geraden des paaren Mantels
fir sich und ebenso der 2u Geraden des unpaaren Mantels fir sich
congruent Null ist. Denn man kann deu allgemeinen Fall durch
stetige Verschiebung der Geraden immer auf jenen Fall zuriickfibren,
so dass bei dieser Verschiebung getrennte Geraden stets getrennt
bleiben und die Summe aller 12 Parameter bestindig congruent Null
ist; eine derartige Operation hat aber, wie wir in Nr. 33 gesehen
haben, keinen Einfluss auf die Gestalt des Monoids.

37) Hier handelt es sich um Monoide ohne Knotenpunkte, d. h.
um Monoide, deren Hauptgeraden simmtlich von einander getrennt
liegen. Nach Nr. 36 und Nr. 35 kann mau aber jedes Monoid in
ein gestaltlich gleiches verwandeln, dessen reelle Hauptgeraden sich
theilweise an einer Kante des paaren und theilweise an einer Kante
des unpaaren Mantels zusammendréngen; und zwar ist es auf dem
0

tw
Y A und auf dem unpaaren

paaren Mantel eine der Kanten: m S
eine der Kanten: n—}z— (m=1,2...,24; n=12,...,24). Da

*) Es soll hiermit durchaus nicht gesagt sein, dass ein solches Monoid aus
zwei getrennten Theilen besteht.
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aber im vorliegenden Falle die 21 Geraden des paaren Mantels alle
von einander getrennt sind, so kann man dieselben, je nachdem man
die eine oder die andere von ihnen zur ersten Geraden macht, an

jeder der 2 Stellen m - 4 ZT“’ anhiinfen, also etwa an der Stelle

—’21. Ebenso lassen sich die Geraden des unpaaren Mantels immer

an der Stelle O anbdufen. Daraus folgt aber unmittelbar, dass alle
zweitheiligen Monoide ohne Knotenpunkte gestaltlich gleich sind, wenn
sie in den Zahlen 24, 2x und 2v Ubereinstimmen, dass sie aber ge-
staltlich verschieden sind, wenn dieses nicht der Fall ist. Denn im
ersteren Kalle kann man zundchst die imaginiren Geraden der Monoide
zur Deckung bringen und dann auch die reellen Geraden.

Nur wenn alle Geraden imagindr sind, lisst sich dieses nichi mehr
erreichen, vielmehr giebt es in diesem Falle noch zwei verschiedene Arten
von Monoiden. Die Parameter von conjugirt imaginiren Geraden sind
namlich selbst conjugirt imagindr; bezeichnen wir sie mit ax - by,

6
x=1,2 ..., 6 so ist 2 2a, = 0 (mod. @). Je nachdem nun

1
; ¢
E 2a, = 0(mod. 2@) oder 2 2a, = o (mod. 2w), erhilt man ge-
1 1

staltlich verschiedene Monoide: denn der eine Fall kann nicht stetig
in den andern iibergefilirt werden, da dieses eine Aenderung einer

s «©
der Grossen a, um Y erfordert.

38) Ueber diese Monoide mit 12 imaginiren Hauptgeraden soll
sofort noch Einiges gesagt werden. Liésst man die 12 imaginiren
Geraden paarweise zusammenriicken, so erhilt man ein Monoid mit
6 imagindren Knotenpunkten; und zwar liegen die Knotenpunkte im

Falle 2 2ax = w (mod. 20) beliebig und das Monoid ist erster Art,
im entgegengesetzten Falle liegen sie auf einem Kegelschnitt und
das Monoid ist zweiter Art.

Bei den Monoiden mit drei Paar conjugirt imaginiren Knoten-
punkten, welche auf einem Kegelschnitte liegen, beriihrt die Ebene
des Kegelschnitts das Monoid lings desselben. Zieht man also in
dieser Ebene eine Gerade, welche den Kegelschnitt nicht trifft, und
legt durch diese Gerade zwei Ebenen, welche jener benachbart sind
aber zu verschiedenen Seiten liegen, so wird die eine Ebene das Monoid
in zwei in einander liegenden Ovalen (Giirtelcurve), die andere aber
dasselbe gar micht schueiden. Bs giebt also bei dieser Art von Mo-
noiden Fbenen, welche dasselbe iiberhaupt nicht treffen. Mit Hilfe
der Gesetze der Continuitit lisst sich dann zeigen, dass die Monoide
ohne Knotenpunkte mit 12 imaginiren Geraden in 2 Classen mit
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folgenden Eigeuschaften zerfallen. Die Monoide der einen Classe, fiir

6
welche E 24, = w (mod. 2w) ist, werden von jeder Ebene in einer
1

reellen Curve geschnitten, wihrend bei den Monoiden der andern

6
Classe, fiir welche 2 2a,=0(mod.2w) ist, Ebenen existiren, welche
1

dasselbe nicht in reellen Curven sclineiden. Wir werden alsbald noch
einmal darauf zuriickkommen,

39) Nachdem so das nbthige Material zur gestaltlichen Discussion
der zweitheiligen Monoide gewonnen ist, ist es ein Leichtes auch die
eintheiligen. Monoide in dieser Richtung zu behandeln. Das elliptische
Integral eines eintheiligen Kegels 3. Ord. besitzt die Perioden™) o und
o+ o't

2

-; die reellen Integralwerthe bilden die Parameter der Er-

zeugenden des reellen Mantels; conjugirt 4magin§.re Integralwerthe ge-
horen conjugirt imaginiren Geraden zu. Die Fille, wo die 12 Haupt-
geraden des Monoids alle reell sind, oder wo sie theilweise reell und
theilweise imagindr sind, erledigen sich genau wie beim zweitheiligen
Monoid, nur dass hier bloss ein reeller Mantel des Tangentialkegels
existirt. Der Fall, wo die 12 Hauptgeraden paarweise conjugirt ima-
ginir sind, liefert bei den eintheiligen Monoiden nur noch eine einzige
Flichenart, da die Bedingungen

6 ¢
2 2a, = 0(mod. 2w) und 2 2ax = 0 (mod. 2 w)
1 1

nicht mehr von einander verschieden sind. Denn #ndert man a, 4 b,

um die Periode m:};(—‘l und @, — ¢b, und die Periode mzm , was
man ja immer darf, so sind die so gebildeten neuen Werthe wieder
conjugirt imagindr, aber ihre Summe hat sich nur um @ geindert,
so dass jene Bedingungsgleichungen in einander iibergehen.

40) Wir haben in Nr. 32 gesehen, dass alle Monoide, welche die
12 Hauptgeraden gemeinsam haben, in zwei Gruppen zerfallen; die
Monoide jeder Gruppe sind unter sich gestaltlich gleich, die eine
Gruppe besteht aus den Spiegelbildern der andern Gruppe. Ks soll
nun bewiesen werden, dass die Monoide ohne Knotenpunkte mit ihren
Spiegelbildern von gleicher Gestalt sind. Geht man nimlich von
cinem beliebigen Monoid ohne Knotenpunkte aus, so kann man
dasselbe stetig so #ndern, dass der Tangentialkegel im dreifachen
Punkt durch passende Spiegelung in sich selbst tibergeht. Ferner
kann man es durch weitere stetige Aenderung im fritheren Sinne

*) Harnack, Math. Annalen Bd. IX, p. 18.
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offenbar dahin bringen, dass die 12 Hauptgeraden symmetrisch zur
spiegelnden KEbene liegen, und endlich kann man es erreichen, dass
das Monoid selbst symmetrisch zu dieser Ebene liegt. Wenn aber ein
Monoid in sich selbst gespiegelt werden kann, so ist jedes daraus
durch Continuitit abgeleitete Monoid mit seinem Spiegelbild von
gleicher Gestalt und somit unsere Behauptung erwiesen. Daraus folgt
denn weiter, dass alle Monoide ohne Knotenpunkte, welche in ihren
Hauptgeraden sibereinstimmen, von gleicher Gestalt sind; und allgemeiner,
dass alle Monoide ohne Knotenpunkte, welche in der Zahl ihrer recllen
Geraden und deven Vertheilung auf den paaren und unpoaren
Mantel des Kegels 3. Ord. iibereinstimmen, von gleicher Gestalt sind.

41) Man erhilt gemidss diesen Auseinandersetzungen 36 ver-
schiedene Monoide mit allgemeinem dreifachen Punkt und ohne Knoten-
punkte; davon sind 29 zweitheilig und 7 eintheilig. Die sieben ein-
theiligen Monoide sind dadurch charakterisirt, dass von den 12 Haupt-
geraden resp. 12, 10, 8, 6, 4, 2, O Geraden reell sind. Bei den
zweitheiligen Monoiden kommt es noch darauf an, wie viele von den
reellen Geraden auf dem paaren und wie viele auf dem unpaaren
Mantel des Kegels 3. Ord. liegen. Je nachdem 12, 10, 8, 6, 4 oder
2 Geraden reell sind und jenachdem sie sich auf den paaren und den
unpaaren Kegelmantel vertheilen, erhiilt man 27 verschieden gestaltete
Monoide, Dazu kommen noch zwei verschiedene zweitheilige Monoide
ohne reelle Geraden, und hiermit sind alle Moglichkeiten erschdpft.

42) Versuchen wir es jetet, uns ein Flares Bild von den einzelnen
hier aufyezdihlten Monoiden zu entwerfen. Wir beginnen mit den beiden
zwettheiligen Monoiden ohne reelle Geraden, ein einfacher Process wird
uns dann aus diesen Flichen alle tbrigen abuuleiten gestatten.

Die Oscolationsebenen des Tangentialkegels im dreifachen Punkt
bilden ein Dreiflach oder eine korperliche Ecke, die durch eine reelle
lineare Transformation mit positiver Determinante in eine gleich-
winklige Fecke verwandelt werden kann. Die Gerade, in der sich die
Winkel halbirenden Ebenen dieser Ecke schneiden, wollen wir dann
als die Axe der Ecke bezeichnen, sie kann zugleich als die Axe des
Kegels 3. Ord. aufgefasst werden; jede Ebene senkrecht zur tAxe
schneidet den Kegel in einer Curve 3. Ord. von der in Figur 1 ver-
zeichneten Gestalt. Denken wir uns die Axe vertical gestellt und
legen wir durch dieselbe verschiedene Ebenen. Jede solche Ebene
schneidet ein zu dem Tangentialkegel 3. Ord, gehbriges Monoid in
einer Curve 4. Ord. mit dreifachem Punkte, deren drei Tangenten in
diesem Punkte jenem Kegel angehtren, Die Curven 4. Ord. kénnen
aber hier zwei wesentlich verschiedene Gestalten besitzen , sowie sie
in Figur 2 und 3 angegeben sind. Es wird nicht tiberflitssig sein zu
bemerken, dass die einzelnen Curventheile auch durch’s Unendliche
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gehen konnen, wie in den Figuren 5« und 6e¢; jedoech ist das un-
endlich Ferne, da es durch Projection in’s Endliche geriickt werden
kann, hierbel nicht von Belang. Das Charakteristische der beiden
Curven besteht ersichtlich darin, dass die Curve 3 von jeder Geraden
in reellen Punkten getroffen wird, wihrend dieses bei den Curven
9 und Ba oder Ga nicht der Hall ist. Die Curve 3 verliuft desshalb
stets durch’s Unendliche, die Curve 2 oder He oder 6« kann dagegen
stets in’s Endliche gebracht werden; wir bezeichuen in Folge dessen
jene Curven 4. Ord. kurz als unendliche und diese als endliche
Curven.

Lassen wir nun eine Ebene um die verticale Axe sich drehen, so
wird die Schnittcurve in dieser Ebene sich stetig éindern, indem die
Tangenten a, b und ¢ auf dem Tangentialkegel fortriicken. Die
Tangenten @ und b liegen auf dem paaren, die Tangente ¢ auf dem
unpaaren Kegelmantel, so dass nach einer Drehung der Ebene um
180 Grad die Tangente @ in b und b in @, die Tangente ¢ aber in
sich iibergeht.

43) Wir haben es hier mit Monoiden ohne reelle Geraden zu
thun, ist also die Schnittcurve einer Ebene durch die Axe eine endliche
Curve 4. Ord., so bleibt sie bei der Drehung der Ebene um die Axe
stets eine endliche Curve. Denn die endliche und unendliche Curve
4 Qrd. mit dreifachem Punkt kdnnen nur dadurch in einander iber-
gehen, dass sie in eine Curve 3. Ord. mit Doppelpunkt uwud eine
Gerade durch diesen degeneriren, Ebenso wird die Schnitteurve in
jeder Ebene durch die Axe eine unendliche sein, wenn sie es in irgend
einer solchen Ebene ist. Auf diese Weise ergeben sich zwei wesentlich
verschiedene Monoide ohne reelle Geraden; das eine wird von jeder
Ebene durch die verticale Axe in einer endlichen, das andere in einer
unendlichen Curve 4. Ord. geschnitten. Zur Unterscheidung sprechen
wir von einem endlichen und einem unendlichen®) Monoid ohne
reelle Geraden; es deckt sich diese Unterscheidang offenbar mit der-
jenigen in Nr. 38.

Bedenkt man, dass das endliche Monoid von jeder Kbene durch
die Axe in einer Curve, wie sie Figur 2 zeigt, geschnitten wird, so
erkennt man, dass dasselbe aus zwei getrennten Flichentheilen be-
steht, welche nur in dem dreifachen Punkt aneinander stossen. Dgr
eine Theil hat cine tropfenfirmige Gestalt, der andere eine trichter-
férmige; beide Theile konnen natiirlich noch Ausbuchtangen besitzen.

#} In der Topologie der Flichen spricht man von unpaaren und paaren
Flichen; die letzteren theilt man weiter in Flichen ein, auf denen sich unpaare
Curven ziehen lassen, und in solche, bei denen dies nicht der Fall ist, was ich
hier durch endlich und unendlich bezeichnet habe. Vergl. Klein, Math, Apnal,
Bd. VI, p. 577 £

Mathematiache Annalen. XXIV, 6
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Aus Figur 3 erkennt man, dass auch das unendliche Monoid aus zwei
Theilen besteht, niimlich aus einem endlichen tropfenformigen und
aus cinem unendlichen Flichentheil, dessen ungefibre Form man
durch Rotation der Curve in Figur 3 um die Axe erhilt,

Aus dem endlichen zweitheiligen Monoid erhilt man das emtheilige
Monoid ohne reelle Geraden, wenn man den tropfenférmigen Theil
sich vollig zusammenziehen und dann die trichterformige Vertiefung
nach dem dreifachen Punkt der Fliche etwas von diesem zuriickweichen
lasst; jede Ebene durch die Axe schueidet eine Curve aus, wie sie
Figur 4 zeigt. Durch eine analoge Operation kann man dieses ein-
theilige Monoid auch aus dem wunendlichen zweitheiligen Monoid er-
halten. Das eintheilige Monoid ohne reelle Geraden ist demnach stets
endlich und besteht aus einem einzigen Fléichentheil,

44) Wir verlassen jetzt die Monoide ohne reelle Geraden und
wenden uns den Monoiden mit reellen Geraden zu und zwar zunichst
den zweitheiligen Flichen dieser Art. Wiederum lassen wir eine Ebene
sich um die schon oben definirte Axe drehen und untersuchen die
Schnittcurve dieser Ebene mit der Fliche. So oft die Ebene bei ihrer
Drehung eine Gerade des Monoids passirt, zerfillt die Schnittcurve
4. Ord. in diese Gerade und eine Curve 3. Ord., welche als Ueber-
gangsstadium der endlichen Curve in die unendliche — und umgekehrt —
aufzufassen ist. Die Gerade, welche sich von der Schnittcurve ab-
trennt, fallt mit einer der drei Tangenten a, b oder ¢ zusammen, und
der diese Tangente berithrende Ast der Curve 4. Ord. kehrt beim
Durchgang durch die Uebergangscurve seine Krimmungsrichtung um.
Man kann desshalb eine Ebene durch die Axe immer so legen, dass
die beiden Aeste, welche die Tangente a resp. b berithren, der Axe
ihre concave Seite zukehren. Geht man von einer solchen Ebene aus,
so hat die Schuittcurve die in Figur 2 resp. 3 verzeichnete Gestalt.
Wir wollen nun die Aenderungen untersuchen, die diese Curve er-
fabhrt, wenn man die Ebene der Curve um die verticale Axe dreht,
so dass sie die Geraden des Monoids der Reihe nach passirt. Die
Geraden des Monoids konnen nun auf dem paaren oder auf dem un-
paaren Mantel des Tangentialkegels liegen, und wir miissen dem-
entsprechend zwei verschiedene Fille unterscheiden.

45) Angenommen es liegen zwei Geraden auf dem paaren Mantel;
wir gehen alsdann von der Figur 2 aus oder der Bequemlichkeit halber
von der Figur e, in welcher die Schleife bereits durch’s Unendliche
gezogen ist. Das Monoid, dem diese Curve angehort, mag aus irgend
einem Material, etwa Gyps, hergestellt sein; desshalb ist der Schuitt,
soweit er durch den Gyps geht, schraffirt, um so die Vorstellung zu
erleichtern. Dreht man die Ebene um die verticale Axe, so geht die
Schnittcurve 5« continuirlich in 58, und dann in By iiber, um bel
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weiterer Drehung abermals die Phase 58 und dann He zu durchlavfen.
Hiermit ist der Cyklus aller Phasen, welche sich bei einer continuir-
lichen Drehung um 180 Grad ergeben, geschlossen. Das Ergebniss
Jasst sich kurz zusammenfassen. Der trichterférmige Theil B und der
tropfenartige Theil 4, welche bei dem endlichen Monoid olne reelle
Geraden existiren, hingen hier an der Stelle C zusammen, wihrend
sie vorher getrennt waren. Aus dem endlichen Monoid olne reelle Ge-
raden erhdlt man das Monoid mit zwei recllen Hauptgeraden auf dem
paaren Kegelmantel, wenn man den trickterformigen und den tropfen-
formigen Flichentheil an einer Slelle durchs Unendliche hindwrch gu-
sammenwachsen ldsst. Zun ganz derselben Fliche muss man gelangen
und gelangt man, wenn man bei dem wunendlichen Monoid ohne reelle
Geraden die beiden Flichentheile an einer Stelle zusammenwachsen
lisst. Denn alle Monoide mit nur zweil reellen Geraden auf dem
paaren Kegelmantel sind gestaltlich gleich.

46. Angenommen, es liegen zwei Geraden auf dem wnmpaaren
Mantel, und gehen wir auch hier von der Figur 2 aus, die wir be-
quemer in der Gestalt 6o voraussetzen. Eine Drehung der Ebene um
die verticale Axe liefert hier der Reihe nach die Phasen 6a, 68, 6y,
68, 6, womit hier der Cyklus geschlossen ist. Es hingt hier der
trichterformige Theil B — der allerdings hier kaum melr seinen Namen
verdient — mit sich selbst zusammen. Mit anderen Worten: Aus
dem endlichen Monoid ohne veelle Geraden entsteht das Monoid mit
2wei reellen Hoauptgeraden auf dem unpaaren IKegelmantcl, wenn
man den trichterformigen Theil durchs Unendliche hindurch mit sich
selbst an einer Stelle O zusammenwachsen lisst. Dieselbe Fliche wiirde
man auch erhalten, wenn man von dem wunendlichen Monoid ohne
reelle Geraden ausginge und den unendlichen Flichentheil an einer
Stelle mit sich selbst zusammenwachsen liesse.

47, Angenommen endlich es liegen 2x Geraden auf dem paaren
und 24 Geraden aof dem wunpaaren Mantel des Kegels 3. Ord., so
erhilt man die Gestalt eines zugehtrigen Monoids auf folgende Weise:
Man gehe von dewn endlichen Monoid ohne reclle Geraden aus, lasse
den tropfenformigen Theil an x Stellen mit dem ringformigen Theil
und diesen letzteren an A Stellen mit sich sclbst durchs Unendliche zu-
sammenwachsen, so erhiilt man cin Bild von der Gestalt unscrer Fliche.
Dass das Gesagte seine Richtigkeit hat, tiberlegt sich der Leser leicht
selbst, ich unterlasse es hier diese so einfachen Betrachtungen aus-
zufiihren.

Das Gesagte bezog sich immer auf zweitheilige Monoide und kann
mit ganz geringen Modificationen auf eintheilige Monoide iibertragen
werden; es ist iiberfliissig hier darauf einzugehen.

[
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Monoide mit Knotenpunkten; w, — O ist ein allgemeiner Kegel
3. Ordnung.

48. Im weiteren Verlauf dieser Abhandlung wird sich zeigen,
dass man alle Monoide mit beliebigen Singularititen, sei es, dass die-
selben vom dreifachen Punkt getrennt auftreten, sei es, dass dieser
sich selbst complicirt, aus den Monoiden ohme Knotenpunkte durch
gewisse einfache Operationen ableiten kann. Um diese Operationen
leicht ausfiihren za konnen, ist es nothig niher auf die Topologic der
Monoide ohne Knotenpunkte cinzugehen; dieselbe wird zugleich dazu
dienen, die Gestalt dieser Monoide noch deutlicher hervortreten zu
lassen. Ich kniipfe meine Betrachtungen an die Topologie der Ring-
flichen an, wie sie in der Lehre vom Zusammenhang der Ilichen
benutzt werden. Eine solche Ringfliche mit mehreren Oeffnungen
stellt Kigur 7 dar, sie besitzt die vier fusseren Oefinungen 4, B, C, D.
Auf derselben ziehen wir die Curven 1, 2,38,4,5,6,7, 8, welche em
geschlossenes System bilden und die Eigenschaft haben, dass jede Curve
ihre beiden Nachbarcurven in nur einem Punkte schneidet; ein der-
artiges Curvensystem wollen wir als cine Kette von Curven bezeichnen.
Jeder dieser Curven entspricht eine Oeffnung der Ringfliche, und zwar
entsprechen den Curven 1, 3, 5, 7 die vier dusseren Oeffnungen und den
Curven 2, 4, 6, 8 vier innere Oeffuungen der Ringfliche; ein solches
zusammenhiingendes System von Qeffnungen bezeichnen wir analog als
cine Kette von Oc¢ffnungen. Zieht man eine der Curven und somit eine
der Qeffnungen zusammen, so entsteht ein Knotenpunkt.

Betrachten wir jetzt irgend eines unserer Monoide, um ein be-
stimmtes Bild vor Augen zu haben etwa das Monoid mit 8 Haupt-
geraden auf dem paarcn Mantel und 4 Hauptgeraden auf dem unpaaren
Mantel des Tangentialkegels 3. Ord., so finden wir da ganz analoge
Verhiiltnisse. Eine belichige Ebene schneidet den Tangentialkegel in
einer Curve 3. Ord., vergl. Figur 8, und die 12 Hauptgeraden des
Monoids in den 12 Punkten 4, B, C, ..., M. Zieht man in dieser
Ebene die Curven 1, 2, 3,..., 12, welche sich in den Punkten 4, B,G,. ..
beriihren, und macht man dieselben zu Leitcurven von 12 Kegeln,
deren gemeinschaftlicher Scheitel i dreifachen Punkt des Monoids
liegt, so schneiden diese Kegel das Monoid in zw6lf Curven von
folgenden Eigenschaften: Jede Curve ist fiir sich geschlossen uund
passirt den dreifachen Punkt des Monoids nicht; zwel benachbarte
Curven schneiden sich nur in einem einzigen Punkt, derselbe liegt
auf einer Hauptgeraden und bestimmt sich durch die gemeinsame
Tangente der beziiglichen Leitcurven. Wir erhalten also hier Ketfen
aneinanderhiingender Curven ganz ebenso wie oben bei der Ringfliiche;
so bilden die Curven 1, 2, ..., 8 eine Kette und ebenso die Curven
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9, 10, 11, 12. Jeder Curve entspricht eine Durchbrechung oder Qeffuung
des Monoids, wir erbalten also aueh zwei Ketlen von Oeffnungen.
Durch Zusammenziehen solcher Oeffnungen entstehen aus den Monoiden
ohne Knotenpuukte die Monoide mit Knotenpunkten.

49. In einem friitheren Capitel hatten wir gefunden, dass ein
Monoid einen Knotenpunkt bekommt, sobald zwei von seinen 12 Haupt-
geraden zusammenriicken. Dasselbe folgern wir aus den Betrachtungen
der vorigen Nummer, da durch das Zusammenriicken zweier GGeraden
eine der dort construirten geschlossenen Curven sich zusammenzieht
und so ein Knotenpunkt entsteht ganz analog dem Vorgang bei der
Ringfliche. Wir haben an der citirten Stelle weiter gesehen, dass
durch Zusammenriicken von 3, 4,5, ..., 12 Geraden ein biplanarer
Knotenpunkt von der Ordnung 3, 4, b, ..., 12 entsteht. Wie ein
solcher Knotenpunkt sich gestaltlich wirklich entwickelt, konnen wir
jetzt leicht verfolgen. In voriger Nummer haben wir eine Reihe von
Curven auf dem Monoid coustruirt, die aneinander hingen und von
denen jede zwei auf einanderfolgende Hauptgeraden der Fliche ein Mal
schueidet. Riicken also » Geraden zusammen, so ziehen sich (x — 1)
Curven der Kette zusammen und es ziehen sich demgemiss (x — 1)
kettenartig aneinanderhingende Oeffnungen des Monoids zusammen;
auf diese Weise entsteht der biplanare Knotenpunkt x. Die gleiche
Entstehungsweise hat bei allen biplanaren Knotenpunkten von der Ord-
nung » auf einer ganz beliebigen Fliche*) statt, wie man ohne Weiteres
daraus schliessen kann, dass die Projection der Umgebung eines
biplanaren Knotenpunktes durch eine Curve mit Spitze oder Selbst-
beriihrungspunkt von der Ordnung x dargestellt wird. Da uns nun
die Gestalten der Monoide ohne Knotenpunkte alle bekannt sind, so
kénuen wir unmittelbar die Gestalten aller Monoide mit Knoten-
punkten erschliessen, indem wir nur die geeigneten Oeffnungen zusam-
menziehen; eine Beschreibung dieser Gestalten lkann desshalb unter-
bleiben.

50. Dagegen bleibt auch hier noch die Frage zu erledigen, welche
Monoide sind gestaltlich gleich, d. h. welche Monoide konuen alge-
braisch stetig in einander iibergefithrt werden. Sicherlich erfordern
zwel gestaltlich gleiche Monoide die Uebereinstimmung sowohl der
Anzahl der Hauptgeraden auf dem paaren als auch der der Haupt-
geraden auf dem unpaaren Mantel des Kegels 3. Ord. ‘Wir bezeichnen
erstere Zahl wie frither mit 24 letstere mit 2u, wo 24 4 2p < 12
ist, und zerlegen diese Zahlen in beliebiger Weise in Summanden.
Jedem Summanden x entspricht ein Knotenpunkt von der Ordnung x;

*) Dieser Gedanke ist nicht neu, er findet sich bereits bei Rodenberg in

der Beschreibung seiner Modelle von Flachen 3. Ordn. vor. (Verlag von L. Brill,
Darmstadt).
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die Reihenfolge der Summanden soll dabei genau nach der Heihen-
folge der beziiglichen Geraden auf dem paaren resp. UBpaaren K"egel—
mantel geordnet werden. Bei zwej gestaltlich gleichen Monoxden”muss'en
dann offenbar auch die Summanden sowie ihre Reihenfolgg uber'em-
stimmen, da dieselbe durch stetige Aenderung des Monoids nicht
gefindert werden kann, ) X ]

Sind die soeben genannten Bedingungen nothwendig, so 9“{1‘} sie
doch nicht hinreichend und es bleibt uns noch zu untersnch.en,. nwie-
fern zwei Monoide, welche in den genannten Stiicken ﬁbere{nstlnl}nen,
sich gestaltlich unterscheiden kiunen, Gehen wir von zwel bestimm-
ten Zahlen 22 und 2p aus, und nehmen wir auch ihre Su‘mmand‘en
und deren cyklische Reihenfolge als gegeben anj machen wir endlich
in jedem Cyklus einen bestimmten Summanden zum ersten. Dann
kann man jedes hierzu gehdrige Monoid nach den AUSeinandersetzgnge.n
der Nr. 36 und Nr. 85 durch stetige algebraische Aenderung in ein

peues verwandsln, dessen Hauptgeraden, soweit sie auf dem paaren

Mantel liegen, alle in der Nihe der Kante m —%— -+ a;o , und soweit

sie auf dem unpaaren Mantel liegen, alle in der Nahe der Kante

n % sich befinden, wibrend die dem ersten Summanden entsprechende

Gerade den kleinsten Parameter erhilt. Dabei bedeutet m eine Zahl
aus der Reihe 0, 1,2, ..., 24 — 1 und # eine Zahl aus der Reihe
0,1,2,...,20—1.

Stimmen fiir zwei Monoide auch noch die Zahlen # und # itberein,
so sind sie sicher gestaltlich gleich, stimmen sie nicht iiberein und
konnen sie auch nicht in Uebereinstimmung gebracht werden, so sind
sie gestaltlich verschieden.

51. Aus einem Monoide mit den Zahlen m und 2 kann, wie man
leicht erkennt, durch stetige Aenderung ein Monoid mit den Zahlen
m =+ p und » - p abgeleitet werden, worin p irgend eine ganze Zahl
bedeutet, Ferner kann aus einem Monoid mit reellen und imaginiren
Hauptgeraden mit den Zahlen m und » ein Monoid mit den Zahlen
m = 2p und » + 2¢ abgeleitet werden, wobei p und ¢ beliebige
ganze Zahlen sind. Daraus folgt:

Monoide mit Knotenpunkten, welche in den Zahlen 21 und 2u,
deren Summanden und der Reihenfolge dieser Summanden iherein-
stimmen, lassen sich auf zwei Gestalten reduciren, falls nicht alle
Hauptgeraden reell sind. Es sind nimlich alle Mongide gestaltlich
gleich, fiix welche m und #n gleichzeitig gerade oder gleichzeitig nn-
gerade sind, ebenso alle Monoide, fiir welche dieses nicht der Fall ist.

Besitzt das Monoid nur reelle Geraden, so simd noch folgende
Félle zu unterscheiden. Ist: 21 =12, 2u = 0, s0 giebt es noch vier
verschiedene Monoide, ndmlich: m =1, 5,9, resp. 2, 6, 10, resp. 3, 7,
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11, vesp. 4, 8, 12; in gleicher Weise erledigt sich der Fall 24 =0,
2p =12, Ist 21 =10, 2p = 2, so giebt es nur zwei verschiedene
Monoide, nimlich: m=1,2,3,4,5,6,7,89,10 und =1, 2, 1, 2,
,21,2,1,2resp.m=12,...,10undn=2,1,2,1,21,2,1,2, 1.
Gleiches gilt fir 24 =2, 2u=10. Ist 22 =8, 2u = 4, so giebt
es wiederum vier verschiedene Monoide, nimlich: m =1, 2, 3, 4,5, 6,
7, 8und n=1,4,3,2,1,4,3,2 resp. n —=4,3,2,1,4,3,2, 1, resp.
n=3,21,4,3,21,4, resp. n=2,1,4,3,2,1,4,3; ebenso fir
24 =4, 2y = 8. Ist endlich 24 = 6, 2y = 6, so giebt es nur zwei
verschiedene Monoide, nimlich m und # beide gerade oder beide un-
gerade, resp. m gerade, » ungerade oder umgekehrt.

Der Beweis ergiebt sich sofort, sobald man bedenkt, dass ein
Kegel 3. Ord. dreifach symmetrisch gemacht werden kann. Es kbnnte
nun eine vollstindige Aufzihlung aller Monoide mit Knotenpunkten
erfolgen; jedoch ist die Zahl derselben zu gross und es wird durch
eine solche Aufzihlung nichts weiter erreicht.

Monoide, fiir welche «, — O singulire Kanten besitzt; 4, — O enthélt
die singuliren Kanten nicht.

52. s sollen in diesem Capitel einige Specialisirungen des drei-
fachen Punktes, die Classenerniedrigung eines solchen dreifachen
Punktes, sowie das gestaltliche Aussehen derselben betrachtet werden.
Und zwar werden die folgenden Fille hier ihre Erledigung finden:
Der Tangentialkegel im dreifachen Punkte besitzt eine, swei, drei
Doppelkanten , oder eine dreifache Kante, oder er besitut eine Riick-
Lehrkante oder eine Selbstveriihrungskante. Dabei wird angenommen,
dass der Kegel u, — O durch keine der singuliren Kanten hindurch-
geht; die ibrigen Fille werden im ndchsten Capitel niher betrachtet
werden.

Wir erortern hier zunichst die Frage nach der Classenerniedrigung
durch den dreifachen Punkt in den aufgezihlten Fillen. Besitet der
Kegel eine Doppelkante, so schreiben wir ibn in der Form:

uy = xys + Ax’ + 3Bz’y 4 3Czxy* + Dy? = 0.
Bilden wir nun die erste Polarfliche eines Punktes P und ebenso eines
Punktes @ in Bezug auf das Monoid, und schueidet die Schnitteurve
beider Polarflichen dasselbe in % Punkten, welche mit dem drei-
fachen Punkt z =0, y =0, 2z =0 zusammenfallen, so ist die ge-
nannte Classenerniedrigung gleich % Unbeschadet der Allgemeinheit
konnen wir die beiden Polarflichen:
of 0y + 0% __

) T oz
und of S o
—_— = L3 4 _
oy w oY + oy 0
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wihlen, welche sich in einer Curve mit vierfachem Punkte schneiden.

Die Tangenten der vier Aeste in diesem Punkte sind %’iﬁ =0, %’— =0,

von denen drei eine ganz allgemeine Lage zum Kegel #, = O haben,
und nur die vierte fillt mit der Richtung der Doppelkante zusammen,
Jeder der ersten drei Aeste schneidet unsere Fliche in 3, der vierte
aber in 4 zusammenfallenden Punkten; das erstere ist selbstverstind-
lich und das letztere erkennt man, wenn man die Potenzreihen des
vierten Astes: 2 = a2? 4+ b2 4 .. -, y = a2 - f22 4 . .. aufstellt
und in f(z, y, ) substitnirt, wo dann z' als niedrigste Potenz von z
erscheint, Die Reduction der Classe betrigt demnach:

34343+ 4=13.
Ganz analog gestalten sich die Verhiltnisse, wenn der Kegel u,==0),
zwei oder drei getrennte Doppelkanten besitzt. Dann werden von den

vier Aesten 2L ~ 0, O 0 awei resp. drei mit den Doppelkanten

o 0y
zusammenfallen und die Classenerniedrigung 14 resp. 15 sein,

53. Eine besondere Behandlung erfordern die Gibrigen Fille. Be-
sitzt der Tangentialkegel eine Riickkehrkante, so hat er die Gleichung:
Uy = z2% 4 Ax® + 3Baty + 3Cxy* 4+ Dy,

zugleich wird:

of =22z 4 3Am2+63xy+30y2+%%

oz
und
oF _ 3Ba + 6Czy + 3Dye 4+ 2%
29 ¢ zy + i Y + W '
Von den vier Aesten der Curve —g—g— = 0, —%— == ( habeu zwei eine

allgemeine Lage gegen den Kegel u; = 0, wihrend die beiden iibrigen
die Riickkehrkante tangiren. Die Reihenentwicklungen der letzteren
5 3
beiden werden z = bs* - c2? 4 - -+, y = az§+ gat 4. -, die-
selben sind also mit einander verzweigt. Diese Reihen in?(xyz) ein-
gesetzt ergeben als niedrigste Potenz von 2 die vierte, so dass die
gesammte Classenerniedrigung sich auf 3 4 3 4 4 + 4 = 14 belsuft.
54, Zerfallt der Kegel 3. Ord. in eine Ebene und einen sie be-
rihrenden Kegel 2. Ord., so wird seine Gleichung:

Uy =z (2* + Ady*+ 2Bzy 4 2Czz)

8 €
7L =40e + 32 + 4Bay + Ay + O,

also;

und

of
Ty = 247y + 2Ba? 4 G,
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Daraus folgt, dass drei Aeste der Curve % =0, ? f =0 die Be-
oy
rithrungskante & = 0, y = O tangiren; ibre Reihenentwicklungen wer-
5 4 5

den z=¢gbz’ L ¢+, y=caz® 4+ 282° 4 .. -, sie sind also
mit einander verzweigt. Diese Entwicklungen in f(z, y, ) eingesetzt
liefern z? als niedrigste Potenz, so dass die Gesammterniedrigung der
Classe des Monoids 3 4 4 4+ 4 + 4 = 15 betriigt.

55, Zerfillt der Tangentialkegel in drei sich in einer Geraden
schneidende Kbenen, so wird seine Gleichung:

Uy = 2y (2 + 0¥)

und also:
of oug  2f . cu,
so =22y F e+ o, gy =2t Zeay+ 5 0
Alle vier Aeste der Curve % = 0, % = 0 berithren die Gerade
=0, y =0, und ihre Entwicklungen sind von der Form:
3 3

=t + byt y=ka B

resp.
3 3

pe=d a0 F b, Y=t a2’ -,
d. h. sie sind zwei Mal zu zwei miteinander verzweigt. Diese Reihen
in die Gleichung des Monoids eingesetzt ergeben 2! als niedrigste
Potenz, und folglich wird die Classenreduction gleich 16.

56. Worin bestehen nun die gestaltlichen Aenderungen der
Monoide, welche durch die aufgezihlten Specialisirungen des Tangen-
tialkegels im dreifachen Punkt hervorgerufen werden? Beachten wir
zuerst die Einwirkungen einer Doppelkante des Tangentialkegels und
gwar einer isolirten Doppelkante, Diese Flichen bilden den Uebergang
von den zweitheiligen zu den eintheiligen Monoiden; man erhilt sie
aus den zweitheiligen Monoiden, mit einem tropfenformigen Flichen-
theil, indem man diesen immer kleiner werden und schliesslich vollig
verschwinden liisst, ein Vorgang den man sich leicht vorstellt.

Auch hei den Monoiden, deren Tangentialkegel 3. Ord, eine Doppel-
kante mit reellen Tangentialebenen besitzt, ist der Vorgang ein dusserst
einfacher. Als Ausgangsfliche wihlen wir das zweitheilige endliche
Monoid, welches natiirlich keine reellen Geraden besitzen kann.
Dasselbe besteht aus einem tropfenférmigen und einem trichterformigen
Flachentheil, sieche Nr. 43; jeder Querschnitt durch die dort construirte
Axe*) hat die Gestalt der Figur 2. Erhilt der Tangentialkegel eine

*) Man kann an Stelle der construirten Axe jede Gerade im Im..lern' des
paaren Kegelmantels nehmen, das Gesagte bebilt auch dann seine Giltigkeit.
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reelle Doppelkante, so giebt es einen einzigend Querschnitt von der
Form 9, wihrend alle iibrigen die Form 2 beibehalten. Der Effect,
den das Auftreten einer Doppelkante beim Taugentialkegel"& .Ord. an
der Gestalt des Monoides hervorbringt, ist also eine vollstindige Ein-
schniirung des trichterformigen Theiles an der der Doppelkante e.nt—
sprechenden Stelle, indem sich daselbst eine Schleife des bez. Querschnitts
zusammenzieht. Dadurch wird zugleich ein Aneinanderdr:éingen des
tropfenformigen und des trichterférmigen Flachentheiles an jener 'Ste}le
bedingt, wie dieses die Figur 9 erkennen Jisst, Aus den.l endlichen
zweitheiligen Monoid kann man ganz ebenso Monoide ablel'ten, deren
Tangentialkegel 3. Ord. zwei oder dyei Doppellanten besitzt, indem man
den trichterformigen Theil an zwei resp. drei Stellen in der angegebenen
Weise zusammenschniirt, Lisst man zwei solche Einschrinkungen
zusammenriicken, so erhilt man das endliche Monoid, dessen Tangen-
tialkegel 3. Ord. eine Selbstberiihrungskante anfweist. .

Die Ueberginge, welche wir bei den endlichen zweitheiligen
Monoid geschildert haben, lassen sich mit Leichtigkeit anf ein be-
liebiges zweitheiliges Monoid itbertragen. Auch hier sind solche Ein-
schniirungen vorzunehmen, indem man jedes Mal eine Schleife des
bez. Querschnitts zusammenzieht, Sind zwei oder drei Einschniirungen
zu machen, so kénnen sie auf demselben Theil oder auf verschiedenen
Theilen des paaren Kegelmantels Jiegen, je nachdem man von einer
Einschnilrung zur andern eine gerade oder eine ungerade Anzahl von
Geraden des Monoids zu passiren hat.

Das Monoid, dessen Tangentialkegel eine Riickkehrkante besitzt,
leitet man am bequemsten aus dem Monoid ab, dessen Tangentialkegel
eine isolirte Doppelkante besitzt. Man braucht dann nur in irgend
einem Querschuitt durch die Doppelkante die eine Schleife zusammen-
guziehen, eine Operation, die mit der vorher geschilderten Einschniirung
vollig tibereinstimmt.

57. Zuletzt bleiben uns noch die Monoide zu beschreiben, deren
Tangentialkegel aus drei sich in einer Geraden schneidenden Ebenen
besteht. Wir gehen auch hier von dem endlichen zweitheiligen Monoid
aus, und leiten daraus ein Monoid ab, dessen Tangentialkegel 3. Ord.
drei Doppelkanten besitzt, indem wir drei Binschniirangen machen,
Lassen wir daun den tropfenformigen Theil sich immer mehr zusam-
menziehen bis er schliesslich verschwindet, so erhalten wir die gesuchte
Gestalt. Jeder ebene Schnitt durch die dreifache Gerade des Tangen-
tialkegels 3. Ord. hat die Gestalt von Figur 10a, der Punkt O ist ein
dreifacher Pupkt der Curve; nur die drei singuliren Ebenen schneiden
in einem isolirten (vierfachen) Punkt, durch welchen vier imaginire
Geraden verlaufen. Die Fliche besteht demnach aus drei getrennten
Theilen, welche sich auf die sechs von den singuliiren Ebenen erzeugten
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Winkelriume so vertheilen, dass abwechselnd ein Raum von einem
Flachentheil besetzt und einer leer ist. Sind von den 3 singuliren
Ebenen zwei conjugirt imagindr, so giebt es um die dreifache Gerade
nur noch zwei Winkelriume, von denen der eine leer, der andere aber
von dem einzigen noch vorhandenen Flichentheil occupirt ist.

Gehen wir nicht von dem endlichen zweitheiligen Monoid, sondern
von einem zweitheiligen Monoid mit reellen Geraden aus und fiihren
an diesem die angegebenen Operationen aus, so erhalten wir ein Monoid
mit reellen Hauptgeraden, dessen Tangentialkegel 3. Ord. eine drei-
fache Kante besitzt. Man kann diese Fldchen auch aus den soeben
erhaltenen Monoiden ohne reelle Geraden aber mit dreifacher Kaute
des Tangentialkegels ableiten, indem man die Flichentheile durchs
Unendliche zusammenwachsen lisst. Halbiren wir ndmlich zwel be-
nachbarte Winkelriume und nehmen wir an, dass der neu gebildete
rdumliche Winkel eine singulire Ebene mit vier reellen Hauptgeraden
des Monoids einschliesst; lassen wir alsdann eine Ebene diesen Winkel-
raum durchlaufen, so hat die Schnittcurve in der Ausgangsebene die
Form 10a, geht dann allmiblig in 10b iiber und weiter in 10¢, um
dann durch die an @ gespiegelten Bilder von 10b und 10a zuriick-
zukehren. Mit andern Worten, die beiden Flichentheile, welche an
die nimliche singulire Ebene angrenzen, sind jetzt zwei Mal durchs
Unendliche hindurch mit einander verwachsen, wihrend sie vorher, so
lange die Hauptgeraden imaginéir waren, getrennt waren. Hiermit
ist aber unsere Behauptung erwiesen, und es ist eine Kleinigkeit n
jedem vorliegenden Falle die nothigen Aenderungen anzubringen.

58. Wir wollen in diesem Capitel noch kurz einige Fldchen be-
handeln, deren Tangentiolkegel im dreifachen Punkte in drei Ebenen
cerfillt, und welche ausserdem noch 6 Knotenpunlte aufweisen. Nun
zerfallen aber alle Monoide mit 6 Knotenpunkten in zwei Arten, ndmlich
in Monoide, deren Knotenpunkte in einer Ebene liegen, und in Monoide,
welche als Specialfall des Symmetroids erscheinen, siehe Nr, 14ff. Wir
miissen also auch hier beide Fille unterscheiden und betrachten zuerst
das Monoid, dessen 6 Knotenpunkte auf einem Kegelschnitte liegen
und dessen Tangentialkegel im dreifachen Punkt aus drei sich nicht
in einer Geraden schneidenden Ebenen besteht. Seine (leichung ist:
wxy2z -+ (@22 + Apy? -+ 443 8° F 2ay 42 + 2a5 22 + 2a12xg;)?—
Der Tangentenkegel 6. Ord. aus einem Knotenpunkt zerfillt in zwei
Ebenen, nimlich die Ebene des Kegelschnitts und eine der drei singu-
Jiren Ebenen, und in einen Kegel 4. Ord. mit dreifacher Kante. Der
eine Mantel dieses Kegels beriihrt die beziigliche singulire Ebene, die
beiden andern Mintel sind mit einander verzweigt und die Tangential-
ebene in ihrer Riickkehrkante enthillt die Schnittgerade der beiden noch
iibrigen singuliren Ebenen.
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Um das Monoid zu erhalten, dessen 6 Knoteupunkte nicht inm
einer Ebene liegen, dessen Tangentialkegel im dreifachen Punkt aber
ebenfalls von drei sich nicht in einer Geraden schneidenden Eben-en‘
gebildet wird, benutzt man seine Eigenschaft Symmetroi(;l zZu .sem,
vergl. Nr. 2. An der citirten Stelle ist das Symmetroid mit 10
Knotenpunkten eindeutig auf die Kernfiiiche 4. Ordnung eines Ge:biisches
von Flichen 2. Grades bezogen. Kerner findet sich dort auseinander-
gesetzt, dass das Symmetroid einen dreifachen Punkt erhilt und d;?.ss
die Kernfliche in eine Fliche 3. Ord. iibergeht, wenn eine der vier
Grundflichen des Gebiisches durch eine doppelt geziihlte Ebene ersetzt
wird, Die Beriihrungspunkte aller Flichen des Gebiisches, welche
diese Ebene beriihren, bilden eine der Kernfliche angehorige Curve
3. Ord., und dieser Curve entspricht bei der eindeutigen Beziehung
zwischen der Kernfliche und dem Symmetroid der dreifache Punkt
dieser Fliche. Soll also der Tangentialkegel im dreifachen Punkt aus
3 Ebenen bestehen, so muss jene Cmrve 3. Ord. in 3 Geraden zer-
fallen; dann kann man aber zw Grundflichen des Gebiisches drei
Flichen 2. Grades wihlen, welche je zwei dieser drei Geraden ent-
halten. Wir nehmen desshalb als Grundflichen 2. Grades die vier
Flachen:

w?=0, oy + byzw 4 byyw + byjzw = 0,
ye 1+ qrw + yw + c;pw =0,
2r 4+ dixw + dyyw + dyzw = 0,
so dass die gesuchte Fliche durch die Determinante dargestellt wird:

0 p 9 Bb+ye 494,
: 0 y Bhtreted,
s y 0 Bb,+yo,tody

Bo+ye+-dd,, Bb,+ye,+dd,, Bby+yes-9dds, o

Der dreifache Punkt dieser Fliche ist ersichtlich =0, y=0, 6§ =0

und die drei singuliren Ebenen in diesem Punkte sind: g .y . 6 = O.

Die Knotenpunkte in der Ebene f = 0 liegen auf den beiden Geraden :
v+ yo(d —e,) — 9%d, = 0,

und ganz analog in den beiden andern singuliren Ebenen,

Die friiher bei dem gewdhnlichen Monoid mit 6 Knotenpunkten
gefundenen Eigenschaften erleiden hier einige Abinderungen. Der
Tangentenkegel 6. Ord. aus einem Knotenpunkt zerfillt nimlich hier
in drei Theile; den ersten Theil bildet die singulire Ebene, in welcher
der Knotenpunkt liegt; den zweiten Theil bildet ein Kegel 2. Ord.
durch den dreifachen Punkt und die vier nicht in jemer singuldren
Ebene gelegenen Knotenpunkte, derselbe beriihrt die singulire Ebene
laings der Geraden durch den dreifachen Punkt; den letaten Theil
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macht ein Kegel 3. Ord. mit Riickkehrkante aus, der dureh die 5 noch
tibrigen Knotenpunkte einfach hindurchgeht, und dessen Riickkehr-
kante den dreifachen Punkt passivt. Der Kegel 2. Ord. bertibrt die
Fliche ersichtlich lings einer Geraden und lings einer Raumcurve
3. Ord., welche 5 Knotenpunkte und den dreifachen Punkt passirt.
Die Monoide mit 6 Knotenpunkten, deren Tangentialkegel im
dreifachen Punkt aus drei sich in einer Geraden schneidenden Ebenen
besteht, haben alle die Eigenschaft, dass ihre Knotenpunkte auf einem
Kegelschnitt liegen, Ihre Gleichung lisst sich desshalb schreiben:

wa (z—ay) (2—By) + ol +y+a7 = 0.

Monoide, fiir welche u, == 0 singulére Kanten besitzt; u, = O geht
durch diese Kanten hindurch.

59. Unterwirft man den Kegel u; = 0 des Monoids guy~u,=0
denselben Specialisirungen, wie im vorhergehenden Capitel, ldsst man
jedoch die dgselbst stipulirte Bedingung falien, indem man den Kegel
#, = O durch die singuldren Kanten des Tangentialkegels hindurchlegt,
so erhilt man eine Reibe neuer Singularititen, und ihre Untersuchung
ist es, welche uns in diesem Capitel beschiftigen soll.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, in welchem der Kegel u; =0
eine Doppelkante hat; dann kann der Kegel w, = O entweder einfach
durch die Doppelkante hindurchgeben, oder lings derselben einen der
beiden Miintel von wug = O berithren, und zwar kann die Beriihrung
von der ersten, zweiten, ..., zechnten Ordnung sein. Wir nehmen
als Gleichung des Kegels 3. Ordnung:

wy = xyz + Az’ + 3Bx%y —f—30xy + Dy? =0
und als Gleichung des Kegels 4. Ordnung:
=8 (G Hy)+2* (B4 2 Ky Ly M-+ (@i ) =0
Es sind:

O ys 4 342+ 6Boy + 30y + G+ 21ast + 2Ky o
%;— =72+ 3Ba*+ 6Cay -+ 3Dy + He* 4 2Kz’ + 2Ly2* 4+

hieraus ergeben sich vier verschiedene Reihenentwicklungen fiir die vier

Aeste der Curve of == 0, —gyL = 0. Drei von den Aesten dieser

ox
Curve sind dargestellt durch die Reihen:
=8+ b, Y=oz 2t +---, i=1,2,3;

sie schneiden ersichtlich das Monoid f(zy2) = u, + u, =0 in je dre:
susammenfallenden Punkten z =y = 7= 0. Der vierte Curvenast
erhiilt die Relhen:
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zg=0b+c 4y y=424p 4 s
wo b= —H, f=— G ist.

Diese Reihen in f(zy2) eingesetzt liefern als niedrigste Potenz %
und als Coefficienten dieser Potenz: — (FH; der durch sie da_rge-
stellte Curvenast schneidet demnach das Momnoid in fiinf consecuhyen
Punkten & = 9 = z = 0. Die Gesammireduction der Classenzahl durch
den dreifachen Punkt betriigt 3 -3 4 5= 14.

Soll der Kegel u,==0 den einen Mantel von u,— 0 lings der Doppel-
kante berthren, so muss G oder H verschwinden. Sei etwa H — 0,
so werden die Entwicklungen des vierten Curvenastes:

g=cP S+ det+ .., y=p2 Ly,
wo p=— G und ¢=2LG — 3DG%. Die niedrigste Potenz in
f(xy2z) nach Einsetzung dieser Reihen fiir  und y wird nun 2% und
der Coefficient dieser Potenz wird: G?*(L—GD); die Erniedrigung
der Classe wird also 3+ 3 4 6 = 15,

Geht der Kegel u, =— 0 mit dem einen Mantel von u; = 0 léings
der Doppelkante eine Beriihrung zweiter Ordnung ejn, so wird
L — GD=0. Die Reihen des vierten Astes werden wieder:

Cg=chdet ., y=p2 oy,
wo = — G und ¢ = — LG; die niedrigste Potenz in / wird dann
27, und die Classenreduction wird 3 -3 4 7 =16,

Es lisst sich nun allgemein beweisen: Hat der Kegel u, = O eine
Doppelkante, und geht der Kegel u, =0 mit dem cinen Mantel jenes
Kegels limgs derselben eine Berithrung x' Ordnung ein, so reducirt
der dreifache Punkt des Monoids oug + u, =0 seine Classe um
3.8+ x+b=14-+x Linheiten; dabei kann x die Werthe 1,2, .., 10
annebmen, Um diese Behanptung zu beweisen, gehen wir von dem
Monoid aus, bei welchem der Kegel #,=—=0 die Doppelkante von w#gq==0
einfach passirt. Diese Doppelkante gehdrt dem Monoid einfach als
Gerade an, und lings der Geraden besitzt dasselbe eine constante
Tangentialebene. Eine beliebige Ebene durch diese Gerade schneidet
das Monoid in der Geraden und in einer Curve 3. Ord. mit Doppel-
punkt, deren einer Ast die Gerade berlihrt, Die zwei Iibenen dureh die
Gerade, welche den Kegel uy =0 berilhren, schneiden ausser der
Geraden noch eine Curve 3. Ord. mit Spitze aus, deren Tangente mit
der Geraden zusammenfillt. Die Ebene, welche den Kegel u, — O
bertihrt, beriihrt das Monoid lings der Geraden und schneidet noch
einen Kegelschnitt aus, der die Gerade in zwei getrennten Punkten
schneidet. Legt man durch den dreifachen Punkt des Monoids eine
beliebige Gerade g, so giebt es durch diese Gerade noch 10 Tangen-
tialebenen an die Fliche, deren Beriihrungspunkte nicht in den drei-
fachen Punkt fallen; es sind dieses die Ebenen durch die 10 Hauptgeraden
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der Fliche, welche nicht mit der Doppelkante von w; = 0 zusammen-
fallen. Lisst man also % von diesen 10 Geraden des Monoids in die
Doppelkante hineinrticken, so giebt es nur noch (10 — %) Tangential-
ebenen durch die Gerade g, mithin hat die Classe um weitere z Ein-
heiten abgenommen. Diese Reduction wird aber durch den dreifachen
Punkt bewirkt, da die Ebene durch ¢ und die Doppelkante aus dem
Monoid eine Curve ausschneidet, welche ausserhalb des dreifachen
Punktes ‘keinen Doppelpunkt mehr besitzt; hiermit ist aber die obige
Behauptung erwiesen.

Ganz dieselben Betrachtungen lassen sich anstellen, wenn der
Tangentialkegel 3. Ord. zwei oder drei Doppelkanten aufweist, nur
kann die Beriihrung dieses Kegels mit einem Kegel 4. Ord. lings
seiner singuliren Kanten nicht mehr von so hober Ordnung wie
vorher sein.

60, Wir gehen jetzt weiter zu den Monoiden iiber, bei welchen
der Kegel w, = O ein Riickkehrkante besitzt und der Kegel u, =0
dieselbe in beliebiger Richtung durchsetzt. Die Gleichung des Tan-
gentialkegels ist dann:

wy = 22 4 25 + 3Baty + 30wy -+ Dy =0,
die des Kegels 4. Ord. ist wieder:

= (G- Hy)+* (I 2Ky + L)+ (M) + (o' 4+ )=0.
Hieraus folgt:

aaof— =2x2-3Ax*+6Bxy+ 30y + G2+ 21222+ 2 Kya?+ - - -,
—%} = 3Bx?+ 6Czxy +3Dy* + H¥+2Kae* +2 Ly - - -,
Die Curve aa%; =0, *gg'/i == (0 besteht wieder auns vier Aesten, von

denen zwei durch die Reihen zx=a;2-+ 02>+, y=wz4Bi®+ .-
dargestellt werden, das Monoid also in drei consecutiven Punkten
@ = yy = 2z = 0 schneiden. Die beiden iibrigen Aeste sind mit einan-
der verzweigt und ihre Reilien sind:
b 3
=b e+, y=Ffas + B A

wobel
H

3D’

HC— GD

(e
= °

b ==

2
In f(xzy#2) eingesetzt liefern sie als niedrigste Potenz 2° mit dem Coef-
ficienten : % H; die Classenerniedrigung wird also 3 + 3 4 9 = 15.

Beriihrt der Kegel u, = O den Kegel u, = () lings der Riickkehr-
kante, so wird H = 0. Wihrend die beiden zuerst genannten Aeste
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angedndert bleiben, erhalten die beiden letzteren die neuen Entwick-
lungen:

z=bttet+ ., y=p024pt+ -, i=1,2,
wo b= — % und 3Dp + p2L—306) —KG+ 2 BG*=0. Die
niedrigste Potenz in f nach Substitution der Werthe von & und ¥
wird jetzt z° und ihr Coefficient — f:f_) so dass sich die Verminderung

der Classe auf 3 4 3 4 5 4+ b == 16 beliuft.

61. Bei den Monoiden, deren Tangentialkegel 3. Ord. eine Selbst-
beriihrungskante besitzt, kann wman ganz analoge Betrachtungen an-
stellen. Durchsetzt der Kegel u, — 0 den Kegel u, == 0 lings dieser
Kante in beliebiger Richtung, so kann man setzen:

iy = (2t + Ay* 4 2Bzy -+ 2Cx2),
wibrend 1, = 0 seine frithere Gleichungsform beibehiilt. Alsdann wird:
of

Fr 4C$Z+3xl+4Bxy+Ay +G23 +21ng+2Kyz-2+
_g“z 2Ba® + 2Awy 4 He'+2Kz24-2Ly2* +- .

Ein Ast der Curve 6/‘ =0, ai =0 wird

x=az—}-bz‘+-.-, y=uas+ 224 -

die drei iibrigen Aeste sind mit einander verzweigt; ihre Reihen werden

5 4 5
z=8&bz> 4 .., y=caz’ +2f2"+ ...,
20 Aot

wobei ¢ eine dritte Hinheitswurzel und o = g b=— o

Duarch Einsetzung der Werthe von zund y in f ergiebt sich als niedrigstes
Glied: — czH #'3, so dass die Gesammtreduction der Classe 34+13==16

wird.

Tangirt der Kegel u, — O den Kegel u, = 0 Jings seiner Selbst-
beriihrungskante, wird also H = U, so #ndern sich die drei letzten
Reihenentwicklungen und an ihre Stelle treten die folgenden:

x=0"tecrt 4o, y=BS Ayt ...,

WO
@ __ bK4 0B
b=— g7 wd f=— 755
und
5 3
=blttet o, y=tes 4B+ ...,
WO

GA—4CL

- L 2 __
b—-—-"Z*llDdIX_—-— yy



Flichen vierter Ordnung mit dreifachem Punkte. 97

Der durch die ersten beiden Reihen dargestellte Curvenast schneidet
das Monoid ersichtlich in 5 consecutiven Punkten z =y = z = 0;
die beiden letzten Reihenpaare stellen zwei verzweigte Aeste dar,
welche mit dem Monoid 16 consecutive Punkte z = y = 2z = 0 gemein
haben. Die Classenreduction wird demnach in diesem Falle 18,

Geht der Kegel u, = 0 mit dem zerfallenen Kegel u, = 0 lings
der Selbsthertihrungskante eine Beriihrung von htherer als der ersten
Ordnung ein, etwa eine Berithrung von der Ordnung %, (wo % = 1, 2,
3,4,5,6,1), so ist die Classenreduclion (17 4 %). Der Beweis kann
ganz ebenso gefiihrt werden wie vorher beim Tangentialkegel mit
Doppelkante, wenn der Kegel u, = 0 eine hohere Beriihrung mit dem-
selben eingeht.

62. Es handelt sich nun noch um Monoide, deren Tangential-
kegel aus drei sich in einer Geraden schneidenden Kbenen besteht,
dessen Gleichung also dié Form hat: u; = zy (2 4 @y) = 0. Durch-
setat der Kegel u, = 0 die dreifache Kante von u, =0 in beliebiger
Richtung, so konnen wir seine frithere Gleichungsform benutzen, und
es wird:

ar

sg = 2ay+ ey’ + G+ 215 + 2Ky + - -+,
-88;— =z 202y + H + 2K+ 2Ly 4 - - -
Die vier Aeste der Curve g"; =0, —%— = 0 erhalten die Reihen:
3 3

=t b, Y=t et b, =1,

und
3 3

B ae F b, Y=t R, b3
wobei 2aa 4 o 4+ G =0 und a*+ 2¢ae -+ H=0. In f(xy2)
9

eingesetzt liefern sie als niedrigste Potenz («*a4-gae*+Ga-+H )zt
so dass die Classenerniedrigung 18 betriigt.

Berithrt u, = O eine der drei singuliiren Ebenen etwa z =0,
d. h. wird H =0, so bekommen wir die neuen Entwicklungen:

3 3
t=taz’ L bt+ -, y=-teas’ F 4 ., i=12
wo ol = 3; und @ = — 290,
5 3
r= btdcst+-- y:::l:azz—{—{)’kz?-{m--, f=234,
wo atem — & and b= — ¥ st
0 e

Mathematische Aunnalen, XX1V, 7
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Daraus erschliessen wir als Gesammtreduction der Classe die Zahl
94 10=19. ) ) X

Auch hier lisst sich, wie in den vorhergehenden Ea]len ‘Zexgen,
dass sich die Classe um 20 resp. 21 erniedrigt, wenn die Beruhrfmg
des Kegels u, = O mit der singuliren Ebene x = O von der zweiten
resp. dritten Ordnung ist.

63. Wir wollen es nun versuchen die geometrische Gestalt der
in diesem Capitel aufgestellten Monoide mit dreifachem Punkte aus
den Monoiden des vorigen Capitels abzuleiten, und werden ﬁnden,.dass
anch die neuen Gestalten aus der fritheren- durch Zusammenzichen
geeigneter Oeffnungen der Fliche abgeleitet werden kdnnen.

Den Anfang machen wir mit den Monoiden, deren Tangential-
kegel 3. Ord. eine reclle Doppelkante besitzt. Geht der Kegel u, =.O
nicht durch diese Doppelkante hindurch, so hat das zugehdrige Monoid
die in Nr. 56 augegebene Gestalt. Um die Gestalt dieser Fliche
genauer zu verfolgen, denken wir uns diedelbe aus dem dreifachen
Punkt auf eine Ebene projicirt, genau so wie in Nr. 48. Dem drei-
fachen Punkt entspricht dabei die Curve 8. Ord. mit Doppelpunkt,
vergl. Fig. 11a und 11b, den 12 Geraden die Punkte 4, D, C, D, ...;
den punktirten Curven entsprechen geschlossene Curven des Monoids,
die kettenformig an einander hingen und folglich eben so viele Oeff-
nungen des Monoids bedingen. Geht u, == 0 einfach durch die Doppel-
kante hindurch, so erhilt man noch zwei verschiedenartige dreifache
Punkte, je nachdem man in 1la die Oeffnung 1 oder in 11b die
Oeffnung 1 zusammenzieht. Soll der Kegel u, = 0 einen Mantel des
Tangentialkegels 3. Ord. lings der Doppelkante berithren, so kann
dieses ebenfalls noch auf zwei verschiedene Arten erreicht werden, je
nachdem man die Oeffnung 2 in 11a oder in 11b zusammenzieht; es
giebt also wiederum zwei hinsichtlich der Gestalt ihres dreifachen
Punktes verschiedene Monoide. Ganz gleiche Resultate findet man,
wenn man die Oeffnung 3, ete. in 11a resp. in 11b zusammenzieht.

Besitzt der Kegel uy — () mehrere Doppelkanten, so kann man
an jeder die vorher geschilderten Operationen ausfihren, und erhilt
dadurch die verschiedenen Monoide, deren Tangentialkegel 3. Ord.
in einen Kegel 2. Ord. und eine Ebene oder in drei Ebenen zerfallt.
Wie viele aneinanderhingende Oeffnungen des Monoids man in jede
Doppelkante zusammenziehen kann, ergiebt sich daraus, dass auf
dem Kegel 2. Ord. resp. der Ebene, welche Theile des Kegels u; = O
bilden, nur 8 resp. 4 Hauptgeraden des Monoids liegen konnen.

Besitzt der Tangentialkegel u, = O eine isolirte Doppelkante, so
geht man am bequemsten von dem gewodhnlichen endlichen Monoide
aus. Ldsst man den trichterfsrmigen Flichentheil an einer Stelle mit
dem tropfenférmigen Theile zusammenstossen, so erhiilt man ein
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Monoid mit einem Knotenpunkte. L#sst man ferner den tropfen-
formigen Theil sich vollig zusammenziehen, so riickt der Knotenpunkt
in den dreifachen Punkt herein und es entsteht das gesuchte Monoid.
Jeder Schnitt durch die singulire Kante hat die Form 12a; nur die
Ebene, welche das Monoid lings der singuldren Kante beriihrt, schneidet
in der Curve 12b.

64. Im vorigen Capitel sind zu Ende der Nr. 56 die Monoide
beschrieben, deren Tangentialkegel u; = O elne Riickkehrkantc besitzt.
Dort war die Bedingung zu Grunde gelegt, dass u, = 0 die Riickkehr-
kante nicht passirt; aus diesen Monoiden lassen sich aber diejenigen,
bei welchen u, = 0 die Riickkehrkante passirt, sofort ableiten. Wir
denken uns wieder das Monoid auf eine Ebene abgebildet wie in der
vorigen Nummer; dem dreifachen Punkt entspricht dann eine Curve
3. Ord. mit Spitze, Figur 13, den Hauptgeraden des Monoids ent-
sprechen die Punkte A4, B, C,.... Durch Zusammenziehen der Curve
1, d. h. durch Zusammenzichen der dieser Curve entsprechenden Oeff-
nung des Monoids, entsteht ein Monoid, bei welchem u; =0 die
Riickkehrkante von u#; — O einfach passirt. Zieht man anch noch die
Curve 2, d. h. die entsprechende QOeffnung der Fliche, zusammen, so
ergiebt sich das Monoid, bei welchem «, = O den Kegel u, = O lings
der Rickkehrkante beriihrt.

65. Besitzt der Kegel uy =0 eine Selbstberiihrungskante und
geht u, == 0 nicht durch diese Kante hindurch, so haben die zuge-
horigen Monoide die in Nr. 56 beschriebene Gestalt. lhre Abbildung
auf eine Ebene mag wieder in der fritheren Weise ausgefithrt werden;
dem dreifachen Punkt entspricht der Kegelschnitt und die ihn be-
rithrende Gerade in Figur 13, der unendlich fernen Curve des Monoids
die Curve 4. Ord. u, = 0. Die schraffirten Theile (und ebenso die
unschraffirten) bilden einen zusammenhingenden Theil des Monoids
ab, so dass man von jedem Punkt zu jedem andern gelangen kann,
ohne den dreifachen Punkt oder das unendlich Ferne zu passiren. Von
dem schraffirten Gebiet zum unschraffirten kann man unter dieser
Bedingung nicht gelangen. Der punktirten Curve 1 entspricht eine
geschlossene Curve des Monoids; durch Zusammenziehen derselben,
d. h. durch Zusammenziehen der entsprechenden Oeffnung des Monoids
entsteht eine neue Fliche, fiir welche u, = 0 die Selbstberiihrungs-
kante von u, = O einfach passirt. Die Abbildung dieser Fliche zeigt
ups Figur 14a; die Gestalt des dreifachen Punktes bei allen diesen
Monoiden ist nicht wesentlich verschieden.

Aus diesen Monoiden kann man durch weiteres Zusammenziehen
zweier Qeffnungen zu den Monoiden gelangen, fiir welche u, =0 den
Kegel u, = 0 lings der Selbstberiihrungskante beriibrt. Diese Monoide
bilden hinsichtlich der Gestalt ihres dreifachen Punktes noch drei

7%
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verschiedene Classen; man erhilt sie, indem man in den Monoiden
mit den Abbildungen 14a, 14b, 14¢ die Oeffuungen 1 und 2 zusam-
menzieht, wodurch Monoide entstehen, deren Abbildung uns die
Figuren 14e, 148, 14y liefern. Wie man hieraus die Monoide ab-
leitet, fiir welehe u, = 0 den einen Mantel des Kegels u, = 0 lings
der Selbstberiihrungskante osculirt, hyperoseulirt, ete., ist ohue Weiteres
klar und braueht hier nicht auseinander gesetzt zu werden.

66. Auch die Mondide, deren Tangentialkegel w, == 0 eine drei-
fache Kante besitzt, lassen sich aus den in Nr. 57 beschriebenen
Monoiden #usserst einfach ableiten. Dort ist vorausgesetzt, dass u,=0
die dreifache Kante von wu; =0 nicht passirt; die Abbildung dieser
Monoide zeigt uns Figur 15a. Den Curven 1 und 2 entsprechen zwei
Curven des Monoids, durch deren Zusammenziehen zwei Oeffnungen
des Monoids verschwinden; auf diese Weise entsteht ein neves Monoid,
dessen Abbildung durch Figur 15b reprisentirt wird. Wie man von
diesem Monoide zu den Monoiden gelangt, bei welchien u, = 0 eine
der singuliren Ebene lings der dreifachen Kante beriihrt, osculirt oder
hyperoseulirt, ist wiederum ohne Weiteres kiar.

67. Fassen wir die in den letzten beiden Capiteln gewonnenen
Resultate nochmals ins Auge, so kionnen wir dieselben folgendermassen
zusammenfassen. Die aufgezihlten Specialisirungen des dreifachen
Punktes werden alle erhalten, indem man gewisse Oeffnungen der Fliiche,
welche an den dreifachen Punkt angrenzen, zusammenziebt. Jeder
Erhthung der Orduung®*) des dreifachen Punktes um eine Einheit ent-
spricht das Zusammenziehen ciner an den dreifachen Punkt angrenzen-
den Ocffnung. Man kann aunf diese Weise eine ganze Kette von Qeff-
nungen in den dreifachen Punkt zusammenziehen, sobald nur die erste
Oeffnung der Kette an denselben angrenzt. An Stelle des Zusammen-
ziehens einer Oeffnung kann auch das Zusammenziehen eines tropfen-
formigen Flachentheils treten.

Welchen Einfluss dieses Zusammenziehen von Qeffaungen auf die
Gestalt irgend einer Projection der Umgebung des dreifachen Punktes
in jedem Halle austibt, ist leicht zu verfolgen; icl unterlasse es darauf
einzugehen,

Monoide, fiir welche w; =— O in eine einfache und in eine Doppelebene,
oder in eine dreifache Ebene zerfillt.

68. Die analytische Behandlung dieser Flichev mag wiederum
den Anfang machen, und zwar beginnen wir mit den Monoiden, deren

*) Unter der Ordnung eines n-fachen Punktes versteht man die Zahl, welche
angiebt, um wie viel derselbe die Classe ciner Fliche erniedrigt.
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Tangentialkegel in eine Doppel- und eine einfache Ebene zerfillt, also
uy = %Y. Dagegen nehmen wir fiir u, = O die friihere [Form:

g =I2' 4 2" (G + Hy) - 2{I2* + 2Kzy + Ly*) + - - -
Die Polarfliche eines heliebigen Punktes in Dezug auf unser Monoid
schneidet jetzt eine Curve 12. Ord. mit sicbenfachem Punkte aus, Es
geniigt dieses fiir die Polarfliiche des Punktes x,, 4., 0, 0 zu beweisen,
da man die Z-Ebene und die W-Bbene noch durch einen heliebigen
Punkt hindurchlegen kann. Nun ist:

of 20y + G& 4 2128%x 4 2Kty 4 -

g—g—;i- = 2+ HP 4+ 2K 2+ 2Ly + - -
Fir die Schnitteurve der Dolarfliiche: ;i + v, g?f = 0 mit
dem Monoid ergeben sich demmnach folgende Reihenentwicklungen:

ki)

4 5 4

x=cus’ + &bz’ 4 -, =cas’ + a2f .., e=JT,
wobel ale + I'=0 und 2z,aa 4 yya® = 0 ist; sie liefern einen
superlinearen Zweig dritter Ord., welcher die Gerade z =0, y =0
in seinem singuldren Punkt beriihrt. Ferner ergeben sich noch vier
weitere Entwicklungen: z = 0,22 + ¢;2% + - -+, y = ;2 4 fie*+ -,
i=1,2,34 wobei: '+ He 4 Loa* + Po’ 4 Ut =0 und
2,(2ba+ G+2Kae+-30a* 4T e 4y, (H+2La+3Pa? -4 Ua?)==0
ist. Diese Reihen stellen vier einfache Curvenzweige dar, welche die
Doppelebene in der Richtung der vier Hauptgeraden z =0, u, =0
beriihren; die Tangentenrichtung dieser Curvenzweige ist also von der
Wahl der Polarfliche unabhingig. Es ist dieses Verhalten ganz analog
dem Verhalten der Polarfliche in einem uniplanaren Knotenpunkt®).

69. Um die Reduction der Classenzahl des Monoids durch einen
derartigen dreifachen Punkt zu bestimmen, miissen wir wiederum die

Anzahl der Schnittpunkte der Curve fa}:— =0, -22— = 0 mit dem Monoide
f =0 aufsuchen, welche in den Punkt z ==y = z = 0 hereinofallen.
Die Curve besitzt erstens zwei mit einander verzweigte Aeste:

3 3
#= tas’ F b4, y=-dast LB+,
wobel 2aa - G =0 und a® + H = 0 ist; sie ergeben als niedrigste
Potenz von 2z in f(zyz) die vierte. Die Curve besitzt zweitens drei
lineare Aeste: 2z = b;22 + 23 -+, ¥ = e -+ i +---, 1=1,2,3,

*) Vergleiche meine Avbeit diber biplanare und uniplanare Puunkte, Math.
Ann. Bd. XXII, pag. 156 u. 137.
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wobei: 2ba + G+ 2Ka 43004+ 4T6¢® =0 und H4+2La + 3 Pa?
4 4Ue® =0 ist; sie liefern als niedrigste Potenz von g cbenfalls die
vierte. Die *Gesammtreduction der Classe des Monoids wird also
5.4 =20

70. Nehmen wir an, dass der Kegel u, — O eine besondere Lage
zur Doppelebene hat, indem er dieselbe tangirt, so tritt eine weitere
Specialisirang des dreifachen Punktes ein, Bezeichnen wir den Kegel
u, = 0 symbolisch durch (xy2), = 0, so werden seine Schnittgeraden
mit der Ebene = 0 durch (0yz), = 0 dargestellt sein. Wir haben
dann folgende Fille zu unterscheiden: (Oye), — O hat eine Doppel-
wurzel, oder zwei Doppelwurzeln, oder eine dreifache, oder endlich eine
vierfache Wurzel. Die zugehdrigen Monoide werden wie vorher durch
cinen Kegel 12. Ord. mit sécbenfacher Kante projicirt. Drei der Mantel
durch die siebenfache Kante sind, wie frither in Nr. 68, mit einander
verzweigt, ihre Reihenentwicklungen haben sich nicht wesentlich ge-
indert. Die vier tibrigen Miintel, welche vorher linear waren und die
vier Geraden (Oyz), = O resp. beriibrten, werden jetzt theilweise ver-
zweigt sein; einer Doppelwurzel von (0yz), = O entspricht eine Ver-
zweigung zweier Mintel, einer dreifachen oder vierfachen Wurzel eine
Verzweigung von drei resp. vier Minteln. Schon aus diesem Ver-
halten des projicirenden Kegels konnen wir schliessen, dass die Classen-
erniedrigung des Monoids durch den dreifachen Punkt in den aufge-
zihlten vier Fillen: 21, 22, 22, 23 respective betrigt.

Ein strenger Beweis dieser Behauptung erfordert wieder eine Unter-

suchung der Aeste der Curve dia:— =0, ‘25“ = 0. Man erkennt sofort,

dass die beiden vorher verzweigten Aeste keine wesentliche Aenderung
erfabren, sie schneiden demnach das Monoid nach wie vor in je vier
consecutiven Punkten. Dagegen tritt bei den drei linearen Aesten der
Curve eine Aenderung ein. Besitzt (0yz), =0 eine Doppelourzel
y:2==a:1, sb wird von den drei linearen Aesten

¢=0b" 4t 4., y=wzt ..

ciner die Gerade y — «z berithren, da die Tangenten dieser Aeste

?% (Oyz), = O bestimmen. Der eine lineare Ast

schneidet desshalb das Monoid in fiinf, die beiden ibrigen schneiden
in je vier consecutiven Punkten, Analoges gilt fiir eine zweite Doppel-
wurzel, :

Besitzt (0yz), = O eine dreifache Wurzel y:2 = «: 1, so besitat

sich durch z =0,

o (Oy2)y = 0 noch eine Doppelwurzel y:z=a:1; es fallen also
3?} Y&}y )

zwel Tangenten zusammen, von den drei linearen Zweigen des vorigen
Falles sind jetzt zwei versweigt. Die Reihen dieser Zweige sind:
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x="0+ ¢+ ., y=az+ 2 - -,
resp.
5 3

x=b22idzé'+---, y::az—_{—ﬁz?—[_...,

Der erste Zweig schueidet wieder in vier, die letsteren beiden dagegen
schueiden 1in je fiinf consecutiven Punkten; denn es verschwindet nach
Einsetzen der Reihen von z und y in f nicht nur der Coefficient

(Oal), wvon z%, sondern auch noch der Coefficient g —;& (Oal), von P

Hat (0yz), = O vier gleiche Wurzeln y:2==a:1, also %(Oyz)———o
drei gleiche Wurzeln, so sind die drei (vorher linearen) Zweige von

gf = ), ¢f 0 mit einander verzweigt und ihre Reihen werden:
& oy

7 4 5

x == dz? 4 eez?—i- e y=uaz-+ aﬁzg—f- szzz"-]— ceey

wo &== /1 ist. Jedes dieser drei Reihenpaare fiir # und y eingesetat
liefert als niedrigste nicht verschwindende Potenz von z die fiinfte, da
die Coefficienten von 2!, nimlich (Oal),, von #43, nimlich ﬂé% (Oecl),,
von z*% pimlich y -a%- Oel), + -vﬁ;— a%:é (Oal), simmtlich verschwin-
den. Somit ist die obige Behauptung erwiesen.

71.  Der Kegel #, =0 kann noch eine Reihe anderer specieller
Lagen. in Bezug auf den Kegel u; = 2’y = () einnehmen, indem er
die singulire Gerade z =0, y = 0 passirt und lings dieser Geraden
die eine oder andere singulire Ebene tangirt, osculirt oder hyperosculirt.
Geht 1w, == 0 einfach durch die singulire Gerade hindurch, so wird
F = 0. Der projicirende Kegel 12. Ord. hat wieder eine siebenfache
Kante; 2zwei Mal zwei Mintel durch diese Kante sind verzweigt, sie

bertihren die Gerade x =0, y = 0; drei Mintel sind linear, sie be-

rilhren je eine der drei Geraden % -(0y#), = 0. Die Curve gé; = (),

Fa;—= O besitzt genau dieselben fiinf Zweige wie in Nr. 69, aber die
3 3

beiden Reihen z = + az® 4+ .-+, y =+ a2’ 4 ... ergeben, in
f(zyz) eingesetzt, jetzt als niedrigste Potenz #%, so dass die Ernie-
drignng der Classe des Monoids durch den dreifachen Punkt 21 betriigt.

Beriihrt der Kegel #,=0 die singulére Ebene y==0 lings der singu-
liren Kante 2 =0, y = 0, so wird auch noch G = 0. Die linearen
Mintel in der siebenfachen Kante des projicirenden Kegels 12. Ord.
bleiben dabei ungetindert; die vier librigen Mintel, welche die Kante
x =10, y =0 beriihren, bilden einen einzigen superlinearen Zweig
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®

7 i
mit den Reihen™) w = - ¢z + Bt L y=fat e, =1,
wobei a® 4+ H =0 und 2,8 4 y,9 =0, 20 4+ Ia = 0.

8_1“'_ =0, B — besteht wieder wie in Nr. 69 aus

drei linearen Zweigen, welche sich von den dortigen nicht besonders
unterscheiden, und aus zwei verzweigten Aesten, deren Reihen hier die
Korm annehmen:

Die Curve -

3 5
z=+az’+ b2+ -, y=p Fype’ .

wo H+4a*=0, §4+I=0, b4+ K=0. Die linearen Zweige

schneiden das Monoid in je vier Punkten, die beiden verzweigten

Aeste in je fiinf Punkten; die Giesammterniedrigung der Classe wird

also 22,

Osculirt der Kegel 4, = 0 die FEbene y = 0 lings der singuliren
Kante, so wird ferner noch I =10. Die linearen Mintel des proji-
cirenden Kegels bleiben im Wesentlichdh ungeiiudert; die vier librigen
Miintel, welche die Kante 2 = 0, y = 0 beriihren, sind zwei Mal zu
zwel verzweigt; ibre Reihen sind:

3 5

=das b+ y= iy’ o, =12

wobei a? 4 H=0, und 9,(b+ K)+ z,8=0, p(b-4K) — , MH=0.

Die drei linearen Zweige der Curve _Z)axi =0, (f = 0 bleiben wieder

ungedndert, die beiden verzweigten Aeste dleser Curve sind:
3 2
g=tas’+ -, y=-4pi*4.
wo &*+ H=0 und 29 +3Ma=0. Die drei lmearen Aeste
schneiden das Monoid wieder in je vier Punkten, die beiden verzweigten
Aeste zusammen in 11 Punkten, so dass sich die Gesammireduction
der Classe aunf 23 beliuft.

Wird die singuliire Ebene y = 0 lings der singuliren Kaute
byperosculirt, so verschwxndet noch M. Die linearen Mcmtel des pro-
jicirenden Kegels indern sich auch hier nicht; die vier iibrigen, die
Kante z =0, y = 0 beriihrenden Mante! sind mit einander verzweigl
und werden durch die Reihen

3 3 9 u
2=+ a4 e+ ede* + - -, y=¢edz"+ ¢t2* + .. .
g=1 d'xrvestellt, wobel o*+ H =0, ¢ + K =0 und y,d 4 2,0 =0,

)Hlex wie im Folgenden spreche ich von den Reihen des projicirenden
Kegels, obgleich die Reiben seiner Berlibrungscurve gemeint sind,
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2add -+ ¢ = 0. Die Curve - Uf = (¥, ?}J/ == () besteht wieder aus den

drei linearen Zweigen und aus zwei verzweigten Aesten mit den Reihen:
3 7
= J-as’ L bt ., y=-4 02 4 2" .
wo ¢*+H=0, b4+ K=0, und 2a0+@=0, 2ae¢-12Q HK=0.
Die lincaren Aeste haben mit dem Monoide je vier, die beiden ver-
zweigten Aeste je sechs consecutive Puukte gemein. Die Erniedrigung
der Classe durch den dreifachen Punkt betrigt 24.

72. Wenn der Kegel u, = 0 die Doppelebene @ = 0 lings der
singuliiren Kante # = 0, y == 0 berithrt, so wird H = 0. Der proji-
cirende Kegel 12. Ord. aus dem Punkte z,, y,, 0, 0 besitzt wieder eine
siebenfache Kante, durch welche jetzt folgende Miintel gehen. Erstens
existiren zwei lineare Mintel

x=bl+ 2+ .., y=az+ps++-, 1=1,2,
mit den Tangenten L 4 Peo 4+ Ua® = 0; zweitens giebt es zwel mit
einander verzweigte Miintel

3 3
r=azi4 .., ye=taf. ..
fur welche ae 4+ G = 0 und yya* — 2, = 0 ist; drittens finden sich
drei verzweigte Miintel

5 4
x=£2bz?+ o ye=cas’ 4 .-
=1, wobei 2bae 4 G =0 und b"a—[—Gb—{-Lw:(D ist. Die
Curve ?aa-f}—- =0, 30_5_ == ( besteht aus zwel linearen Aesten
=084, y=a;2-F - =12

mit den Taungenten 2L -3 Pe -4 Ua?==0, und aus drei verzweigten

Aesten:
5 4

x =80z’ 4 ..., ye=cas® . .-

fur welche 20 « 4~ G = O und b? 4+ 2L« = 0 ist. Die beiden linearen
Aeste schneiden das Monoid in je vier, die drei verzweigten Aeste
zusammen in 14 consecutiven Punkten, so dass der dreifache Punkt
die Classe um 22 Rinheiten reducirt.

Eine Osculation zwischen dem Kegel u, = 0 und der Doppelebene
@ = 0 findet statt, wenn gleichzeitig H == 0 und L = 0 werden. Der
projicirende Kegel 12. Ord. besitzt jett nur noch einen linearen Mantel
=04+ .., y=az-+4 .-, mit der Tangente P 4+ Ua = 0, die
6 tibrigen Mintel beriihren die singulire Kante x =0, y = 0. Von
diesen 6 Minteln sind ein Mal zwei verzweigt, ire Reihen sind

3 3

r=dat+ o, y=as
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wobel aa 4+ G =0 und y,a® — 2, G = 0 ist, und einmal sind vier
Mintel verzweigt, ihre Reihen sind
7 5

.’B=83624+-.., y=5az4+...,

et =1, wobei ¢’a + G¢-} Pa? = 0 und 2¢ce + G = 0 ist. Die Curve
o g B
oz oy
mit der Tangente 3P + 4 Ua = 0, und vier mit einander verzweigte
Aeste mit den Reihen

7 5

z=2=cs' 4+ .., y=sart ..., =1,

wobei 2ce - G = 0 und ¢? + 3 Po? =0 ist. Der lineare Ast schneidet
das Monoid in vier, die vier verzweigten Aeste zusammen in 19 con-
secutiven Punkten; die Classenreduction wird also 23.

~ Soll der Kegel u, = 0 die Doppelebene z == 0 hyperosculiren, so
miissen gleichzeitig H, L und P verschwinden. Dann berihren alle
sieben Mintel des projicirenden Kegels 12. Ord. in der siebenfachen
Kante die singuldre Gerade x =0, y = 0; von denselben sind ein
Mal zwei verzweigt, ihre Reihen sind

3 3
a:————ia,zz—{— " y=j‘_."‘z2+"'y
wo g -} G =0 und y,a® — 2, =0 ist, und ein Mal sind fiinf
verzweigt, ihre Reihen sind
9 6
z=c&'de® ..., y=—cas’f ..., H=1,
wo 2de + G = 0 und d*e -} Gd + Ue* = 0 ist. Die Curve —3%:0,
—%5—: O besteht aus finf verzweigten Aesten mit den Reihen
9 6
w=g'de’F ..., y=caz’f. .., =1,
wobei: 2da - G =0 und d?* 4 4 Ue® = 0 ist; sie schneiden das
Monoid in 24 consecutiven Punkten. Der dreifache Punkt erniedrigt
die Classe um 24 Einheiten.
73. Gehen wir nun zu den Monoiden iiber, deren Tangentialkegel

im dreifachen Punkt aus einer dreifachen Ebene besteht, oder, wie wir
kurz sagen wollen, zu den Monoiden mit uniplanarem dreifachen Punkt.
Als singunlire Ebene nehmen wir die Ebene # = 0, wiihrend wiederum
u, =zt + 22 (Gx -+ Hy) + 2 (12 + 2Kzy + Ly*) 4 - - - gesetzt
wird. Es sind dann folgende fiinf Fille zu unterscheiden: Die vier
Geraden 4, =0, z == 0 oder (0y2), = 0 sind alle verschieden, oder
es fallen zwei zusammen, oder es fallen zwei Mal zwel zusammen,
oder endlich es fallen drei resp. vier von ihnen zusammen. Als Scheitel

= 0 besitzt einen linearen Ast x=5822} ..., y=az4--,
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des projicirenden Kegels 12. Ord. konnen wir hier, unbeschadet der
Allgemeinheit, den Punkt z, y, 2, w = 1,0, 0, 0 wihlen, dieser Kegel
besitzt stets eine achtfache Kante.

Falls die Geraden (Oy#), = O alle verschieden sind, sind die acht
Mintel des projicirenden Kegels 12, Ord. paarweise verzweigt, ihre
Reihen sind

oL == :I:biz—g_+"'? =(X‘Z—I—-~-, ?:=—1,2,3,4’
wo (Oel), = 0ist, d. h, die Mantel bertihren die 4 Geraden (Oyz),=0.
Die Curve —,?L = (), 7%_ = 0 besteht aus 6 Curveniisten, welche drei

Mal zu zwei verzwelgt sind und durch die Reihen
3

x=+b§+..., y—an ., i=1,2,3

dargestellt werden, wobel 5 (Oa1),=0ist. Jeder Curvenast schueidet

das Monoid in vier consecutiven Punkten, wodurch sich die Classen-
erniedrigung des uniplanaren dreifachen Punktes auf 24 beuziffert.

Fallen von den Geraden (0yg), = 0 zwei mit der Geraden y:z=ua:1
zusamnien, so sind von den 8 Minteln des Kegels 12. Ord. zwei Mal
je awei und ein Mal vier verzweigt, die ersteren haben die friiheren
Reihen, die Reihen der lefzteren sind

3 7 5
t=-+ce’ F+Bde* ..., y=asfsfz* 4+ ..., &=1.
Die Curve gi =0, —gyi = 0 besteht wieder aus 6 Aesten, welche

drei Mal zu zwei verzweigt sind; da aber die Tangenten dieser Aeste
durch die Gleichung —;7 (Oal), =0 bestimmt werden, so fillt eine

der drei Tangenten mit y:# = @ : 1 zusammen. Der. zu dieser Tan-
gente gehirige Zweig schneidet das Monoid im Ganzen in 9 Punkten,
die beiden iibrigen Zweige in je 8 Punkten, so dass die Reduction
der Classenzabl gleich 25 wird. Ein analoges Resultat kommt, wenn
(Oye), = O zwei Doppelwurzeln hat.

Fallen von den Geraden (0y#),==0 drei mit der Geraden y:2=0:1

zusammen, 5o ist -2 (0a1), = 0 und 2 (0a1), =0, von den acht
Minteln des Kegels 12. Ord. sind dann ein Mal zwei und ein Mal sechs
verzweigt; die Reihen der letzteren werden

3 10 1

$==+dz?+ e’ezg—l- e, Y=as} sﬂﬁ—f— eeny, ==l

Die Curve aa ! == (), %—r— = 0 besteht ans 6 Aesten, von welchen ein

Mal zwei und ein Mal vier verzweigt sind; die Reihen der letateren werden:
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3 T o

g=A-cis* 4 &de' .., y=0az4 efzst 4 .-, &=L
Diese lieihen in die Gleichung des Monoids eingesetzt liefern als
niedrigste Potenz 2'3, so dass die Gesammterniedrigung der Classe 26
betriigt.

Wird endlich (0y2), = O eine reine vierte Potenz, so sind alle 8
Mintel des projicirenden Kegels 12. Ord. mit einander verzweigt, sie
haben die Reihen

3 13 2
e=des 4 Sftf ., y=azt B4 ..., S=1.
Auch alle Aeste der Curve 0L — 0, of

dx oy
zweigh; die Classenerniedrigung durch den dreifachen Punkt wird hier
gleich 27,

74. Es ist noch die Aufgabe wzu erledigen, die in dem letzten
Capitel aufgestellten Flichen auch gestaltlich aus den fritheren Flichen
zu entwickeln. Zu diesem Ende gehen wir von dem Monoide aus,
dessen Tangentialkegel 3. Ord. aus drei sich in einer Geraden schuei-
denden Ebenen besteht, siehe Nr. 57. Nehmen wir ferner an, dass die
Hauptgeraden des Monoids alle reell sind, und lassen wir eine singu-
lire Ebene sich um die singulire Axe drehen. Wird diese Drehung
s0 lange fortgesetzt, bis die Ebene mit einer der beiden iibrigen singu-
liren Ebenen zusammenfillt, so geht das Monoid in ein solches iiber,
dessen Tangentialkegel 3. Ord. aus einer einfachen und einer Doppel-
cbene besteht. Wie diese neue Fliche entsteht, kann man sich leicht
vorstellen, wenn man bei der Ausgangsfliche sich eine Ebene um die
singuliire Axe drehen lisst und die Schnittcurven beachtet. Die Ent-
stehung dieser neuen Kliche unterscheidet sich aber in etwas von den
gestaltlichen Entwicklungsvorgtingen, die wir in fritheren Capiteln
kennen gelernt haben. Dort handelt es sich vm das Zusammenziehen
einzelner Oeffnungen der Fliiche, oder um das Zusammenziehen ein-
zelner an den dreifachen Punkt angrenzender Schleifen der Fliche,
die ebenfalls eine Einschniirung der Fliche bewirken. Hier dagegen
werden unendlich viele Schleifen zusammengezogen, welche die singu-
liren Ebenen b und ¢ beriihren, wie man sofort an der Abbildung
der Fliche auf eine Ebene erkennt. In Figur 16 entsprechen nimlich
den Kreisstiicken Schleifen des zugehdrigen Monoids, und durch Drehung
der Kbene ¢ in die Lage b ziehen sich alle diese Schleifen zusammen;
‘jeder Schnitt durch den dreifachen Punkt geht aus der Form 16a in
die Form 16b @iber. Nur diejenigen Schnitte machen eine Ausnahme,
welche durch eine der vier Geraden in der Doppelebene gehen, sie
haben die Form 16¢. So kommt es, dass der projicirende Kegel 12.
Ord. jetst eine siebenfache Kante erhdlt, indem einer der beiden sich

- =0 sind mit einander ver-
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perithrenden superlinearen Mintel in vier lineare Mintel ibergeht,
analog dery Uebergang der Curve 10b in 10c. Gehen wir noch ein-
mal auf 'd]e Abbildung 16 zuriick, so erkennen wir, dass durch Zu-
sammenziehen der Curven 1, 2, 3,4 daselbst ein derartiges Verhalten
bedingt wird; jeder solchen Curve entspricht pdmlich eine Doppel-
schleife der Fliche, und wihrend unendlich viele einfache Schieifen
zusammengezogen werden, werden vier Doppelschleifen zusammenge-
gogen , entsprechend den vier singuliren Richtungen in der Doppel-
ebene.

75. Nachdem nun das Monoid, dessen Tangentialkegel aus einer
einfachen und einer Doppelebene besteht, seiner Gestalt nach bekannt
ist, kann man die weiteren Specialisirungen dieser kliiche ganz wie
frither durch Zusammenziehen einzelner Schleifen (Oeffnungen, welche
an den dreifachen Punkt angrenzen) erhalten. Riicken von den Haupt-
geraden in der Doppelebene zwei, drei oder vier zusammen, so ver-
zweigen sich von den vier linearen Minteln des projicirenden Kegels
12. Ord. zwei, drei oder vier, was durch Zusammenziehen von einer,
zwei oder drei Schleifen erreicht wird.

76. Das Monoid, dessen Tangentialkegel im dreifachen Punkt
aus drei sich in einer Geraden schneidenden Ebenen besteht, und bei
welchem u, = O die singulire Kante passirt, siehe Nr. 62, geht in ein
Monoid mit Doppelebene iber, wenn man eine der drei singuliren
Ebenen so lange dreht, bis sie mit einer der iibrigen zusammenfills.
Der Uebergang ist genau wie in Nr. 74 zu bewerkstelligen. Man
zieht nimlich zunichst die unendlich vielen Schleifen zusammen, welche
die singulédren Ebenen b und ¢ berithren, und dann zieht man in den
drei (nicht mit der singuliren Geraden zusammenfallenden) Haupt-
richtungen noch eine zweite Schleife zusammen. Dadurch geht von
den drei Paar einfach verzweigten Minteln, aus welchen der proji-
cirende Kegel 12. Ord. vorher bestand, ein Paar in drei lineare Mintel
iiber, analog dem Uebergang der Curve 17 in drel gerade Linien, die
sich in einem Punkte schneiden.

Aus dem soeben abgeleiteten Monoid erhillt man alle dbrigen
Monoide mit einer einfachen und einer Doppelebene im dreifachen
Punkt durch Zusammenziehen von Schleifen. Wenn w, =0 die ein-
fache Ebene lings der singuléren Kante beriihrt, osculirt oder hyper-
osculirt, so bleiben die drei linearen Miutel des projicirenden Kegels
12, Ord. ungeéindert, wihrend die vier iibrigen vier Mintel entweder
swei Mal zu zwei oder ein Mal zu vier verzweigt sind; das letztore tritt
bei einfacher Beriihrung und bei Hyperosculation ein. Den Uebergang
von zwei Paar einfach versweigten Aesten zu einem superlinearen
Zweig 4. Ord. und umgekehrt zeigen die Figuren 18 und 19 resp.
18a und 19a, welche das Yusammenziehen einer an den dreifachen
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Punkt angrenzenden Schleife bei dem zugehiorigen Monoid leicht er-
kennen lassen.

Wenn u, = 0 die Doppelebene lings der singuliren Kante be-
riihrt, osculirt oder hyperosculirt, so bleibt ¢in Paar einfach verzweigter
Mintel des projicirenden Kegels 12. Ord. ungefindert, wihrend von den
linearen Minteln sich einer, zwei oder alle drel mit dem andern
Mantelpaar verzweigen. Diesen Vorgang zeigt Figur 20, 202, 20b,
20c¢; sie zeigen wiederum deutlich das Zusammenziehen der Schleifen
bei dem zugehdrigen Monoid.

71. Von den Monoiden mit wniplanarem dreifachen Punlite macht
man sich am besten eine Vorstellung, wenn man die Schnitte unter-
sucht, welche von einer sich um die Aze y =0, 2= 0 drehenden
Ebene ausgeschnitten werden. Dieselben haben im Allgemeinen die
Gestalt der Figur 21e; dreht sich die Ebene, bis sie eine der vier
Hauptgeraden enthilt, so geht 21« iiber in 21 8, dreht sich die Ebene
noch weiter, so geht 218 in 21y fiber. Man erkennt so, dass das
Monoid in der Nihe des dreifachen Punktes folgende Gestalt hat. Im
Allgemeinen liegt tiber der dreifachen Ebene nur ein einziger reeller
Flichentheil; derselbe macht an vier Stellen Falten, wie sie Figur 22
zeigh, jedoch existiren diese Falten bei jeder Hauptgeraden nur nach
einer Seite hin (vom dreifachen Punkt aus gerechnet). Das Monoid besteht
in der Umgebung des dreifachen Punktes nur aus einem einzigen' un-
paaren Flichentheile.

Wenn u, = 0 die dreifache Ebene berithrt, so geht der projicirende
Kegel 12. Ord. aus 23 in 23« iiber, was mit dem Zusammenziehen
einer Schleife bei dem zugehdrigen Monoid identisch ist, Dasselbe
besteht jetzt in der Nahe des dreifachen Punktes aus einem wunpaaren
Flachentheil und aus einem pagren Flichentheil, der sich dornformiyg
in den dreifachen Punkt erstreckt, und dort den unpaaren Klichentheil
berithrt. Wenn «, = 0 die dreifache Ebene zwei Mal beriihrt, so
giebt es im dreifachen Punkt ausser dem unpaaren Flichentheil noch
zwei paare Flichentheile. Findet zwischen wu, = 0 und der singuliren
Ebene eine Osculation statt, so besteht das Monoid in der Nihe des
dreifachen Punktes nur aus einem unpaaren Flichentheil, wihrend bei
einer Hyperosculation neben dem unpaaren wieder ein paarer Flichen-
theil erscheint.

Die Monoide mit Doppelgeraden. .

78. Soll das Monoid w . u; + u, = O eine Doppelgerade besitzen,
so muss dieselbe offenbar Doppelkante sowohl fiir den Kegel u, = 0
als auch fiir den Kegel #;, = 0 sein. Wir kinnen desshalb, falls die
Doppelkante von u,=0 keine isolirte ist, fiir diesen Kegel die Gleichung

Uy = 2y2 4 Aa® 4+ 305y +8Cay* + Dyt =0
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wihlen und ebenso fir den Kegel 4. Ord. die Gleichung:

uy =212+ 2K zy 4 Ly*) + 2(Ma* 43Nty ) 4 QatA-. =0
Dann existiren auf der Doppelgeraden £ = 0, y = 0 des Monoids zwei
Punkte (Pinch-points), fiir welche die beiden Tangentialebenen zusam-
menfallen; es sind dieses die beiden Punkte 2 S S

—2K+42VIL

singuliren Ebenen in diesen beiden Punkten sind: zy'T 4 y 'L = 0.
Legt man durch die Doppelgerade und vier Hauptgeraden des Monoids
einen Kegel 2. Ord., so schneidet dieser noch einen Kegelschnitt aus;
es giebt im Ganzen 70 solcher Kegelschnitte. Dieselben liegen paur-
weise in 3D Ebenen, den 35 noch existirenden dreifachén Beriihrungs-
ebenen. Ausserdem giebt es auf der Fliche noch 8 Geraden, welche
den dreifachen Punkt nicht passiren,

Um die Reduction der Classenzahl in diesem Falle zu erhalten,
bemerken wir zun#chst, dass die Curve 9. Ord. %:(), g—; =0
hier in die Doppelgerade und eine Curve 8. Ord. zerfillt. Die Doppel-
gerade reducirt demnach an und fiir sich die Classe um 4 Einheiten.

. of __ o of
Die Curve T =0, oy

den, noch drei Aeste durch den dreifachen Punkt, so dass derselbe
die Classe nur noch um 9 Einheiten erniedrigt. Ausserdem geht je
ein Ast jener Curve durch die beiden Pinch-points, welche das Monoid
in je drei consecutiven Punkten schneiden, wie man sich sofort iiber-
zeugt, wenn man die Potenzreihen fiir die Curveniiste aufstellt. Die
Gesammterniedrigung der Classenzahl wird demnach gleich 19.

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die Piuch-points
auch conjugirt imagindr sein kdnnen.

79, Ist die Doppelkante von u, = 0 isolirt, so lisst sich dieser
Kegel in der Form schreiben

sy = (2* + y*)2 + Aa® 4 3By + 3Cay* + Dy’ =0,

wihrend u, = O seine friihere Form beibehilt. Die Pinch-points sind
dann durch ¢ =— TrD+ ;mfz bestimmt, und sind hier
offenbar immer reell; natiirlich sind auch die singuliren Ebenen in
diesen Punkten, nidmlich

Die

== 0 schickt, abgesehen von der Doppelgera-

I/I— LE+y{I—Ly}+4K* 4

LV - payus ARy =0,
stets reell.
80. Nehmen wir die Doppelkante von u; = O wieder, wie in Nr. 78,

mit reellen Tangentialebenen an, so kann eine weitere Specialisirung
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dadurch eintreten, dass ein Mantel vor %3 = O cinen Mantel von
Uy = () Zcmgs der Doppelkante beriihirt. Dieses tritt ein, wenn die
Constante L in der Gleichung von w, = 0 verschwindet. Dann giebt
es lings der Doppelkante cine feste und eine bcwgglzche T angmtzalebene,

beide fallen zusammen fiir den Punkt 2= — zK' Es existirt hier

nur noch ein einziger singuldrer Punkt mit zusammengefallenen Tangential-
ebenen, der durch Zusammenriicken gzweier Pineb-points entstanden.ist.

Die constante Tangentialebene schneidet das Monoid noch in emner
Geraden D + Pz -+ Uy =0, welche den singoliren Punkt mnicht
enthilt. Jeder projicirende Kegel 10, Ord. beriihrt die Doppelgerade
in dem singuliren Punkt, so dass derselbe eine Form annimmt, wie

sie Figur 24 zeigt. Den Beweis dafiir erhilt man, wenn man die
1
Reihen der Curve f= 0 o/ — 0 im Punkt z = y=0, 2= — Y4

b oz
aufstellt. Die Reihen der Curve 2}82 =0, -3-5—20 in diesem Punkte
1.

werden £ ==0z2+4 - .., y=az?®4 ..., wemn z =24 S ist;
der zugehorige Curvenast schneidet desshalb das Monoid in 6 conse-
cutiven Punkten. Die Erniedrignng der Classenzahl wird also gleich
19, genan wie in Nr. 78.

81) Wenn ein Mantel von %, = 0 einen Mantel von u; = O lings
der Doppelkante osculirt, so ist P = 2K .D. Dann gibt es wieder
eine feste und eine bewegliche Tangentialebene, welche fiir den Punkt

| . . .
2= — - zusammenfallen; erstere schneidet das Monoid noch in

einer Geraden, welche durch den singuliren Punkt 2z = — 2]{ hin-
durchgeht. Jeder projicirende Kegel 10. Ord. schickt zwei Mintel
durch denselben hindurch, er hat also die Form 25. Die Curve ﬁ=(),

oz
g f— = 0 besitzt in diesem Punkt ebenfalls zwei Aeste mit den Reihen

z2=bg?’+ -, y=e5,+- -+, wo ¢=1,2 und z,=z+—21K
ist; jeder Ast schneidet das Monoid in 4 consecutiven Punkten. Der
singulire Punkt ist durch Zusammenriicken zweier Pinch-points und
eines gewohnlichen Knotenpunktes entstanden. Die Reduction der
Classe betriigt hier 21,

Findet zwischen einem Mantel des Kegels 4. Ord. und einem
Mantel des I{egels 3. Ord. eine Hyperosculation statt, so hat man die
Relation U - 301) —3D0 4 JD*= 0. Bei dem prOJlrenden Kegel
10. Ord. sind jetzt die beiden Mintel durch den singuliren Punkt
verzweigt, derselbe hat also die Form 26. Er erniedrigt die (Classe
des Monoids um 9 Einheiten, wie man durch Aufstellung der Curve
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g£ s g f—o zeigt, und ist durch Zusammenriicken zweier

Pinch-points und eines biplanaren Knotenpunktes B, entstanden.

Ganz analog ergiebt sich allgemein folgendes Resultat: Resitzen
die Kegel uy =0 und u, = 0 eine gemeinsame Doppelbante und hat
ein Mantel des einen Kegels mit einem Mantel des andern Kegels x
consecutive Kanten gemein, welche mit der Doppelkante zusammenfallen,
so besitet das zugehirige Monoid eine Doppelkante und auf ihr einen
singuldren Punkt, der durch Zusammenyiicken zweier Pinch- points und
eines biplanaren Knotenpunkites By entstanden ist und die Classe dem-
gemdss um (x - B) Einheiten erniedrigt.

82) Eine andere Reithe von Monoiden erhalten wir, wenn beide
Mantel von u, = 0 beide Mintel von #, = 0 lings der gemeinsamen
Doppelkante beriihren, was durch gleichzeitiges Nullsetzen von J und
L erreicht wird. Daunn giebt es lings der Doppelgeraden des Monoids
cwer  constante Tangentialebenen. Die Kegelschnitte, welche in den
Ebenen durch die Doppelgerade liegen, schueiden sich alle in den-
selben beiden Punkten der Doppelgeraden, nimlich in den beiden drei-
fachen Punkten des Monoids z =y =2 =0 uwnd z =y =0,

2= — Die beiden dreifachen Punkte sind ganz gleichartig ond

1
2K
erniedrigen die Classe, abgesehen von der Doppelgeraden, um 9, so
dass die Gesammtreduction gleich 22 wird. Das Monoid erhdlt die

beiden Gleichungen:

xys + Azt -+ 3 Bzly + 3Czxy* + Dy* + 2Kz zy
+ 2(Ma® 4- 3Nz*y + 30zy* + Py®) + Qat + 4R zly + 652°y°
+ 4Ty + Uy =0,

und:

— zyz, + :v3(A — )+ Bx?y(B -— ~——) + 3zy? (C Sy

+y(D— 5% )+2Kz, zy + & (Ma* + --->+<@x4+~->=——0,
a=stgg

83) Auch hier kann wieder die Relation P =2KD erfiillt sein,
so dass der eime Mantel von u, =0 den einen Mantel yon ;=0
osculirt, Dann verschwindet der Coefficient von y® in der aweiten
Flachenglelchung, d. h. der Tangentialkegel in dem neuen dreifachen
Punkte zerfilit in die Ebene 2 = 0 und einen Kegel 2. Ord. Wihrend
also der urspriingliche dreifache Punkt nach wie vor die Classe um
9 Einheiten erniedrigt (abgesehen von der Doppelgeraden), erniedrigt
der neue dreifache Punkt die Classe uw 10 Einheiten, siehe Nr. 52.

Wie wir soeben gesehen haben erhilt der Tangentialkegel im
neuen dreifachen Punkt, ausser der Doppelgeraden des Monoids, eine

Mathematischo Annalen. XXIV. 8
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weitere Doppelkante # =0, 2z, = Sy(C ~— —2%), sobald ein Mantel

von uy = O einen Mantel von u, — O lings der Doppelgeraden osculirt.
Wir bezeichnen nun den Tangentialkegel 3. Ord. im Punkte z =0,

y=0, g =— % mit U, =0 und den Kegel 4. Ord. mit U, —0

(so dass also die zweite Flichengleichung in Uy + U, = O iibergeht).
Dann lisst sich leicht auf analytischem Wege zeigen und es ist
geometrisch unmittelbar klar, dass der Kegel U, = 0 duarch die Doppel-

kante =0, 2z, = 3y(C — 2(;{) des Kegels U; = 0 hindurchgeht
und daselbst mit dem cinen Mantel dieses Kegels (x — 3) consecutive
Kanten gemein hat, wenn der eme Mantel von wy; = O mit dem einen
Mantel von u, == 0 % consecutive Kanten gemein hat. Der neue drei-
fache Punkt reducirt demnach (abgesehen von der Doppelgeraden des
Monoids) nach Nr. 59, die Classe um (7 4 %) Einheiten, so dass die
gesammte Classenerniedrigung gleich (20 4 ) wird.

84) Es kann nun weiter eintreten, dass beide Mintel von u, =0
beide Méntel von %, =0 in der Doppelkante osculiren, dann ist
gleichzeitig P=2KD und M=2KA4, d. h. der Kegel U, =0
zerfillt in die drei Ebenen:

=0, y=0, 5 — 30(B— ) —3y (¢ — ;%) =0.
Die Classenreduction betrigt in diesem Falle 24. Hinden zwischen

den Ménteln von #; = 0 und u, = 0 noch hiohere Berithrungen statt,
so geht U, = 0 durch die Doppelkanten:

0 N
x=0, 2, =3y(C — ) resp. y=0, 5, =32(B— -

einfach hindurch, oder beriihrt, osculirt oder hyperosculirt daselbst die
Ebene 2z, — 3x(B — —f—}l[{—) — 3y (C — %) =0. Die Erniedrigung
der Classe ist in jedem Falle leicht anzugeben.

85) Ausser den bereits aufgeziihlten Monoiden mit zwei dreifachen
Punkten sind noch folgende zu erwihnen. Der Kegel u, = 0 kann
zwei Doppelkanten besitzen, die eime ist Doppelgerade des Monoids,
wiihrend zugleich der Kegel U, == 0 swei Doppelkanten hat. Dann
sind noch zwei Fille zu unterscheiden; entweder die Ebene von w, = 0
ist mit der Ebene von U, = O identisch und die Kegel 2. Ord., welche
als Theile von u; =0 resp. U, = O auttreten, beriihren sich lings
der Doppelgeraden des Monoids, oder die Ebene von #y = O beriihrt
den Kegel 2. Ord. von U; =0 und die Ebene von U, = 0 beriihrt
den Kegel 2. Ord. von u, = 0.

Der Kegel u, == 0 kann endlich drei Doppelkanten hesitzen, die
eine ist Doppelgerade des Monoids, wihrend der Kegel U, = 0 ehen-
falls drei Doppelkanten besitzt. Die beiden Ebenen von ug =0,
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welche sich ir} der Doppelgeraden des Monoids schneiden, sind iden-
tisch mit zwel Ebenen von U, = 0. Die Classe einer solchen Fliche
ist 36 — 26 = 10. Ibre Gleichung Idsst sich schreiben:

zyzw + Qxt + 4B’y + 682y + 4Tay® 4 Uy' = 0.
Besitzt dieses Monoid noch zwei Knotenpunkte, so ist seine Classe
gleieh 6 und seine Gleicliung wird:

zyzw + (ax® 4+ 2bzy + cy?)? = 0.

Es mag hier noch erwihnt werden, dass auch bei den in
Nr. 78, 79, 80 und 81 aufgezihlten Monoiden der Kegel u, == 0 zwei
resp. drei Doppelkanten besitzen und w; =0 eventuell durch dieselben
hindurchgehen und daselbst berithren kann, Ferner mag hervorge-
hoben werden, dass man zu keinen neuen Monoiden gelangt, wenn
man die Doppelkante des Kegels u, == O zur dreifachen oder vierfachen
Kante des Kegels 4, = O nimmt,

86) Es sollen nun diejenigen Monoide mit Doppelgeraden ihre
Erledigung finden, deren Tangentialkegel u, = O eine Riickkehrkante,
Selbstberithrungskante oder dreifache Kante besitzt. Hat u; = 0 eine
Riickkehrkante, welche fiir w, = O Doppelkante ist, so wird:

uy = 22 + Az® -+ 3Baty + 30zy* 4+ Dy’
wihrend u; = O die in Nr. 78 angegebene Form beibehilt. Auf der
Doppelgeraden des Monoids existirt jetzt nur noch ein einziger ge-

wohnlicher Pinch-point 2z =7?2_f_¢1'f mit der singuliren KEbene

Kz + Ly =0, wihrend der andere Pinch-point in den dreifachen
Punkt hereingeriickt ist. Von den vier Aesten, welche die Beriihrungs-
curve des projicirenden Kegels 10. Ord. durch den dreifachen Punkt
schickt, beriihrt einer die Doppelgerade und hat die Reihen: g=b2+4--- -,
y=az?+4 ..., wobei Da+4 L =0 und 20 + 3Ce? 4+ 2Ka =0.
Man findet, dass die Erniedrigung der Classe durch den dreifachen
Punkt jetzt 12 betriigt, sie hat sich also durch Hereinriicken des
Pinch-point um 3 vermehrt,

Berithrt ein Mantel des Kegels u, =0 den Kegel u, = 0 lings
seiner Riickkehrkante, so wird L = 0. Dann giebt es lings der
Doppelkante eine constante Tangentialebene z = 0 und eine bewegliche
z (J -+ %) 4+ 2y K = 0. Beide Pinch-points sind hier ip den drei-
fachen Punkt hereingeriickt. Von den vier Aesten der Berithrungs-
curve des projicirenden Kegels 10. Ord. berithrt wiederum einer die
Doppelgerade, er hat die Reihen #=b2'+ -+ ¥= @zt --- - Die Re-
duction der Classe des Monoids durch den dreifachen Punkt betrigt 1.

87) Besitzt u, == 0 eine Selbstherirungskante, welche far u, = 0
Doppelkante ist, so schreiben wir:

wy, = z(Aa* + By* + 2Czy + 2Dx2),
S*
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wihrend u, seine friihere Form nicht indert. Dann giebt es aulf)ger
2

Doppelgeraden wiederum nur einen einzigen Pinch-point 2= gr—57

mit der singuliren Ebene Kz 4 Ly — 0; der andere ist in den ({rei-
fachen Punkt hereingertickt. Der projicirende Kegel 10. Ord. schickt
vier Miintel durch den dreifachen Punkt, von welchen zwei die Doppel-
gerade beriihren und mit einander versweigt sind, ihre Reihen sind:

3 v

a=bs' 4 -, y=-+ az? 4 ... Von den drei Aesten der Curve
8. Ord. ..g} =0, % =0 im dreifachen Pupkt sind ebenfalls zwei

verzweigt, sie haben die Reiben:
8

z=0ba+ .., ?/=i‘“52 4y
wobei Bb 4 L =0 und Ba? 4+ 4Db =0 ist. Die Erniedrigung der
Classe durch den dreifachen Punkt wird in Folge dessen gleich 13.
Berithrt ciner der Mintel von u, = O den Kegel u; =0 lings
seiner Selbstberiiirungskaute, so verschwindet der Coefficient von 2%y?,
nimlich L, und es giebt in der Doppelgeraden eine constante und eine
bewegliche Taugentialebene. Beide Pinch - points sind in den dreifachen
Punkt hereingeriickt. Der projicirende Kegel 10. Ord. schickt vier
Mintel durch den dreifachen Punkt, von welchen zwei die Doppel-
gerade beriihren; ihre Reihen sind z = ;2 4+ - -+, yy = ;2* 4 - - -,
i=1,2 Auch von den drei Aesten der Curve 8. Ord. g}:-: X
27 _ 0 bershren zwei die Doppelgerade und besitzen die Reihen:
=04 - y=w;22 4 - -+, i ==1,2; sie schneiden desshalb das
Monoid in je 7 consecutiven Punkten. Demnach wird die Reduction
der Classe durch den dreifachen Pupkt gleich 17.
Osculirt einer der Miintel von u, =0 die Ehene x =0 ldngs der Selbst-
berithrungskante, so verschwindet auch noch P, Dann sind die beiden
Miintel des projicirenden Kegels 10. Ord., welche;iie Doppelgerade tangiren,

verzweigt und ibre Reihen werden # = -k d2” - -+, y = as24 -,
wo Be+ 2K =0 und: 4Dd*— Ue'=0. Von den drei Aesten
der Curve 8. Ord. 8(_):’:_ =0, -gf— =0 beriibren wieder zwei die Doppel-
gerade; der cine hat die Reihen 2 =02+ .+, ¥y =a2?4 ..., wo
Ba+ K=0 und 4Db+4 Ka=1{ ist, der anderc hat die Reihen
g=ct*+ -, y=az?+ -, wo Ba+2K =0 und Kb—20a8=—0
ist. Der erstere Ast schneidet das Monoid in 7, der letztere in 8
consecutiven Punkten, so dass die C]assenerniedrigung durch den drei-
fachen Punkt gleich 18 wird.

Osculirt etner der beiden Mintel, die u, = O durch die Selbst-
beriihrungskante schickt, den Kegel:
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Az* 4 By + 202y + 2Dzz =0,
so gelten die Relationen I =0, BK — D P=0. Die beiden Méntel
des projicirenden Kegels 10. Ord., welche die Doppelgerade des Mo-
noids beriihren, sind dann ebenfalls mit einander verzweigt, aber ihre
Rethen werden jetzt:

7
g=cPfde’ Ly y—aPfat 4.

wo
—_—E%,—{— und c_———%lg.
ist. Ebenso beriihren zwei Aeste der Curve 8. Orvd. —gg =0, #g.{]:- ==,
ganz wie vorher, dic Doppelgerade; ihre Reihen sind:
r=bB 4, Y=o+ .-- i=1,2,
wobel
oy = %"? b = — —2— --]-)fo~ und @, == —2—1?, by = — —ILBE—

ist. Der erstere Zweig schueidet das Monoid in 7, der letztere in 8
consecutiven Punkten; die Classenerniedrigung wird wieder 18.

Es ist ferner moglich, dass ein Mantel von u#, = 0 mit dem Kegel
Ax? + By + 20xy + 2D xz = O vier, fiinf, sechs, oder sieben
consecutive Kanten gemein hat, die alle in die singulire Gerade z==0,
y = O hereingeriickt sind. Dann wird die Reduction der Classe durch
den dreifachen Punkt sich auf 19, 20, 21 oder 22 belaufen. Der Be-
weis lisst sich geometrisch leicht fithren und ist ganz analog dem
Beweise in Nr. 59. Dabei werden die beiden Mintel des projicirenden
Kegels 10. Ord., welche die Doppelgerade des Monoids tangiren, ver-
zweigh sein, wenn die Zahl der consecutiven Kanten fiinf oder sieben
betriigh; betrigt sie jedoch vier oder sechs, so trith eme Beriihrung
der beiden Mintel ein.

88) Es kommen jetzt die Monoide an die Reihe, deren Kege]
ug = 0 in drei sich in einer Geraden schneidende Ebenen zerfillt, also
g = &y (x + oy), und deren Kegel u, =0 die singulire Gerade zur
Doppelkante hat. Hat dieser letztere Kegel keine besondere Lage zu
den drei Ebenen u, = O, so ist seine Gleichung wieder die in Nr. 78
angenommene. Dann giebt es lings der Doppelgeraden des Monoids
zwei constante Tangentialebenen, nimlich Jz* - 2Kzy + Lyr*=0.
Der projicirende Kegel 10. Ord. aus dem Punkte Z,, %, 0,0 schickt
vier Mintel durch den dreifachen Punkt, welche alle vier die Doppel-
gerade beriihren und deren Reihen die Form haben:

-76-"——:&.;32—{—""‘, y—_—‘&izz—f—'", 7 = 1, 2, 3, 4,
Die Curve 8. Ord. —%{— == 0, —%’i == 0 schickt drei Aeste durch den
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dreifachen Punkt, auch sie beriihren alle die Doppelgerade und haben
Entwicklungen von der Form:

T =aiz*+ ..., = ;g2 4. ., i=—1,2,3
Die Reduction der Classe durch den dreifachen Punkt betrigt offenbar 18.
Die vorliegende Fliiche entsteht aus dem Monoid mit zwei dreifachen
Punkten durch Zusammenriicken der beiden dreifachen Punkte.

Bertihrt ein Mantel des Kegels u, = 0 die singuldre Ebene z =0,
so wird L = 0, und die constanten Tangentialebenen werden =0
und Jz + 2Ky = 0. Die Entwicklungen fiir die vier Miintel des pro-
jicirenden Kegels 10. Ord. werden:

x=ai32+..., y:aizQ_f_..., i:::l,?,
respective 5
x=ibz2 4y y=asr4 -
. . . . o
d. b. zwei sind verzweigt. Die Reihen der drei Zweige von ?:f‘ == 0,
—gyi=0 sind @—a? 4+, yo=o - i=1,2 respective

x="bs -+ ... y=waz*4 ... die Clagsenerniedrigung durch den
dreifachen Punkt wird in Folge dessen gleich 19.

Osculirt ein Mantel des Kegels #, = O die singulire Ebene =0,
so wird L =0 und P=0. Zwei Mintel des projicirenden Kegels
10. Ord. haben wieder die Entwicklungen:

g=aqt 4., y=ot 4. i=1,2

die beiden andern aber ergeben die Rejhen: .
r=—4bl+cgt+.-, y=a2+psr+ -, i=1,2
Ebenso werden zwei Zweige der Curve g:- =0, g;— =0 wieder

durch die Reithen z =a;2* + - -+, y=o;2*- .., 2= 1, 2, die dritte
aber durch die Reihen z==cz'. .. y=0s2+ ... dargestellt. So
ergiebt sich als Classenerniedrigung die Zahl 20.
89) Berithren die beiden Mintel von u, = 0 die singuliiren Ebenen
z =0, y=0 respective, so wird J = 0 und L = 0. Jetst sind die
vier Méntel des Kegels 10. Ord. zwei Mal zn zwei mit einander ver-
zweigt, sie besitzen die Reihen:
5
x=ibz2 + .. y=0122+ e
respective 5
z=a+ -, y=+p ...
Die Reihen der drei Zweige der Curve g;— =0, -g_;:_ = 0 beginnen
mit: x==0a7%, y=a2z? resp. ¥=02% y=0s’, resp. r=qs?, y=—=p2%;
die Classenerniedrigung wird wiederum gleich 20,
Osculirt ein Mantel von wu, = 0 die Ebene 2 — 0, wihrend der

b
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andere die Ebene y = O bertihrt, so wird ausser J =0, I, = 0, auch
noch P= 0. Zwei Mintel des Kegels 10. Ord. haben die friiheren
Reihen: 5
g=ast4 -, y=4p" + .-,
die beiden andern haben die neuen Reihen:
g=—Abltt+qt+ -, y=a24 B2+, i=1,2
Die Reduetion der Classe wird 21.

Osculiren die beiden Mantel von u, = 0 die singuliren Ebenen
=0, y =0 respective, so wird J=0, L=0, M=0, P=0
und die Reduetion der Classe berechnet sich auf 22. Die Reihen der
vier Mintel des projicirenden Kegels 10. Ord. sind dann:

x=j¥_—bz3+ciz4+~~, g}=az?+ﬁez3~ M) i=1;2:
respective
=0z + b+ -, Y= ptt--

Alle in den letzten beiden Nummern erhaltenen Monoide kimmen
als Monoide mit zwei zusammengefallenen dreifachen Punkten auf-
gefasst werden. ,

90) Es eriibrigen nun noch diejenigen Monoide mit Doppelgeraden,
deren Tangentialkegel w, = 0 in eine einfache und eine Doppelebene
oder in eine dreifache Ebene zerfillt. Beginnen wir mit dem ersteren
Falle und nehmen wir zunichst an, dass die Doppelkante von u, =0
nicht mit der dreifachen Kante von u, = 0 zusammenfillt, dann konnen
wir w, = O in seiner fritheren Form (Nr. 78) belassen und

uy = z*(Ax + By 4+ C2)
setzen. Auf der Doppelgeraden giebt es ersichtlich nur einen ge-
wohnlichen Pinch-point; der andere ist in den dreifachen Punkt herein-
geriickt. Der projicirende Kegel 10. Ord. schickt jetzt fiinf Mintel
durch den dreifachen Punkt, niwmlich zwei lineare Mintel x=5;2*---,
y = ;2 + -3, welche die Geraden Lz* 4 Pey + Uy’ = 0 bhe-

rithren, und drei verzweigte Mintel:
4

——-abz?—}—.n, y=azt+---, =1,
welche die Gerade By 4 Cz = 0 berithren. Die Curve 8. Ord.

—g% =0, -—%/t =0 besitzt vier Zweige, davon sind zwei linear, nimlich
x=b2 4 -, Y=z - 1=1,2, und zwei verzweigt,
némlich: 5

g= kbt b, y=ast o
sie beriihren die Gerade By - Cz=0. Die vier Aeste schneiden
das Monoid in je vier consecutiven Punkten, so dass die Erniedrigung
der Classe durch den dreifachen Punkt (abgesehen von der Doppel-
geraden) gleich 16 wird.
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Berithrt der eine Mantel von u, = (0 die Doppelebene,. so wird
L == 0; es giebt auf der Doppelgeraden keinen Pincb-pomt n}ehr,
beide sind in den dreifachen Punkt hereingeriickt. Die fiinf Miintel
des Kegels 10, Ord, erhalten jetzt die Reihen:
$=b52+-- o y=az+.. o
respective =024 .., y=ait+- -

respective %
X=bz" 4+ .., y—wz4 .-

Die vier Zweige der Curve or 0, _‘?f_=0 werden durch die

‘x = 0y
Reihen: T=b2+ -, y=ast---
resp. T=bstt ., y=ast.--
resp. 3

x=ibz‘ + . y___:“z?_}_. -
dargestellt, Die Classe wird durch den dreifachen Punkt um 19 Kin-
heiten erniedrigt.
Osculirt der eine Mantel von wu, = O die Doppelebene, so wird
L =0 und P=0 und die fiinf Mintel des Kegels 10. Ord, werden
durch die Reihen:

5 3
x=+cz® + ... y= +az® 4+ .. -,
respeetive 4
z=ebz® 4., Y=oz .-
gegeben. In Folge dessen wird die Reduction der Classe gleich 20.

Hier ist noch zu erwiihnen, dass die Hauptgeraden des Monoids,
welche in der Ebene Az 4 By + Cz = 0 liegen, in die dreifache
Kante von w; — O hereinriicken und so die Classe noch weiter er-
niedrigen kbnnen, vergl. 71.

91) Fillt die Doppelkante von u, =— 0 mit der dreifachen Kante
von uy = O zusammen, so konnen wir u, = 2%y setzen, u, = 0 aber
in seiner friheren Form nehmen. Dann sind die Tangentialebenen
lings der Doppelgeraden constant. Die Méntel des Kegels 10. Ord.,
welcher die lliche aus dem Punkte z,, y,, 0, O projicirt, erhalten
die Reihen:

.—:.()ig'z—f_...’ Yy=o24 -, 1= 1’2,

respective
17=ai22+' -y y:ogl.z?—*— fey Z—=1, 2,3
Die Reihen der vier Zweige der Curve ~,§£~ =0, ?ayi = 0 werden:
) x=bi22+"', y=aiz+"'i i¢172,
respective

x=a,-52+-~-, y=aiz2+...’ i=1,2'
Die Classenerniedrigung betrigt also 20.
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Berithrt der eine Mantel von w4, = 0 die Ebene y =0, wird
also J = 0, so besitst der Kegel 10. Ord. wieder zwei Mintel mit
den Reihen:

zt=bet+ .., y=eaz+4.-., t=1,2,
und einen mit den Reihen:
T =02 ey Y=t
nur die beiden letzten Mianiel erbalien die neuen Reihen:
5

t=a? 4+ - Yy=-+p° - ..
Die Classenerniedrigung wird 21.

Osculirt der eine Mantel von u, = O die Ebene y = 0, wird also
auch noch M = 0, so besitzt der Kegel 10. Ord. immer noch zwei
Méntel mit den Reihen:

x=b'.32+...’ y=°‘:‘3+"'7 3 = 1, 2,
und einen mit den Reihen
p=att -y y=oat-.
dagegen werden die beiden noch iibrigen Mintel durch die Reihen:
r=as? b ., y=+pL+4--, t=12
dargestellt, Die Classenerniedrigung berechnet sich auf 22,

Beriihrt der eine Mantel von u, =0 die Doppelebene z =0,
dann wird L = 0, und der Kegel 10. Ord. besitzt cinen Mantel mit
den Reihen:

T=0bR 4, y=az- -+
zwei weitere Mintel mit den Reihen:
Te=a? -y Y=, i=1,2,
und endlich zwei verzweigte Méntel mit den Reihen:
3

g=bet ., y=—tast -
Die Classenerniedrigung betrigt 21.
Osculirt der c¢ine Mantel von w, =0 die Doppelebene » = 0,
dann wird L = 0, P = 0, und der Kegel 10. Ord. besitzt zwe1 Mintel
mit den Reihen:

=82 Y = o;2% 4 -, =1, 2.
und drei verzweigte Mintel mit den Reihen:
4

x_____.;cz2+__., y:eaz?—’—...) 53.—:_—1,
Die Classenerniedrigung betriigt 22.
Berithren die Mintel von u, = O respective die Ebenen z =10
ond y=0, so wird J =0 und L =0. Der projicirende Kegel
10. Ord. hat hier einen linearen Mantel:
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me;z"+..., y==l’12+"'7
und zwei Mal zwei verzweigte Miintel:
3

I::'—[}:“'—i—...’ !l:ﬁ,i_‘“zz_{._...’

respective

o=zt y=+ﬁ22 4o
Der dreifache Punkt ernicdrigt die (lasse wieder um 22 Einheiten..
Wenn der eine Mantel von u, = 0 die Ebene y =0 osculirt,
wihrend der andore die Ebene £ = 0 berithrt, so ist J =0, L =<0
und M == 0. Der Kegel 10. Ord. hat wieder den linearen Mantel:

r=bgt ., y=az 4y
die beiden verzweigten Miintel:
3
_Csb22+‘-', y=‘j‘_a52 +"'>
und zwei sich beriihrende Miintel:
L= aitf ., y=+H4p2+.---
Die Reduction der Classe wird 23.

Wenn umgekebrt der ¢ine Mantel von u, = 0 die Ebene x =0
osculirt, withrend der andere die Ebene y == 0 tangirt, so st J =0,
L=0 und P==0. Der Kegel 10. Ord. hat jelzt zwei verzweigte
Miintel: kil

r=agi o, y=pe oo
und drei verzweigte Mintel:
4
Tes e o, yemeaz’ -0, S=1.
Die Reduction der Classe ist wieder 23.

Osculiren dic beiden Mintel von w, = 0 respective die Ebenen
Zes 0, y=0, so wird endlich: J=0, L=0, M=0, P=0.
Der projicirende Kegel 10, Ord. besitzt zwei sich beriihrende Miintel
s a4 y==- 784 .. und drei verzweigte Mintel:

«
K] ==(.'4"Z+..., y:::gaza 4.
Die Erniedrigung der Classe durch den dreifachen Punkt (ahgesehen
von der Doppelgeraden) betriigt 24,

92) Zum Schluss sind noch die Monoide mit Doppelgeraden zu
bebandelu, deren dreifacker Punkt uniplanar ist, fir welche also
g = 2% wird. Die Doppelkante von u, = 0 liegt in der singuliren
Ebene. Der projicirende Kegel 10. Ord. schickt sechs Mintel durch
den dreifachen Punkt, davon sind zwei Mal zwei versweigt, sie. be-
riihren die Geraden L% 4~ Pzy 4- Uy? = 0 und ibre Reihen sind:
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3
2 . .
r=—4bg F+ - y=wxz4... i=1,2;
die beiden iibrigen beriihren sich und haben die Reihen:

.’,E=(,‘z'3+...7 y=a‘:"l+_..‘

of

0x

Mal zwel verzweigt, niimlich:
3

2

éf

Die Curve e = 0

Y

= 0 besitet fiinf Aeste, davon sind zwoi

x___if—.br: + - :l/==(¢,5-{—--', i=1,2,

und einer ist linear, nimlieh x=a* 4 . - y=waz*+4 ... . D
Erniedrigung der Clusse durch den dreifachen Punkt wird demmuch 22,
Wiirde u, = O zwei Doppelkanten haben, welche beide in der singu-
Jaren Ebeve liegen, so wiirde das Monoid zwei Doppelgeraden haben.
Der projicireude Kegel wiirde dann nur von der 3. Ordnung sein und
pur vier Miintel durch den dreifachen Punkt schicken, welche zu zwei
die beiden Doppelgeraden beriihren. Dic Erniedrigung der Classe
witrde, abgesehen von den beiden Doppelgeraden, 20 betragen.

Berithrt ¢in Mantel von w, = O die singuliire Ebene & = 0 lings
der Doppelkante, so wird L = 0. Die sechs Mintel des projicirenden
Kegels 10. Ord. erhalten dann die Reihen:

3

respective
respective
5 4
=z -y y=saz’ f -, =1
Die Reduction der Classe durch den dreifachen Punkt steigt desshalb
anf 23.

Osculirt ein Mantel von w, = O die singulire Ebene » = 0 lings
der Doppelkante, so wird auch noch I>=0, und die Reductionsazahl
der Classe steigt auf 24. Die 6 Miintel des projicirenden Kegels
10. Ord. werden jetzt durch die Reihen:

g=at+4 -, y=at- -,
respective
8 6
4w =gleg’ 4+ y=iaz' 4o =1,
dargestellt, wobei 3¢? + 2Ke =0 und — 2¢* 4 Uet =0 st

93) Hiermit ist die Gesammtheit der Monoide mit Doppelgeraden
erschopft, insofern es sich wmn eine Specialisirung des dreifachen
Punktes in der Richtung der Doppelgeraden handelt. Es mug jedoch
besonders hervorgehoben werden, dass noch weitere Specialisirungen
des dreifachen Punktes in andern Richtungen sich cinstellen konnen.
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Dazu ist natiirlich vor allen Dingen erforderlich, dass der Kegel
a, = O mehrere singulire Kanten besitzt. Ist dies.es der'Fall , 80 kann
in der Richtung einer jeden solchen Kante eine Reihe weiterer Speciali-
sirungen eintreten, sowie wir dieses in den vorhergehenden‘(.,‘apiteln
gesehen haben. Auch die gestaltliche Wirkung jener Specialisirungen
haben wir bereits studirt, so dass wir hier davon absehen konnen.
Schliesslich ist noch hinzuzufiigen, dass zwei resp. drei Doppelkanten
des Kegels u, = 0 zu Doppelgeraden des Monoids werden kénnen,
Die letzteren Flichen nennt man Steiner’sche Fldchen, sie sollen in
einem weiteren Capitel eine besondere Beriicksichtigung erfahren.

94) Es mogen hier einige wenige Monoide mit Doppelgeraden
eine kurze Behandlung finden. Zunichst konnen die Monoide mit
einer Doppelgeraden noch vier Knotenpunkte besitzen. Legt man
durch diese Knotenpunkte und die Doppelgerade einen Kegel 2. Ord.,
dessen Scheitel sich im dreifachen Punkt des Monoids befindet, so
schneidet derselbe aus der Fliche einen Kegelschnitt, der die vier
Knotenpunkte enthélt und die Doppelgerade schneidet. Die Ebene
durch diesen Kegelschnitt beriihrt lings desselben, trifft also die
Doppelgerade in einem der beiden Pinch-points; durch den andern
Pinch - point giebt es keine derartige Ebene, Beriihrt der Kegel 2. Ord,
den Tangentialkegel 3. Ord. lings seiner Doppelkante, so fallen die
beiden Pinch-points zusammen und zugleich riickt einer der vier
Knotenpunkte in diesen singuléren Punkt hinein.

Die Monoide mit zwei Doppelgeraden konnen noch zwei Knoten-
punkte besitzen, Jede Ebene durch die beiden Knotenpunkte schneidet
natlirlich zwei Kegelschnitte aus; zwei von diesen Ebenen sind be-
sonders ausgezeichnet, sie berithren das Monoid lings eines Kegel-
schnitts und schneiden die Doppelgeraden in ihren Pinch-points. Die
Gleichung dieser Fliche lisst sich schreiben:

a(* + 2asy) + o(s* + 2byz + 2es3 + 2dzyf = 0.

Wird in dieser Gleichung ¢ =0 und d = 0 gesetat, so giebt es auf
Jeder Doppelgeraden einen singuliren Punkt, der durch Zusammen-
riicken zweier Pinch-points und eines gewdhnlichen Knotenpunktes
entstanden ist. Unter den Ebenen durch beide singulire Punkte giebt
es zwel, welche lings eines Kegelschnitts beriihren.

Die Monoide mit zwei dreifachen Pumkien konnen noch drei
Knoteupunkte aufweisen. Von jedem Knotenpunkt aus giebt es zwel
Tangentenkegel 2. Ord. an das Monoid, Diese Monoide bilden einen
speciellen Fall des Symmetroids; man erhilt dasselbe , wenn von den
vier Grundflichen des Flichengebiisches zweiter Orduung in Nr. 20
und 21 zwei in Doppelebenen ausarten. Die beiden dreifachen Punkte
des Symmetroids riicken zusammen, wenn von den vier Grundflichen
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des Gebiisches eing in eine Doppelebene und eine in ein Ebenenpaar
ansartet, de§sen eine Ebene mit der Doppelebene identisch ist.

-95) W}r weuden uns jetzt der gestaltlichen Discussion der in
diesem Capitel aunfgeziihlten Flichen zu. Hier ist zunichst zu be-
merken, dass de?s Verhalten der Monoide lings einer Doppelgeraden
ein dreifaches sein kann. Giebt es auf der Doppelgeraden keine reellen
Pinch-points, so giebt es in jedem Punkt dersclben zwei reelle
Tangentialebepen; dorchlinft der Pupkt die ganze Doppelgerade, so
vertagschen sth die beiden Tangentialebenen. Bei der Abbildung des
Monoids auf die Ebene stellt sich die Umgebung der Doppelgeraden
in einer Weise dar, wie sie Figur 27 zeigt. Ist das ebene Bild ein
Kreis /oder Oval), welcher den Bildpunkt der Doppelgeraden ein-
schliesst, so besteht die zugehorige Curve auf dem Monoid aus vier
dureh den dreifachen Punkt verlanfenden unendlichen Aesten, die
sich ganz in der Nihe der Doppelgeraden hinziehen. Fin solches
Monoid kann man entstehen lassen aus einem Monoide, dessen Ab-
bildung durch Fig. 27a dargestellt wird; dem kleinen Kreise ent-
spricht auf der Fliche eine Curve, welche aus zwei unendlich langen
Zweigen besteht, die sich in der Nihe der Doppelkante von ug =0
hinziehen. Lisst man den Kreis immer kleiner werden, bis er sich
auf einen Punkt zusammenziebt, so riicken die beiden unendlich langen
Zweige ebenfalls zusammen und bilden so die Doppelgerade (da sie
vorher auf getrennten Flachentheilen lagen).

Giebt es auf der Doppelgeraden zwei reelle Pinch-points, und
giebt es in dem dreifachen Punkt zwei reelle Tangentialebenen durch
dieselbe, so ist das Stiick der Doppelgeraden zwischen den beiden
Pinch- points isolirt und man kann die unendlich ferne Ebene so
wihlen, dass u, = O eine isolirte Doppelkante erhilt. Dazu stellt
Figur 28 das Bild des Mouoids in der Nibe der Doppelgeraden dar,
die Richtungen f, und f, gehiren den Pinch-points zu; dem kleinen
Kreise entspricht auf dem Monoid eine Carve, welche aus vier Schleifen
besteht, die abwechselnd auf der einen und der andern Seite des dreifachen
Punktes liegen. Zieht sich der Kreis in einen Punkt zusammen, s0 ziehen
sich die Schleifen in die Stiicke der Doppelgeraden zwischen den Pinch-
points und dem dreifachen Punkt zusammen. Wenn die isolirte Doppel-
kante von u,==0 wegfillt, so verschwindet gleichzeitig die Doppelgerade
und wir erhalten das Monoid, wie es in Nr. 52 untersucht wird. Der
gestaltliche Uebergang von der letzteren Fliche zur ersteren wird
bewerkstelligt, indem man die Flachentheile langs zweier Stiicke der
Doppelkante, die im dreifachen Punkt aneinander stossen, zusammen-
wachsen lasst. Das Zusammenwachsen tritt also hier, nicht wie
friher in einzelnen Punkten, sondern lings eines Stuckes einer
Geraden ein.
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Liegen auf der Doppelgeraden zwei reelle Pinch-points, giebt es
aber in dem dreifachen Puunkt keine reellen Tangentialebenen d}urch
dieselbe, so sind die Stiicke der Doppelgeraden zwischen de}a Pmcl}—
points und dem dreifachen Punkt isolirt und man kann wieder die
unendlich ferne Ebene so wihlen, dass die Doppelkante von w, = O
isolirt wird. Bildet man die Fliche wieder auf die Ebene ab, 50 ent-
sprechen den Pinch-points wieder zwei Richtungen #, und 2,, Figur 29;
dem kleinen Kreise entspricht anf der Fliche eine geschlossene (:Jurve,
welche in der Nihe der Doppelgeraden verliuft und sich zw1scl?en
den beiden Pinch-points zwei Mal hin und zuriickbewegt. Zieht sich
der Kreis in einen Punkt zusammen, so geht die Curve auf der Fliche
in das vierfach zu zihlende Stiick der Doppelgeraden zwischen den
Pinch-points iiber. Verschwindet die isolirte Doppelkante von u,=0,
so verschwindet die Doppelgerade des Monoids, und es geht in ein
Monoid iiber, dessen Tangentialkegel 4, = O eine isolirte Doppelkante
besitzt, siehe Nr.56. Der Uebergang von letzterer Fliche zur ersteren
1st unschwer zu verfolgen; der dornférmige Theil derselben zieht sich
zu einem Stiick der Doppelgeraden zusammen, wihrend gleichzeitig
ein Zusammenwachsen des angrenzenden Flichengebiets mit sich selbst
stattfindet.

96. Die Monoide mit ciner Doppelgeraden und reellen Pinchpoints,
fiir welche die an den dreifachen Punkt angrenzenden Stiicke der Doppel-
geraden nicht isolirt sind, bilden den Ausgangspunkt fiir eine Reihe
weiterer Flichen. Zunichst kénnen die beiden Pinch-points zusammen-
riicken, ein Vorgang, den die Figur 24a und 24 illustrirt; dieses tritt
ein, wenn ein Mantel w, = O einen Mantel von w, = 0 lings der
Doppelkante beriihrt. Soll ein Mantel von u, — 0 mit einem Mantel von
uy = 0 lings der Doppelkante x consecutive Kanten gemein haben, so
kann man von einem Monoid mit Doppelgeraden und getrennten Pinch-
points ausgehen, welches noch einen Knotenpunkt B,_, besitzt. Durch
gleichzeitiges Zusammenriicken der beiden Pinch-points und des Knoten-
punktes B,_; entsteht dann die gesuchte Fliche. Solche Uebergiinge
schildern die Figuren 25a und 25 respective 26a und 26.

97. Zwei Pinch-points konnen auch zusammenriicken, ohne dass
ihre singuliren Ebenen identisch werden. Die singuléiren Ebenen
erhilt man ja, indem man zu den beiden Tangentialebenen von Uy=0
und #;==0 in der Doppelkante das gemeinschaftliche harmonische
Ebenenpaar construirt. Ist dieses Ebenenpaar und ebenso dag Tan-
gentialebenenpaar von uy = 0 fixirt, welches jenes harmonisch trennt
80 kann man eine der beiden Tangentialebenen von #, == 0 noch be:
liebig wahlen, die andere ist dann véllig bestimmt. Lisst man nun
eine dieser beiden Ebenen mit einer der beiden Tangentialebenen von
uy == 0 zusammenfallen, so fallen auch die zweiten Ebenen dieser
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Ebenenpaare zusammen und die beiden Pinch-points riicken zusammen,
ohne dass sich die Lage ihrer singuliren Ebenen &ndert. In diesem
Falle entsteht ein dreifacher Punkt, wie ihn Figur 30 zeigt; man
macht sich am besten an der Zeichnung den Uebergang aus den Pineh-
points in den dreifachen Punkt klar; lisst man nimlich die Kante
durch ¢ mit der Kante durch @, und die Kante durch b mit der Kante
durch b, zusammenwachsen, so geht der dreifache Punkt in zwei
Pinch-points iiber.

Die hierher gehirigen Monoide zerfallen noch hinsichtlich der
gegenseitigen Lage ihrer dreifachen Punkte in zwei Gruppen. Die
constanten Tangentialebenen lings der Doppelgeraden schneiden das
Monoid noch in je einer Geraden. Diese Geraden konnen nun die
Doppelgerade in Punkten schneiden, welche durch die dreifachen
Punkte getrennt oder nicht getrennt werden. Im letzteren Falle liegen
die paaren Manteltheile der Kegel 3. Ord. in den beiden dreifachen
Punkten in demselben Winkelraum (oder in Scheitelwinkeln, welche
durch Projection immer in jenen Fall iibergefithrt werden konnen);
gugleich liegen auf dem paaren Mantel von u; = O (und ebenso von
U, = 0) eine gerade Anzahl von Hauptgeraden. Im ersteren Falle
dagegen liegen die paaren Manteltheile der Kegel 3. Ord. in Nachbar-
rdumen, und es liegen auf dem paaren Mantel von #; = O (und ebenso
von U, = 0) eine ungerade Anzahl von reellen Hauptgeraden. Der
Beweis kann rein topologisch gefiihrt werden, wenn man eine
Ebene um die Doppelgerade sich drehen lisst. Durch Beachtung der
Schnittcurven in diesen Ebenen erhiilt man auch die beste Vorstellung
von der Fliche selbst.

Lasst man bei der in Nr, 95 zuletzt erwiihnten Art von Monoiden
die beiden Pinch-points zusammenriicken, so erhdlt man ein Monoid
mit zwei dreifachen Punkten, dessen Doppelgerade vollig isolirt ist.
Bei vollig isolirter Doppelgeraden konnen noch die dreifachen Punkte
conjugirt imaginir werden; dann schneidet jede Ebene durch die
Doppelgerade einen Kegelschnitt ans, der die Doppelgerade nicht
sehneidet; diese Fliche kann man sich unschwer vorstellen.

98. Die Flichen mit zwei dreifachen Punkten kinnen noch weitere
Specialisirungen aufweisen, indem der Tangentialkegel in einem der
dreifachen Punkte eine weitere Doppelkante erhiilt. Es ist dieses ein
Vorkommniss, welches bereits frither behandelt wurde und hier nicht
weiter zu discutiren ist; Gleiches gilt fiir die Fille, in denen sich der
dreifache Punkt in der neuen Doppelkante noch weiter specialisirt.
Auch alle iibrigen in Nr. 85 aufgefithrten Flichen sind hiernach leicht
zu erledigen.

99. Erhalt der Kegel u, = 0 eine Riickkehrkante, so riickt ein
Pinch-point in den dreifachen Punkt herein; dieses geschieht dadurch,
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dass derjenige Ast der Beriihrungscurve des projicirenden Kegels 10.
Ord., welcher vom dreifachen Punkt nach dem einen Pinch-point geht,
die Doppelgerade nicht mehr in getrennten Punkten schneidet, sondern
im dreifachen Punkt beriihrt. Die gestaltliche Veriinderung der Fliche
bei diesem Vorgang ist iusserst einfach wund iibersichtlich; siche
Figur 31.

Beriihrt der Kegel u, = O den Kegel u; = O langs der Riickkehr-
kante, so riicken beide Pinch-points in den dreifachen Punkt herein.
Um dieses zu erreichen, ldsst man zuniichst die Pinch-points zusam-
menriicken; der eize Ast der Berithrungscurve berithrt alsdann die
Doppelgerade in diesem Punkt. Alsdann lisst man den neu gebildeten
Punkt in den dreifachen Punkt hereinriicken; dann hat der Ast der
Beriihrungscurve drei consecutive Punkte mit der Doppelgeraden gemein;
auch die gestaltliche Entstehung dieser Fliche ist sehr einfach, siehe
Figur 32.

100. Durch das Auftreten einer Selbstberiihrungskante riickt eben-
falls ein Pincb-point in den dreifachen Punkt herein; zugleich aber
wird noch eine Schleife zusammengezogen, so dass Figur 31 in 33
iibergeht. Das eine Stiick der Doppelgeraden im dreifachen Punkte
ist isolirt.

Beriihrt der eine Mantel des Kegels u, == 0 den Kegel u; =0
lings seiner Selbstberiihrungskante, so riickt der zweite Pinch-point
ebeufalls in den dreifachen Punkt, indem zugleich eine Schleife sich
zusammenzieht, wie dies Figur 34 zeigt; jetzt ist die Doppelgerade
nirgends mehr isolirt,

Oseculirt der eine Mantel des Kegel u, = O die Ebene x = O lings
der singuliren Kante, so zieht sich abermals eine Schleife, welche
an den dreifachen Punkt angrenzt, zusammen, und es entsteht Figur 35.

Osculixt der eine Mantel des Kegels u, = 0 den Kegel 2. Ord.:

Az*+ By* 4+ 202y +2Dzz =0,
so projicirt sich die Umgebung des dreifachen Punktes wiederum als

Figur 35. Die beiden verzweigten Aeste der Curve f= 0, —;?f =0

liegen hier auf derselben Seite der singuliren Ebene z = 0, wihrend
sie im vorhergehenden Falle auf verschiedenen Seiten lagen.

Soll der eine Mantel des Kegels u, = 0 vier, fiiuf, sechs oder
sieben consecutive Kanten mit dem Kegel 2. Ord. gemein haben, welche
alle in die singulire Kante hereingeriickt sind, so hat man noch eine,
zwei, drei oder vier Schleifen einer Kette, die an den dreifachen Punkt
angrenzt, zusammenzuzichen, wodurch die Projection im Wesentlichen
die Form der Figur 34 oder 35 annimmt, je nachdem eine ungerade
oder gerade Anzahl von Schleifen zusammengezogen worden ist.

101. Besitzt der Kegel uy = O eine dreifache Kante, welche fiir
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den Kegel u, = 0 Doppelkante ist, so hat das zugehorige Monoid
einen dreifachen Punkt, welcher durch Zusammenriicken zweier drei-
facher Punkte entstanden ist, wie man sofort erkennt, wenn man

beachtet, dass die vier Aeste der Curve f=0, z, 8_;' + Y gg =0

die Doppelgerade beriihren. Hier giebt es noch 2wei wesentlich ver-
schiedene Fille zu unterscheiden, je nachdem die constanten Tangential-
ebenen durch singulire Kbenen getrennt werden oder nicht. Im
letzteren Falle besteht das Monoid aus drei paaren Flichentheilen,
vorausgesetzt dass die Hauptgeraden alle imaginir sind. Zwei von
diesen Fliichentheilen haben die in Nr. 57 gegebene Gestalt; der dritte
durchsetzt sich selbst lings der ganzen Doppelgeraden und hat sich
aus dem dritten Flichentheil des Monoids in Nr. 57 entwickelt, indem
derselbe lings der Doppelgeraden mit sich selbst zusammengewachsen
ist. Im ersteren Falle besteht das Monoid unter gleicher Voraussetzung
aus einem paaren und zwei unpaaren Flichentheilen. Der paare Theil
hat die in Nr. 57 gegebene Gestalt; die unpaaren Flachentheile liegen
in den Winkelrdumen, welche von den constanten Tangentialebenen
geschnitten werden. Ein deutliches Bild eines solchen Theiles ver-
schafft man sich, wenn man eine bewegliche Ebene den beziiglichen
Winkelraum durchlaufen lisst; sie schneidet lauter Kegelschnitte aus,
welche mit der Doppelgeraden zusammen jedes Mal den Gesammt-
durchschnitt mit dem unpaaren Flichentheile ausmachen; so kommt

die Figur 36,

Welcher Art die Aenderungen sind, wenn an Stelle der imaginéiren
Hauptgeraden reelle treten, haben wir bereits frilher gesehen.

Von den letzteren Flichen gelangt man leicht zu den anderen in
Nr. 88 und 89 aufgefiihrten Monoiden, wenn nan geeignete an den drei-
fachen Punkt angrenzende Schleifen zusammenzieht. Welche Schleifen
man zu benutzen hat, erkennt man direct aus den Projectionen der
Monoide, welche in den genannten Nummern angegeben sind. Man
kann sich zu diesem Zwecke auch der Abbildung der Monoide auf eine
Ebene bedienen; die Sache ist so einfach, dass ich nicht darauf
eingehe.

102) Wir kommen jetzt zu den Monoiden mit Doppelgeraden,
deren Tangentialkegel im dreifachen Punkt aus einer einfachen und
aner Doppelebene besteht. Nehmen wir zunichst die Doppelgerade
beliebig in der Doppelebene an, so erhalten wir eine Fliche, welche
aus dem entsprechenden Monoid ohne Doppelgerade in Nr. 74 leicht ab-
geleitet werden kann. Durch Zusammenwachsen zweier Flichentheile
lings eines Theiles der Doppelgeraden (vom dreifachen Punkt bis zum
Pinch-point) entsteht die neue Fliche. Man iibersieht das Gesagte
am besten, wenn man die Schnitteurven in der Doppelebene Figur 37a

Mathematische Annalen. XXIV. 9
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und in den benachbarten Ebenen, welche durch die Schnittgerade der
einfachen und der Doppelebene hindurchgehen, Figur 37h betrachtet;
der Punkt P entspricht dabei dem Pinch-point. Bei dem Monoid
ohne Doppelgeraden sind die entsprechenden Schnittcurven durch die
Figuren 10e) und 10b) gegeben.

Es kann nun der Pinch-point in den dreifachen Punkt herein-
riicken; der Vorgang ist genau wie in den fritheren derartigen Fillen,
indem der Mantel des projicirenden Kegels 10. Ord., welcher die Doppel-
gerade in dem dreifachen Punkt und dem Pinch-poiunt schneidet, iiber-
geht in einen solchen, der die Doppelgerade im dreifachen Punkt berithrt.

Ferner kaun man noch eine Schleife des Monoids zusammenziehen,
wodurch der die Doppelgerade beriihrende und der andere lineare
Mantel des projicirenden Kegels 10. Ord. sich verzweigen.

103) Fillt die Doppelkante von #, = 0 mit der Schnittgeraden
der einfachen und der Doppelebene zusammen, so ist das zugehbrige
Monoid als Specialfall des Monoids in Nr. 101 aufzufassen; es geht
aus demselben hervor, wenn man zwei singulire Kbenen zusammen-
riicken lisst. Hin derartiger Uebergang ist bereits in Nr. 74 ge-
schildert; er bewirkt hier, dass einer der vier dic singulire Gerade
bertihrenden Mintel des projicirenden Kegels 10. Ord. sich in zwei
sich schneidende Mintel auflost, ganz analog den Vorgiingen in Nr. 74
und Nr. 76. Es giebt auch hier zwel wesentlich verschiedene Arten
von Monoiden.

Aus dem soeben aufgestelifen Monoid kann man eine Reihe weiterer
Flichen ableiten. Lisst man durch Zusammenziehen einer Schleife
zwei die Doppelgerade tangirende Miintel des projicirenden Kegels sich
in cinen Mantel mit Rtckkehrkante verwandeln, so entsteht ein neues
Monoid. Dieses Monoid liefert abermals eine neue Fliche, indem
durch Zusammenziehen einer weiteren Schleife der Mantel mit Riick-
kebrkante in zwei sich osculirende Mintel iibergeht.

Ferner kanp man ans dem obigen Monoid dadurch weitere Flichen
ableiten, dass man cinen oder die beiden die Doppelgerade nicht be-
rithrenden Méntel sich mit einem der drei iibrigen sich berithrenden
Miintel verzweigen lisst, was durch Zusammenziehen einer resp. sweier
Schleifen geschiesht.

Endlich kann man die beiden ersteren Operationen mit den beiden
letzteren vereinigen und erhilt so noch vier weitere *lichen.

104) Die Monoide wit wniplanarem dreifachen Punké und einer
Doppelgeraden konnen aus solchen ohne Doppelgerade abgeleitet werden,
indem man ein Zusammenwachsen des in Nr. 77 erwiihnten pagren und
unpaaren Flichentheiles eintreten lisst (die Benennung paar und un-
paar beziebt sich nur auf das Verhalten der Theile in der Umgebung
des dreifachen Punktes). Das Monoid hat lings der Doppelgeraden
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constante Tangentialebenen und sein Verhalten in der Nghe der Doppel-
geraden ist leicht anzugeben. Der Schritt durch die Gerade z =0,
y = O und die Doppelgerade hat die Form der Fig. 38a), die Nachbar-
schnitte haben die Form der Fig. 38b), die Projection dieser Partie
der Fliche senkrecht zur singuliren Ebene giebt Fig. 38¢). Auch hier
kann man durch Zusammenziehen von einer oder zwei Schleifen, genau
wie in Nr. 77, zwei weitere Monoide ableiten.

Monoide mit Riickkehrgeraden oder Selbstberiihrungsgeraden.

105) Ein Monoid besitzt dann und nur dann eine Riickkehrgerade,
wenn u; = O und u, = O eine gemeinsame Rickkehrkante mit ge-
meinsamer Tangentialebene besitzen; natiirlich kann an Stelle der
Riickkehrkante auch eine Selbstberithrungskante, eine Doppelebene oder
eine dreifache Ebene treten. Daraus folgt zunichst, dass bei den
Monoiden mit Riickkehrgeraden dic Tangentialebene in den Punkten
dieser Geraden eine constante ist.

Gehen wir von dem einfachsten Falle aus, in welchem #; = 0
und u, = ( eine gemeinschaftliche Riickkehrkante besitzen, die fiir
sechs Schnittgeraden zihlt, dann konnen wir setzen:

uy, = 22z 4+ A2* + 3 Baty 4 3Cxy* + Dy,
wy = J22z? + 2(Ma* + 3Naty 4 30xy* + Py’) + Q' + - - - -
Man erkennt dann sofort, dass auf der Riickkehrgeraden des
Monoides wu, + u, = 0 zwei dreifache Punkte liegen, niamlich der

Punkt 2= 0 und der Punkt s = — %]— Die Gleichung des Monoides

kann desshalb, unter der Annahme 2, =2 -+ —lj, anch in der Form

geschrieben werden: .
\ N
U, 4+ U,=—2%z + x"(A — —f‘fi) + 3x% (B — 7—)—{—3903/2(()—— %)
+ (D — )+ Taet 4 & (M) o+ Qat o = 0.

Hieraus sieht man, dass die beiden dreifachen Punkte villig gleich-
berechtigt sind. Ferner findet sich auf der Riickkelrgeraden noch ein
singulirer Punkt vor, den wir mit Cayley®) Close- point bezeichnen,

es ist der Punkt ¢ = — %- Der projicirende Kegel 9. Ord. schickt

durch einen solchen Punkt einen einzigen Mantel, der die Riickkehr-

*) Cayley, ,A Memoir on the theory of reciprocal surfaces*, Phil, Trans-
actions CLIX, p. 201. Zeuthen, Math. Anoal Bd, X, ,,Sur la théorie des sur-
faces reciproques®.

9*
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gerade nicht tangirt, wie man sich durch Rechnung leicht iil')erzeugt;
die Gestalt der Fliche in der Umgebung dieses Punktes giebt also
Fig. 39. Die Classenreduction des Mopoids bestimmt sich folgender-

massen. Die Riickkehrgerade reducirt die Classe um 8 Einheiten, da
sie sich doppelt gezihlt von der Curve % =0, %’1
welche jetzt nur noch von der 7. Ord. ist. Jeder dreifache Punkt
erniedrigt dann die Classe noch um 6 Einheiten und der Close- point
um 4 Eioleiten, so dass die Gesammtreduction der Classe gleich
24 wird.

Nebenbei sei erwihnt, dass hier keine dreifachen Tangentialebenen
mebr existiren, dass es durch den Close-point jedoch noch 10 doppelte
Tangentialebenen giebt.

106) Es kann nun eintreten, dass noch eine weitere Schuittgerade
von ty ==() und wu, =0 in ilre gemeinschaftliche Riickkehrkante
hereinritckt, so dass dieselbe fiir 7 Schnittgeraden zihlt, dann besteht

=0 abtrennt,

die Relation JI) == P. Es riicken alsdann der Close-point 2 = — —g
und der dreifache Punkt ¢ = — -} zusammen; dadurch geht der

Tangentialkegel U; — O in diesem dreifachen Punkt in einen Kegel
mit Selbstberithrungskante iiber. Der projicirende Kegel 9. Ord. schickt
durch den dreifachen P’vukt drei Mintel mit den Reihen:

t=uap +--- Y=oz +- -, i=1,2,
resp.
z==bs®+ -+ yYyemazg?f -
seing Classenerniedrigung berechnet sich auf 10 =6 + 4 Einheiten.
Die Gesammiterniedrigung der Classe hat sich demnach nicht geindert.
Ritckt noch eine weitere Schnittgerade von u, = 0 und 4, =0 in die

gemeinschaftliche Rickkehrkante hinein, so wird auch noch JC = O,

Der Tungentialkegel 1n dem dreifachen Punkt 2=0, y =0, 2= — }

zerfiillt jetzt in die Dopplebene »* =0 und in die einfache Ebene:

24— F)+3y (B- F)—sn=o.

In der Doppelebene liegt die Gerade des Monoids Pz, + Uy = 0.
Der projicirende Kegel 9. Ord. schickt vier Mintel durch den drei-
fachen Punkt mit den Reihen:

z=0belt4 .., y=az 4.,

4

resp. 4
z=2cbe, + -, y=eaz 4+ ..., &=1,

fiir welche letzteren:
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1 J
3 BJ—N

o ==

ist; seine Classenerniedrigung erhoht sich auf 12, Die Classe des Monoids
wird also um 26 erniedrigt.

Riickt eine neunte Schnittgerade von w, = 0 und ¥, =0 in die
gemeinsubaftlichu Riickkehrkante hinein, so besteht noch die Relation :

U43p(B— 5)=o0.

Dadurch wird der Tangentialkegel in dem dreifachen Punkt 2 = — |

J
nicht wesentlich geiindert, aber es geht jetzt der Kegel U/, = ¢} durch
die dreifache Gerade des Kegels U; == O hindurch. In Folge dessen
sind die vier Miintel des projicirenden Kegels 9. Ord. paarweise ver-
zweigt, sie haben die Reihen: ’

3 3

xzi—biz:?-{—'--, Y=z -+ Bz, +--H t=1,2,

Die Reduction der Classenzahl durch den dreifachen Punkt wird, ab-
geseben von der Ruckkehrgeraden, gleich 13.
Es kann ebenso die zehnte, eilfte und zwolfte Schuittgerade von

4y =0 und u, =0 in die gemeinsame Riickkehrkante hineinriicken.

Dabei bleibt der Tangentialkegel im dreifachen Punkt 7 = — ; im

Ganzen ungeiindort, aber es berithrt, osculict oder byperosculirt der
Kegel U, = 0 die singulire Ebenc:

x(A—%{)-}—fiy(B——— j\(—)—z,=()

lings der dreifachen Kaute des Kegels U, = 0. Zihlt dic Rickkehr-
kante fiir zehn oder zwolf Schnittgeraden, so sind die vier Miintel des
projicirenden Kegels 9. Ord. verzweigt, ziblt sie jedoch fiir neun oder
eilf, so sind zwei Mal zwei versweigt; das Verhalten des projicirenden
Kegels folgt unmittelbar aus Nr. 71.

107) Neue Flichen mit ciner Riickkehrgeraden erhalten wir nuy
daun, wenn wir dem Kegel ug==0 eine dreifache Kante zuertheilen
und dieselbe zur Riickkehrkante des Kegels w, = 0 machen. Wir
setzen desshalb:

u, = Az* + 3Bzx*y 4+ 3 Czy® + Dy’
’M4=J52132+2<Mz3+ .- )+Qx4+. .
Es giebt hier nur noch einen einzigen dreifachen Punkt, in den die

beiden dreifachen Punkte des Monoids in Nr. 103 zusammengertickt
sind; ferner giebt es auf der Rickkehrkante ¢inen Close-point in

und



134 K. Rouy,

2= — %—, genau von derselben Gestalt wie an der citirten Stelle.

Das Verhalten des projicirenden Kegels 9. Ord. erkennt man aus den
drei Entwicklungen:
r= ., Y=o, i=1,2,3

Die Reduction des dreifachen Punktes betriigt, abgesehen von der
Riickkehrgeraden, 12 Einheiten, die des Close-point wie vorher 4 Ein-
heiten. Fillt eine der drei singuliren Ebenen u,— 0 mit der Tangential-
ebene in der Riickkehrkante von u, = 0 zusammen, so wird D =0
und der Close-point riickt in den dreifachen Punkt herein. Die drei
Mintel des projicirenden Kegels 9. Ord. werden dann durch die Reihen:

o= @ty Y=gt ... i=1,2,

'_-—_bz4+..., =gl f ...
dargestellt, und die Classenerniedrigung des dreifachen Punktes be-
triigt 16 Einheiten. .

108) Wir nehmen jetzt an, dass u, = 0 in eine einfache und eine
Doppelebene zerfillt, und dass die Riickkehrkante von u, = 0 mit
der dreifachen Kante von u; = 0 zusammenfillt, dass jedoch die Riick-
kehrtangentialebene mit keiner der singuliren Ebenen identisch ist.
Dann setzen wir uy = y*(z - oy), wihrend wir #, in seiner urspriing-
lichen Form Nr. 105 belassen. Auf der Riickkehrgeraden des Monoids

giebt es wieder einen Close-point 2 == —- —PQ—, der die Classe genau
wie frilher um 4 erniedrigt. Der projicirende Kegel 9. Ord. aus dem
Punkte z,, #,, 0, O besitzt vier Mintel, deren Reihen:

z=ga . Y=+ i=1,2

=@z +-- Y=L+ ., i=1,2

sind; wesshalb die Classenerniedrigung gleich 14 wird. Wenn der
Kegel u, = O die Doppelebene y = 0 beriihrt, so verzweigen sich die
beiden zuletzt genannten Mintel des projicirenden Kegels und die Classe
wird noch um eine weitere Einheit reducirt. Bs kann der Kegel
uy == 0 auch noch eine Doppelkante besitzen, welche in der Doppel-
ebene y = 0 liegh, so dass das Monoid noch eine Doppelgerade erhilt,

Lassen wir jetzt die einfache Ebene von u, — 0 mit der Tangen-
tialebene in der Riickkehrkante von w, = 0 zusammenfallen, so wird
¢ = 0, und der Close-point riickt in den dreifachen Punkt herein. Die
vier Mintel des projicirenden Kegels 9. Ord. bekommen die Reihen
£==af® 4o, y=agt ... resp. z=bhbet ... Yy=uaz’t-...,
Yesp, X =i A=, yo= i ... =1, 2; und die Classen-
erniedrigung wird 18. Auch hier verzweigen sich die letzten beiden
Méntel, wenn u, =0 die Doppelebene beriihrt, was wiederum die

resp.

resp.



Fliichen vierter Ordnung wmit dreifachem Punkte. 135

Classe um eine Einheit vermindert; oder das Monoid erbdlt noch eine
Doppelgerade, wenn u, = 0 in der Ebene y = 0 e¢ine Doppelkante
besitzt.

Lassen wir endlich die Doppelebene von u, = 0 mit der Tangen-
tialebene in der Riickkehrkante von u, = 0 zusammen{allen, so kann
man w, = 2’y setzen. Der projicirende Kegel 9. Ord. besitzt dann
die vier Mintel:

= hz? ._I_, i = oz +,

resp.
7

x=ebz3+..., y=az*+4 -+, &=1;

und die Classenerniedrigung betriigt 18 Einheiten.

109. Ist der dreifache Punkt uniplanar, d. h. ist u; == y* und behdlt
w, seine frithere Form bei, so besitzt der projicirende Kegel 9. Ord.
finf Mintel mit den Reihen:

3

T=8 + -, y=iﬂ"'z2+"': i=1,2
resp.

r=as*+---, y= a2 ..
Die Reduction der Classe durch den dreifachen Punkt berechnet sich
auf 16 Einheiten, Zugleich existirt auf der Riickkehrgeraden wieder
ein Close-point, der die Classe um 4 Kinheiten erniedrigt. Berithrt
der Kegel u, =0 die dreifache Lhene, so versweigen sich die vier
erstgenannten Mintel des projicirenden Kegels mit einander, wodurch
die Reduction des dreifachen Punktes gleich 17 wird.

Ertheilt man dem Kegel u, =0 noch eine Doppelkante, welche in der
dreifachen Ebene liegt, so giebt es auf dem Monoid noch eine Doppel-
gerade. Der projicirende Kegel 7. Ord. schickt nur noch drei Méntel durch
den dreifachen Punkt, von denen cwei die Doppelgerade und einer die
Riickkehrgerade tangirt. Abgesehen von den singuliren Geraden
reducirt der dreifache Punkt die Classe um 14, so dass dic Gesammt.
reduction gleich 30 wird. Ertheilt man dem Kegel u, = (} dagegen
noch eine Riickkehrkante, welche in der dreifachen Ebene liegt, so
hat das Monoid noch eine Riickkehrgerade. Der projicirende Kegel
6. Ord. schickt nur moch zwei Mintel durch den dreifachen Punkt,
welche die beiden singuliren Geraden berithren. Der dreifache Punkt
reducirt um 8, und die Gesammtreduction betrigt 32.

Fillt die Tangentialebene in der Ruckkehrkante des Kegels u,=0
mit der dreifachen Ebene zusammen, so setzen wir w, == z°; dann
viiekt der Close-point wieder in den dreifachen Punkt herein. Die fiinf
Mintel des projicirenden Kegels 9. Ord. erhalien jetzt die Rethen:

3
xz—_%—bz“%-"'w y-_—__—az_!....’
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resp.
P 5

T b, ye=sa 4
die Classe wird durch den dreifachen Punkt um 20 Einheiten ver-
windert. .

110. Hiermit ist die Gesammtheit der Monoide mit 'Riickkehr-
geraden erledigt, und wir begiunen mit den Monoiden mit einer Selbst-
berithrungsgeraden. Der einfachste Fall ist der, wo ;=0 und u, ~.——0
eine gemeinsame Selbstherithrungsgerade mit gemeinsamer Tangential-
ebene aufweisen, dann kinnen wir setzen:

Uy =2 (Ax*+ By’ +2Cxy~+2Dxz)
und

wy == Iz 4 2(Ma*+3Nz*y 4 30zy%) - Quzt+4 B2y~ --.
Auf der singuliren Geraden giebt es einerseits zwei dreifache Punkte,

pimlich 2 =0, und 2= — —2711, andererseits zwei Pinch-points¥),

welche sich durch die gquadratische Gleichung:
2290 —41IU)+223B0 —4DU) 4 B* =0

bestimmen, Die Gleichung des Monoids kann auch in der Form ge-
schrieben werden:

U+ U=z [(A-— 21?;]))%2_}_(1), — E—912)y2 —l—(()— 3—N~9)2xy——2Da:z,}

I
+ Iate? 5, (MaP+ 3 Naty +300y?) + Qat-f - =0,
7y =2 —212 - Man erkennt nun sofort, das der projicirende Kegel 8.

Ord. durch jeden dreifachen Punkt zwei Mintel schickt, die zu der singu-
liren Geraden keine specielle Lage haben. Jeder dreifache Punkt
reducirt desshalb die Classe um 3, wihrend die Selbstberiihrungsgerade
um 12 redueirt. Der projicirende Kegel schickt ferner durch jeden
der beiden iibrigen singuliiren Punkte auf der Selbstberithrungsgeraden
einen einzigen Mantel, und dieselben vermindern die Classe um je b
Einheiten. Die Classe des Monoids ist also gleich 8, Ein derartiges
Monoid kann noch zwei gewdhnliche Knotenpunkte besitzen, so dass
es von der 4. Ord. und von der 4. Classe wird.
Wenn der eine Mantel des Kegels u, — 0 den Kegel 2. Ord.:

Az + By* 4- 202y +2Dzz = 0

lings der singuliren Geraden osculirt, so besteht zwischen den Con-
stanten die Relation:

IB — 60BD + 4UD* = 0.

*) Es sind dies keine gewdhnlichen Pinch-points, sie entstehen, wenn man
zwei gewdshnliche Pinch-points mit ihren Doppelgeraden zusammenriicken lisst,
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Dadurch werden die beiden dreifachen Punkte nicht weiter alterirt;
dagegen riicken die beiden Pinch-points zusammen, so dass ein Mantel
des projicirenden Kegels die singulire Gerade in diesem Punkte beriihrt
(siche Fig. 40). Auch die Classenzahl ist ungefindert gebliehen.

Wenn der cine Mantel des Kegels u, = 0 mit dem Kegel 2. Ord.
vier, fiinf oder sechs consecutive Kanten gemein hat, die alle in die
singuliitre Gterade hereingertickt sind, so bleiben hierbei die dreifachen
Punkte ungeéindert. Durch den einzigen singuliren Punkt, der noch
ausserdem auf der Selbstberfihrungsgeraden liegt, gehen jetzt zwel
Mintel des projicirenden Kegels 8. Ord. Dieselben sind im ersten Falle
linear, im zweiten verzweigt und im dritten beriihren sie sich; in
Bezug auf die singulire Gerade haben sie keine specielle Lage. Sie
entstehen dureh Zusammenriicken der beiden Pinch-points auf der
Selbstberiihrungsgeraden mit einem gewthnlichen Knotenpunkte, resp.
einem biplanaren Knotenpunkt By oder B,; siehe Figur 40b, 40¢ und
40d. Die Classe des beziiglichen Monoids wird 6, 5 oder 4,

111. Besteht der Kegel w; =0 aus drei sich in einer Geraden
schneidenden Ebenen, und beriihrt eine dieser Ebenen den Kegel
#, = O in seiner Selbstberiihrungskante, so konnen wir schreiben
uy = xy (® + 0¥), wihrend wir u, in seiner fritheren Form nehmen.
Die beiden Pinch-points #ndern sich hierbei nicht, nur die beiden
dreifachen Punkte riicken zusammen; die beiden Mintel des projiciren-
den Kegels 8. Ord. durch diesen Punkt beriihren desshalb die singu-
lire Gerade. Die Classe des Monoids ist wiederum 8.

112. Zerfillt der Kegel 4, = 0 in eine einfache und eine Doppel-
ebene, und beriihrt letztere den Kegel u, = O lings seiner Selbsthe-
rithrungskante, so belassen wir wieder u, in seiner alten Form und
setzen: u, = 22(Ax 4+ By + C7). Dann giebt es auf der singuliiren

Geraden zwei dreifache Punkte 2 =0 und 2 = — I£ Ferner giebt
. . . 4UC - .
es einen Pinch-point 2 = 5 — 77, der andere istin den dreifachen

Punkt # = O hereingeriickt. Im letzteren Punkte giebt es jetzt drei
Mintel des projicirenden Kegels 8. Ord., ihre Reihen sind:
4
z=gbz’ .-, y=azt-.-., S=1;
er erniedrigt die Classe um 8 Einheiten. Lisst man O verschwinden,

so riickt der andere Pinch-point in den dreifachen Punkt 2 = —%;

es giebt dann auf der singuliiren Geraden zwei dreifache Punkte, deren
Tangentialkegel je in eine einfache und eine Doppelebene zerfallt; jeder
erniedrigt die Classe um 8, so dass die Classe des zugehbrigen Monoids
ungedndert gleich 8 bleibt. Auch ein solches Monoid kann noch zwei
gewdhnliche Knotenpunkte besitzen.
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118. Fallt die dreifache Kante von u; =0 mit der Selbstberthrungs.
kante von u, = O zusammen und beriihrt die einfache bene den Kegel
u, = 0 langs dieser Kante, so selzen wir: u; == zy? und fir u, seinen
fritheren Ausdruck. Auf der Selbstberiihrungsgeraden des Monoids
giebt es zwei Pinch-points, welche wie vorher die Classe je um 5
erniedrigen. Die beiden dreifachen Punkte sind zusammengeriickt;
die drei Mintel des projicirenden Kegels 8. Ord. in diesem Punkte
haben die Reihen:

z=a+ .., y=as® +---,

g=aigt -, y=Ppi+4 o, i=L2;

weshalb dieser dreifache Punkt die Classe um 8 Einheiten reduecirt.
Das Monoid ist von der 6. Classe. Berithrt u, = 0 die Doppelebene,
so verzweigen sich die beiden zuletzt genannten Miintel des projiciren-
den Kegels und das Monoid wird von der 5. Classe.

Hat der Kegel u, == 0 noch eine weitere Doppelkante, welche
cbhenfalls in der Doppelebene liegt, so erbdlt das Monoid noch eine
Doppelgerade. Auf dieser liegt noch ein gewthnlicher Pinch-point,
withrend auf der Selbstberiibrungsgeraden nach wie vor zwei Pinch-
points mit der Classenerniedrigung 5 liegen. Durch den dreifachen
Punkt geht nur noch ein einziger Mantel des projicirenden Kegels
6. Ord., welcher die Selbstberiihrungsgerade tangirt; er reducirt die
Classe, abgesehen von den singuliiren Geraden, um 4 Kinheiten. Das
Monoid ist nur noch von der 3. Classe und bildet einen specicllen Ifall
der Steincr’schen Iliche; vergleiche Nr. 126 im letzten Capitel.

114. Fallen die singuliren Kanten von u, = 0 und #, = 0 zusam-
men und tangirt die Doppelebene den Kegel #, = 0 lings dieser Kante,
so haben wir u, = 2%y zu setzen. Jetzt sind die beiden dreifachen
Punkte und die beiden Pinch-points in den Punkt 2 = 0 zusammen-
geriickt. Die dreil Mintel des projicirenden Kegels 8. Ord. durch diesen
Punkt werden durch die Reihen:

= b2+, y=astt...
5
x=ibz2+"'7 = a4 ...,
dargestellt, sein Einfluss auf die Erniedrigung der Classe betriigt 16
Einheiten. Das Monoid wird folglich von der 8. Classe.
Stellt u,=0%ine dreifache Ebene dar, welche den Kegel u,=—0
lings seiner singuliren Geraden tangirt, so hat man u, == 23 zu setzen.

Der projicirende Kegel 8. Ord. schickt vier Miintel durch den drei-
fachen Punkt mit den Reihen:

resp.

resp.

3
g=b+ ., y=dad4. .., i=12
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Die Reduction der Classe betrigt 18, abgesehen von der singu-
liren Kante; so dass das Monoid von der 6. Classe wird. 7

115. Auch in diesem Capitel mag auf einige der aufgeziblien
Monoide kurz aufmerksam gemacht werden. Das in Nr. 105 zuerst
erwihnte Monoid kaun noch drei gewohnliche Knotenpunkte besitzen;
die Ebene durch diese 3 Punkte muss die Fliche lings eines Ketrelz
sehnitts berithren, der die Riickkehrgerade offenbar im Close-point tr?ﬂt.

Ferner giebt es einige Monoide 4. Ord. und 4. Classe. So z. B. das
Monoid mit zwei Riickkehrgeraden. Auf jeder liegt cin Close-point;
eine der BEbenen durch die beiden Close-points beriihrt lings eiuesZ
Kegelschnitts, so dass die Gleichung dieser Fliche immer auf die Form:

28 -+ (ax? -+ 2bys)? =
gebracht werden kann,

Das Monoid mit einer Selbstberiihrungsgeraden und zwei gewdhn-
lichen Knotenpunkten ist ebenfalls von der 4. Ord. und der 4. Classe.
Die Ebenen durch die beiden Knotenpunkte und je einen Pinch-point
periihren lings eines Kegelsehnitts. Die Gleichung dieser Fliche kanu
geschrieben werden:

(bt ay) (aystbextcxy) + o(ayz-+bera+dzy)? = 0.
Die beiden Close-points und ein Knotenpunkt konnen zusammentiicken,
dann giebt es durch diesen Punkt und den noch tibrigen Knotenpunkst
swei Ebenen, welche lings eines Kegelschnitts berithren. Die Glei-
chung der Fliche wird jetzt:

#(xz — oy?) + 6(xz — oyt + azy) = 0.
Ebenso kann der letzte Knotenpunkt noch in den singuliren Punkt
der Selbstberiihrungsgeraden hereinriicken. Dann giebt es durch diesen
Punkt zwei Ebenen, welche lings eines Kegelschuitts beriihren, ihre
Schnittgerade ist die singulire Gerade des Punktes. Ihre Gleichung ist:
0 = z(zz — oy?) + o(wz — y* — v2%)"

Ferner kann bei dem Monoid mit Selbstberiihrungsgeraden und
zwei Knotenpunkten ein Pinch-point mit einem dreifachen Punkt zu-
sammenrficken. Der Tangentialkegel in diesem Punkte zerfillt in eine
Doppelebene und eine einfache Ebene, welche die beiden Knotenpunlkte
enthiilt und die Fliche lings zweier Geraden bertihrt. Thre Gleichung ist:

bz + ay) (ayz + bzz + cay) + zty? = 0.
Riickt auch noch der andere dreifache Punkt mit dem andern Pinch-
point znsammen, so zerfallt auch der Tangentialkegel in diesem Punkt
in der angegebenen Weise, und die Gleichung wird:
(bzx + ayye - 22y = 0.
Endlich kénuen die beiden dreifachen Punkte zusammenriicken, withrend
die Pinch-points getrennt bleiben, dann zerfillt der Tangentialkegel
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im dreifachen Punkt in drei Ebenen durch die Selbstberiihrungsgerade.
Die Gleichung der Fliche wird demnach:
zy bz 4+ ay) + e(ayz + bzzx + cxy)* = 0.

116, Es eriibrigt in diesem Capitel nur noch die gestaltliche Be-
handlung unserer Flichen und wir beginnen mit den Fldchen mat
Riickkehrgeraden. Ich unterlasse es hier die Aenderungen anzugeben,
welche bei den einzelnen Flichen vorzunehmen sind, und gebe pur
das Princip an, nach dem man zu verfahren hat. Man kann nimlich
immer von den Monoiden mit Doppelgeraden ausgehen, welche lings
derselben constante Tangentialebenen besitzen. Solche Monoide be-
sitzen zwei getrennt liegende, oder zusammenfallende dreifache Punkte.
Lisst man nun die Doppelgerade in eine Riickkebrgerade tibergehen,
so trennt sich von der Berithrungscurve des projicirenden Kegels die
Doppelgerade ab, wie dies Figur 41a und 41b zeigt. Von den drei-
fachen Punkten A und I3 ist nur der Theil gezeichnet, der uns bei
dem genannten Vorgang interessirt, Man iibersieht hierbei sehr schin
wie der Close-point entsteht. Die beiden dreifachen Punkte konnen
auch conjugirt imaginér sein, ganz ebenso wie bei den Flichen in
Nr. 97.

Die Monoide mit eincr Selbstberishrungsgerader, kapn man aus den
Monoiden mit zwei Doppelgeraden ableiten, indem man diese zusam-
menriicken lisst. Es sind hier folgende Fille zu unterscheiden. Die
beiden Pinch-points trennen die dreifachen Punkte, oder sie trennen
die dreifachen Punkte nicht, oder sie sind conjugirt imaginidr. Um das
Monoid mit Selbstberiibrungsgeraden abzuleiten, dessen beiden Pinch-
voints die dreifachen Punkte nicht trennen, geht man von dem Monoid
mit zwel Doppelgeraden aus, dessen Abbildung auf die Ebene die
Figur 42a zeigt. Den Richtungen s, ¢, und s,, #, entsprechen auf
den Doppelgeraden die Pinch-points. Beim Grenzitbergange riicken die
beiden Pinch-points, enmtsprechend den Richtungen s, und s,, zusam-
men und bilden den einen neuen Pinch-point anf der Selbstbertibrungs-
geraden; die beiden Pinch-points, entsprechend den Richtungen ¢, und
¢, riicken ebenfalls zusammen, bilden aber den andern dreifachen Punkt,
siehe Figur 42b. Jeder Richtung durch P, resp. P, in Fig. 42a ent-
spricht ein Punkt der Doppelgeraden, da die Tangentialebenen in den
Punkten der Doppelgeraden noch beweglich sind; dagegen entspricht
jeder Richtung durch P iu Fig. 42b pur noch ein einziger Punkt, da
die Tangentialebenen in den Punkten der Beriihrungsgeraden constant
sind. So entspricht der Partie A der Ebene beim Monoide ohne reelle
Hauptgeraden efn geschlossener Flichentheil, der sich wie ein Kegel
2, Ord. in die beiden dreifachen Punkte erstreckt. Macht man eine
Reihe Schnitte durch das Monoid, welche der Bildebene parallel sind,
so entspricht dem Schnitt durch den dreifachen Punkt 2 = 0 die Curve
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uy = 0, den Schnitten zwischen beiden dreifachen Punkten Curven

son*der Form 1, dem Schnitt durch den dreifachen Punkt 2z = — 2D

I
die Curve 2, (bestehend aus einem Zweig und dem isolirten Punkt P),

den Schnitten zwischen diesem dreifachen Punkt und dem einen Pinch-
point Curven von der Form 3, dem Schnitt durch den Pinch-point die
Curve 4, den Schnitten zwischen beiden Pinch-points Curven von der
Form 5 oder 6, dem Schnitt durch den zweiten Pinch-point die Curve
7, den Schnitten zwischen diesem Punkt und dem dreifachen Punkt
7 = 0 Curveu von der Form 8. Hierdurch gewinnt man ein deutliches
Bild der Fliiche ohne reelle Hauptgeraden; will man aber eine Fliche
mit reellen Hauptgeraden, so muss man die Fliche, wie in Nr. 45
und Nr. 46 gezeigt wurde, mit sich selbst an geeigneten Stellen zu-
sammenwachsen lassen.

Sollen die Pinch-points conjugirt imaginiir werden, so lidsst man
bei der vorigen Fliche die beiden Pineh-points zusammenriicken und
dann imaginir werden. Man kann die Fliche jedoch auch direct ab-
leiten, wenn man von einem Monoid ausgeht, dessen Bild Fig. 43c
darstellt. Sollen die Pinch-points durch die dreifachen Punkte getrennt
werden, so kann man einen von ihnen durch einen dreifachen Punkt
bindurchgehen lassen, oder aber man kann dasselbe wieder direct ableiten.

Auch bei den zuletzt aufgestellten Monoiden kbnnen die drei-
fachen Puukte wieder conjugirt imaginir werden.

Monoide mit Riickkehrgeraden héherer Ordnung oder mit
Selbstosculationsgeraden.

117. Es handelt sich in diesem Capitel noch um einige wenige
Monoide, deren singulire Gerade von hdherer Urdnung®) ist als die
Selbstberiihrungsgerade. Wir haben bereits im vorigen Capitel gesehen,
dass alle Monoide mit Riickkehr- resp. Selbstberiihrungsgeraden in den
Punkten dieser Geraden eine constante Tangentialebene besitzen, oder
dass die Projectionen aller ebenen Schnitte Curven mit Spitze resp.
Selbsberiihrungspunkt liefern, deren Tangenten in diesem Punkte

identisch sind. Mit andern Worten: die Potenzreihen dieser projicirten
3

Curven oder der Projectionskegel stimmen bis zur Potenz y? resp. y?
tiberein, wenn z =0, y =0 die singulire Gerade darstellt. Ganz

ebenso zeigt sich, dass bei einer Ritckkehrgeraden 5. Ord, die Potenz-
5

rethen der Projectionskegel bis zur Potenz yg oder bei einer Selbst-

*} Den Riickkehrpunkt einer Curve oder die Riickkehrkante eines Kegels
nennt man von der 3., 5,7., . . . Ord., wenn er die Classe um 3, 5, 7, .-. erniedrigt;
ebenso unterscheidet man Selbstberiihrungskanten 4., 6., 8., ... Ord.
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-

osculationsgeraden bis zur Potenz y3 iibereinstimmen. Je zwel solche
zu einer Fliche geborige Kegel, welche auf ebenen Schnitten stehen,
schneiden sich demnach in 10 resp. 12 zusammenfallenden Kanten und
folglich schneiden sie den Tangentialkegel 3. Ord. in dreifachen Punkte
ebenfalls in 10 resp. 12 consecutiven Kanten. In Folge dessen sind
nur die folgenden Mdglichkeiten geboten. .

Der Kegel u; = 0 zerfillt in eine einfache und eine Doppelebene,
der Kegel wu, = 0 besitzt eine Riickkehrkante 5. Ordnung und wird
langs derselben von der Doppelebene bertihrt. Wir kinnen dann:

ty = 2%y und 2w, = Iz + 2(Ma*+3Nzy+30xy%) + Q!
+ 4 Rzdy 4 6S2%y* + 4T zyd + Uy?

setzen unter Zuhilfenahme der Relation 90? — 47U = 0. Jeder ebene
Schnitt des Monoids %, + 4, = 0 besitzt im Allgemeinen einen Riick-
kehrpunkt 5. Ord.; nur Schnitte durch einzelne Punkte der Riickkehr-
geraden konnen hohere Singularitiiten aufweisen, nimlich die Schnitte
durch die singuldren Punkte dieser Geraden. Umgekehrt kionnen wir
d® singuliiren Punkte der Riickkehrgeraden dadurch bestimmen, dass
wir uns fragen, fiir welche Werthe von 2z wird die Cuarve u; 4 w, = 0
einen dreifachen Punkt oder einen Selbstosculationspunkt erhalten; im
ersteren Falle ist der beziigliche Punkt ein dreifacher Punkt, im letzieren
ein Close-point*) des Monoids. Man erkennt aber sofort, dass kein
weiterer dreifacher Punkt existiren kann, dagegen giebt es einen
Close-point. Die Reihenentwicklungen fiir die beiden Aeste der Curve
w; + uy = 0 beginnen niimlich mit ¥ = «#? und schreiten im Allge-
1 H
meinen nach Potenzen von 2z fort, also y = «2? 4 g2° + - - .. Fir
die Schnitteurve durch den Close-point, welehe einen Selbstosenlations-

punkt hat, miissen aber die Potenzreihen nach ganzen Potenzen von
z fortschreiten, d. h. es muss § verschwinden. Nun ist o == ——3—%,
ferner bestimmt sich § durch Nullsetzen der Glieder 7. Dimension, also
I8 4 o>+ 3Nze® 4 4Ta=0. Soll B verschwinden, so folgt
daraus z———?ﬁ%w , und hierdurch ist der Close-point bestimmt.

Die Reduction der Classenzahl vertheilt sich, wie folgt. Zunfichst
reducirt die Riickkehrgerade die Classe um 16 Kinheiten, da sie sich
vierfach von der Curve % =0, g}l} = 0 abtrennt. Der projicirende
Kegel ist nur noch von der 7. Ord. und schickt nur noch zwei Mintel

durch den dreifachen Punkt, sie haben die Reihen:

*) Die Bezeichnung Close-point ist nicht vollig correet, aber der Punkt ist
einem gewdhnlichen Closepoint sehr #hnlich, so dass ich keine bessere Bezeich-
nung wisste.
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5

R B TP
die Reduction durch diesen Punkt berechnet sich auf 8. Fir den Close-
point findet man 6 als die Zahl, welche seinen Einfluss auf die Classen-
erniedrigung angiebt.

118. Wenn der Kegel 2, = ( eine dreifache Ebene darstellt und
¥, = 0 wiederum einen Kegel mit einer Riickkehrkante 5. Ord., welcher
lings derselben von der singuliren Ebene berithrt wird, so setzen wir
u, = &, withrend wir die Gleichung fiir w, und die Constantenrelation
beibehalten, und erhalten ein neues Monoid mit einer Riickkehrgera-
den 5. Orduung. KEs giebt jetzt auf der Riickkehrgeraden keinen
Close-point mehr, er ist in den dreifachen Punkt hereingeriickt. Der
projicirende Kegel 7. Ord. schickt drei Mintel mit den Reihen:

3

, . 2 4 8T
g=0bt+ -, y=+ez +..., b=—731I, a?==——810,
resp.
x=bz‘i+, Y = azz..[._...’ az_g_ﬁ‘(gzs‘r?j_.

Der dreifache Puukt reducirt hier die Classe um 15, so dass die Ge-
sammtreduction gleich 31 wird.

119. Schliesslich ist noch das Monoid mit einer Sefbstosculations-
geraden zu erwibnen; mau erhiilt es, wenn u, =0 eine Selbstosculations-
kante besitzt und u,== 23 =0 den Kegel 2, = 0liings dieser Kante beriihrt.
Nehmen wir u, in seiner fritheren Form, so haben wir zwischen den
Constanten die beiden Relationen 90? —4IU=0 und 817 —90N=0
aus beiden folgt dann weiter UN — 207 = 0. Es giebt dann auf
der singuliren Geraden einen Pinch-point®) hoherer Ord., einen Punkt
fur Welchen die ebenen Schnitteurven Riickkehrpunkte von der 7, Ord.
haben. Nun besitzen die Curven w, -+ u, =0 alle einen Selbstoscu-
lationspunkt, der zum Riickkehrpunkt 7. Ord. wird, wenn

30U
2= Iy 12ISU L sMOU
ist; hierdureh ist also der Pinch-point beshimmt.
Die Selbstosculationsgerade reducirt die Classe um 20, da sie sich

fiinffach von der Curve gf = (, aaf—- = O abtrennt. Durch den drei-

fachen Punkt gehen zwei Mintel des projicirenden Kegels 6. Ord,,
sie haben die Reihen:

3
2 8I? 47
z2=0bs"4+--., y=—4waz"' 4 -, a=775, b= — =
*) Dieser Pigghpoint ist durch Zusammenriicken dreier Pineh-points und
ihrer drei Doppelgeraden entstanden,
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der dreifache Punkt erniedrigt die Classe um 6 Einheiten. Durch den
Pinch-point geht ein Mantel des projicirenden Kegels, er reducirt die
Classe um 7 Einheiten. Die Fliche ist demnach von der 3. Classe
und bildet einen speciellen Fall der Steiner’schen Fliche; siehe Nr. 126
des letzten Capitels,

120. Um sich ein Bild von der Gestalt des Monoids in Nr. 117
zu machen, lasse man eine Ebene sich um die singulire Gerade drehen,
Sind die beiden Hauptgeraden der Fliche imaginér und gebt man von
der Lage y = O aus, so bildet die Schnittcurve einen isolirten Punkt,
der bei Drehung der Ebene in einen kleinen Kegelschnitt iibergeht.
Bei weiterer Drehung verliingert sich dieser Kegelschnitt, bis er in
das doppelt gesiihite Stiick der singuliren Geraden zwischen drei-
fachem Punkt und Closepoint tibergeht, wenn die Ebene die Lage 2=0
einnimmt; siehe Figur 43. Nimmt man die Drehung der Ebene, von
der Lage y = O ausgehend, in entgegengesetzter Richtung vor, so
entwickelt sich aus dem isolirten Punkt ein kleiner Kegelschnitt, der
auf der entgegengesetzten Seite der singuliren Geraden liegt. Bei
weiterer Drehung verlingert sich derselbe immer mehr, bis er schliess-
lich in den durchs Unendliche verlaufenden Theil der singuliren Ge-
raden iibergeht; siehe Figur 43b). Die Fliche liegt in der Nihe des
dreifachen Punktes ganz auf der einen Seite der Ebene y == 0. Sind
die beiden Hauptgeraden reell, so erhdlt man die Fliche, wenn man
die geschilderten Theile an einer Stelle zusammenwachsen lésst.

Die Gestalt des Monoids in Nr. 118 lisst sich ganz in derselben
Weise finden, indem man eine Ebene um die singulire Gerade dreh,
Als Ausgangslage wihle man die Ebene senkrecht zur Xbene x = 0;
sie schneidet einen Kegelschnitt aus, der bei der Drehung der Ebene
immer kleiner wird, bis er sich auf einen Punkt zusammenzieht, wenn
die bewegliche Ebene die Lage 2 = 0 angenommen hat. Macht man
die Drehung von der Ausgangslage in entgegengesetzter Richtung, so
verlingert sich def Kegelschnitt immer mehr, dringt durchs Unend-
liche und geht in die doppelte singulire Gerade iiber, wenn die be-
wegliche Ebene wieder die Lage x=0 angenommen hat; siehe Fig. 44,

Die Partien der Fliche, welche sich an die Riickkehrgerade an-
setzen, liegen anf entgegengesetzten Seiten der Ebene z == O nund der
singuldren Geraden, wenn man den dreifachen Punkt passirt.

Was endlich die Gestalt der Fliche mit Selbstosculationsgeraden
anlangt, so ist zunichst zu bemerken, dass es durch den Pinch-point
eine Ebene giebt, welche lings eines Kegelschnitts beriihrt. Dreht
sich wieder eine Ebene um die singuldre Gerade, so schneidet sie immer
einen Kegelschnitt aus, der jene Ebene in einem Punkte ihres Kegel-
schnitts und die singulére Gerade wie vorherim dreifachen Punkt berithrt.
Nimmt die bewegliche Ebene die Lage x =0 an, é%’geht der Kegel-
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schnitt in das doppelt geziihlte Stiick der singuliiren Geraden zwischen
dem dreifachen Punkt und dem Pinch-point tber, und zwar tritt
dieses ein, einerlei ob man von der Ausgangslage nach rechts oder links
dreht. Das eine Stlick der Selbstosculationsgeraden zwischen den
beiden singuldren Punkten ist reell, das andere Imaginir,

Die Regelflichen 4. Ordnung mit einer dreifachen Geraden.

121. Obgleich diese Regelflichen schon anderwirts *) ihre Erledicuna
gefunden haben, so kdnnen sie doch hier der Vollstindigkeit hilbct;
nicht ausgelassen werden, und ich halte die nachstehenden Auseinan-
dersetzungen um so weniger fiir diberfliissig, als uns ein anderes Prineip
leiten wird, als das in den citirten Arbeiten. Wir gehen wieder von
der Gleichungsform w; 4 u, = 0 aus, wo wu; = 0 drei Ebenen durch
die Gerade =0, y =0 und wu, = 0 einen Kegel 4. Ord. mit der
dreifachen Kante 2 = 0, y = 0 bezeichnet; von den 12 Schnittgeraden
Uy =0, u; = 0 konnen 9, 10 oder 11 in die singulire Gerade herein-
riicken und hiernach haben wir verschiedene Fille zu unterscheiden,

Schneiden sich 4; =0 und u, =0 in 9 Geraden 2z =0, y = 0,
so kbnnen wir setzen:

uy = Az* 4 3 Ba'y 4+ 3Czy* + Dy’

und
u, = g (Ma* 4+ 3 Na*y + 3Qzy* 4+ Py*) 4 Qo' + 4 Rzdy 4 68x?y?

+ 4Tzy® + Uy'.
Es giebt dann im Allgemeinen in jedem Punkt der dreifachen Geraden
drei von einander verschiedene Tangentialebenen, nur fiir vier Punkte
dieser Geraden fallen zwet Tangentialebenen zusammen, da bekanntlich
die Discriminante einer Gleichung 3. Grades in den Coefficienten vom
vierten Grade ist. Einen solchen Punkt wollen wir wiederum als Pinch-
point bezeichnen, da durch ibn ein einfacher Mantel der Regelfiiiche
geht und zwei mit einander zusammenhingende Méantel, welche sich
genau so verhalten, wie die beiden Mintel durch eine Doppelgerade
in ihrem Pinch-point.

Der projicirende Kegel aus einem beliebigen Raumpunkt ist nur
noch von der sechsten Ordnung; die Berithrungscurve 6. Ord. dieses
Kegels geht durch die vier Pinch-points hindurch, so dass in jeder
Ebene dureh die dreifache Gerade nur noch zwei bewegliche Punkte
dieser Curve liegen. Von der Curve =0, —%=0 trennt sich
die Gerade gz — 0, y == 0 vierfach zihlend ab, die tbrig bleibende

*) Zuerst hat Cayley die verschiedenen Regelfiichen 4. Grades untersucht,
aber einige ausgelassen, vergl. Phil, Transactions CLLV, p. 859; vollstindig b}s
auf eine giebt sie Cremona, Memorie del R. Ist. di Bologna v. VI, vergl. die
zweite Note auf Seite 147.

Mathematische Annalen. XXIV. 10
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Curve 5. Ord. geht durch die Pinch-points einfach hindurch und schneidet
daselbst die Regelfliche in je vier consecutiven Punkten, so dass sich
fir die Regelfliche die Classe 4 ergiebt, wie das ja anch bekannt ist,

Die drei Erzeugenden in einem Punkt der dreifachen Geraden
liegen im Allgemeinen miché in einer Ebene*); liegen sie jedoch fir
irgend einen Punkt der dreifachen Geraden in einer Ebene**), so gilt
Gleiches fiir jeden Punkt derselben; die Erzeugenden treffen alle eine
feste Gerade, welche der Regelfiiche nur einfach angehdren kann,

Ein Schnitt durch einen Pinchpoint liefert zwei verzweigte und
einen linearen Ast; geht der Schnitt durch die singulire Gerade oder
Dorsallinie des Pinch-point, so wird diese Gerade, ein sie beriihrender
Ast und ein weiterer Ast ausgeschnitten. Xs giebt durch die Dorsal-
linie eine Epene, welche lings ihr beriihrt und einen Kegelschnitt
ansschneidet, der natiirlich durch den Pinchpoint geht.

Riicken zwei Pinch-points zusammen, so gehen durch diesen Punkt
drei Erzeugende, welche einander unendlich nahe geriickt sind. Macht
man also diesen Punkt zum Coordinatenanfang, so hat man in der
Gleichung w, + #, = O fiir u; einen reinen Cubus, etwa z% zu setzen.
Dann schickt der projicirende Kegel 6. Ord. durch diesen Punkt zwei
Méntel, welche mit einander verzweigt sind und die Gerade z = (),
Pz + Uy =0 beriihren. Es konnen auch zwei Mal zwei Pinch-points
zusammentiicken, aber es kénnen nicht drei oder vier in eimen Punkt
zusammenfallen.

122. Nehmen wir jetzt an, dass eine der Ebenen u; — O einen
der Miintel des Kegel u, = 0 lings der dreifachen Kante beriihrt, so
haben wir in der Gleichung der Regelfliche D — 0 und P =10 zu
setzen. Es giebt jetzt in der dreifachen Geraden eine constante und
zwer bewegliche Tangentialebenen**). Die Discriminante der Gleichung
3. Grades reducirt sich jetzt anf

(C+20) {4(A+2 M) (C+20) ~ 3(B4sN)).

Es existiren also nur zwei gewhnliche Pinch-points, die beiden andern

sind in den singulidren Punkt z = — —g zusammengeriickt. Der proji-

cirende Kegel 6. Ord. schickt durch den Punkt # = — % zwel Mintel
. . C

mit den Reihen z =bz3+ ... y=ag?+ - -, p=2+4G

Als Specialfall ist zu erwihnen die Regelfiiche, fiir welche ein
Pinch-point in den singuldren Punkt 2 =— — % hereinriickt, fiir welche
also BO — CN =0 ist. Der projicirende Kegel 6. Ord. schickt im

*) Cremona, a. a. O, Regelflache 8.
#*) Cremona, a. a. 0. Regelfliiche 9.
***¥) Cremona, o a. O. Regelfiiche 3.
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letzteren Falle durch den Punkt z = — L iwei verzweigte Miintel mit

0
den Reiben:
3

z=0bz*+-- -, y=iaz?+...
123. Wenn zwei der Ebenen wu,==0 zwei Mintel des Kegels
u, = 0 lings der dreifachen Kante berithren, so konnen wir schreiben:
uy = 3Bay + 3Cxy?

u, = 2(3Nz?y + 30zy?) + Qo' + Ry + - - .
In Folge dessen sind von den Tangentialcbenen in den Punkien der
dreifachen Geraden zwei constant und eine beweglich*). Die Discriminante
der Gleichung 3. Grades geht iiber in:

3(B+ 2Ny (C+ 207

es giebt also zwei singulire Punkte:

und

C B
g = — -é-und g=— 5

Die beiden constanten Tangentialebenen Limnen auch zusammen-
riicken, dann verschwindet die Discriminaute identisch; zwei Mintel
der Regelfliche sind lings der dreifachen Geraden verzweigt, d. h. sie
haben dieselbe zur Riickkchrkante, und die Riickkehrtangentialebene
ist gerade die constante Tangentialebene. Bs giebt auf der dreifachen
Geraden nur noch eimen einzigen singuliren Punkt; macht man den-
celben zum Coordinatenanfang, so erhilt man als Gleichung der Regel-
fliche **):

x84+ 3Nazte + Qa' 4 4Rady + 68xtyt + 4Ty + Uyt =0.
Der projicirende Kegel ist jetzt nur noch von der 5. Ord., er schickt
durch den singuliren Punkt einen Mantel mit den Reihen:
z="bzs+---, y=az$+

Auch die Curve %_ =0, % — 0 ist nur noch von der 4. Ord., so
dass der singulire Punkt, abgesehen von der dreifachen Geraden, die
Classe um 12 erniedrigt, da ja die Regelfliche immer von der 4. Classe
sein muss. Jeder Schnitt durch den singuliren Punkt liefert eine
irreducible Curve 4. Ord., deren drei Aeste mit einander verzweigt sind,
nur die Schnitte durch die dreifache Gerade machen hiervon eine
Ausnahme.

194, Ueber die gestaltlichen Verhiltnisse ist kurz Folgendes zu
bemerken, Die Regelfiiche mit drei beweglichen Tangentialebenen in

*) Cremona, & a. O. Regelfliiche 10. )
) Diese Regelfliiche ist von Cremona in der citirten Abhandlung nicht

angegeben.
. 10*
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der dreifachen Geraden kann vier reelle, oder ZWe€l rgelie und zwel
imaginiire, oder vier imaginire Pinch-pgjngs besitzen.. Wir dreheu‘nuu
eine Ebene um die dreifacke Gerade nnd verfolgen die Bewegung ihres
Beriihrungspunktes. Sind alle 4 Pinch-points reell, und ‘bezemhnen
wir dieselben mit 4, B, C, I, siche Fig. 45, sO konnen wir von der-
jenigen Ebene ausgehen, deren Berﬁhrungspunkt der urtendhc-h ferne
Punkt ist. Der Drehung dieser Ebene um 180% entspricht eine Be-
wegung des Beriihrungspunktes von — oo nach 4, damn wird die
Bewegung riickliufig bis B, kehrt hier abermals um und geht nach
¢, wird hier riickliufig bis D, kehrt hier wieder um undkgeht D_*Wh
4 oo, womit die ganze Bewegung geschlossen ist. Die Figur bringt
in der punktirten Linie diese Bewegung zur Apschauung; eine andere
Mbglichkeit kann nicht eintreten, Ob nun die Erzeugendeu alle noch
eine feste Gerade ireffen oder nicht, ist hinsichtlich der Gestalt der
Regelfliche nicht von Belang,

Sollen nun zwei Pinch-points zusammenriicken, so kdnnen das in
unserer Figur die Punkte 4 und B oder € und D sein, dann riicken
die 8 Krzeugenden durch einen solchen Punkt unendlich nahe zusam-
men. Hieraus ist aber unmittelbar die Bewegung des Beriihrungs-
punktes in diesem Falle klar. Man erkennt auch sofort, wie die Ver-
hilltnisse sich gestalten, wenn A und B conjugirt imaginir werden.
Werden auch noch € und D conjugirt imaginir, so giebt es ersicht-
lich in jedem Punkte der dreifachen Geraden nur moch eine emzige
reclle Tangentialebene. Ans der Regelfliiche mit nur zwei rellen Pinch-
points € wnd D kann man noch eine zweite Regelfliche ohne reclle
Pinch-points ableiten, wenn man in Fig. 46 die Punkte C und D
durchs Unendliche zusammenriicken, und dann conjugirt imaginiiv
werden lisst. Dasselbe erreicht man, wenn man von der Figur 45a
ausgeht und die Punkte € und D im Endlichen zusammenriicken und
conjugirt imagingdr werden lasst. Man erhilt so eine Regelfliche, welche
in jedew Punkt der dreifachen Geraden noch dret reclle Tangential-
ebenen besitzt. Dreht sich eine Ebene durch die dreifache Gerade um
1809, so durchliuft der Berithrungspunkt diese Gerade drei Mal in
derselben Richtung., Der Uebergang von der Regelfliche mit zwes
reellen Pinch-points zu der letztgenannten Regelfliche, wird von einer
Regelfliche’, mit einer constanten Tangentialebene lings der dreifachen
Geraden, gebildet.

Hat die Regelfliiche in der dreifachen Geraden eine constante Tan-
gentialebene und bezeichnen wir die beiden Pinch-points wieder mit
A und B, den singuliren Punkt aber mit S, so giebt uns Figur 45a
die Bewegung des Beriihvungspunktes. Die Hrzeugende durch den
Bertihrangspunkt tallt dabei eie Mal mit der dreifachen Geraden wu-
sammen und zwar gerade fiur den Punkt S als Bertthrungspunk; in-
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dem also der Beriihrungspunkt die Lage S passirt, passirt die Erzeugende
die Lage der dreifachen Geraden.

Nach einer Drehung von 180° nimmt die Erzengende wieder ihre
urspriingliche Lage an. Versieht man die Erzengende mit einem Pfeil,
um eine positive Richtung zu markiren, so stimmt die Richtung zu
Anfang und am Schluss der Bewegung iiberein, was bei den vorher-
gehenden Regelflichen ebenfalls der Fall ist. Man iibersieht leicht die
kleine Aenderung, welche eintritt, wenn der Pinch-point 4 in den
singuliren Punkt hereinriickt.

Hat die Regelfiiche in der dreifachen Geraden zwei constante
Tangentialobenen, so durchliuft der Beriihrungspunkt die dreifache
Gerade einfach, wenn sich die Tangentialebene um 1809 dreht. Fiir
zwel Lagen des Berlihrungspunktes fillt die Erzengende mit der drei-
fachen Geraden zusammen, die positive Richtung der Erzeugenden zu
Anfang und zu Ende der Bewegung stimmen wieder iitberein.

Zum Schluss ist noch die Regelfliche zu nennen, bei welcher die
beiden Mintel mit constanter Tangentialebene verzweigt sind. Der
Berithrungspunkt durchliuft die Gerade einfach; fiir einen Punkt fiillt
die Erzeugende mit der dreifachen Geraden zusammen und #udert in
demselben Moment die Richtung ihrer Drehung in Bezug auf ihren
Punkt in der dreifachen Geraden.

Da bei der zuletzi genannten Regelfliche, die beiden singuliren
Punkte zusammengeriickt sind, so erkennt man, dass bei der Regel-
fliche mit zwei constanten Tangentialebenen, die letzteren auch con-
jugirt imagindr sein kounen.

Die Steiner’sche Fliche, ihre Realititsverhiiltnisse, sowie die
Specialfdlle derselben.

125. Da die Steiner’sche Fliche ein so allgemeines Interesse
in Anspruch pimmt, so diirfte es nicht iiberfliissig sein, ihr ein be-
sonderes Capitel zu widmen. Beginnen wir mit dem Fall der Steiner’-
schen Fliche, in welchem die drei Doppelgeraden reell sind, dann ist
ihre Gleichung:

Quyew- a, 428 + a, 220t ay x%y? + 20, 2?y 2 20,y s0 - 2b5 2wy =0.
Die Pinch-points auf den drei Doppelgeraden bestimmen sich respective

durch die Werthe:
—1

X == O Y = O g == e =
’ Y ’ by + Vaa. '
—1
xr = () Y == ~———= 2 == 0
’ b+ Vayas ’ !
x:,._;l__:——’ y:—.:.—O, z:O;

by 4= Vagay
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zugleich werden die Gleichungen der singuliren Bbenen in diesen 6
Punkten:

wl/aQiyyal=07
resp.

y V&; + 2 V/“: =0,
resp.

2V +x)a,=0.
Von diesen singuléiren Ebenen lassen sich vier Mal drei herausgreifen,
welche sich in einer Geraden schneiden. Die 6 Pinch-points liegen
vier Mal zu drei in Ebenen, welche die Fliche lings eines Kegel-
schnitts beriihren, die 6 Dorsallinien in den Pinch-points bilden die
Kanten eines Tetraeders. Alle diese Eigenschaften sind lings bekannt
und habe ich sie hier nur einfach wiederholt®).

Sind die Grossen g, a,, a, alle drei zugleich positiv oder zugleich
negativ, so sind die aufgezihlten Singularititen alle reell und das
Tetraeder der Dorsallinie ist reell*). Die Fliche liegt ganz inner-
halb dieses Tetraeders,

Sind von den Grissen «,, a,, @, eine oder zwel negativ, die
andern positiv, so giebt es nur noch zwei reelle Pinch-points und
zwei reelle Dorsallinien; die vier Ebenen, welche lings eines Kegel-
schnittes beriihren, sind paarweise conjugirt imaginir,

Den Uebergangsfall bildet eine zerfallende Fliche, welche aus
einer Ebene und einer Regelfliche 3. Ord. besteht.

Die Steiner'sche Fliche kann auch so beschaffen sein, dass eine
der drei Doppelgeraden reell, die beiden andern aber conjugirt imaginir
sind. Macht man die reelle Doppelgerade zur Axe x =0, y =0
und die reelle KEbene durch die beiden andern Doppelgeraden zur
Ebene # =0, bestimmt man ferner die Ebenen z =0, y = 0 so,
dass die imaginiiren Doppelgeraden sich in der Form:

=0, (.CD?—*—?/?):O
darstellen, so wird die Gleichung der Steiner’schen Fliche:
(@449 + (@zz4bay) @ +97) + 2(ca?+dy? + Zexy)
+ 208 (e +y) = 0.
Hier giebt es offenbar nur noch zwei reelle Pinch-points, sie liegen

auf der einzigen reellen Doppelgeraden » = 0, y = 0 und bestimmen
sich als:

s o LrDEVE O IR

et —de

*) Ich erwibne hier: Steiner, Kummer, Weierstrass, Cremona,
Clebech, Schroter, Sturm,

**) Es ist das diejenige Steiner’sche Fliche, deren Modell von Kummer
angefertigt worden ist, vergl. Berliner Monatsherichte 1864, oder auch Verlags-
katalog von L, Brill in Darmstadt.
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Man erkennt, dass diese Pinch-points stets reell sein miissen; durch
jeden dieser beiden Punkte gehen zwei reelle Ebenen, welche lings
eines Iegelschnittes beriihren. Im dreifachen Punkt giebt es einen
reellen Flichentheil, welcher die Ebene 7= 0 berithrt, die Doppel-
gerade z=0, y =20 ist in der Niahe des dreifachen Punktes isolirt.

126. Den Uebergang von der Steiner’schen Fliche mit 3 reellen
Doppelgeraden zu derjenigen mit nur einer reellen Doppelgeraden,
pildet die Fliche mit Selbstberihrungsgeraden; siehe Nr. 113. Die
(3leichung dieser Fliche lasst sich immer schreiben:

z%2 + axt 4+ bade 4 catys 4 22 (da? + ey?) = O.
Auf der Doppelgeraden 2z =0, y==0 liegt der eine Pinch-point
g=—"7) der andere ist in den dreifachen Punkt hereingeriickt. Auf

der Selbstberiihrungsgeraden # = 0, z = 0 liegen die beiden singuliren
Punkte y =?i;i‘;/oc_;; durch jeden dieser Punkte geht eine Ehene,
welche lings eines Kegelschnitts beriihrt. Die beiden andern Ebenen,
welche lings eines Kegelschnitts beriihren, sind in die Ebene =0
zusammengefallen. Der projicirende Kegel 3. Classe geht stets durch
den dreifachen Punkt und beriihrt daselbst die Selbstberiihrungsgerade.

Die singuliiren Punkte auf der Geraden z=0, x = 0 kbnnen
auch conjugirt imaginir werden, dann werden auch die beiden, lings
eines Kegelschnitts berilhrenden Ebenen conjugirt imagindr; in diesem
Falle giebt es kein isolirtes Stiick der Selbstberiihrungsgeraden mehr.

Zum Schluss haben wir noch die Steiner’sche Fliche mit Selbst-
osculationsgeraden zu untersuchen. In Nr. 119 haben wir bereits ge-
funden, dass es auf der singuliiren Geraden einen singuldren Punkt
giebt, durch diesen Punkt giebt es eine singulére Tangente und durch
diese eine Ebene, welche lings eines Kegelschnittes berithrt. Da diese
Singularititen immer reell sein miissen, so kann man die Gleichung der
Fliche immer schreiben: 23 4 (axz 4 by?)? =0. Das Gestaltliche
dieser Flache ist bereits in Nr. 120 besprochen.

Ich benutze diese Gelegenheit, um auf ein Versehen in meiner
Abhandlung ,Ueber die Gestalten der Kummer’schen Fliche, Math.
Annalen Bd. XVIIl aufmerksam zu machen. Dort ist in dem letzten
Abschnitt, welcher iiber Linienfiichen handelt, Seite 156, die Linien-
fliche mit vier reellen Cuspidalpunkten auf der einen und vier imagi-
niren auf der andern Doppelgeraden ausgelassen worden, sie ist ein
Specialfall der Kummer’schen Fliche vom Typus IV.

Leipzig, den 20. Januar 1884



