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Einleitung. 

Die l,'l'~ichen drifter Or&lung haben bereits eine vicli'ache Behand- 
lullg ck't'ahren und sind untcL" verschiede~le~ Gesichtspunkteii betrachtet 
worde~J, se i es, (lass man w)n der geometrischen Erzeugungsweise aus- 
,~[n~r sei es, dass m~n ihre Gleichung it1 eine Normalform ~ eine 
Summe yon fiinf Cuben gleich Null --  bruchte, oder sel es, dass man 
die Specialisirungen betrachtete, welchen man die allgemeine Fl~ichen- 
gleichul~g nnterwerfenkanH. In dem letzteren Sinneist alserste umfhssende 
A rbeit die vou S c h ] ~i f l i *) in den Philosophical Transactions zu neunen, 
worin er ~tlle bei einer Fli~che dritter Ordnung iiberhaupt mSglichen 
Singularifiiten b~.stimmt, und die verschiedenen Fliichen, welche so 
entstehen, md'z~ihlt ]~ d(~'ms(:lben Sinnc sind such schon bei Fliichen 
4. Ordaung cinige Unter.~uchungcn ~ngestellt wordeu, jedoch be- 
schrSnken sich diesclben aut Fliichen mit |)ol)pelcurven und auf Fliichea 
mit zehn oder mchr Knotenpunkteu; ,~ber such hier sind die Unter- 
suchungeu noch gauz mangelhaft,  so dass man nicht einmal die Glei- 
chungen der verschiedenen Fl~ichen mit 13, 12~ 11 oder 10 gewShn- 
lichen Knotenpunkten kennt. Nur die Gleichungen und verschiedene 
Eigenschaften der FlSchen 4. Ord. mit 16, 15 oder 14 gewShnlichen 
Knotenpunk~en sind bekannt. MalJ finder solche Untersuehungen bei 
K u m m e r * * )  und C a y l e y , * * * )  sowie was die Fl';ichen mit 16 Knoten- 
punkten betrifft bei mir . t )  

In dieser Abhandlung sell nun dasselbe Ziel ffir die Fllichen 4. Ord. 
mit dreifachem Punkte erstrebt werden, welches sich S c h l ~ f l i  bei 

*) Schlli,  f l i ,  Phil. Trans. of the It. Soc. of London, 186a, v. CLIII, p. 198. 
**) K a m m e r ,  Ueber die algebraischen Strahlensysteme, Berl. hbhandl. 

1866, p. 1; ferner: Flitchen 4. Ord., welche yon einer Schaar yon F1achen 2. Gr. 
oingehfillt werden, Berl. Monatsber. 1872, p. 474. 

***) C a y l e y ,  First, second and third memoir on quarries, Prec. of the Lend. 
Math. Soc. III 19. 198, 2~4. 

t) Die verschiedeneu Gestalten der K u m mer'schen Fli~che, Math. hnnsl. 
Bd. XVIII, p. 99, Andere Citate finden sieh weiterhin im Texte. 
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den FI~chen 3. Ord. a. a. O. gesteckt hat. Es handelt sich also eines- 
theils um die Specialisirungen des dreifaehen Punktes, andertheils um 
die Singularit~ten, welche noch ausserdem auff~reten khnnen. Zugleich 
mit der Erledigung dieser Fragen werden auch die gestaltlichen Ver- 
h~iltnisse*) tier auftretenden FlKchen ins Auge gefasst; besonders wird 
immer auf die Projection der singuliiren Punkte und ihrer Umgebung aus 
einem beliebigea Raumpunkte Riicksicht genommen. Ausserdem sind 
noch einige Untersuchungen iiber hierher geh5rige Fl~chen eingestreut, 
welche ein besonderes Interesse bieten; ich erw~hne z. B. die Spec~al- 
f~lle des Symmetroids. Es mag bier nebenbei darauf aufmerksam ge- 
macht werden, dass ein Theil der nachfolgenden Betrachtungen sich 
direct auf Fl~tchen n ~ Ordnung mit (a--  1)-t'achem Punkte /~ber~ragen 
lassen. Insbesondere kann man die ganzen Resultate, welche S c h l ~ f l i  
fiir die speciellen Fl~ichen 3. Oral. (Fl~chen, welche irgend welche 
Singularitiiten aufweisen)gegeben hat, ~usserst einfach mit der bier 
angewendeten Methode gewinnen, wenn man yon tier Fliiche 3. Ord. 
mit einem Knotenpunkte ausgeht. 

Die Abhandlung beginnt rait einigen allgemeinen Betrachtungen 
fiber unsere Fl~ichen. Dann werden die SingularitKten der Flliche, 
welche ausserhalb des dreifachen Punktes auftreten khnnen, untersucht 
unier der Vorausse~zung, class tier dreifache Punkt ein allgemeiner ist. 
Hieran schliesst sich eine Beleuchtung der Realit~its. und der gestalt- 
lichen Verh~iltnisse dieser Fl~ichen an. Weiterhin werden die Ft~chen 
behandelt, deren dreifacher Punkt ein specieller ist, worauf die Unter- 
suchung zu Fl~chen iibergeht, deren dreifacher Punkt yon einer singu- 
l~ren Geraden durchsetzt wird, um mit den Flachen mit einer drei- 
fachen Geraden zu schliessen. Ueberall sind die entsprechenden ge- 
staltlichen Untersuchungen beigefiigL Das letzte Capitel endlich 
besch~ftigt sieh mit den l~ealit~tsverhi~ltnissen und den Specialisirungen 
der S te ine r ' s chen  Fl~che. 

Einiges fiber die Curven auf der Fl~che, deren Ordnung die Zahl 5 
nicht iibersteigt. 

1) Man hat ganz allgemein ffir Fliichen n. Ordnung mit einem 
(n - -1 ) - f achen  Punkt die Bezeichnung Monoide eingefiihr~, und so 
werden wir auch unsere Fl~ichen kurz als J]lonoide 4. Ord. bezeichnen. 
Ihre Gleichung lKsst sich in der Form schreiben: 

f =  (xy~)~ + ,~(xy~)4 ~ u~ + (~u4 ~ O, 

we u a ---~ 0 und u 4 ~ 0 zwei Kegel yon der dritien resp. vierten Ord- 

*) Vergl. racine bTote in den Berichten der khnigl. Sachs. Gesell. der Wissen- 
schaften veto 28. Januar 1884, welche fiber die gestaltlichen Yerhgltaisse einer Fl.~cbe 
in der Umgebung eines z-fachen Punktes handel,. 
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nung mit dem gemeinsamen Scheitel x ~ y ~ z ~---0 bezeichnen; die 
Zahl der Constanten in dieser GIeichung ist 24. Der Kegel u 3 = 0 
stell~ den Tangentialkegel ira dreifachen Punkt der Fl~che dar; der 
Kegel u 4 ~ 0 schneider den letzteren il~ 12 Geraden, welche der 2'16che 
ganz angeh6ren, wit nennen sie die 12 Hauptgeraden unserer Fl~che. 
Von diesen 12 Geraden k5nnen 9 beliebig angenommen werden, die 
3 iibrigen liegen alsdann auf dem durch die ersteren bestimmten Kegel 
3. Ord. Zwei yon diesen 3 Geraden kann man noch beliebig auf dem 
Kegel 3, Ord. wlihlen~ wi~hrend die letzte Gerade dadurch eindeutig 
l~estimmt ist, d~ nach einem bekannten S~tze yon den 12 Schnitt- 
punkten einer Curve 3. Ord. mit einer Curve 4. Ord. einer durch die 
andern eilf mitbestimmt isf. Die Wahl der 12 Hauptgeraden unserer 
Fliiche absorbirt demnach yon den 24 Constanten 20. Nimmt man 
nun noch 4 nicht in einer Ebene liegende Punkte an, durch welche 
unser Monoid hindurchgehen soll, so ist dasselbe vollkommen bestimmt; 
denn man kann sofor~ die Schnittcurven in den Ebenen durch je drei 
der vier Punkte angeben. 

2) Die 12 Hauptgeraden des Monoids bezeichnen wirmit gj, g~ ,...,gj 2; 
sie bestimmen zu je zwei 66 Ebenen, deren jede die Fliiehe noch in 
einem Kegelsehnitte schneider, sie seien KI#, K~,s , . . . ,  KIj,~. Diese 
Kegelsehnitte schneiden sieh alle in dem dreifachen Punkte der Fl~iche; 
ferner schneiden sich je zwei derselben~ die keinen Index gemein 
haben noch in einem weiteren Punkte. 

3) Legt man dutch 5 Hauptgeraden einen Kegel 2. Grades, so 
schneider derselbe noch eine Curve 3. Ord. 6~ aus, welehe einfach 

1 2 . 1 1 . 1 0  9 . 8  
durch den dreifaehen Punkt verl~ufi. Es giebt i . ~ _ i : ~ .  g ----- 792 

solcher 6'3, welche man (lurch 5 Indices zu bezeiehnen hat. Nimmt 
man irgend zwei C3 mit vSllig verschiedenen Indices, so schneiden sie 
sich in 5 Punkten; man kann desshalb durch sie eine Flilche 2. Grades 
legen, welche noch denjenigen Kh,~ aus dem Monoid ausschneidet, der 
mit ihnen keinen Index gemein hat. 

4) Je 4 Hauptgeraden bestimmen ein Btischel yon Kegeln 2. Ord., 
welche aus dem Monoide ein System yon Cu~wen 4. Ord. mit I_)olo2el- 
punkt ausschneiden. Die Doppelpunkte derselben liegen in dem drei- 
fachen Punkte des Monoids, und es sehneiden sieh diese Curven ausser- 
dem nirgends mehr, so dass sie das ganze Monoid einfach und ]iiekenlos 
~iberdeeken. Solcher Curvensysteme giebt es 495; sie sind dutch 4 
Indices zu bezeichnen. Ebenso finder man 495 Systeme yon Curven 
4. Ord. oh~e 1)oppelpunkt, wenn man dureh 8 Hauptgeraden ein 
Btisehel yon Kegeln 3. Ord. legt; sie sind charakterisirt dutch 8 In- 
dices. Alle Curven irgend eines def. letz~eren Systeme berfihren sich 
im dreifachen Punkt~ sonst aber treffen sie sich nirgends. Zu jedem 
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System yon Curveu 4. Ord. mit Doppetpunkt gesellt sich eiu System 
von Curven 4. Ord. ohne Doppelpunkt, und zwar gehSren immer zwei 
solche Systeme zusammen~ welche alle 12 Indices erschSpfen. 

Jede Curve des einen Systems liegt mit jeder Curve des zuge- 
hSrigen Systems auf einer Fl~iehe 2. Grades, sie sehneiden sich ausser 
im dreifaehen Punkt noch in 6 beweglichen Punkten; dutch jeden 
Punkt unserer Fliiehe geht so eine einzige Curve aus jedem System. 
Die beiden Erzeugenden einer solchen Fl~iche 2. Grades durch den 
dreifachen Punkt liegen auf dem zugehSrigen Kegel 3. Ord. 

5) Nimmt man 6 yon den Hauptgeraden der Fl~iche zu einfachen 
und eine siebente zur Doppelkante eines Kegels 3. Ord., so schneider 
derselbe eine Curve 4. Ord. zweiter Species aus, deren es 5544 giebt. 
l)urch diese Curve kann man eine F]~ehe 2. Gr. legen~ welche natfir- 
lieh die Doppelkante enth'~lt und noch eine der obigeiJ Curven 3. Ord. 
ausschneidet; beide Curven treffeu sieh ira dreifachen Punkte uud noch 
ill 6 weiteren Punkten. Man erh~ilt ferner ei~m Curve 5. Or(]., wenn 
man 5 Hauptgeraden als einfaehe und 3 weitere als Doppelkanteu 
eines Kegels 4. Ord. w~hlt, und deren giebt es 27 720; eine solche 
Curve hat die drei Doppelkanten zu dreifachen Secantem Endlich 
finder man doppelt unendlich viele Systeme yon Curven 5. Ord., wenn 
man dutch die obeu gefundenen Raumcurven 3. Ordnung Fliichen 2. 
Grades legt; diese Curven hubert einen Doppelpm~kt. 

6) Ein Monoid 4. Ord. kann auch gerade Linien besitzen, we]che 
den dreifachen Punkt nieht enthalten; dann muss die Ebene durch 
diesen Punkt und die Gerade noch drei Hauptgeraden ausschneiden. 
Das Monoid besitzt also so viele weitere Geraden, als es Ebenen giebt, 
welehe drei yon den Hauptgeraden eathalten. Die Frage nach der 
Maximalzahl dieser Geraden ist also iiquivalent mi~ der Frage: Wie 
oft kSnnen die 12 Hauptgeraden, d. h. die 12 Schni~tgeraden eines 
Kegels 3. Ord. und eines Kegels 4. Ord. zu drei in einer Ebene liegen ? 
An Stelle der Kegel kann man aueh zwei Curven 3. und 4. Ordnung 
nehmen und untersuchen, wie oft die 12 Sehnittpunkte zu drei auf 
einer Geraden liegen kbnnen. Zu eiuer Curve 3. Ord, gehSrt abet ein 
ganz bestimmtes elliptisches Integral ~, welches eindeutig auf der Curve 
~usgebreitet werden k,~nn.*) Bezeichnen wit die Perioden dieses Inte- 
grals mit o und i~' und die Parameter der 12 Schnittpunkte mit 

12 

al, a . ~ , . . . ,  al2 , so besteht die Relation , ~ a ~ - ~  0 (rood. o + in') .  
1 

Sollen nun drei Schnitipunkte auf einer Geraden liegen, so muss die 

*) Harn~ck. Ueber die Verwe~hung der elliptischen Functignen t'iir die 
Geometrie der Curven 3. Gr., Math. Annul. Bd. IX, p. 1. 
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Summe ihrer Parameter congruent Null sein rood. Perioden. 
wit also die 12 Punkte: 

a I ~ -  O,  a 2 ~ ,-~-, a~ 

co o3 

3 '  a 6 ~  6 7 

LO fO 

a 9 ~ _ ~3- ~ a l0  ~ -~-~ ~tlj ~ . . . .  

Wiihlen 

ico' o~ + i~,' 
2 ~ (24 ~ 2 

oJ ico" ~ ico" 
- f  + - :, , as --~ ~ + - C  ' 

co to)" ~o ion" 
3 {-v2--,  a~ . ,=  ~ +  ::-, 

so liegen 19 Mal drei auf ether Geraden, und das ist ersiehtlich das 
Maximum. Wir habea so das Resultat gewonnen: Schneidet die Curve 
4. Ord. % ~ ( x y z ) 4 ~ O  die Curve 3. Ord. u.,-~- ( x y z ) z ~ O  in ihren 
drei reellen Wendepunkten sowie in den Beriihrungspunkten der Tangenten 
aus diesen Wendepunkten, so besitzt das Monoid u3 -{- au4 ~- 0 noch 
19 reelle Geraden, welche nicht durch den dreifachen .Punkt gehen. 

7. Die Gruppiruug dieser Geraden, die wir durch drei Zahlen 
bezeichnen mtissen, ist die folgende. Durch die Gerade 1, 5, 9 gehen 
drei seehstaetische '~) Ebenen; eine dieser drei Ebenen enthiilt die Ge- 
raden 2, 3, 4; 6, 7, 8; 10, 11, 12, dutch welehe keine weitere sechs- 
tactische Ebene geht. Die beiden andern Ebenen durch die Gerade 
1, 5, 9 schneiden die Geradentripel 2, 7, 12; 3, 8, 10; 4, 6, l l  resp. 
2, 8, 11; 3, 6, t2;  4, 7, 10 aus, und dutch jede Gerade eines Tripels 
geht noch je eine weitere sechstactische Ebene hindurch. Jede der 
drei sechstactischen Ebenen des ersten Tripels schneider jede Ebene 
des zweiten Tripels in ether Geraden, welche ebeufalls auf der Flikche 
liegt- es sind dies die 9Geraden:  1,6, 10; 1,7, I I i  1, 8, 12; 5 , 2 , 1 0 ;  
5 ,3 ,  l l ;  5 ,4,  12; 9 , 2 , 6 ;  9 , 3 , 7 ;  9,4, 10. Es giebt also im Ganzen 
9 sechstactische Ebenen. Ausserdem giebt es 9 /~in[taetische 3~benen, 
wetche aus der Flgche je einen Kegdschnitt und zwei Geraden aus- 
schneiden. Durch jede der zuletzt erw~hnten 9 Geraden geht eine solche 
Ebene und durch jede Gerade des Tripels: 2, 3, 4; 6, 7, 8; 10, 11, 12 
gehen drei. Bekanntlich schneiden sich bet der Curve 3. Ord. dee 
drei Geraden 2, 3, 4; 6, 7, 8; 10, i I ,  12 in einem und demselben Punkte~ 
folglich muss dieses auch mit den beziiglichen Geraden auf der F1Eche 
geschehen; und es schneiden sich also die 9 fiinftactischen :Ebenen in 
demselben -Punkte der Fl~iche. Die Gleichung dieser Fl~che kann, wie 
man leicht zeigt, auf die Form gebracht werden: 

(x+y+~)s + ~xy~ + ~(x--y) (y-~)  ( z - x )  (x+y+~) --~ O. 

Es braucht kaum hinzugeftigt zu werden, dass die Zahlen der zu 
Anfang angegebenen Curven sich iindern, wenn das Monoid Geraden 

*) E b e n e a ,  we lche  eine F l ~che  sechs  Mal be r f ih ren ;  bet  d e r  Fli~che 4 . 0 r d .  
s ind  das  E b c n e a ,  we lche  4: G e r a d e a  aus schne i den .  
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oder Kegelschnitte oder Raumcurven 3. Ord. besitzt, welche nicht 
dutch den dreifachen Punkt gehen; jedoch unterlasse iches hier diese 
Acnderungen, die sehr einfacher Natur sind, anzugeben. 

Die Singularit~ten des Monoids, welcho ausserhalb des droifachen 

Punktes liegen. 
8. Die Betrachtungen, welche in diesem Capitel angestellt wer- 

den, werde ich in ciner so]chel~ Form gebe~l, dass sie sich zum 
grSssten Theil direct auf Monoide n. Ordnul~g fibertragen lassen. Zu- 
vSrderst ist es klar, dass die Verbindungslinie eines Knotenpunktes 
der Fl~che mit dem dreifachen Punkte auf der Fl.~che selbst liegen, 
d. h. eine der 12 Hauptgeraden sebl muss. Abel" wetter ergiebt sich 
sofort, dass auf einer solchen Geraden nut  dann ein Knotenpunkt 
liegen kann, abet auch liegen muss, wenn eine der fibrigen 11 Ge- 
radeu mit ihr zusammenfBllt. Zur bequemen analytischen Behandlung 
machen wir den dreifachen Punk~ zum Eckpunkt x ~ y ~ 0 und eine 
der 12 Hauptgeraden zur Kante xm-O, y-.~-.O des Coordinatentetraeders. 

Die Gleichung der Fl~iche erhtilt dann die Gestalt: 

t ' ~  w %  + ~ = w(xyz)~ + (xvz) j  ~ 0 

wobei (~y.z).~ ~ - 0  utld (XyZ), 1 ~---0 fiir den Werth x ~ y ~ 0. 
Sollen nun zwei tier 12 Hauptgeraden mit tier/.(ante x ~ O ,  y ~ - O  

zusammenfallen, so miissen sich die beiden Kegel zta ~ 0, u a = 0 
daselbst berilhren, was dureh die Gleichung: 

~u~ , Oul  i~u4 . On4 

gcbildet mit den Werthen 

x ~ O ,  y.~--O, Z. .~-z,  

ausgedrflck~ wird. Die Coordinaten eines Kaotenpunktes miissen aber 
den vier Gleichungen geniigen: 

~f  aus ~u~ ~/" ~us ~u4 

( ; y  = w -~ -4- - @ ~ 0 ,  ~ u s  = O vy ~b~ �9 

Ein l)unkt x ~ 0, y ~ 0, w ~ (~z befriedigt zun~chst nut die beiden 
letzten Gleichungen; da jedoch ffir x---~ 0, y---~ 0 die beidea ersten 
Gleichungen identiseh werden uad sich abgesehen yon dem Factor ~2,~ 
auf eiue lineare Glelchung zwisehen w und z reduciren, so wird 
dadurch eindeutig bestimmt. Man erkennt also aus diesen Gleichungen, 
dass das Monoid einen Knotenpunkt besitzt, sobald uich die Kegel 
u a -~--O, u 4 -~-0 beriihren; man erkennt'aus denselben aber auch das 
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Umgekehrte,  dass sich die Kegel beri~hren, wenn das Monoid einen 
Knotenpunkt  besitzt. 

9. Es solI nun bewiesen werden, dass das Monoid einen biplanaren 
Knoten~unkt  B ,  yon der Ordnung x*) besitzt, wenn die K e g d  %---~0, 
u 4 ~ 0 eine Beriihrung yon der Ordnung (~ ~ 1) eingehen, d.h.  wenn 
sie x consecutive Kanten gemein huben. Wi t  benutzen zu diesem Be- 
weise wieder die obige Gleichungss und miissen zeigen, dass yon 
den 36 Tangentialebenen durch eine beliebige Gerade 1 an unsere 
Fli~che ~ mit der Ebene durch l u n d  By, zusammenfallen. Nehmen 
wir also als Gerade 1 die Gerade y = 0 ,  w = 0 ,  so ist zu zeigen, 
dass ~ yon den 36 Schnittpunkten: 

a f  = 0, ~  = 0 f =  O, -a-f  aw 

in den Knotenpunkt B~ hineinfallen. 
Die Curve : 

l~tsst sieh durch die beiclen Potenzreihen darstellen: 

x ~ a y  q-  by  = q-  cy a q" . " ", w =  e .-F ay  + ~y= + gY'  q- . " ", 

indem wir bei diesen Entwicklungen dem z den constanten Werth 1 
beilegen. Die erste dieser beiden Reihen ergiebt sich unmit~elbar 

~u4 ~us aus % = 0 ,  die le tz tefo lg t  dann aus: w ~ - - - ~ :  ~y , wenn man 

hierin ffir x jene Potenzreihe substituir~ mid z = 1 annimmt; das 
constante Glied erhi~lt dann den schon oben bestimmten Werth Q. 
Setzen wir nun in die linke Seite der Gleichung des Mmmids fiir x 
und w ihre Potenzreihen ein, so verschwiudet u a identisch u n d e s  
bleibi~ nur %~ gebildet mit x - ~ - a y @ b y 2 - {  - . "  ", iibrig, so dass 
man erhiilt: u 4 = A y  + . B Y e +  " ' ' +  K Y ~ q - L Y ~ + ~ q  - ' ' ' "  Wean aber 
der Kegel u4~---0 den Kegel u a ~ 0  lgngs der Kante x -~ -0 ,  y ~ 0  
yon der Ordnung k bdriihrt~ so miissen in dem Ausdruck fiir % die k - -  1 
ersten Glieder wegfallen, so dass % - - ~ K Y ' ~ q  t- L y , + ~ q - . . .  wird. 
Somi~ ist gezeig~, dass durch Einffihrung der Potenzreihen yon x and 
w in f dieses fibergeht in: f =  K y "  qt- Lu,,+l @ �9 . . ,  wodurch der 
verlangte Beweis gefiihrt ist. 

10. Es eriibrigt uns nur noch das singuigre Ebenenpaar des 
Knotenpunktes anzugeben. Zu diesem Zwecke nehmen wir an~ dass 
die gemeinschaftliche Tangentialebene der beiden Kegel liings der 
Kante x ~---0~ y - ~ - 0  mit der Ebene x-----0 zusammenfi~llt. Dann 

*) Es is~ dieses ein Knotenpunkt, der die Classe tier Flii, che um ~ Ein- 
heiten ernEedrigL Yergl. wegen des Fo|genden meine Arbeit {iber biplanare 
Knotenpunkte, Math. Ann. Bd. XXII, p. 124. 
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kommen zu den Bedingungsgleichungen (0 0 z)a ~ 0 und (0 0 z)4 ~ 0 

noch die neuen ~.Oy / = ~ 0  und ~ ~ y / ~ 0 ,  wo die Klammern aus- 

driicken sollen~ dass auch hierin x ~ 0, y ~ 0 zu setzen ist. Die 
Gleichung des Tangeniialskegds im Knotenpunk~e: x ~ O ~  y-~--O, 
w = ~z wird alsdann: 

er beriihrt die Ebene x ~ 0 l~ings der Kante x ~---0, y ~---0a Ein 
Osculiren der beiden Kegel u a ~ 0, u 4 ~ 0 ]iings der Kante x - ~  O, 
y ~---0 driiekt sich durch die Gleichung aus: 

~y'-' ] \ 0x ] \ 0y 2 / \ 0x , '  ~ O. 

Es ist aber \ e~y') 0 \--~;~] q-- ( ~y~ ,, 

es verschwindet ~lso vermSge der neuen Bedingungsgleiehung der 
Coefficient yon y2 und der Tangentialkegel zerf'tillt ia das Ebenenpaar:  

x = o ,  + = o .  

Die Ebene x = 0 beriihr~ das Monoid ]ii~ags der Geraden x..-.~-O, 
y = 0 und schneider aus demselben noeh einen Kegelsehnitt aus, der 
dutch den dreifaehen und den Knotenpunkt hindurehgeht i die andere 
singuli~re Ebene schneider eine Curve 4. 0rd. mit dreifi~chem Punkte 
aus. Geh~ der biplanare Knotenpunkt in eJnen .B~ iiber, so ber/ihrt 
der Kegelsehnit~ in der Ebene x = 0, und ebenso ein Ast der Curve 
mit dreifaehem Punkt, die singul~ire Gerade. Diese gerh~tltnisse b]eiben 
ira Allgemeinen auch noeh fiir einen ~a~ B ~ , . . . ,  B~  bestehen. 

11. Im Anschluss an das Vorhergehende ist noch zweierlei zu 
erwiihnen. Erstens erkennt man~ dass die beiden singul~,ren Ebenen 
nicht zusammenfalleu kSnnen, wenn nieht das Monoid eine Doppel- 
gerade durch den dreifachen Punkt  erhaRen soll, ei~ Fall der erst in 
einem sp'ateren Capitel seine Erledigang finder. ~Das Monoid kann 
also keinen unizvlanaren Knotenpunkt besitzen, der nicht auf einer .Doppel- 
geraden liegt. Zweif.ens ist einer Specialisirung der bilalanaren Knoten- 
punkte zu gedenken~ welche enfsteht~ wenn sich die Kegel u a = 0~ 
% = 0 ]iings einer Wendekante oseuliren. Die singulgre Ebene x-~-0 
schneider dann die dreifach gezii, hlte Gerade x = 0~ y - ~ - 0  und eine 
weitere Gerade aus~ welche den Kno~enpunkt nieht passirt. Geht der 
.B a in einen .B~ fiber, indem sich die Kegel u a ~ 0,  u~ = 0 hyper- 
osculiren, so schneide~ die Ebene x = 0 in der dreifachen Geraden 
x = 0, y ~---0 und einer Geraden, welche den Kno{enpunkt passirf. 
Gehf man endlich zu einem /~  fiber, so schneide~ die Ebene x ~ - 0  
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das Monoid wiederum in der dreifaehen Geraden und ausserdem in tier 
singul~iren Geraden, d. h. der Schnittlinie der beiden singuliiren Ebenen. 
Dieselbe bilde~ auch einen Theil der Schnittcurve in der andern singu- 
l~ren Ebene, welche noch uus einer Curve 3. Ordnung mit Doppel- 
punkt besteht. 

12. Es diirfte nicht ~iberfliissig sein noeh einen einfachen geo- 
metrischen Beweis fiir den Satz zu erbringen, class das Monoid einen 
B~. besitzt, sobald von den 12 Hauptgeraden desselben x zusammen- 
riicken. Riicken zun~chst zwei yon den 12 Hauptgeraden zusammen, 
so besitzt das Monoid nur noch 1I yon einander getrennt liegende 
Geraden und l:,ings einer dieser Geraden eine constantc Ta~gcntialebc~' 
Legt man durch diese Gerade eine beliebige Ebene, so schneidet diese 
noch eine Curve 3. 0rd. aus, welche eindh Knotenpunkt im dreifachen 
Punkt der Flliche besitzt und folglich jene Gerade noch einmal schneider. 
Dieser Schnittpunkt muss ersichtlich ein Knotenpunkt unserer Fliiche 
sein, da es in ibm zwei Tangentialebencn giebt, niimlich die con- 
stante Tal,gentialebene 1,ings der Geraden und die soebeu gezogene 
Ebene. Nehmen wir fiir den Augenbllck ein Monoid mit 12 getrennt 
liegenden Hauptgemden g,, g~, . . . ,  g,~ an, so giebt es dutch jede 
Gerade G, welehe den dreifachen Punkt enth';ilt, noch 12 Tangential- 
ebenen an das Monoid, n~imlich die Ebenen durch die Geradea 
gt, g~, . " - ,  glz" Lassen wir nun ~t Geraden gj, g,, . . . .  g~ einander 
immer niiher rficken, bis sie schliesslich zusammenfallen und alsdann 

consecutive Kanten des Berfihrungskegels im dreifachen Punkte 
bilden, so fallen auch x yon jenen 12 Tangentialebenen zusammea 
in eine einzige Ebene durch G und den hierbei eutstehemleu Knoien- 
punkt. Derselbe absorbirt demgemhss ~ Tangentialebenen durch G 
und ist somit ein biplanarer Knotenpunkt B~, der (lie Classe des 
Monoids um ~r Einheiten erniedrigt. 

13. Nachdem wir nun gezeigt haben, yon welcher Art die Singu- 
larit~iten sind, die ein Moaoid mit einem allgemeinen dreifachen Punkt 
noeh besitzen kant{, ist es leicht anzugeben in welcher Combination 
diese Singularit~iten auftreten kSnnen. Da die 12 Schnittgeraden eines 
Kegels 3. Ord. mit einem Kegel 4. Ord. yon gleichem Scimitel, oder, 
was dasselbe ist, die 12 Schnittpunkte einer Curve 3. Ord. mit einer 
Curve 4. Ord. in beliebiger Weise zusammenriicken kSnnen, wenn 
man nur die beiden Kegel resp. Curven geeignet wiihlt, so erhiilt man 
sofort folgendes gesult~t. Theilt man die Zahl 12 ganz beliebig in 
Summanden, so giebt es dieser Eintheilung gemiiss immer Monoide 
4. Ord., welche jedem Summdnden '2 entsprechend einen gew6hnliehen 
Knote~z)unkt und jedem Summanden 3, 4, 5 , . . .  entspreehe~d einen 
biplanaren Knotenpunkt B 3, B4, B5 . . . .  besit~en. So ergiebt z. B. 
die Zerleguug 12 ---~ 5 + 3 + 2 + 1 + 1 Monoide~ welche noch einen 
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gewShnlichen und zwei biplanare Kno~enpunkte B 3 and B~ hesitzen. 
ttiermit besehliessen wir dieses Capite] und wollea zun~iehst einige 
hierher gehSrige Monoide wirklich aufstellen. 

Das Monoid mit 6 gewShnlichen Knotonpunkten. Zwoi Arten dosselbon. 

14. Berfihrt eine Curve 4. Ord. u4~---0 eine Curve 3. Ord, u3~--0 
in sechs Punkten, und bezeichaen wir die Werthe des auf der Curve 
3. Ord. ausgebreiteten elliptischen Integrals in diesen 6 SteIlen mit 
al, a2, . . . ,  a 6 so besteht zwischen den Parametern dieser 6 Punkte 
die t~elation 

6 

2 ~ " a ~ O  (rood. co u. i o ' ) .  

In diesen Punkten ber[ihren die dreifach unendlieh vielen Curven 
u 4 ~- lus ~ O, we 1 ein in x,  y, z linear'er Ausdruck ist. Aus jener 
Relation folgt aber welter: 

s 
. ~ a i -  -p (rood. co u. i~') ,  

I 

P wenn man mit -5-,. einen der vier Werthe ~ ,  i~'._, , ~+i,r , 0 be- 

zeichnet. Tritt der letzte Falt ein, d. h. ist 
6 

'~ai ~ 0 (meal. co u. i co'), 

so liegen die 6 Punkte a~, a.2, . . . ,  a6 auf einem Kegelschnitt; derselbe 
gehSrt, doppelt gez~hlt, mit zu den dreifach unendlich vielen, sechs 
Mal beriihrenden Curven 4. 0rd. Dieses l~esultat auf das Monoid ~iber- 
tragen l~sst sieh so ausspreehen. Unter den dreifaeh unendlich vielen 
Ebenen des Rauraes giebt es im letztgenannten Falle eine einzige, 
welche das Monoid IKngs eines Kegelschnitts beriihrt; auf diesem Kegel- 
schnitt liegen die 6 Knotenpunkte des Monoids. 

Wit  haben also zwei wesentlich verschiedene Arten yon Monoiden 
mit 6 Knoten zu unterscheiden, niimlich eine, deren .Knoten_~unkte beliebig 
im ~aume geIegen sind, und eine andere, deren Knotenpunkte auf  einem 
Kegelsch~itte liegen. Die Manniehfaltigkeiten beider Arten sind gleich 
gross. 

E r s t e  Ar t ;  M o n o i d e  mi t  6 b e l i e b i g  g e l e g e n e n  K n o t e n -  
10unkten: 

15..Diese Fl~chen sind offenbar vSllig bestimmt, wenn der drei- 
fache Punk~ und die 6 Knotenpunkte vorgegebene Punkte sein sollen; 
denn ersterer liefert 10 und die letzteren je 4 Bedingungsgleiehungen, 
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wodureh sich die 24 Constanten der Fliichengleiehung geradezu be- 
stimmen. Es whre nun a]lerdings m5glich, dass die so definirte Fl'~che 
keine wirkliche Fl~iche 4. Ord. wSre, sondern in Fliichen niederer 
Ordnung zerfiele, wie das z. B. in der That bei Fl~chen 4. Ord. mi~ 
8 vorgegebenen Knotenpunkten [wenn di~e keine speeielle Lage be- 
sitzen) der Fall ist. Man iiberzeugt sieh jedoeh im vorliegenden Falle 
leicht, (lass es im Allgemeinen keine zerfallene Fliiche giebt, welehe 
die vorgeschriebenen Singularit~iten besitzt, und dass in Folge dessen 
eine wirkliehe FlSche 4. Ord. existirt, welche 6 beliebig gewithlte Punkte 
als Doppelpunkte und einen weiteren beliebigen Punkt als drei- 
fachen Punkt aufweist. 

16. Um die Gleichung einer solchen Fli~che wirklich aufzusteilen, 
bezeichnen wir den dreifachen Punkt mit , und die Doppelpunkte der 
Reihe nach mit 1, 2, 3, 4, 5, 6. Sei ferner K =  0 der Kegel durch 
1, 2, 3, 4, 5 mit dem Seheitel , ;  F = 0 irgend eine Fliiche 2. Grades 
dutch die 7 Punkte . ,  1, 2, 3, 4, 5, 6; / ~ - -  0 die Ebene dutch die drei 
Punkte .~ 4, 5; sei endlich ~7 ~ 0 die FlSche 3. Ord. mit den 4 Knoten- 
punkten ,, l, 2, 3, welche durch die drei Punkte 4, 5, 6 einfach hin- 
durehgehL Dann ist: 

K . F - - ~ . E . ~ 7 - - - ~ O  

eine Fliiehe 4. Ord. mit einem dreifachen Punkt in , ,  welche in den 
Punkten 1, 2, 3, 4, 5 Knoten besitzt und dutch den Punkt 6 einfaeh 
hindurchgeht. Diese Gleichung besitzt noch 3 willkiirliehe Constanten, 
yon denen die eine die Constante p ist, w'~ihrend die beideu andern 
noch in/~ enthalten sind; sie stellt somit die allgemeinste Fliiehe dar, 
welche die angeftihrten Eigensehaften besitzt. Soil nun der Punkt 6 
ebenfalls ein Kuotenpunkt dieser Fl~iehe werden, so mtissen die Ab- 
leitungen der obigen Gleichung, genommen naeh x,  y, ~ und w,  ver- 
schwinden, wena man darin die Coordinaten des Punktes 6 einsetzt. 
Da aber fi' und ~7 alsdann verschwinden, so redaeiren sieh diese Ab- 
leitungen auf: 

K .  OF 
ox 

K .  '~F 

~ v  OF QE . ~ v  ~ 0 ,  

OF Ov OV ~ . 0 ,  K . - - - -  ~ E .  - ~ 0  

und zwar gebildet mit den Coordinaten des Punktes 6. Hierflir kSnnen 
wir sehreiben: 

OF Ov OF ~V OF Ov OF OV .~ 
Oz : Oi" ~ Oy- : Oy ~ O---i- : O---i- ~ -  ~---w- : ~o "~" O " ~ '  

wo sich diese Ausdrfieke immer auf den Punkt 6 beziehen. Diese 
Gleiehungen sagen aber aus, dass F ~  0 im Punkte 6 dieselbe Tan- 
gentialebene besitzen soll, wie die Fliiche V ~ - 0 ,  dadureh ist aber 

Mathematiiche Annalen. XXIV, 5 
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:' 

so finden wir: 

2 '  gerade bestimmt; zugleich ergiebt sich dutch die letzte Gleichux3tg" 
eiae Bestimmung yon ~. Wit erhalten somit die Gleiehung der ~ -  
suchten Fl~iche, sie hiingt nur noch yon den Coordinaten ihrer s i u g t t -  
liiren Punkte ab. 

17. Nehmea wir nun aIs singul~ire Punkte die 7 Punkte: 

�9 = ( 0 , 0 , 0 , 1 ) ,  1 = ( 1 , 0 , 0 , 0 ) ,  2 = ( 0 , 1 , 0 , 0 ) ,  3 = ( 0 , 0 , 1 , 0 ) ,  

1 l ~ )  ( 1  i 1. 1 )  
r '  , 5 =  W' r  r "  g, , 6 = ( 1 , 1 ,  1, 1), 

K 
y z  z x  

ft." fl" 

V ~  

71 ; E-= f ly  7 a  

7 ' 1  ~'7 '  7 "a" 

y z w  z w x  w x y  x y z  I 

1 1 1 i" 1). 

Z 

aft ; 

wird ersichtlich : 

1 1 l 
- ~ r  ~ = o .  

" t3' 7' 8 , 

Die Flilche 2. Grades F ~- 0 ist aber dadurch bestimmt, dass sie d u r c h  
die 7 singuliLren Punkte geht und im Punkte 6 ~ (1, 1~ 1, 1) die v o r a r t -  
stehende Tangcntialebene besitzt. Es ergiebt sich demgem~iss als W e r t h  
yon F die seehsgliedrige Determinante: 

x y  z w  x z  y w  x w  y z  

1 1 1 1 1 1 
r t  aft fig ar ,67 aS 

7" d" a' fl' fl" O'" a 'r"  f i r '  a" ~" 

In der Thai gebt die Fl~iche F-----0 durch alle singul~iren Puakte h i l :L-  
durch, und es bleibt nut noch zu beweisen, dass sie im Punkte 6 d i e  
vorgeschriebene Tangentialebene besitzt, oder dass" 

3 F  ~1: 0I;  ? F  - -  1 - -  1 - - 1  -- 1 

' ~' 7" ~" 

Die Tangentialebene der Fl~iche V-----0 im Punkte 6-----(1, 1, 1, 1 )  
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ist ,  wenn man in diesen Ableitungen x ~--- y ~ z ~ w ~ 1 se~zt. Nun 
finder man dutch eine einfaehe Eechnung, dass die Ableitungen yon 
~ '  im Punkte (1, 1, 1, 1) identlsch werden der Reihe nach mit den 
dreigliedrigen Determinanten dieser Matrix, abgesehen yon einem con- 
8t~nten Factor ~, wo: 

= ] ( ~ - 6 ) ( 0 - r ) ' ( ~ - - ' ) ( ~ - ~ ) ] = 1  ' 1 t 1 /. 

I a' ~' 7' (~'[ 
Hiermit  ist der geforderte Beweis erbraeht, und es eriibrigt in der 
Gleichung des Monoids nur noch (lie Bestimmung yon 0. Nach den 
obigea Untersuchungen ist aber: 

~F ~V 

wenn man hierin x ~ y ~ z ~ w ~ 1 setzt; also kommt flit ~ der 
Wer th  : 

1 1 1 

a" fl" ~," 

P ' - ~  1 1 1 

~y 7~ a~ 

Verstehen wir also unter K, F, E, ~7 und 0 die soeben aufgeste|lten 
Ausdriicke, so stellt die Gleichung: 

K . F - - Q E . ~ 7 - ~ O  

eine Fl~iehe 4. Ord. mit dem dreifaehen Punkt (0, 0, 0~ 1) und dea 6 
Doppelpunkten (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, l), 

18. Diese Fliiche hat einige interessante Eigenschaften. Sie ent- 
h'~lt offenbar 6 Raumcurven 3. Ord., die durch den dreifachen Punkt 
und je 5 Knotenpunk~e verlaufen; ferner besitz~ sie nach Friiherem 
6 Geraden durch den dreifaeheu Punkt und je einen Knotenpunkt und 
liings dieser Geraden constante Tangentialebenen. Jede solche Ebene 
schneider noch eiaen Kegetsehnitt aus, tier v'on einer jener Raumcurven 
3. Ord. in drei Punkten getroffen wird, und zwar yon derjenigen 
Curve, welehe den in der Ebene gelegenen Knotenpunkt nicht eut- 
hiilt. Dutch die gaumeurve 3. Ord. und den sle drei Mal schneiden- 
den Kegelschnitt kann man aber eine Fliiche 2. Grades legen, die das 
Monoid noch in einer weiteren Curve 3. Ord. schneldet. Diese Curve 
ist jedoch mit der ersteren Raumcurve 3. Ord. identiseh, da sic dutch 

5* 
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den dreifachen Pank~ and dieselben 5 Knotenpunkte hindurchgehen 
muss. Es ber(Jhr~ also die Fl~ehe 2. Grades unsere F|~che 4. Ord. 
l~ngs einer Raumcurve 3. Ord. und schneider noch einen Kegelschnitt 
aus. Nun treffen die Geraden der einen Erzeugung die Raumcurve 
3. Ord. zwei Mal und den'Kegelschnitt eiu bIal, d. h. sie ber~hrea 
das Monoid zwei Mal und schneiden es ausserdem noch in einem 
Pankte. Das ist abet unmSglich, und es folgt daraus~ dass die ge- 
nannte Fl~che 2. Grades ein Kegel sein muss. Wir gewinnen also 
den Satz: .Ein Monoid mit 6 beliebig gelegenen Knoten enthiilt 6 l~aum- 
curven 3. Ord., die Tangentialcbenen in den Punkten einer solchen Curve 
schneiden sich alle in cinem festen Punkte der Curve~ umhiillen also 
einen Kegcl 2. Ordnung. Diese Eigeuschaft finder sich schon beim 
Monoid mit ~mr 5 gewShnlichen Knotenpunkten, jedoch hier nur 
ein Mal. 

19) Das Monoid mit 6 Knotenpunkten besitzt noch die weitere be- 
merkenswerthe 2Eigenschafl, dass die Tangentenkegel 6. Ord. aus den 
Knotenpunkten zer[allen in zwei Kegel 4. Ord. mit je einer Dolopel - 
kante dutch den dreifachen _Punkt des .Monoids Bekanntlich geht die 
erste Polarfl~che, gebildet fiir einen beliebigen Punk t ,  dutch jedea 
Doppelpunk$~ der zu Grunde gelegten Fl~iehe einfach hindurch und 
besitzt in jedem dreifachen Punkt einen |)oppe]punk~. Jeder Tange~lten- 
kegel 12. Ord. an unser Monoid besitzt demnaeh 6 Doppelkantea 
dureh die Doppellounkte und eine sechsfache K~nte durch den drei- 
fachen Punkt desselben. Der Tangentenkegel 60 rd .  aus einem Knoten- 
punkt besitzt in Folge dessen nur noch fiinf Doppetkanten und eine 
vierfache Kante. Die zuletzt genanate Reduction tr i t t  ein, well ein 
soleher Tungentenkegel das gegebene Monoid liings einer der sechs 
Geraden durch den dreifachen Punkt beriihrt. Legt man durch die 
5 Doppelkanten und eine beliebige weitere Kante des Tangentenkegels 
6. Ord. einen Keget 3. Ord., welcher die vierfache Kante zur Doppel- 
kante hat~ so hat derselbe mit jenem Kegel 6. Oral. 4.2-~-2.5-~-1 ~ 19 
Kanten gemein, d. h. der Kegel 3. Ord. bildet einen Theil des Kegels 
6. Ord., womit der obige Satz bewiesen is~. 

20) Es giebt abet noch eine andere Fliiche 4. Ord., welche eben- 
falls die Eigenschaft besitzt, dass ihre Tangentenkegel aus den Knoten- 
punkten in zwei Kegel 3. 0rd. zerfallen, niimlich das Symmetroid*). 
Es soll nun gezeig~ werd~n~ dass das .Monoid 4. Oral. mit 6 beliebig 
gelegenen Knoten!ounkten nichts Anderes ist, als ein specieller .Fall des 
Symmetroids. Zu diesem Zwecke werde ieh kurz Einiges tiber das 
Symme6roid, wie es sich bei C a y l e y  an den ci~irten Stellen findet, 
vorausschicken. 

*) Cayley, h Memoir on Quartic Surfaces, Proc. oi the Load. Math. Soc. 
III, p. 19-69; Second Memoir on Quartic Surfaces, ebendaaelbst p. 200. 
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Sind vier Is'lgchen 2. Grades gegeben: 
4 4 

1 1 

so bestimmen dieselben ein [41aehengebusch: 

4 4 

1 t 

in welehem ~, fl, ~,, ~ beliebige Parameter bedeuten. In diesem Fli~ehen- 
geb~iseh giebg es doppe]~ unm~dlich viele Kegel; der Oft ihrer Scheitel 
wird yon der oracobi'scken oder Kernfliiehe 4. Grades tier 4 Pl~iehen 
2. Grades gebiidet. Die Bedingungsgleiehung ffir die Kegel des Ge- 
btlsehes ist: 

A 

a a t l  nl- f lb ,  l d - . . . ,  

o~al2-J-- ~b,~ + . . . ,  

aa14-~ t~bj4 + . ' . ,  

a a.: , --~ fl b.l l --~ " " , 

, % ~ +  ~ b . , ~ + . . . ,  

a a23 + f i b 2 3 + " ' ,  

. a.~, + t~b2~ + "" ", 

.a : .  +/~ b.~ + . . . ,  

-a4t+ #b4f + " - ,  

. a 4 2 +  flb42 + ' " ,  

~a3:~ + ~b3:, + ' " ,  
a a rz --~- fl b 4 3 .q t- . . . ,  

, a ; ~ + / / b : , l  + .-', 

aa4.t n t- t3b41-4-.. .  

-~- 0. 

Fasst man hierin a, )$, y, (~ als Coordinaten eines Raumpuuktes 
auf, so stellt diese s)mmetrische Determiaante eine Fl'Xche 4. Ord. 
mit 10 Knotenpunkten*) dar, welche eindeutig auf die Kernfliiche 
bezogen ist, und welche C a y l e y  als Symmetroid bezeieimet. Ein 
solehes Symmetroid hat die Eigenschaf~, dass die Tangentenkegel 
6. Ord. aus den Knotenpunkten iu zwei Kegel 3. Ord.**) zerfallen. 

21) Aus dem Symmetroid lassen sieh aber eine R, eihe anderer 
Fl~ichen ableiten, und wit werden in dieser Abhandlung noeh ~er- 
schiedene dieser Fl.iiehen anzufiihren Gelegenheit haben. Zuniichst er- 
kennt man~ dass das Symmetroid in eine Ft~iehe mit dreifachem Punkt 
und 6 Kno~enpunkten flbergeh~, sobald man eine der zu Grund ge- 
legten Fl~ichen 2. Grades, eiwa die erste, dutch eine doppelt z'.'ihlende 
]gbene ersetzt, d. h. sobald man in der Determinante A die a,~ durch 
aiag ersetzt. Die so entstehende Fliiehe: 

*) Cayl.ey, a. a. O. p. 23, 
s*) Cayley, a. a. O. p. 200. 



70 K. Roa~. 

aa,~ + # b , ,  + . . . ,  

.at a~+#b,~+...,  

~a, a~+#b,~+..., 

~a, a~+#b,,+..., 

aa 2 at +~3b~, + . . . ,  

a~ 2 + # b ~ + - - . ,  

a a2 a3 + ~3 b23 + . .  -, 

,~a~ a ~ + # b ~ + . . . ,  

aaa at +f lb:~t+'" ,  
aa  4 al + ~ b 4 t - 4 - . " ,  

aa  a a .~+f lb32+"' ,  

tza 4 g.~ +(~b~-{ - -" ,  .~- 0 
c,t.j2 + # b3~ +"  ", 

aa,  e.~--{-~b,3--~..., 
aa  3 a4+flbz4 + " ' ,  

aa4 2 + ~ b * * + . . . ,  

besitzt in der That den dreifachen Punkt: a : # : y : c ~ - - - l : 0 : 0  : O,  
d,~ fiir dieses Werthsystem nieht nur die Determinante selbst, s o n d e r n  
auch alle ihre zweigtiedrigen Unterdeterminanten verscbwinden. E i n e n  
gewShnlichen Knotenpunk~ besitzt die Fl.Xche in denjenigen P u n k t e n  
a, ~, 7, 8, ftir welche alle dreigliedrigen Unterdeterminanten v e r -  
schwinden, d. h. fiir welche : 

~ (aa~ax + ~b,x+~,c, .+ 5d, x) x,x.--~O 

ein ~Ebenenpaar darstell~. Dann muss abet 

einen Kegel darstellen, dessen Scheitel in der Ebene 2~aix~--~ 0 l i e g e .  
Solcher Kegel giebt es seehs, da die Scheitel aller Kegel, welche d a r c h  
8 feste Punkte gehen, auf einer Raumeurve 6. Ord. liegen. 

Es ist noch zu zeigen, dass die obige De~erminante auch das a l l -  
gemeinste Monoid mit 6 Knotenpunkten darstellt. Dasselbe bes i t zL  
bei ~zorgegebenem dreifachen Punkte noch 3 4 -  1 0 -  6 = 18 G o n -  
stantea. In jener Determinante ~re~en zwar noch 34 Constanten alaf~ 
sie lassen sich jedoch ebenfalls auf 18 reduciren, wenn wit die D e t e r -  
minante mit einer viergliedrigen Determinante yon eons~anten E l e -  
menten multipliciren, wodurch wir 16 Constanten beseitigen k S m l e n .  
Die Zahl der Constanten des Monoids stimmt also mit der Zahl d e r  
unabh~ingigen Consianten jener Determinante iiberein. 

22) Bevor ich reich zu der zweiten Art yon Monoiden m i t  6 
Knotenpunkten wende, will ich noch kurz einige speeielle Fiiile d e r  
vorliegenden Fl~iche erw~hnen. Es kiinnen die Verbindungslinfea d e s  
dreifachen Punktes mit den 6 Knotenpunkten auf einem Kegel 2. G r a d e s  
liegen, dann zerf~llt das Monoid in diesen Kegr und eine be l i eb ige  
Flgche 2. Ord. durch die 7 singulllren Punkte. 

23) Eine andere Specialisirung tritt ein, wenn 4 yon den 6 K n o t e n -  
punkten in einer Ebene liegen. Diese Ebene schneider alsdann a las  
Monoid in zwei Kegelschnitten; die Tangenbialebenen in den P u n k t e ~  
dieser Kegelschnitie schneiden sich in je einem Punk~; diese b e i d e ~  
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Punkte liegen auf den Verbindungslinien des dreifachen Punktes mit 
dem fiinften resp. seehsten Knotenpunk~. 

24) Liegen yon den 6 Knofen drei in einer Geraden, so liegt 
diese Gerade auf dem Monoid und besitzt eine consgante Tangential- 
ebene. Durch den dreifachen Punkt und je zwei der drei Knoten- 
punkte, die nicht auf der Geraden liegen, geht ein Kegelschnitt des 
Monoids; die Tangentialebenen in den Punkten desselben gehen dutch 
einen festen Punkt auf der Geraden. Der Tangentialkegel 6. Ord. aus 
einem Knotenpunkt auf der Gerax]en besteht bier aus zwei Kegeln 
3. Oral. mi~ je einer Doppelkante durch den dreifachen Punkt, welche 
sich l~ings jener Geraden bertihren. Bei vorgegebenen Singu]ariti~ten 
giebt es noch einfach unendlich viele solcher Fliichen. 

25) Liegen yon den 6 Knotenpunkten 5 in einer Ebene, so m/issen 
sie die Durchschnittspunkte eines Kegelschnittes und zweier Geraclen 
bilden. Diese beiden Geraden besitzen coastante Tangentialebenen; 
die Tangentialebenen in den Punkten des Kegelschnitts umhiillen wie 
vorher einen Kegel 2. Ord. Der Tangentenkegel 6. Ord. aus dem. 
jenigen Knotenpunkte, durch welchen beide Geraden gehen, zerf~llt 
in zwei Kegel 3. Ord. mit je einer Doppelkante durch den dreifachen 
Punkt ,  welche sich l~ings der beiden Geraden bertihren. Die Be- 
rtihrungseurve eines solchen Kegels 3. Ord. ist eine ebene Curve 
3. Ord. mit Doppelpunk~. Fiir die Tangentenkegel aus den fibrigen 
Knotenpunkten gilt Aehnliches wie im vorhergehenden Falle. Bei vor- 
gegebenen Singularit~iten giebt es noch doppelt unendlich viele solcher 
Fl~ehen. 

26) Liegen endlich alle 6 Knotenpunkte in einer Ebene, so dass 
sie die Sclinittpunkte yon 4 geraden Linien bilden, so sind alle 6 
Knotenpunkte yon gleicher Beschaffenheit. Die vier Geraden haben 
wiederum eonstante Tangentialebenen. Dutch jeden Knotenpunkt als 
Scheitel gehen zwei Tangentenkegel 3. Oral., deren jeder in einer 
ebenen Curve 3. Oral. beriihrt; dieselben besitzen je einen Doppelpunkt 
im dreifachen Punkt der Fliiche und gehen noch dutch denjenigen 
Knotenpunkt hindurch, de rmi t  dem 8cheitel des zugehSrigen Kegels 
nicht auf einer Geraden der Fl~che liegt. Es giebt bei vorgegebenen 
Singularitiiten noeh vierfach unendlich viele soleher Fliichen, so dass 
man die constanten Tangentialebenen in jenen vier Geraden noch be- 
liebig fixiren kann. Die Gleichung einer solehen Fliiche ist: 

xy~(x+y+z) +w[ayz(Y+z)+ flzx(z + x)+rxy(x +Y) + ~xyz]~O" 

Z w e i t e  Art. Monoide  mi t  6 K n o ~ e n p u n k t e n  auf  e inem 
K e g e l s c h n i t t .  

27) Sie werden dutch die Gleichung: 
K2--q.E. F-----O 
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dargestellt, wobei K ~  0 einen Kegel 2. Ord., F ~  0 einen Kegel 
3. Ord. yon gleichem Scheitel und /~ ~ 0 die Ebene der Knotenpunkte 
bedeutet. Der Tangentenkegel 6. Ord. aus einem Knotenpunkt zer- 
f~ll$ hier in eine Ebene und einen Kegel 5. Ord., der die 5 fibrigen 
Knotenpunkte enthiilt und eine vierfaehe Kante dutch den dreifachen 
Punkt des Monoids sehickt. Sind die singulKren Punkte vorgegeben, 
so exis6ren ersich~lich noeh vierfaeh unendlieh viele solehe Fliichen. 

Es giebt im Ganzen 21-fach unendlich viele Molmide mit 6 Knoten- 
punkten. Sie bestehen aus zwei ganz verschiedeuen Arten, ni~mlich 
aus solchen Monoiden, welche als specieller Fall des Symmetroids an- 
zusehen sind, und aus solchen, deren 6 Knotenpunkte auf einem 
Kegelschnitte liegen. Beide Arten enthalten je 21-fach unendlich 
viele Monoide; der Uebergang yon Monoiden der einen Art zu solchen 
der andern Art kann nut dutch einen doppelt zu ziihlenden Kegel 
2. Ord. geschehen. 

Als Specialfall ist das Monoid zu erw~ihnen, dessen Beriibrungs- 
kegelschnitt mit den 6 Knotenpunkten in ein Geradenpaar mit je drei 
Knoten zerfi~llt. Eine solche Fl~iche kann noch 6 gerade Linien be- 
sitzen, dutch jeden Knotenpunkt eine, wie das ~iberhaupt bei allen 
Monoiden mit 6 Knoten eintre~en kann. 

E i n i g e  M o n o i d e  mi t  b i p l a n a r e n  K n o t e n p u n k t e n .  

28) Wir haben bereits im ersten Capitel erw~ihnt, dass die 12 
Hauptgeraden des Monoids als Schnit~geraden zweier Kegel u 3 ~ 0, 
u 4 ~ 0 gewisse Bedingungen erftillen miissen; besonders ist die zwSlfte 
Gerade durch die elf iibrigen mitbestimmt, and zwar dutch eine lineare 
Gleichung. Genau dasselbe finder start, wenn die Kegel sich beriihren, 
osculiren, u. s. w., so dass yon den Hauptgeraden 2, 3, u. s. w. ge- 
legen~lich zusammenriicken; nur muss alsdann die gegenseitige Lage 
der consecutiven Geraden bekannt sein; mit anderen Worten: man 
muss nich~ nur die Lage der Geraden, sondern auch die Werthe der 
ersten, zweiten, u. s. w. gemeinsamen Diffcrentialquotienten von u 3 
und u 4 far diese Gerade kennen. Mit Hilfe der ellip~ischen Functionen 
kann man die diesbeziiglichen Fragen auch noch 15sen, wenn es iiber- 
haupt keine einfache Schnittgerade yon u 3 ~ 0 und u 4 ~ 0 mehr 
giebt, d. h. wenn sich die Kegel, wo sie sich treffen, mindestens be- 
riihren, hllerdings is~ die Gleichung zwischen den Coordinaten dieser 
Geraden nicht mehr so beschaffen, dass sie eine eindeutige Bestimmung 
einer Geraden durch die iibrigen vermittelt, vielmehr wird diese Be- 
stimmung vieldeutig. Aus dem Gesagten erhellt, dass es eine ziemlich 
verwickelte Aufgabe sein wird, die allgemeine G]eichung eines Monoids 
mit vorgegebenen sizogul~ren Punkten (gewShnliehe Knotenpunkte, 
Punkte Ba, .B4, . . . )  aufzustellen. Wir werden desshalb hier nicht 
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auf diese allgemeine Frage eingehen, sondern nur einige ganz specielle 
hierher gehSrige Fliichen anfiihren. 

29) Das Monoid w u  3 + g 4 = O ,  we g einelJ linearen Aus- 
druek in x, y, z bezeichnet, besitzt drei biplanare Knoteapuak~e B~ 
in gerader Linie und l~ngs dieser Geraden die eonstante Tangential- 
ebene w - ~ - 0 ,  welche die Fl~iche hyperosculirt liings der ganzen 
Geraden. Ist g ~ 0 speeiell die Ebene, welche die 3 reellen Wende- 
kanten des Kegels u 3 ~ 0 enth'~ilt, so giebt es durch jeden Knoten- 
punkt noeh sine reelle Gerade und diese 3 Geraden liegen ia einer 
Ebene. Der Tangentenkegel aus einem der Knotenpunkte zerfiillt 
bier in die beiden singuliiren Ebenen and einen Kegel 4. Ord. mit 
dreifaeher Kante. 

Ein Monoid mit zwei biplanaren Knotenpunkten B~ erhiilt man 
z. B. aus w u  3 + g ~ g 2  ~ ' = 0 ,  wean man ffir gf = 0 ,  g~---O zwei 
Wendetangentialebenen des Kegels u~---~ 0 einsetzt. 

30) Monoide mit einem biplanaren Knotenpunkte /3j2 giebt es 
drei verschiedene Arten. Die Gleichung wu a + qua = 0 stellt sine 
solche Fl~iche dar, wenn die beiden Kegel u:~ ~ 0 und u4 ~--0 zwSlf 
consecutive Kanten gemein haben. Es liegen aber auf einem Kegel 
3. Ord. u 3 -~-0 noch 12 reelle Kanten, in denen sin Kogel 4. Ord. 
eine derartige Beriihrung eingehen kann, so dass der Kegel 3. Ord. 
noch ganz beliebig gew~ihlt werden kann. Ebenso stellt w u 3 +  0 u 2 2 ~ 0  
ein Monoid mit einem B~2 dar, wenn u 2 -----0 einen Kegel 2. Ord. 
bedeutet, der mit u a = 0 sechs consecutive Kaaten gemeinsam hat; es 
giebt auf u3 ~ - 0  noch 7 reellc Kanten, in denen eine solehe Be- 
riihrung stattfinden kann. Ertdlich ist auch w u  3 + g t ~ 0 ein Mo- 
noid mit eiaem/312 , wenn g--~-0 eine der drei reellen Wendetange~ltial- 
ebeneii bedeutet. Das erstgenannte Monoid mit einem /3t2 erh'Xlt man 
als einen Speeialfall des Monoids erster Art mit 6 conischen Kaoten, 
indem man diese Knotenl0unkte continuirlich verschiebt, bis sic ein- 
ander unendlich nahe gerfickt sind; diese Fliiche besitzb demnach die 
daselbst angegebenen Eigenschaften, sic ist also insbesondere ein 
speeielles Symmetroid. Das Monoid wu~ -4- Ou~ 2 ~ 0 mit einem Bt~ 
ist sin specieller Fall des Monoids mit 6 conischen Knoten auf einem 
Kegelsehnitte. 

Die flestalton dot l~onoide mit einom allgemsinen droifaehea l~akte. 

31) In den beiden nKchsten Capiteln sell eine vollstiindige Scheidung 
aller Monoide 4. Ord. mit einem allgemeinen dreifachen Punkt, soweit 
dieselben gestaltlieh verschieden sind, durchgeitihrt werden, und wit 
wollen deshalb in diesem Capitel das zu einer solehen Seheidung 
nothwendige Material zu gewi,men suehen. Vorher ist es jedoeh er- 
forderlieh, eine Definition fiir gestalttich gleiche ffl~chen za geben. 
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Diese De/inition kann noch in verschiedener Weise aufgestellt 
werden. In der Functionentheorie betrachtet man zwei Fl~ichen als 
gestaltlich gleich, wenn sic dutch steiige Deformationen in einander 
iibergeffihrt werden kSnnen, ganz einerlei ob die Uebergangsfliichea 
sieh durch algebraische Gleichungen darstellen lassen oder nicht. Eine 
so]che Definition kSnnte man auch hier beibehalten, jedoch scheint 
dieselbe bei tier Frage nach den Gesia]ten der durch eine algebraische 
Gleichung dargestellten Fl~icheu nichi zweckm~issig zu sein. Wir 
werden aus diesem Grunde die folgende Festsetzung*) treffen. Zwei 
_Fl~ichen sind gestaltlich gleich~ wenn sie durch stetige Aenderung der 
Constanten ihrer Gleichunyen in einander iibergefiihrt werden k~nnen, 
sodass w?ihrend der ganzen Ueberfiihrung niemals eine Singularit~it der 
Fl~che verschwindet oder eine neue entsteht ; wir wollen diese Aenderung 
kurz als s t e t ige  a lgebra i sche  Aenderung bezeichnen. 

32) Betrachten wit nun die vierfaeh unendlieh vielen Monoide, 
welche die ni~mlichen Hauptgeraden besitzen. Wir greifen irgend zwei 
aus diesen Monoiden heraus, sic schneiden sich ausser in den ]2 
Geraden noch in einer ebenen Curve 4. Ord. Jeder Sirahl durch den 
dreifachea Punkt weist einem reellen Punkt der einen Fliiche einen 
reellen Punkt der andern Fliiche zu, eiaer ebenen Curve der einen 
Fl~che entspricht eine ebene Curve der andern Fl~iche. Die beideil 
Monoide sind demnach perspectivisch auf einander bezogen; der ge- 
meinsame dreifache Punkt ist das Centrum und die Ebene der ge- 
meinsamen Curve 4. Ord. die Ebene der Perspective. Die Perspective 
ist vSllig bestimmt, wenn ein Paar entsprechende Punkte gegeben 
sind; dadurch wird das der Perspective eigenthiimliche Doppelver- 
h~iltniss bestimmt. Isr das Doppelverhiiltniss gleich -{- 1, so sind die 
beiden auf einander bezogenen Monoide identisch, ist es dagegen 
gleich ~ 1, so sind die Monoide perspeetivisehe Spiegelbilder yon 
einander. Jede Perspective mit positivem Doppelverh~I/~niss kana 
stetig in eine solehe mi~ dem Doppelverh'~Itniss -Jr- 1, jede Perspective 
mit negativem Doppelverh~iltniss aber irt eine solehe mit dem Doppel- 
verh~iltniss --  I iibergefiihrt werde~l (die Grenzen 0 und c~ darf das 
DoppelverhMtniss nieht fiberschreiten~ da dann die Perspective keine 
Bedeutung mehr hat). Bet positivem Doppelverh~iltniss der Perspective 
kSnnen also die Monoide stetig in einander iibergefiihrt werden; bet 
negativem Doppelverh~iltniss lKsst sich jedes Monoid in das perspee- 
tivisehe Spiegelbild des andern iiberfiihren. Die perspectivisehe Spie- 
gelung ltisst sich aber folgendermassen in eitae gewShnliehe Spi~gelung 
verwandeln. Man nimmt als Ebene der Perspeer die unendlich 
ferne Ebene, dann tiegen je zwei entsprechende Punkte gleich wei~ 

*) Vergl. Klein, Math. Annalea: Fl~ehen drifter Ordnung, Bd. VI, p. 560. 
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yore Centrum der Perspective ab; die Verbindungslinien entsprechender 
Punk~e zweier sich entsprechender Monoide werden alle in dem ge- 
meinsamen dreifachen Punkte halbirt. Dreht man eines dieser beiden 
Monoide um 180 Grad um irgend eine Axe durch den drei,fachen 
Punkt, so wird dasselbe ein Spiegelbild des andern im gewShnllchen 
Sinne; die spiegelnde Ebene geht dutch den dreifaehen Punkt und 
steht auf der Drehaxe senkrecht. Das Resultat fassen wir in den 
Satz zusammen: Alle Monoide 4. Ord., welche die gleichen Haupt- 
geraden besitzen, zerfallen in ~wei Gruppen. Die Monoide jcder Gruppe 
k6nnen dutch stetige algebraische Aenderung in einander iibcrgefiihrt 
werden, sie sind gestaltlich gleich; die eine GrupTc besteht aus den 
Spiegelbildern der andern Gruppe. 

33) Bei der gestaltlichen Discussion der Monoide kommt es also 
lediglich auf die Lage der 12 Hauptgeraden an, da alle Monoide mit 
gemeinsamen Hauptgeraden entweder direct oder nach vorgenommener 
Spiegelung gestaltlich gleich sind. Ist nun irgend eine Gruppirung 
der Hauptgeraden gegeben~ wobei auch mehrere Geraden zusammen- 
fallen kSnnen, so ilndere man die Lage derselben stetig auf dem 
Kegel 3. Oral. so~ dass sie immer dtrrch einen Kegel 4. Ord. aus- 
gesehnitten werden kSnnen. Wird bei dieser stetigen Lageniinderang 
darauf gesehen, dass Geraden, welche ursprfinglich zusammenfielen, 
dieses auch auf ihrer ganzen Wanderung thun, und dass niemals zwei 
Geraden zusammenrfieken, welche ursprtinglieh getrennt lagen, so sind 
die zugehSrigen Monoide yon gleicher Gestalt, abgesehen yon einer 
etwaigen Spiegelung. Denn der stetigen henderung der 12 Haupt- 
geraden entspricht eine stetige Aenderung der Monoide; dabei bleiben 
die vorhandenen Singularit~ten (Doppelpunkte, /3:~, B4, . . .) erhalten, 
und es treten weder neue Singularitilten auf, noch tritt eine ErhShung 
der bereits vorhandenen ein, da getrennte Geraden immer getrennt 
bleiben. Naeh der Definition sind alsdann alle so aus einander ab- 
geleiteten Monoide gleich hinsichtlieh ihrer Gestalt. 

34) Nach dem Vorstehenden sind wit im Stande zu erkennen, 
warm zwei Monoide mit gleichem Tangentialkegel im dreifachen Punkt 
yon gleieher und wann sie yon versehiedener Gestalt sind. Es er- 
tlbrigt uns noeh solche Monoide h'insichtlich ihrer Gestalt zu ver- 
gleieben, welche im dreifachen Punkte verschiedene Tangentialkegel 
besitzen. Dazu sei bemerkt, dass ein Kegel 3. Ord. nut eine einzige 
absolute Invariante besitzt, und dass alle Kegel yon gleicher Invariante 
dureh eine reelle lineare Transformation mit positiver Determinante 
in einander iibergeftihrt werden kSnnen. Ein Kegel 3. 0rd. kann nun 
eintheilig oder zweitheilig sein; alle eintheiligen Kegel kSnnen dureh 
stetige algebraische Aenderung in einander iibergefiihrt werden ; Gleiebes 
grit fiir die zweitheiligen Kegel 3. 0rd. Nun nehmen wit einen Kegel 
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3. Ord. mit 12 Geraden an, welche durch einen Kegel 4. Ord. aus- 
geschnitten werden und iheilweise zusammenfallen kSnnen. Ver- 
wandelt man diesen Kegel durch stetige Aenderung in einen neuen 
KegeI 3. Ord., so  kSnnen zugIeich die 12 Geraden stetig in 12 Geraden 
des neuen Kegels yon gleicher Gruppirung tibergeffihrt werden. Und 
zwar kann man dies immer erreichen, ohne dass inzwischen einmal 
zwei getrennte Geraden zusammenfallen oder zwei sich urspriinglich 
deekende Geraden auseinander riicken; denn yon den 12 Geraden wird 
nur verlangt, dass sie sich stetig ~ndern, im Uebrigen sind diese 
Aenderungen beliebig, nur die zwSlfte Gerade ist durch die andern 
elf mitbestimmt. 

Fiir die weiteren Betrachtungen geniigt es also, Monoide 4. Ord. 
mit eintheiligem und solche mit ~weitheiligem Tangentialkegel im drei- 
fachen Punkt zu unterscheiden; dagegen sind weitere Unterscheidungen 
iiberfltissig. Wir wollen sie dementsprechend kurz als eintheilige und 
zweitheilige Monoide bezeichnen. Um alle yon einander verschie- 
denen Gestalten zu erhalten, geniigt es, wie wit soeben gesehen haben, 
ftir die eintheiligen sowie s die zweitheiligen Monoide einen ganz 
bes~immten Tangentialkegel im dreifachen Punkte anzunehmen. 

35) Die Frage nach allen gestaltlich verschiedenen zweitheiligen 
Monoiden deckt sich mit der Frage nach allen Gruppen yon ]2 Haupt- 
geraden auf einem zweitheiligen Kegel 3. Ord., welehe nicht in der 
oben angegebenen Weise s/etig ineinauder tibergefiihrt werden kSnnen; 
ganz analog is~ es bei den eintheiligen Monoiden. Zur bequemeren 
Beantwortung dieser letzteren Frage mug hier noeh Folgendes stehen. 
Wir gehen yon einem garz bestimmten zweitheiligen Kegel 3. Ord. 
aus, das zugehSrige elliptische Integral bezeichnen wir mit u und 
seine Perioden mit a) und ice'. Dann kSnnen wit auf dem paaren 
sowie auf dem unpaaren Kegelmantel eine positive und eine negative 
Bewegungsriehtung unterscheiden, je nachdem die Parameter der er- 
zeugenden Geraden bei der Bewegung zu- oder abnimmt. Sind nun 
auf dem paaren Mantel A Geraden gelegen, yon denen auch mehrere 
zusammenfallen kSnnen, und ist die Summe ihrer Parameter congruent 
Null modulo Perioden, so kann man es durch eine stetige u 
der Geraden, bei welcher die Parametersumme bestEndig congruent 
Null bleibt und die Reihenfolge der Geraden nicht ge~ndert wird, er- 
reichen, dass die A Geraden einander beliebig nahe rticken und dass 
eine beliebige unter ihnen zur ersten Geraden wird, d. h. den kleinsten 
Parameter erh~lt. Zu diesem Ende bewegt man diejenige Gerade, 
welche zur ersten werden sell, auf dem Kegelmantel in positiver 
Richtung bis in die unmittelbare N~he der zweiten, dann beweg~ 
sieh gleichzeitig eine Gerade, etwa die lefzte, in negativer Richtung, 
also gegen die vorletzte hin, da die Summe der Parameter constant 
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bleiben soll. Jetzt bewegt man d~e erste Gerade sammt der zweiten 
bis in die N~ihe tier drit~en, hierauf die drei Geraden bis in die N~he 
der vierten u. s. w.; indessea bewegt sieh die letzte Gerade his in 
die 1N~ihe der vorletzten, beide bis in die N~he der drittletzten u. s. w.~ 
his schliesslich alle ~ Geraden sieh an einer und derselben Stelle des 
paaren Kegelmantels zusammendr~ngen. Die Stelte, wo ein solehes 
Zusammendr~ngen der ~ Geraden stattfindet~ muss ersich~lieh eine 

O) $ fD t 

der Kanten m - ~ - q - - : f  sein, wenn m eine der Zahlen 1, 2 , . . . ,  ;t 

bedeutet. Ein ganz analoges [~esultat l~isst sich ffir den unpaaren 
Mantel eines Kegels 3. Ord. gewinnen, ganz abgesehen davon~ ob 
derselbe einem eintheiligen oder zweitheiligen Kegel a~lgehSr~. 

Monoide ~hne Knotenpunkte; ua ~ 0 ein allgemeiner Kegel 3. Ordnung. 

36. Wit haben bereits im vorigen Capitel die Monoide in ein- 
theilige und zweitt~ei~ige*) geschieden, je nachdem der Tangentialkegel 
im dreifachen Punkt ein- oder zweitheilig ist. Zun~ichs~ werden wir 
nun die zweithciligen Monoide einer gestaltliehen Untersuchung unter- 
werfen, auf die eintheiligen Monoide wird sich dieselbe alsdann leicht 
iibertragen lassen. Liegea yon den 12 ttaup~geraden des Monoids 
2). auf dem paaren Mantel 2~ auf dem unpaaren Mantel und sind 
2~, conjugirt imagin~r~ wobei auch eine oder zwei Zahlen gleich Null 
sein kSnnen, so kann man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
dass die Summe der Parameter der 2). Geraden des paareJl Mantels 
fiir sich und ebenso der 29 Geraden des unpaaren Mantels fiir slch 
congruent Null ist. Denn man kann de~l allgemeinen Fall dutch 
stetige Verschiebung tier Geraden immer auf jenen Fall zurtickf[Ihren, 
so dass bet dieser Verschiebung getrennte Geraden stets getrennt 
bleiben und die Summe aller 12 Parameter besti~ndlg congruent ~ull 
ist; eine derartige Operation hat abet, wie wit in Nr. 33 gesehen 
haben, keinen Einfluss auf die Gestalt des Monoids. 

37) Bier handelt es sich um Monoide ohne Knotenpunkte, d. h, 
um Monoide, deren Hauptgeraden s~mmtlizh yon einander getrennt 
liegen, l~ach Nr. 36 und Nr. 35 kann man abet jedes Monoid in 
ein gestaltlich gleiches verwandeln, dessen reelle Hauptgeraden sich 
theilweise an einer Kante des paaren und theilweise an ether Kante 
des unpaaren Mantels zusammendr~ingeni und zwar ist es auf dem 

f0  ~ s t 
paaren Mantel eine der Kanten: m-:~y q- ~ und auf dem unpaaren 

o ( m - ~ - l , 2 ~  2~; n ~ l ~ 2 ~  2~). Da eine der Kanten: n ~  . . . ,  " " ,  

*) Es soll hiermit durchaus nicht gesag~ seth, class eta solchea Monoid aus 
zwei ge~rennten Theilen bes[eh~. 
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abet im vorliegenden Falle die 2~L Geraden des paaren Mantels alle 
yon einauder getrennt sind, so kann man dieselben~ je nachdem man 
die eine oder die andere yon ihnen zur ersten Geraden maeht, an 

(O i r jeder der 2~ Stellen m - ~ - +  ~ -  anhiiufen, also etwa an der Stelle 

i~' Ebenso lassen sieh die Geraden des unpaaren Mantels immer 2 
an der Stelle 0 anh~iufen. Daraus folgt abet unmittelbar, dass alle 
zweitheiligen Monoide ohne Knotenpunkte gestaltlich gleich sind, wenn 
sie in den Zahlen 2X, 2~ und 2v fibereinstimmen, dass sie aber ge- 
staltlich verschieden sind, wenn dleses nicht der Fall ist. Denn im 
ersteren Falle kann man zun~ichs~ die imagin~ren Geraden der Monoide 
zur Deckung brfl~gen uad dann auch die reellen Geraden. 

Nut wenn alle Geraden imagin~r sind, ~ss~ sich dieses nicht mehr 
erreicheu, vielmehr giebt es in diesem Falle noch zwei verschiedene Arten 
yon Monoiden. Die Parameter yon conjugirt imaginiiren Geraden sind 
n~mlich selbst conjug/rt imagia~ir; bezeichnen wit sie mit a~ + ibm, 

6 

u ~  1, 2, . . . .  6, so ist ~ 2a~ ~ 0 (mod. co). Je nachdem nun 
1 

6 6 

2 a ~ _  0(mod. 2e~) oder , ~ 2 a ~ o ( m o d .  2eo), erh~iltmange- 
1 I 

staltlieh verschiedene Monoide: denn der eine Fall kann nich~ ste~ig 
in den andern iibergefiihrt werden, da dieses eine Aenderung einer 

s 
tier GrSssen a~ um ~- erfordert. 

38) Ueber diese Monoide mit 12 imaginilren Hauptgeraden soll 
sofort noch Einiges gesagt wer~len. Liisst man die 12 imaginiiren 
Geraden paarweise zusammenriicken, so erh~ilt man ein Monoid mit 
6 imaginiiren Knotenpunkten; und'zwar liegen die Knotenpunkte im 

Falle ~ 2a~ ~_ eo (rood. 2a~) beliebig und das Monoid ist erster .Art, 

im entgegengesetzten Falle liegen sie auf einem Kegelschnit~ und 
das Monoid ist zweiter Art. 

Bei den Monoiden mlt drei Paar conjugirt imagin~ren Knoten- 
punkten, welche auf einem Kegelsehnitte liegen, beriihrt die Ebene 
des Kegelsehnitts das Monoid ]~ngs desseiben. Zieht man also in 
dieser Ebene eine Gerade, we]che den Kegelschnitt nicht trifft, und 
]egt durch diese Gerade zwei Ebenen, welche jener benachbart sind 
abet zu verschiedenen Seiten liegen, so wird die eine Ebene das Monoid 
in zwei in einander liegenden 0valen (Gfirtelcurve), die andere aber 
dasselbe gar  nicht schneiden. Es giebt also bei dieser Art yon Mo- 
noiden Ebenen, welche dasse]be iiberhaupt nich~ treffen. Mit Hilfe 
der Gesetze der Continuitiit liisst sich dann zeigen, (lass die Monoide 
ohne Kno~enpunk~e mit 12 imaginiiren Geraden in 2 Classen mit 
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folgenden Eigenschaften zerfallen. Die Monoide tier einen Classe, fiir 
6 

welche ~ 2a~. ___~ co (rood. 2co) ist, werden yon jeder Ebene in einer 
1 

reellen Curve geschnitten, wiihrend bei den Monoiden der andern 
6 

Classe, ffir welche ~ 2 a ~ 0 ( m o d . 2 t o ) i s t ,  Ebenen existireD, welche 
1 

dasselbe nicht in reellen Curven schneiden. Wit werden alsbald noch 
einmal darauf zuriickkommen. 

39) Nachdem so das nSthige Material zur gestaltlichen Discussion 
der z w e i t h e i l i g e n  Monoide gewonnen ist, ist es ein Leichtes auch die 
e in the i l i gen  Monoide in dieser Richtung zu belmndeln. Das elliptische 
Integral eines eintheiligen Kegels 3. Ord. besitzt die Perioden *) co und 
~-4- ~'i ; die reellen Integralwerthe bilden die Parameter der Er- 

zeugenden des reellen Mantels; conjugirt tmagin~tre Integralwerthe ge- 
h5ren conjugirt imagin~ren Geraden zu. Die Fiille, wo die 12 ttaupt- 
geraden des Monoids alle reell sind, oder wo sie theilweise reell und 
theilweise imagin~ir sind~ ertedigen sich genau wie beim zweitheiligen 
Monold, nur dass hier bloss e in  reeller Mantel des Tangentialkegels 
existirt. Der Fall, wo die 1'2 Hauptgeraden paarweise conjugirt ima- 
giniir sin(l, liefert bei den eintheiligen Monoiden nur noch eine einzige 
Flgchenart, da die Bedingungen 

6 6 

1 l 

nicht mehr yon einander verschieden sind. Denn /indert man al "-k ib ,  

um die Periode ~--+i~ und a 1 ~ i b  I und die Periode ~o-2i~' , was 

man ja immer daft, so sind die so gebildeten neuen Werthe wieder 
eonjugirt imagin~r, aber ihre Summe hat sich nur nm co geandert, 
so dass jene Bedingungsgleiehungen in einander iibergehen. 

40) Wir haben in :Nr. 32 gesehen, dass alle Monoide, welche die 
12 Hauptgeraden gemeinsam haben, in zwei Gruppen zerfallen; die 
Monoide jeder Gruppe sind unter sich gestaltlieh gleieh, die eine 
Gruppe besteht aus den Spiegelbildern der andern @ruppe. Es soil 
nun bewiesen werden, dass die Monoide ohne Knotenpunkte mit ihren 
Spiegelbildern yon gleicher Gestalt sind. Geht man niimlich yon 
eiuem beliebigen Monoid ohne Knotenpunkte aus, so kann man 
dasselbe stetig so gndern, dass der Ta~gentialkegel im dreifachen 
Punkt durch passende Spiegehmg in sich selbst ~lbergeht. Ferner 
kann man es durch weitere stegge Aenderung im frfiheren Sinne 

*) Harnack, Ma~b. Annalen Bd. IX, p. 18. 
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offenbar dahin bringen, dass die 12 Hauptgeraden symmetrisch zur 
spiegelnden Ebene liegen, uud endlich kann man es erreichen, dass 
das Monoid selbst symmetrisch zu dieser Ebene liegt. Wenn aber eiu 
Monoid in sich selbst gespiegelt werden kann, so ist jedes daraus 
dureh Continuit'~t abgeleitete Monoid mit seinem Spiegelbild yon 
gleicher Gestalt und somit unsere Behauptung erwiesen. Daraus folgt 
denn welter, class alle Monoide ohne Knotenpu@te, welche in ihren 
Hauptgeraden i~bereinstimmen, von gleicher Gestalt sind; und allgemeiner, 
dass alle Monoide ohne Knotenpunkte, welehe in der Z a h l  ihrer reellen 
Geraden und deren Ver the i lung  auf den paaren und unpaaren 
Mantel des Kegels 3. Ord. gbereinstimmen, yon gleicher Gestalt sind. 

41) Man erhhlt gem~iss diesen Auseiaandersetzungea 36 ver- 
schiedene Monoide mi~ allgemeinem dreifachen Punkt und ohne Knoten- 
punkte; davon sind 29 ~weitheilig und 7 eintheilig. Die sieben ein- 
theiligen Monoide sind dadurch charakterisirt, dass yon den 12 Haupt- 
geraden resp. 12~ 10, 8, 6, 4, 2, 0 Geraden reell slnd. Bei den 
zweitheiligen Monoiden kommt es noch darauf an~ wie vlele yon den 
reellen Geraden auf dem paaren und wie viele auf dem unpaaren 
Mantel des Kegels 3. Ord. liegen. Je nachdem 12, 10, 8, 6, 4 oder 
2 Geraden reell sind und jenachdem sie sich auf den paaren und den 
unpaaren Kegelmantel vertheilen, erh~lt man 27 verschieden gestaltete 
Monoide. Dazu komtncn noch zwei versehiedene zweitheilige Monoide 
ohne reelle Geraden, und hiermit sind alle MSglichkeiten erschSpft. 

42) Kersuchen wir es jetzt, uns ein lclares Bihl von den einzelnen 
bier aufgez6hlten Monoiden zu entwerfen. Wir beginnen mit den beide, 
zweitheiligen Monoiden ohne reelle Geraden, ein einfacher Process wird 
uns dann aus diesen Fl~iehen alle iibrigen abzuleiten gestatten. 

Die Osculationsebenen des Tangentialkegels im dreifachen Punkt 
bilden ein Dreiflach oder eitle kSrperllche Ecke, die durch eine reelle 
lineare Transformation mit positiver Determinante in eiae gleich- 
winklige Ecke verwandelt werden kann. Die Gerade, in der sich die 
Winkel halbirenden Ebenen dieser Eeke schneiden, wollen wir dann 
als die Axe der Ecke bezeiehnen, sie kann zugleich als die Axe des 
Kegels 3. Ord. aufgefasst werdea; jede Ebene senkrech~ zur ~Axe 
schneider den Kegel in einer Curve 3. Ord. yon tier in Figur 1 ver- 
zeichneten Gestalt. Denken wit uns die Axe vertical gestellt und 
legen wir durch dieselbe verschiedene Ebenea. Jede solche Ebeae 
schneider ein zu dem Tangentialkegel 3. Oral. gehSriges Monoid in 
einer Curve 4. Ord. mit dreifachem Punkte, deren drei Tangenten in 
diesem Punkte jenem Kegel angebSren. Die Curven 4. Ord. kSnnen 
aber hier zwei wesentlich verschiedene Gestalten besitzen, sowie sie 
in Figur 2 uad 3 angegeben sind. Es wird nicht iiberfliissig sein zu 
bemerken, dass die einzelnen Curventheile auch dutch's Unendliche 
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gehen kSnnen, wie in den Figuren 5a und 6a;  jedoeh ist das un- 
endlich Ferric, da es durch Projection in's Endliche ger~lckt werden 
kann, hierbei nich~ yon Belang. Das Charakteristische der beiden 
Curven besteht ersichtlich darin, dass die Curve 3 yon jeder Geraden 
in reellen Punkten getroffen wird, w'~hrend dieses bet den Curven 
2 und 5a oder 6a nicht der Fall ist. Die Curve 3 verl~uft desshalb 
stets durch's Unendliche, die Curve 2 oder 5a oder 6a kana dagegen 
stets in's Endliche gebracht werden; wit bezeichuen ill Folge dessen 
jene Curven 4. Ord. kurz als unendliche und diese als endlic]~e 
Curven. 

Lassen wlr nun eine Ebene um die verticale Axe sich drehen, so 
wird die Schnittcurve in dieser Ebene sich stetig ~ndera, indem die 
Tangenten a, b u n d  c auf dem Tangentialkegel fortriicken. Die 
Tangenten a und b ]iegen auf dem paaren, die Taugente e auf dem 
unpaaren KegelmanteI, so dass nach einer Drehung der Ebene um 
180 Grad die Tangente a in b u n d  b in a, die Tangente c abet in 
sich fibergeht. 

43) Wit haben es hier mit Monoiden ohne reelle Geraden zu 
thun, ist also die Schnittcurve eider Ebene durch die Axe eine endlichc 
Curve 4. Ord., so bleibt sie bet der Drehung tier Ehene um die Axe 
stets eine endliehe Curve. Denn die endliche und unendliehe Curve 
4 0 r d .  mit dreifachem Punkt kS~men nur dadurch in eiaander tiber- 
gehen, dass sic in eine Curve 3. Ord. mit Doppelpunkt und eine 
Gerade durch diesen degeneriren. Ebeuso wird die Sehnittcurve in 
jeder Ebene durch die Axe eine unendlichc sein, wenn siecs ill irgend 
ether solchen Ebene ist. Auf diese Weisc ergeben sich zwei weseatlieh 
verschiedene Monoide ohue reelle Geraden; das eine wird you jeder 
Ebene dutch die vertieale Axe in einer endliehcn, das andere in ether 
unendlichen Curve 4. Ord. geschnitten. Zur Unterscheidung sprechen 
wir yon einem endlichen und cinem unendlichcn*) .Monoid ohnc 
reelle Geraden; es deckt sich diese Unterscheidung offenbar mit der- 
jenigen in Nr. 38. 

Bedenkt man, dass das endliche Monoid v(m jeder Ebe,~e dutch 
die Axe in ether Curve, wie sic Figur 2 zeigt, geschnitten wird~ so 
erkennt man, dass dasselbe aus zwei getrennten Fl[tchentheilen be- 
steht, welche nur in dem dreifachen Punkt aneinander stossen. .Der 
eine Theil hat cine tro~fenf6rmige Gestalt, der andere eine trichter- 
f6rmige; beide Theile kSnnen natiirlich noch Ausbuehtungen besitzen. 

*) In der Topologie der Fl~.chen spricht; man yon unpaaron uad paaren 
Flw die le%zteren theilt man wetter in Fl~ehen ein, auf denen sich unp~mre 
Curven ziehen lassen, und in solche, bet denen dies nicht tier Fall ist, was izh 
bier dutch endIich und unendlich bezeichnet habe. Vergl. Klein, Math. Annul. 
Bd. VI, p. 577 f. 

Mathematiache Anaa lem XXIV, 6 
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Aus Figur 3 erkennt man, dass auch das unendliche Monoid aus zwei 
Theilen besteht, niimlich aus einem endlichen t r o p f e n f b ' r m i g e n  und 
aus einem u n e n d l i c h e n  FlSchentheil, dessen ungef~bre Form man 
dureh Rotation der Curve in Figur 3 um die Axe erhiilt. 

Aus dem endlichen zweitheitigen Monoid erh~ilt man das eintheilige 
Monoid ohne reel.le Geraden, wenn man den tropfenf'Srmigen Theil 
sieh vSllig zusammenziehen und dana die trichterfSrmige Vertiefung 
nach dem drcifachen Punkt der Fl~iche etwas yon diesem zurtickweichen 
liisst; jede Ebene dutch die Axe schneider eine Curve aus, wie sie 
Figur 4 zeigt. Durch eine analoge Operation kann man dieses ein- 
theilige Monoid auch aus dem unendlichen zweitheiligen Monoid er- 
halten. ])as eintheilige Monoid ohne reelle Geradert ist demnach stets 
endlich und besteht aus einem ein~oen Fliichentheil. 

44) Wit verlassen jetzt die Monoide ohne reelle Geraden und 
wenden uns den Monoiden mit reellen Geraden zu und zwar zun~ichst 
den zweitheiligen F]~ichen dieser Art. Wiederum ]assen wir eine Ebene 
sich um die schon oben definirte Axe drehen und untersuchen die 
Schnittcurve dieser Ebene mit der Fliiche. So oft die Ebene bei ihrer 
Drehung eine Gerade des Monoids passirt, zerfiillt die Schnittcurve 
4. Ord. in diese Gerade und eine Curve 3. Ord., welche als Ueber- 
gangss~adimn der endlichen Curve in die unendliche -- und umgekehrt -- 
aufzufassen ist. Die Gerade, welche sich yon der Schnittcurve ab- 
trennt, f~llt mit einer der drei Tangenten a, b oder c zusammen~ und 
der diese Tangente ber/ihrende Ast tier Curve 4. Ord. kehrt beim 
Durehgang dutch die Uebergangseurve seine Kriimmungsrichtung um. 
Man kann desshalb eine Ebene durch die Axe immer so legen, dass 
die beiden Aeste, welche die Tangente a resp. b berfihren, der Axe 
ihre concave Seite zukehren. Geht man yon einer solchen Ebene aus, 
so hat die Sehnittcurve die in Figur 2 resp. 3 verzeichnete Gestalt. 
Wit wollen nun die Aenderungea untersuehen, die diese Curve er- 
f~hrt, wenn man die Ebene der Curve um die verticale Axe dreht, 
so dass sie die Geraden des Monoids der Reihe nach passirt. Die 
Geraden des Monoids k5nnen nun auf dem paaren oder auf dem un- 
paaren Mantel des Tangentialkegels liegen, und wir mtlssen dem- 
entsprechend zwei verschiedene F~lle unterscheiden. 

45) Angenommen es liegen zwei Geraden auf dem paaren Mantel; 
wit gehen alsdana yon der Figur 2 aus oder der Bequemlichkeit halber 
yon der Figur 5a~ in weleher die Schleife bereits durch's Unendliche 
gezogen ist. Das Monoid, dem diese Curve angehSrt, mag aus irgend 
einem Material~ etwa Gyps~ hergestellt sein; desshalb ist der Schnitt, 
soweit er dutch den Gyps geht, schraffirt~ um so die Vorstellung zu 
er]eichtern. Dreht man die Ebene um die verticale Axe, so geht die 
Schnittcurve 5a continuirlieh in 5/~, und dana in 5 7 fiber, u m b e i  
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weiterer Drehung abermals die Phase 5fl und daan 5~ zu durchlaufen. 
Hiermit ist der Cyklus aller Phasen~ we]che sieh bei einer continuir- 
lichen Drehung um 180 Grad ergeben, gesehlossen. Das Ergebniss 
t~isst sich kurz zusammenfassen. Der trichterfSrmige Thell B und der 
tropfenartige Theil A,  welehe bei dem endlichen Monoid olme reelle 
Geraden existiren, hiingen hier an der Stelle C zusammen, wiihrend 
sie vorher getrennt warel~. Aus dem e~dliehen ~lonoid ohm reelle Ge- 
raden e~'h~ilt ~nan das Monoid mit ~wei  reellcn Hauptgeraden a~rf dem 
p a a r en  .Kegelmantel, wenn man den trichterf6rmigcn ~oul den tro~)['cn- 
[~rmigen ~'lSehentheil an einer Slelle durehs Unendliehe hindnreh zu- 
sammenwachsen ~iisst. Zu ganz derselben Flliche muss man gelangcn 
und gelangt man, wenn man bei dem u~cndlie]ten Monoid ohne reelle 
Geraden die beiden Fliichentheile an elner Stelle zus~.mmenwuchsen 
15sst. Denn alle Monoide mit nur zwei reellen (]eraden auf dem 
paaren Kegelmantel sind gestaitlich gleich. 

46. Angellommen, es liegen zwei Geraden auf dem unpaaren 
Mantel, und gehen wir auch bier yon der Figur 2 aus, die wir be- 
quemer in der Gestalt 6a voranssetzen. Eine Drehung der Ebene um 
die verticale Axe liefert bier der Reihe nach die Phasen 6a,  6fl, 6~, 
6fl, 6a ,  womit bier der Cyklus geschlossen ist. Es hiingt hier der 
trichterfSrmige Theil ~ ~ der allerdings hier kaum mehr seinen Namen 
verdieat - -  mit sich selbst zusummen. Mit andere~x Worten: Aus 
dem endlichen Monoid ohm reelle Geraden entsteht das Monoid mit 
z w e i  reellen Haulotgeraden auf  dem u np a a r e n  Kegelmantel, wenn 
man den triehterf6rmigen Theil durchs Une~zdliehe hindureh mit sieh 
selbst an einer Stelle C zusammenwaehsen l~isst. Dieselbe F15che wiirde 
man auch erhalten, wenn man yon dem unendliehen Monoid ohne 
reelle Geraden ausginge und den unendliehen Fl.lichent~heil an einer 
Stelle mit sich selbst zusammenwaehsen liesse. 

47. Angenommen endlich es liegen 2r  Geraden auf dem paaren 
und 2Z Geraden auf dem un~)aaq'en Mantel des Kegels 3. Ord., so 
erh~lt man die Gestalt eines zugehSrigen Monoids auf folgende Weise: 
.Man gehe yon da, n endliehen Monoid ohne reelle Geraden aus, lasse 
den tro p[e~fSrmigen Theil an u Stellen mit dem ring['6rmigc~ Theil 
und diesen letzteren an A Stellen mit sich selbst durchs Unendliche zu- 
sammenwachsen~ so erh~ilt man ein Bild yon der Gestalt unserer _YT~iche. 
Dass das Gesagte seine Riehtigkeit hat, tiberlegt sich der Leser leicht 
selbst, ich unterlasse es hier diese so einfachen Betrachtungen aus- 
zuffihren. 

Das Gesagte bezog sieh immer auf zweitheilige Monoide uud kann 
mit ganz geringen Modificationen auf eintheilige Monoide iibertragen 
werden~ es ist iiberfliissig hier darauf einzugehen. 

6* 
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Monoido mit Knotonpunkton; u~ ~ 0 ist  oin allgemoinor Kogol 

3. Ord~ung. 

48. Im weiteren Ver]auf dieser Abhandlang wird sich zeigen~ 
dass man aIlc Monoide mit bcliebiflcn Singularitfiten, sei es~ dass die- 
selben vom dreifachen Punkt getrennt auftreten, sei kS, dass dieser 
sich selbst eomplicirt, aus den 2~lonoiden ohne Knotenpunkte &~rch 
gewisse ei~,fachc Operationen ablciten kann. Um diese Opera~ionen 
]eich~ ausf~ihren zu kSm2en, i.s~ es nSthig ni~her auf die Topologie der 
2Ffonoide ohne KnotcnTun~te einzugehen; dieselbe wird zugleich dazu 
dienen,  die Gestalt dieser Moi, oide noch deutlicher hervortreten zu 
lassen. Ich kntipfe racine []etrachtungen an die Topologie der P~ing- 
fl'3chen an, wie sie ia der Lehre yore Zusammenhang der F15chea 
benutzt werden. Eine solche Ringfl~che mi~ mehreren 0effnungen 
stellt Figur 7 dar, sie besitzt die vier .:iusseren Oeffnungen ~1~/~, C,/) .  
Auf  derselben ziehen wir die Curven 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7~ 8, welche ein 
geschlossenes System bi]den und die Eigenschaft haben, dass jede Curve 
ihre beiden Naehbarcurven in nur eincm Punkte schneider; eln der- 
artiges Curvensystem wollen wit als ~,ine Kette yon Curven bezeichnen. 
Jeder  dieser Curven entspricht eiue Oeffnung der Ringfl,iehe, und zwar 
entsprechen den Curven l, 3, 5, 7 die vier husseren 0effnungen und den 
Curven 2, 4, 6, 8 vier innere Oeffnungen der Ringfliiche; ein solches 
zusammenhSngendes System yon Oeffnungen bezeichnen wir analog als 
eine Kette yon Oeffn,o,gen. Zieht man eine der Curven and somi~ eine 
der Oeffnungen zusammen, so entsteht ein Knotenpunk~. 

BetracMen wir jetzf irgend eines unserer Monoide, um ein be- 
s~immtes Bild vor Augen zu hubert etwa das Monoid mit 8 Haupt- 
geraden auf dem paarcn Mantel und 4 Hauptgeraden auf dem unpaaren 
Mantel des Tangentialkegels 3. Ord., so finden wit da ganz analoge 
VerhSltnisse. Eine beliebige Ebene schneider den Tangentialkegel in 
eiuer Curve 3. 0rd., vergl. Figar 8, und die 12 Hauptgeraden des 
Monoids in den 12 PulJkten A, B ,  U, . . . ,  J1. Zieht man in dieser 
Ebene die Curven 1, 2, 3, . . . ,  12, welche sich in den Punkten A, 1t, C~... 
berfihren, und macht man dieselben zu Leitcurven yon 12 Kegeln, 
deren gemeinschaftlicher Scheitel im dreifachen Punkt des Monoids 
l iegt,  so schneideu diese Kegel das Monoid in zwSlf Curven yon 
fo/genden Eigenschaften: Jede Curve ist ffir sigh geschlossea und 
passirt den dreifachen Punkt des Monoids nicht; zwei benaehbarte 
Curven schneiden sich nut in einem eiazigen Punkt, derse!be liegg 
auf einer Hauptgeradcn trod bes~immt sich durch die gemeinsame 
Tangente der beziiglichen Leitcurven. Wir erhalten also hier lFetten 
aneinanderh~ng.ender Curven gauz ebenso wie oben bei der Ringfl~che; 
so bilden die Curven 1, 2, . . . .  8 eine Kette und ebenso die Curven 
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9, 10, l l ,  12. Jeder Curve entspricht eine Durchbrechung oder 0effnung 
des Monoids, wir erhalten also aueh zwei Ketten yon Oeff'nungen. 
Dureh ZusammeJ~ziehen solcher Oeffnungen entstehen aus den MonoMea 
ohne Knotenpunkte die Monoide mit Knotenpunkten. 

49. In einem friiheren Capitel hatten wir gefunden, dass ein 
Monoid einen Knotenpunkt bekomm~ sobald zwei yon seiueu 12 Haupt- 
geraden zusammenrficken. Dasselbe folgern wir aus den Betrachtungen 
der vorigen Nummer~ da dureh das Zusammenriicken zweier Geraden 
eine der dort construirten geschlossenen Curven sich zusammenzieht 
und so ein Knotenpunkt ~nfsteht ganz analog dem Vorgang bei der 
Ringfli~che. Wir ltaben an der citirten Stelle welter gesehen, dass 
dutch Zus,~mmenriieken yon 3, 4, 5, . . . ,  12 Geraden ein biplanarer 
Knoienpunkt you der Ordnung 3, 4, 5, . . . ,  12 entsteht. Wie ein 
solcher Knotenpunkt sich gestaltlich wirklich entwiekelt, kSanen wit 
jetzt leieht vert'olgen. Ilt voriger Nummer haben wir eine Reihe yon 
Curven auf dem Monoid construir~ die aneinander hlingen und yon 
denen jede zwei auf einauderfolgende Hauptgeraden der Flhche ein Mal 
schneider. FUicken also ~ Geraden zusammen, so ziehen sich ( u -  1) 
Curven der Kette zusammen und es ziehen sich demgem'~ss ( u -  1) 
kettenarfig aneinanderh~ingende Oeffnungen des Monoids zusammen; 
auf diese Weise entsteht der biplanare Knotenpunkt u. Die gleiche 
Enfstehungsweise hat bei allen biplanaren Knotenpunkten you der Oral- 
hung u auf einer ganz beliebigen FFs start, wie man ohne Weiteres 
dar.'~us sehliessen kann, dass die Projection der Umgebung eines 
biplanaren Knotenpunktes durch eine Curve mit Spitze oder Selbst- 
ber~ihrungspunkt yon der Ordnung u dargestellt wird. Da uns nun 
die Gestalten der Monoide ohne Knotenpunkte nile bekannt sind, so 
kSnnen wir unmittelbar die Gestalten aller Monoide mit Knoten- 
punkten erschliessen, indem wir nur die geeigneten Oeffnungen zusam- 
menziehen; eine Besehreibung dieser Gestalten kann desshalb unter- 
bleiben. 

50. Dagegen bleibt auch bier noch die Frage zu erledigen, welehe 
Monoide sind gestalflich gle~ch, d. h. welche Monoide kSnnen alge- 
braisch stctig in einander iibergeffihrt werden. Sicherlich erfordern 
zwei gestaltlieh gleiehe Monoide die Uebereinstimmung sowohl der 
Anzahl der ttauptgeradert auf dem paaren als auch der tier Haupt- 
geraden auf dem unpaaren Mantel des Kegels 3. Ord. .Wit bezeiehnen 
erstere Zahl wie friiher mit 23, letztere mit 2/x, wo 2).-t-2/~ _<. 12 
is~, und zerlegen diese Zahlen irt beliebiger Weise in Summan--den. 
Jedem Summanden u entspricht ein Knotenpunkt yon der Ordnung u; 

*) Dieser Ged,~nke ist nicht neu, er finder sich bereits bei Rodenberg in 
der Beschreibung soiner Modelle yon F]~chen 3. Ordn. vor. (u yon L. Brill, 
Darmstadt). 
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die Reihenfolge der Summanden sell dabei genau n a c h  der Reihen- 
folge der hezfiglichen Geruden auf dem paaren resp.  un l  3aaren Kegel- 
mantel geordnet werden. Bei zwei gesfaltlich gleicher~ ~onoiden m[issen 
dann offenbar auch die Summanden sowie ihre Reihenfolge  iiberein- 
stimmen, da dieselbe dutch sietige henderung d e s  Monoids nich~ 
ge~ndert werden kann. 

Sind die soeben genannten Bedingungen nothwer~dig,  so sind sis 
doch nicht hinreiehend undes  bleibt uns noch zu u~tersuchen,  inwie- 
fern zwei Monoide, welche in den genannten Sfiiicken iibereinstimmen, 
sieh gestaltlicb un~erscheiden kSaaen. Gehen wir ,con zwei bestimm- 
ten Zahlen 22 und 2~t aus~ and nehmen wir auch  ihre Sammanden 
und deren eyklisehe Reihenfolge als gegeben an; m a c h e n  wit endlich 
in je~em Cyklus einen bes~imm~en Summanden z u m  ersten. Dann 
kann man.iedes hierzu gehSrige Monoid nach den Auseinanderse~zungen 
der Nr. 36 and Nr. 35 dutch s~etige algebraischo Aenderung in ein 
~eues verwandeln, dessen Hauptgeraden, soweit s ie  auf  dem paaren 

i r 
Mantel liegen, alIe in der N~he der Kante m - ~  ~ --~-, and soweit 

sis auf dem unpaaren h~[anbel liegen, alle in de r  :N~he der Kan~e 
o} ~ sich befinden, wiihrend die dem ersten Summanden  entsprechende 

Gerade den kleinsten Parameter erh~ilt. Dabei b e d e u t e t  m sine Zahl 
aus der l~eihe 0, 1, 2, . . . ,  2 2 ~  ] and n eine Z a h l  aus der Reibe 
0 , 1 , 2 , . . . ~ 2 / x - - 1 .  

S~immen fib" zwei Monoide aueh noeh die Zah len  ~ and n fiberein, 
so sind sis sieher gestal~lich gleieh, siSmmen sie nieh~ fiberein and 
kSnnen sie aueh nieh~ in Uebereins~mmung gebraeh~ werden, so sind 
sis gssial~]ieh versehieden. 

51. Aus einem Mo~mide mit den Zahlen m und n kann,  wie man 
leicht erkennt, durch stetige Aenderung sin Monoid  mi~ den Zahlen 
m ! p  and n ~ -p  abgelei~et werden, worin ~v i r g e n d  sine ganze Zahl 
bedeutet. Ferner kanu aus einem Monoid mit ree l len  uud imaginKren 
~laup~geraden mib den Zahlen m and n sin Monoid  mit den Zahlen 
m ~_ 2p und n Jr- 2q abgeleitet werden, wobei p und q beliebige 
ganze Zahlen sind. Daraus folgr 

Monoide mi~ Knotenpunkten~ welche in den Z a h l e n  2)~ und 2~t, 
deren Summanden und der Reihenfolge dieser Sunamanden iiberein- 
siimmen, lassen sieh auf zwei Oes~alfen reduciren,  fails nicht alle 
Hauptgeraden reell sind. Es sind n~mlieh alle ]Yfonoide ges~al~ich 
gleieh, fiir welehe m and ~ gleichzei~ig gerade o d e r  gleiehzeifig un- 
gerade sind, ebenso alle Monoide, fiir welche dieses ~ich~ der Fall ist. 

Besitzt das Monoid nur reelle Geraden, so slncl noch folgende 
F~lle zu naterscheiden. Ist: 22. ~ 12, 2y ~ 0, so g ieb t  es noch vier 
verschiedene Monoide, nKmlieh: m ~--- 1, 5, 9, resp. 2,  6, 10, resp. 3, 7, 
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11, resp. 4, 8, 12; in g|eicher Weise erledigt sich der Fall 2). ~ O, 
2tt ~ 12. Ist 24 ~ 10, 2tt ~ 2, so gieb~ es nut zwei verschiedene 
Monoide, n~mlich: m =  1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0  und n ~ 1 , 2 ,  l, 2, 
l, 2, 1, 2, 1,2 resp. m ~ 1, 2, . . . ,  10und n ~ 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1. 
Gleiches gilt ?fir 2 ) . = 2 ,  2 t ~ 1 0 .  Ist 2 4 ~ 8 ,  2 t ~ 4 ,  so gieb~ 
es wiederum vier verschiedene Monoide, n~mlich: m ~ 1, 2, 3, 4, 5, 6~ 
7, 8 und n- - -~1 ,4 ,3~2~1,4 ,3 ,2  resp. n ~ 4, 3, 2,1, 4, 3, 2,1, resp. 
n ~ - 3 ,  2, l, 4, 3, 2,1 ,4 ,  resp. n ~ 2,1, 4, 3, 2, 1 ,4 ,3;  ebenso ftir 
2 ) ~ 4 ,  2tt--~8. Ist e n d l i c h 2 ~ 6 ,  2 t t ~ 6 ,  so giebt es nurzwei 
verschiedene Monoide, n~mlich m u~d n beide gerade oder beide un- 
gerade, resp. m gerade, ~ ungerade oder umgekehrt. 

Der Beweis ergieb~ sich sofort, sobald man bedenkt, dass ein 
Kegel 3. Ord. dreifach symmetrisch gemacht werden kann. Es kSnnte 
nun eine vollstiindige Aufziihlung aller Monoide mit Knotenpunkten 
erfolgen; jedoch ist die Zahl derselben zu gross undes  wird durch 
eine solche Aufz~ihlung nichts wei~er erreicht. 

~Ionoido, fiir wolcho u~----0 singuliiro Kanton bositzt; u 4 ~--0 onthiflt 
die singul~iren Kanten nioht. 

52. Es sollen in diesem Capitel einige Specialisirungen des drei- 
fachen Punktes, die Classenerniedrigung eines solchen dreifachen 
Punktes~ sowle das gestal~lichc Aussehen derselben betrachtet werden. 
Und zwar werden die ?olgenden Fiille bier ihre Erledigung finden: 
Der Tangentialkegel im dreifachen Punkte besitzt eine, zwei~ drei 
1)o~vpelkanten, oder einc dreifache Kante, oder er besitzt eine ~Riiclc- 
kehrkante oder eine Selbstberiihrungskante. Dabei wird angenommen, 
dass der Kegel u 4 ---~ 0 dutch keine der singuliiren Kanten hindurch- 
geht; die iibrigen FElle werden im n~ichsten Capitel n~her betrachtet 
werden. 

Wit erSrtern bier zunilchst die Frage nach der Classenerniedrigung 
dutch den dreifachen Punk~ in den aufgezi~hl~en FEllen. Besitzt der 
Kegel eine Doppelkante, so schreiben wit ihn in der Form: 

u 3 ~ xyz  + A x  3 + 3B~2Y + 3Cxy  ~ + DY 3 = O. 
Bilden wir nun die erste Polarfl~che eines Punktes / )  und ebenso einos 
Punktes Q in Bezug auf das Monoid, und schneider die Schnit~curve 
beider Polarflilchen dasselbe in g Punkten, welche mit dem drei- 
fachen Punkt x ~ 0 ,  y---~ 0, z ~ 0 zusammenfallen, so is~ die ge- 
nannte Classenerniedrigung gleich ~. Unbeschadet der Allgemeinheit 
kSnnen wir die beiden Polarfli~chen: 

Of ~u~ ~u4 ~ 0 

und' 
~f ~---w ~u~ ~u~ ~ 0  
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wiihlen, welehe sich ill einer Curve mii vierfachem Punk~e sclmeidea. 
~u~ 

Die Tangenten der vier Aeste in diesem Punkte sind ~--- O, ~ -~ O, 

yon denen drei eiae ganz allgemeine Lage zum Kegel u 3 ~ 0 haben, 
und nut die vierte fiiIlt mi~ der Richttmg der Doppelkante zusammea. 
Jeder der ersten drei Aeste schneider unsere Flhche in 3, der vierte 
aber in 4 zusammenfallenden Punk~en; das erstere ist selbstversr 
lich und das tetztere erkennt man,  wenn man die Potenzreihen des 
vierten Astes: x - ~ -  a z  2 + bz  3 + . . ., y ~ a z  2 + flz  3 + . , . aufstellt 
und in f ( x ,  y, z.) substituirt, wo dann z ~ als niedrigste Potenz yon z 
erscheint. Die ILeduction der Classe betr~igt demnach: 

3 -{- 3 -[- 3 + 4 -~-~ 13. 

Ganz analog gestalten sieh die Verh~illnisse, wenn der Kegel u 2 ~ 0, 
zwei oder drei getrennte Doppelkanten besitz~. Dann werden yon den 

~f ~---0, ~f ~---0 zwei resp. drei mit den Doppelkanten vier Aesten ~ 

zusammenfallen und die Classenerniedrigung 14 resp. 15 sein. 
53. Eine besondere Behandlung erfordern die iibrigen Fglle. Be- 

sitzt der Tangen~ialkegel eine Riickkehrkante, so ha~ er die Gleichung: 

u. 3 ~ z x  ~ + A x  a + 3 . B x ~ y  + 3 C x y  2 + -Dy~ 

zugleich wird : 

~f  ~ 2 z x - - [ -  3 A x ~ - - - { - 6 B x y  + 3Cy~ + ~x ~x 
und 

~y~f - -  3 B x  2 + 6 C x y  + 3 . D y ~ + - - ~  

Von den ~ier Aesten tier Curve ~f ~ o, ~f - - ~  . - , ~ - ~ - 0  h~ben zwei eine 

allgemeiae Lage gegen den Kegel ua-~-0, w~hrend die beiden iibrigen 
die Rtickkehrkante tangiren. Die Reihenentwicklungen der Ietzteren 

5 3 

beiden werden x ~ -  bz: + cz  ~ + . . ., y . . ~  + o~z-~ + f lz  ~ + , . . ,  die- 
selben sind also mit einander verzweigL Diese Reihen in f ( x y ~ )  ein- 
gesetzt ergeben als niedrigste Potenz *on z die vierte, so class die 
gesammte Classeneraiedrigung sich auf 3 + 3 + 4 + 4 ~ 14 beliiuft. 

54. Zerfiillt der Kegel 3. Ord. in eine Ebene und einen sie be- 
rtihrenden Kegel 2. Ord., so wird seine Gleichung: 

% --~ x ( x  ~ + A y  ~ -[- 2 . B x y  + 2 C x z )  
also: 

uad 
Ox ~f  ~ 4 C x ~  -[- 3 x  ~ + 4 1 3 x y  + A y  2 + ~x 

u4 ~y~f = 2 A x y  -[- 2 B x  2 + ~ 
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Daraus folgt, dass drei Aeste der Curve ~f ~ 0, ~f ~ 0 die Be- 

riihrungskante x ~---0, y ~ - 0  tanglren; ihre Reihenentwickhmgen wet- 
5 4 5 

den x ~ ebz~--~  cz  ~ ~ �9 " . ,  y ~ ~az-'X ~ e ' ~ z ~  ~ - . . . ,  s~e sind also 
mit einander verzweigt. Diese En~wick|ungen in f ( x ,  y, z) eingesetzt 
liefern z~ als niedrigste Potenz, so dass die Gesammterniedrigung der 
Classe des Monoids 3 -{- 4 ~- 4 -~ 4 ~ 15 betr:,t~. 

55. Zeri~ill~ der Tangentialkegel in drei sieh in einer Geraden 
a ~ " o "  schneidende Ebenen, so wird seine Glemhun~: 

u~ ~ x y (x ~ ~ y) 
und also: 

~u~ ~f ~ X2 ~u, 

Alle vier Aeste der Curve Of ~ 0~ ~f - -  0 beriihren die Gerade 

x---~ 0, y---~ 0, und ihre Entwieklungen sind yon der Form: 
3 3 

x=•247 y=• '~+/~,~+..., 
resp. 

3 3 

x = • a2z  ~ + b2z ~ + . . . ,  Y = ! ~ + ~ z2 + " " ", 

d. h. sie sin(] zwei Mal zu zwei mitemander verzweigt. Diese Reihen 
in die Gleichung des Monoids eingesetzt ergeben z 4 als niedrigste 
Potenz, und folglich wird die Classenreduction gleich 16. 

56. Worin besiehen nun die gestaltlicheH Aenderungen der 
Monoide, we]che (lurch die aufgeziihlten Specialisirungen des Tangen- 
tialkegels im dreifacimn Punkt hervorgerufen werden? Beachten wir 
zuerst die Einwirkungen einer Doppelkante des Tangentialkegels und 
zwar einer isolirten Doppelkante. Diese Fliiehen bilden den Uebergang 
yon den zweitheiligen zu den eintheiligen Monoiden; man erhiilt sie 
aus den zweitheiligen Monoidenj mit einem h.opfenFSrmigen Fliichen- 
theil, indem man diesen immer kleiner werden und schliesslich vSllig 
versehwinden liisst~ ein Vorgang den man sich leieht vorstellr 

Auch bei den Monoiden, deren Tangentialkegel 3. Ord. eine I)opTel- 
kante mi t  reellen TangentiaZebenen besitzt, ist der Vorgang ein iiusserst 
einfacher. Als Ausgangsfi~ehe w~ihlen wir das zweitheilige endliche 
Monoid, welches natiirlich keine reellen Geraden besitzen kann. 
Dasselbe besteht aus einem tropfelffSrmigen und einem trichterfSrmigen 
Fliichentheil, siehe Nr. 43; jeder Querschnitt durch die dor~ construirte 
Axe*) hat die Gestalt der Figur 2. Erhiilt der Tangentialkegel eine 

*) Man kann an Stelle der construirten Axe jede Gerade im innern des 
paaren Kegetmantels nehmen, das Gesagte beh~lt auch dann seine G(iltigkeit. 
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reelle Doppelkan~e, so giebt es einen einzigen Querschnitt yon der 
Form 9, w~hrend alle iibrigen die Form 2 beibehalten. Der Effect, 
dell das Auftreten einer Doppellcaute beim Tangez~tialkegel 3. Ord. an 
der Gesfalt des Monoides hervorbringt, is~ also eine vollstiindige Ein- 
schniirut~g des triehterF5rmigen Theiles an der der Doppeikante en~- 
spreehenden Stelle~ indem sich daselbst eine Schleife des bez. Querschnitts 
zusammenzieht. Dadurch wird zugleich ein Aneinanderdrilngen des 
tropfenfSrmigen und des triehterfSrmigen FlEchentheiles an jener Stetle 
bedingt~ wie dieses die Figur 9 erkennen l~tsst. Aus dem endlichen 
zweitheiligen Monold kann man ganz ebenso Monoide ableiten, deren 
Tangentialkegel 3. Ord. zwei oder drei Doppetkanten besitzt, indem man 
den trichterfSrmigen Theil an zwei resp. drei Stellen in 8er angegebenen 
Weise zusammenschniir~. Liisst man zwei solche Einsch~iinkungen 
zusammenrlicken~ so erh~ilt; man das endliche Monoid, dessen Tangen- 
tial/~egel 3. 0rd. eine Selbstberiihrungska~te aufweist. 

Die Uebergiinge, welche wir bet den endlichen zweitheiligen 
Monoid geschildert haben, lassen sich mit Leichtigkeit auf ein be- 
liebiges zwei~heiliges Monoid /ibertragen. Auch hier siIrd solche Ein- 
schnilrungen vorzunehmen, indem man jedes Mal eine Schleife des 
bez. Querschnitts zusammeuzieht~. Sind zwei oder drei Einschniirungen 
zu machen, so kSnnen sle auf demselben Theil oder auf verschiedenen 
Theilen des paaren Kegelmantels .]iegen, je  nachdem man yon ether 
Einschnfirung zur andern eine gerade oder eine ungerade hnzaM yon 
Geraden des Monoids zu passiren hat. 

Das Monoid, dessen Tangentialkegel eine l~iieT~kehrkante besitzt, 
letter man am bequemsten aus dem Monoid ab, dessen Tangentialkege] 
eine isolirte l)oppelkante besitz~. Man braucht dann nur in irgend 
einem Quersehnitt dureh die Doppelkante die eine Schleife zusammen- 
zuziehen, eine Operation, die mit der vorher geschilderten Einschniirung 
vSllig iibereinstimm~. 

57. Zuletzt bleiben uns noch die Monoide zu beschreiben, deren 
Tangentialkegel aus drei sich in einer Geraden sehneidenden Ebenen 
bestseht. Wir gehen auch hier yon dem endlichen zweitheiligen Monoid 
aus, und leiten daraus ein Monoid ab, dessen Tangentialkegel 3. Ord. 
drei Doppelkanten besitzt, indem wir drei Einsehntirungen maehen. 
Lassen wir dram den tropfenfSrmigen Theil sieh immer mehr zusam- 
menziehen bis er sehliesslieh versehwindei, so erhalten wit die gesueh~e 
Gestalt. Jeder ebene Sehnitt dutch die dreifaehe Gerade des Tangen- 
fialkegels 3. Ord. hat die Gestalt yon Figur 10a, der 1)unlit O ist ein 
dreifacher Ponk~ der Curve; nut die drei singuliren Ebenen schneiden 
in einem isolirten (vierfachen) Pnnkt,  durch welchen vier imaginEre 
Geraden verlaufen. Die Fl~iehe besteht demnach aus drei getrennten 
Theilen, welche sich auf die sechs yon den singul~ren Ebenen erzeugten 
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Winkelr~ume so vertheilen~ class abwechselnd ein Raum yon einem 
Fl~chentheil besetzt und einer leer ist. Sind yon den 3 singul;r 
Ebenen zwei conjugirt imagin~r, so giebt es urn die dreifache Gerade 
nut noch zwei Winkelr~iume, yon denen tier eine leer, der andere abet 
yon dem einzigen noch vorhandenen Fliichentheil oecupirt ist. 

Gehen wir nicht von dem endlichen zweitheiligen Monoid, sondern 
yon einem zweitheiligen Monoid mit reelleL~ Geraden aus und ffihren 
an diesem die angegebenen Operationen aus, so erhalten wit ein Monoid 
mit reellen Hauptgeraden, dessert Tangentialkegel 3. Ord. eine drei- 
fache Kante besitzt. Man kann diese Fl~ichen aueh aus den soeben 
erhaltenen Monoiden ohne reelle Geraden aber mit dreifacher Kante 
des Tangentialkegels ableiten, indem man die Fl~chentheile darchs 
Unendliche zusanamenwachsen l~isst. Halbiren wir n~mlieh zwei be- 
nachbarte Winkelr~ume und nehmen wit an, dass der neu gebildete 
r~tumliche Winkel eine singul~re Ebene mit vier reellen Hauptgeraden 
des Monoids einsehliesst; lassen wit alsdann eine Ebene diesen Winkel- 
raum durehlaufen, so hat die Schaittcurve in der Ausgangsebene die 
Form 10a, geht dann allm~hlig in 10b tiber und welter in 10c, um 
dann dutch die an a gespiegel~en Bilder yon 10b und 10a zurtizk- 
zukehren. Mit andera Worten, die beiden Fl~ichentheile, welohe an 
die n~tmliehe singul~ire Ebene angrenzen, sind jetzt zwei Mal durchs 
Unendliche hindureh mit einander verwaehsen, wiihrend sie vorher, so 
lange die Hauptgeraden imaginKr waren, getrennt waren. Hiermit 
ist abet unsere Behauptung erwiesen, undes  ist eine Kleinigkeit in 
jedem vorliegenden Falle die nS~higen Aenderungen anzubringen. 

58. Wir wollen in diesem Capitel noch l~urz cinigc _Fliichen be- 
handeln, deren 1'angentialkegel im dreifachen t~u~*kte in drei Ebenen 
zerfgllt, und welche ausserdem noch 6 Knotenpunkte aufweisen. Nun 
zerfallen aber alle Monoide mit 6 Knotenpunkten in zwei Arten, niimlich 
in Monoide, deren Knotenpunkte in einer Ebene liegen, and in ~onoide, 
welche a]s Specialfa]l des Symmetroids erscheinen, siehe Nr. 14ft. Wir 
miissen also auch hier beide F~ille unterscheiden und betrachten zuerst 
das Monoid, dessen 6 Knotenpunkte auf einem Kegelschnitte liegen 
und dessen Tangentialkegel im dreit'achen Punkt aus drei sich nicht 
in einer Geraden schneidenden Ebenen besteht. Seine Gleiehung ist: 
w x y z  -f- (alex ~ -[- a2~y ~ --[- a3~.z ~ q- 2a:3YZ -4- 2a31 zx  ~ 2a~2xy) ~ O. 
Der Tangentenkegel 6. 0rd. aus einem Knotenpunkt zerfgllt in zwei 
Ebenen, n~imlich die Ebene des Kegelschnitts und eine der drei singu- 
l~ren Ebenen, und in einen Kegel 4. Ord. mit dreifacher Kanteo Der 
eine Mantel dieses Kegels beriihrt die beztlgliehe singul~re Ebene, die 
beiden andern M~intel sind mi$ einander verzweigt und die Tangential- 
ebene in ihrer Kfiekkehrkante enthiil~ die Schnit~gerade der beiden noeh 
iibrigen singul~ren Ebenen. 
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Um das Monoid zu erhalten, dessen 6 Knotenpunkte nicht i n  
einer Ebeue liegen, dessen Tangentialkegel im dreifachen Punkt aber  
ebenfal~s yon drei sieh nich~ in einer Geraden schneJdenden E b e n e a -  
gebilde~ wird, benutzt man seine Eigensehaf~ Symmetroid zu sein, 
vergl. Nr. 21. An der citirten Stelle ist das Symmetroid mit 10 
Knotenpunkten eindeutig auf die Kernfl~ehe 4. Ordnung eines Gebiisches 
yon Fliichen 2. Grades bezogen. Ferner finder sich dort auseinander- 
gesetzt, dass das Symme~roid einen dreifaehen Punkt erh~ilt ulld dass  
die Kernfl~che in eine Fl~iche 3. 0rd. iibergeht, wenn eine tier v ie r  
Grundfliichen des Gebiisches durch eine doppelt gez.~hlte Ebene ersetzt; 
wird. Die Bertihrungspunkte aller Flilchen des Geb~sches, welche 
diese Ebene beriihren, bilden eine der Kernfl~che angehSrige Curve 
3. Ord., und dieser Curve entspricht bei tier eindeu~igen Beziehung 
zwisehen der Kernfl~che und dem Symmetroid der dreifache Punkt;  
dieser F1Kche. Soll also der Tangentialkegel im dreifachen Punkl a u s  
3 Ebenen bestehen, so muss jeae Curve 3. Ord. in 3 Geraden zer-  
fallen; dann kann man abet zu. Grundfl~chen des Gebiisches d r e i  
Fl~ehen 2. Grades wtihlen, welche je zwei dieser drei Geraden e n t -  
halten. Wit nehmen desshalb als Gruudfl~cheu 2. Grades die v i e r  
Fliiehen: 

w2=O, xy--~ b~ xw + b.~yw--f-baz w =  O, 

y z +  cjxw + c~yw + c3zw = 0 ,  
zx + dlxw + d~yw + d~zw ~--- O, 

so dass die gesuehte Fl~iehe dutch die Determinante d'argestellt wird  : 

0 ~ ~" [Jbt+Ycl-4-$d I 
1~ 0 7 ~b2 +7c2 + ~ d.~ 
6 7 0 flb~+Tc.~+~d 3 

#bt+TCt+i~d,, ~b2+?c2+dd2, ~b~+Tca+Oda, u 

Der dreifache Punk~ dieser Fl~iche ist ersichtlieh ~6=0, y--~-0, 8 =  O 
und die drei singul'Xren Ebenen in diesem Punkte sind: /3 �9 y .  ~ = O. 
Die Knotenpunkte in der Ebene fl = 0 liegen auf den beiden Geraden  : 

7~ ct + 7fS(dt'-c~) - -  t~2d2 = O ,  

und ganz analog in den beiden andern singuliiren Ebenen. 
Die friiher bei dem gewShnliehen Monoid mit 6 Knotenpunkte i !  

gefundenen Eigensehaften erleiden hier einige AbKnderungen. D e r  
'l'angentenkegel 6. Ord. aus einem Knotenpunkt zerf~llt niimlich b i e r  
in drei Theile; den ersten Theil bildet die singuliire Ebene, in w e l c h e r  
der Knotenpunkt liege; den zweiten Theil bildet ein Kegel 2. Oral .  
dutch den dreifachen Punk~ und die vier nicht in jener s ingul i i rea  
Ebene gelegenen Knotenpunkte, derselbe bertihrt die slnguliire E b e n e  
l~ings der Geraden dutch den dreifachen Punkt; den letzfen T h e i l  
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maeh~ ein Kegel 3. Ord. mit R~ickkehrkante aus, der durch die 5 noch 
tibrigen Knotenpunkte einfach hindurehgeht, und dessen Riickkehr- 
kante den dreifaehen Punkt passirt. Der Kegel 2. Ord. bertthrt die 
Fliiche ersiehflich l~ings einer Geraden und l~ings einer Raumeurve 
3. Ord.~ welche 5 Knotenpunkte und den dreifachen Punk~ passirk 

Die Monoide mit 6 Knotenpunkten, dere~ Tangentialkegel im 
dreifachen Punkt aus drei sieh in einer Geraden schneidenden Ebenen 
besteht, haben alle die Eigenschaft, dass ihre Knotenpunkte auf einem 
Kegeisehnifi liegen. Ihre Gleichung liisst sich desshalb schreiben: 

w x  (x- - ,~y)  ( x - - ~ y )  + ~ (x :+y~  + z  ~') ''- = O. 

Monoide, fiir wolcho ~s-----0 singul~ro Kanten besitzt; u~ ~ 0 goht 
durch dieso Kanten hindurch. 

59. Unterwirft man den Kegel u 3 ~ 0 des Monoids Ou3-~-u4~---O 
denselben Specialisirungea, wie im vorhergehenden Capitel, l~sst man 
jedoch die d~selbst stipulirte Bedingung faliea, indem man de~l Kegel 
u 4 ~ 0 dureh die singul~ren Kanten des Tangen~ialkegels hindurchlegt, 
so erhElt man eine Reihe neuer Si~Jgulariti~fen, und ihre Un~ersuchung 
ist es, welche uns in diesem Capitel beseh~iftigen soll. 

Wit  beginnen mit dem einfachsten Fall, in welchem der Kegel u 3 ~-0 
eine Doppe]kante hat; dann kann der Kegel u 4 ~ 0 entweder einfach 
durch die Doppelkante hindurehgehen, oder l:,h~gs derselben einen der 
beiden M~ntel yon u~ ~ 0 beriihren, und zwar kann die Berfihrung 
yon der ersten, zweiten, . . . ,  zehnten Ordnung sein. Wir nehmen 
aIs Gleichung des Kegels 3. Orduung: 

u3 ~ x y z  ~- A x  :~ + 3-Bx2y + '3Cxy ~" ~- DY  3 -~ 0 

und als Gleiehung des Kegels 4. 0rdnung: 
u, ~ z 3  (Gx+Hy)_kz~ ( Ix'Z..~21~xy~ Ly'~)+z( M x 3 +  . . . )+(  Qx4 + . ..)----0. 

Es sind : 

~f ~ yz  -{- 3 A x  ~- + 6 .Bxy  --{- 3Cy ~" + Gz'~ + 2Ixz'~ + 2 K y z 2 +  "'', 
~x 

O_(_f ~ x z  ~ 3 B x  ~ -]- 6 C x y  -]- 3 D y  ~" -4- H z  3 "]- 2Igxz~"-t - 2 L y  z~" 4-" "'; 
Oy 

hieraus ergeben sich vier verschiedene Reihenentwicklungen ftir die vier 

Of ~ 0 ,  O f  O. Drei yon den Aesten dieser Aes~e der Curve -~ -  - ~ -  

Curve sind dargeste]lt dureh die Reihen: 
x ~ a l z _ ~ _ b ~ z 2 . ~ _ . . . ,  y ~ _ a i z - { - f l l z 2 - { - . . . ,  i ~ 1 , 2 , 3 ;  

sie schneiden ersiehtlich das Monoid f ( x y z )  ~ u 3 ~ u4 --~ 0 in je drei 
zusammenfallenden Punkten x ~- y ~ z ~ 0. Der vierte Curvenast 

erhiilt die Reihen: 
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x =  b z  ~ + c z  s + " " ", y = ~ z  2 + 7 z  ~ + ' " ", 

wo b - - ~ H ,  f l = - - G i s k  
Diese Reihen in f ( x y z )  eingesetzt liefern als niedrigsie Potenz  z 5 

und als Coeffieienten dieser Potenz: - - G H ;  der dutch sie darge-  
stellte Curvenast schneider demnach das Monoid in ffinf consecutiven 
Puukten x ~ y ~--- z -~- 0. Die Gesammtreduction der Classenzahl clurch 
den dreifachen Punkt betrilgt 3 - 3  27 5 ~ 14. 

Soll der Kegel u a ~ 0  den einen Mantel yon % ~ 0 liings der Doppel- 
kante beriihren, so muss Goder  H verschwindem Sei etwa H ~ O, 
so werden die Entwicklungen des vierten Curvenastes: 

x ~ -  c z  ~ + d z  4 + . . . ,  y ~ f~z 2 + 7 z  "~ + " " ", 

wo / 3 = - - G  und e . ~  2 L G  ~ 3.DGL Die niedrigste Potenz in 
f ( xy z )  nach Einsetzung dieser Reihen flit x und y wird nun z 6 und 
der Coefficient dieser Potenz wird: G 2 ( L - - G D ) ;  die Erniedr igung 
der Classe wird also 3 �9 3 + 6 = 15. 

Geht der Kegel u a = 0 mit dem einen Mantel yon % ~ 0 l i ings 
der Doppelkante eine Beriihrung zweiter Ordnung ~ n ,  so wird 
L --  G D = 0. Die geihen des viertea Astes werden wieder: 

x =  e z  3 + d z  4 + . . . ,  y - ~  ~ z  ~ + 7 z:~ + . . . ,  

wo ~ - - -  G und c - ~ - - - L G ;  die niedrigste Potenz in f w i r d  d u n n  
zT~ und die Classenreduetion wird 3 �9 3 + 7 = 16. 

Es l~,isst sich nun allgemein beweisen: Hat der Kegel u a ~ 0 eine 
Dop~velkante, und geht der Kegel u 4 ~ 0 mit dem einen Mantel j e n e s  
Kegels Idngs derselben eine Beriihrung u t~ Ordnung ein, so reduc i r t  
der drei/ache _Punkt des Monoids Qu a 27 u 4 ~---0 seine Classe u m  
3.3-J-u275----:14-[-u Einheiten; dabei kann u die Werthe 1,2, . . ,  10 
annehmeD. Um diese Behauptung zu beweisen~ gehen wir yon dem 
Monoid aus~ bei welchem der Kegel u 4 ~ 0  die Do]?pelkan~e yon u a ~ O  
einfaeh passirt. Diese Dopl)elkanCe gehSr~ dem Monoid einfach als 
Gerade an~ und l~ngs tier Geraden besitzt dasselbe eine constante 
Taugentialebene. Eine be]iebige Ebene durch diese Gerade schneider 
das Monoid in der Geraden und in einer Curve 3. Ord. mit Doppel- 
punkt, deren einer Ast die Gerade beriihrt. Die zwei Ebenen dutch die 
Gerade, welche den Kegel % ~---0 beriihren, schneiden ausser der  
Geraden noch eine Curve 3. Ord. mit Spitze aus, deren Tangente m i t  
der Geraden zusammenf~llt. Die Ebene, welche den Kegel u a - ~ - 0  
bertihrt, bertihrt alas Monoid l~ings der Geraden und sehneide~ n o e h  
einen Kegelsehnitt aus, tier die Gerade in zwei getrennten P u n k t e n  
schneider. Legt man durch den dreifachen Punkt des Monoids e ine  
beliebige Gerade g, so giebt es durch diese Gerade noch 10 T a n g e n -  
~ialebenen an die Fli~ehe, deren Bertihrungspunkte nieht in den dre i -  
fachen Punkt fallen; es sind dieses die Ebenen dutch die 10 Hauptgeraden 
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der Flileh% welche nieht mit der Doppelkante yon u 3 = 0 zusammen- 
fallen. Liisst man also x yon diesen 10 Geraden des Monoids in die 
Doppelkante hineinriicken, so giebt es nur noch (10- -u )  Tangential- 
ebenen durch die Gerade g, mithin hat  die Classe um weitere x Ein- 
hei~en abgenommen. Diese Reduction wird abet dutch den dreifachen 
Punkt  bewirkt, da die Ebeae durch g und die Doppelkante aus dem 
Monoid eine Carve ausschneidet, welche ausserhaIb des dreifachen 
Punktes 'keinen Doppelpunkt mehr besitzt; hiermit ist aber die obige 
Behauptung erwiesen. 

Ganz dieselben Betrachtungen ]assen sich ans~ellen, wenn der 
Tangentialkegel 3. Ord. zwei oder drei Doppelkanten aufweist, nut  
kann die Bertihrung dieses Kegels mit einem Kegel 4. Ord. li~ngs 
seiner singul~iren Kanten nicht mehr yon so hoher Ordnung wie 
vorher sein. 

60. Wir gehen jetzt  weiter zu den Monoiden fiber, bei welehen 
der Kegel u~ ~ 0 ein i~iickkehrkante besitzt und der Kegel u 4 = 0 
dieselbe in beliebiger Richtung durehsetzt. Die Gleichung des Tan- 
gentia]kege]s ist dann: 

u.~ = z x  2 -[- A x  "~ + 3 B x 2 y  -4- 3 C x f  -~ D y  3 = 0, 

die des Kegels 4. 0rd. ist wieder: 

u4 = z3( G x  ~-Hy)-{-z  "2 ( Ix2-~ 2 K x y q -  LY:')-k~ ( M x  3 q-  " " ") -k  ( Qx'  +...)-----0. 

I-Iieraus folgt: 

Of 2 x z ~ _ 3 A x ~ q _ 6 B x y _ { _ 3 C f _ ~ G x 3 + 2 I x z ~ + 2 K y z ~ _ k  . .  ", O ~  - -  

Of __ 3 B x  '~ ~- 6 C x y  -~ 3 D r  ~- H z  3 q-  2Kxz"  + 2 L y  z 2 ~ �9 �9 .. 
Oy 

Die Carve 0! ---~ 0, vf ~ 0 besteh~ wieder aus vier Aesten, yon 

denen zwei durch die Keihen x=a~z-l-blz~---{ - . . . ,  y---~aiz-[-13iz~-4 - . . .  
dargestellt werden~ das Monoid also in drei consecutiven Punkten 
x ~ y ~  z ~--0 schneiden. Die beiden tibrigen Aeste sind mi$ einan- 
der verzweigt und ihre Reihen sind: 

5 3 

wobei 
b = H C - -  GD a~ = H 

2.1) ' 3 . l )  
@ 

In f (xyz)  eingesetz~ liefern sie als niedrigste Potenz z u mit dem 0oef- 
2 a  fieienten: - ~  I-/; die Classenerniedrigung wird also 3 -F- 3 -~- 9 ~ 15. 

Ber~ihrt der Kegel u 4 ---~ 0 den Kegel u 3 ~ 0 1Kngs der l~fickkehr- 
kante,  so wird H~---0. WShrend die beiden zuers~ genannten Aeste 
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ungei~nder~ bleiben, erha]~en die beiden letzteren die neuen En t w i c k -  
lungen : 

x =  b z  ~ + c~z 3 + . . . ,  y = 3~z2 + r i ~  + . . . ,  i ~ 1 , 2 ,  

wo b =  G~ und 3 D # 2 + f l ( 2 L - - 3 C G ) - - K G + { B G  2--~-'0. Die 

niedrigste Potenz in f nach Substitution der Werthe yon x und y 

wird je~zt ~ und ihr Coefficient G~ 4 ~ so dass sich die V e r m i n d e r u n g  

der Classe auf 3 -}- 3 + 5 + 5 -~- 16 bel~iuft. 
61. Bei den Monoiden, deren Tangentialkegel 3. Ord. e ine  8elbst- 

beriihrungskante besitzt, kana man ganz ~naloge Be t r a c h t u n g e n  an- 
siellen. Durchsetzt der Kegel u~-----0 den Kegel ua ~ 0 l~ings dieser 
Kante  in beliebiger Riehtung, so kann man setzen: 

u.~ = x ( x  ~ + A y  ~ + 213xy  + 2 C x z ) ,  

w~ihrend u 4 ----- 0 seine frfihere Gleichungsform beibehiilt. A l s d a n n  wird:  

Of 4 C x z  + 3 x  '~ + 4 B x y  + A y  ~ + Gz  ~ + 2 1 x z  ~ + 2 K y z  ~ + . . ' ,  ~--x---~" 

~/' 2 B x  ~- + 2 A x y  + H z  3 + 2 K x z  ~ + 2 L y z  2 + . . ' .  

~f ~-~0, Of ~ 0  wird Ein  Ast der Curve ~ -  ~y 

x - ~ a z + b z ' ~ + . .  ., y - ~ a z + f l z ~ + . . . ;  

die drei ~ibrigen Aeste sind mit einander verzweigt i ihre l~eihen werden 
5 4 5 

x = ~ b z Y  + . .  ., y - - - - - ~ a J +  e ~ z - ~  + . . . ,  

wobei ~ eine c]ritte Einheitswurzel und a ~ - -  - -  ~6'H Acd A, , b ~  ~u " 
Durch Einsetzung der Werthe yon x und y in f ergieb~ sich als n i ed r ig s t e s  

3 
Glied: -~ a/=/z~, so dass die Gesammtreduction der Classe 3-~-13=~- 16 

wird. 
Tangirt  der Kegel u~ ~ 0 den Kegel u~ ~ 0 )iings s e i n e r  Selbst-  

beriihrungskante, wird also H~--O,  so s sieh die d re i  letztell  
Reihenentwicklungen und an ihre Stelle treten die fo lgenden :  

x ~- bz ~ + cz s + . . ., y ~ ~z: + ~,~3 _at_ . . . ,  
WO 

bK + b~B b----- a mid ~ . . . .  
4 U  L + b A  ~ 

und 
5 3 

x =  b ~  + e z  ~ + . . . ,  y = + ~ + 3z'~ + . . . ,  
WO 

b ~ L und ~ ___-- _ G A - -  4 0 L  
A A~ 
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Der  durch die ersten beiden Reihen dargestellte Curvenast schneider 
(]as Monoid ersichtlich in 5 consecutiven t 'unkten x = y - ~ z - - ~ - O ;  
die beiden letzten Reihenpaare stellen zwei verzweigte Aeste dar, 
welche mit dem Monoid 10 consecutive Punkte x ~ y ~ z ~ 0 gemein 
haben.  Die Classenreduction wird demnach in diesem Falle ~18. 

Geht der Kegel u 4 - - -0  mit dem zerfallenen Kegel u 3 ~ 0 15.ngs 
der  Selbstberfihrungskante eine Berfihrung yon hSherer als der ersten 
Ordnung ein, etwa eine Beriihrung yon der Ordnung x, (wo • = 1, 2~ 
3, 4, 5, 6, 7)~ so ist die Classenreduction (17 -~- u). Der Beweis kann 
ganz  ebenso gefiihrt werden wie vorher beim Tangentialkegel mit 
Doppelkante, wenn der Kegel u~-~-0 eine hShere Beriihrung mit dem- 
selben eingeht. 

62. Es handel~ sich nun noch um Monoide, deren Tangential- 
kegel aus drei sich in einer Geraden schneidenden Ebenen besteht, 
dessen Gleichung also die Form hat: u 3 .-~ x y  ( x - 4 - Q y ) - ~  O. Durch- 
setzt  der Kegel u 4 -~-0 die dreifache Kante yon u s ~ 0 in beliebiger 
Riehtung~ so kSnnen wir seine friihere Gleichungsform benutzen, und 
es wird: 

a/i ._~ 2 x y  ~ Oy ~ ~ G z  3 + 2I~'~x -Jr- 2Kz~ 'y  ~ �9 �9  
k)x 

-af-  - - -x  ~- --f- 2 p x y  ~ H z  ~ -Jr 2 K z ~ x  ~ 2Lz '~y  + �9 �9 .. ~y 

~/" ~t' Die vier Aeste der Curve -~x- 0, 0 erhalten die Reihen: cy 
3 3 

x -=- -4- a , z ' ~ A  - b~z" -4- " " ", y = +__ a ~ z  ~ 4 -  b~z  2 + �9 " ' ,  

und 
3 3 

i = 1 , 2  

3 3 

x =  _-L az=' + biz:.-{ - . . ., y ~ _ a z  ~ + fliz2-{ - ' ' ' ,  

wo ~ = - - ~  und a = - - 2 q a ,  3~ 
5 3 

x =  bz'~ ! cz'~ + . . . ,  y ~ + r ~ + # ~ z - ~ +  " ' ' ,  

wo a. ~.~_ ~ - - G  ultd b~----- L_ ist. 

Mathem~t ische  A.nnalen. XXIV.  7 

i ~  1,2, 

k ~ 3,4, 

x = ~ a 3 z ~ + b ~ z ~ - - F . . . ,  y--.~-__~a~ZT-{-l~kZ2-{ - . . . ,  k + 3 , 4  i 

wobei 2 a a  + Qa 2 - { - G ~ 0  und a ~ - ~ - 2 ~ ) a a - ~ - H = 0 .  In f ( x y z )  
9 

eingesetzt liefern sie als niedrigste Potenz ( a 2 a-~- ~ a a ~-~ G a -t- H a )  J ,  
so dass die Classenerniedrigung 18 betrilgt. 

Beriihr~ u I ~ 0 eine der drei singul~ren Ebenen etwa x = 0 ,  
d. h. wird /-/== 0, so bekommen wir die neuen Entwicklungen: 
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Daraus erschliessen wir als Gesammtreduction der Classe die Zahl  
9-Jr- 10---~ 19. 

Aueh hier liiss~ sich~" wie in den vorhergehenden F'~llen zeigen, 
dass sich die Classe um 20 resp. 21 erniedrigt, wenn die Bertihrung 
des Kegels u 4 ---~ 0 mit der singul~ren Ebene x ~ 0 yon der zweiten 
resp. dritten Ordnung ist. 

63. Wir wollen es nun versuchen die geometrische Gestalt de r  
in diesem Capitel aufgestellten Monoide mit dreifachem Punkte aus  
den Monoiden des vorigen Capitels abzuleiten, und werden finden~ dass  
aach die neuen Gesf~l~en aus tier frfiheren, durch Zusammenziehen 
geeigneter Oeffnungen der Fl~che abgeleitet-werden kSnnen. 

Den Anfang machen wlr mit den Monoiden, deren Tangential- 
kegel 3. Ord. eine redle Doppetkante bositzt. Geht der Kegel u 4 ~ 0 
nieht dutch diese Doppelkante hindurch, so hat das zugehSrige Monoid 
die in Nr. 56 augegebene Gestalt. Um die Gestalt dieser Fl~iche 
genauer zu verfolgen~ denken wir uns die2elbe aus dem dreifaehen 
Punkt auf eine Ebene prejieirt, genau so wie in Nr. 48. Dem drei- 
fachen Punkt entspricht dabei die Curve 3. Ord. mit Doppelpnnkt~, 
vergl. Fig. l l a  und l i b ,  den 12 Geraden die Punkte A ~ ,  C ; D , . . . ;  
den punktirten Curven entsprechen geschlossene Curven des Monoids, 
die kettenf5rmig an einander hiingen und folglich eben so viele Oeff- 
nungen des Monoids bedingen. Geht u 4 ~ 0 einfach durch die Doppel-  
kante hindurch, so erh~lt man noch zwei verschiedenartige dreifache 
Punkte, je nachdem man in l l a  die Oeffnung 1 oder in l l b  d ie  
Oeffnung 1 zusammenzieht. Soll der Kegel u 4 ~---0 einen Mantel des  
Tangentlalkegels 3. Ord. l~ngs der Doppelkante berfihren, so kann  
dieses ebenfalls noch auf zwei verschiedene Arten erreicht werden, j e  
naehdem man die Oeffnung 2 in l l a  oder in 11 b zusammenzieht; es  
giebt also wiederum zwei hlnsichtlich der Gestalt ihres dreifachen 
Punktes verschiedene Monoide. Ganz gleiche Resultate finder man~ 
wenn man die Oeffnung 3, etc. in l l a  resp. in l l b  zusammenzieht. 

Besitzt der Kegel % ~ 0 mehrere Doppe]kanten, so kann m a n  
an jeder die vorher gesehilderten Operationen ausfiihren, und erh.Xlt 
dadu.rch die verschiedenen Monoide, deren Tangentialkegel 3. Oral. 
in eiaen Kegel 2. Ord. und eine Ebene oder in drei Ebenen zerfEllt. 
Wie viele aneinanderhiingende Oeffnungen des Monoids man in j e d e  
Doppelkante zusammenzieken kann, ergiebt sich daraus, dass a u f  
dem Kegel 2. Ord. resp. der Eben% welche Theile des Kegels u s ~ O 
bilden, nut 8 resp. 4 Hauptgeraden des Monoids liegen k5nnen. 

Besitzt der Tangentialkegel u 3 ~ 0 eine isolirte Doppelkante, s o  
geht man am bequemsten yon dem gewShnlichen endlichen Monoide 
aus. L~isst man den trichterfSrmigen FtKcheatheil an einer Stelle m i t  
dem tropfenfSrmigen Theile zusammenstossen, so erhiilt man e in  
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Monoid mit einem Knotenpunkte. Lgsst man ferner den tropfen- 
fSrmigen Theil sich vSllig zusammenziehen, so riickt der Knotenpunkt 
in den dreifachen Punkt herein und es entsteht das gesuchte Monoid. 
Jeder Schnitt durch die singulhre Kante hat die Form 12a; nur die 
Ebene, welche das Monoid l'~ngs der singulgren Kante bertihrt, schneider 
in der Curve 12b. 

64. hn vorigen Capitel sind zu Ende der Nr. 56 die Monoide 
beschrieben, deren Tangentialkegel u:~ ~ 0 efne l~iickkeh@antc besitzt. 
Dort war die Bedingung zu Grunde gelegt, class u 4 = 0 die Rfickkehr- 
l~ante uicht passirt; aus diesen Monoiden lassen sich aber diejenigen, 
bei welchen u~ = 0 die gtiekkehrkante passirt, sofort ableiten. Wir 
denken uns wieder das Monoid auf eine Ebene abgebildet wie in der 
vorigen Nummer; dem dreifachen Punkt entspricht dann eine Curve 
3. Ord. mit Spitze, Figur 13, den Hauptgeraden des Monoids ent- 
sprechen die Punkte A, B~ C, . . . .  Dureh Zusammenziehen der Curve 
1, d. h. durch Zusammenziehen der dieser Curve en~spreehendeu Oeff- 
nung des Monoids~ entsteht ein Monoid, bei welehem u~ ~ 0  die 
Rfiekkehrkante yon u3 = 0 einfaeh passirt. Zieht man aueh noch die 
Curve 2, d. h. die entsprechende Oeffnung der Fl[iehe, zusammen, so 
ergiebt sich das Monoid, bei welehem u, = 0 den K'egel u 3 = 0 l~ngs 
der Riiekkehrkante beriihrt. 

65. Besitzt der Kegel u 3 = 0 eine Selbstber~ihrungskante und 
geht u 4 ~--- 0 nicht~ durch diese Kante hindureh, so haben die zuge- 
hSrigen Monoide die in Nr. 56 beschriebene Gestalt. lhre Abbildung 
auf eine Ebene mag wieder in der frtihere1~ Weise ausgeffihrt werden; 
dem dreifachen Punkt entsprieht der Kegelsehnitt und die iha be- 
rfihrende Gerade in Figur 13, der unendlieh fernen Curve des Monoids 
die Curve 4. Ord. u 4 ~---0. Die schraffirten Theile (und ebenso die 
unschraffirten) hi[den einen zusammenh~ngenden Theil des Monoids 
ab,  so dass man von jedem Punk~ zu jedem andern gelangen kann, 
ohne den dreifachen Punkt oder das unendlich Ferne zu passiren. Von 
dem sehraffirten Gebiet zum unschraffirten kann man unter dieser 
Bedingung nieht gelangen. Der punktirten Curve 1 entspricht eine 
geseh]ossene Curve des Monoids; dutch Zusammenziehen derselben, 
d. h. dutch Zusammenziehen der entsprechenden 0effnung des Monoids 
entsteht eine neue Fl~iche, ffir welche u 4 ~ 0 die Selbstbertihrungs- 
kante yon u 3 == 0 einfach passirt. Die Abbildung dieser Fl~iche zeigt 
uns Figur 14a; die Gestalt des dreifachen Punktes bei allen diesen 
Monoiden ist nieht wesentlieh verschieden. 

Aus diesen Monoiden kann man durch weiteres Zusammenziehen 
zweier Oeffnungen zu den Monoiden gelangen, ffir welche u~ = 0 den 
Kegel u~ ~- 0 ]~ings der Selbstber~ihrungskante berfihrt. Diese Monoide 
bilden hinsichtlich der Gestalt ihres dreifachen Punktes noeh drei 
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verschiedene Classen; man erh~[t sie, indem man in den Monoiden 
mit den Abbildungen 14a, 14b, 14c die 0effnungen ] und 2 zusam- 
menzieht, wodurch Monoide entstehen, deren Abbildung uns die 
Figuren 14a, 14fl, 147 ]iefern. Wie man hieraus die Monoide ab-  
leitet, ffir welche u 4 ~ - 0  den einen ]~ante] des Kegels ua ~ 0 lii.ngs 
der Selbstberiihrungskante osculirt, hyperosculirt, etc., ist olme Weiteres 
klar und braucht hier nicht auseinander gesetzt zu werden. 

66. Auch die Mondide, deren Tangentialkegel ze~ ~ 0 eine drei- 
facbe Kante besltzt, ]assert sich aus den in Nr. 57 beschriebenen 
Monoiden iiusserst einfach ableiten. Dort ist vorausgesetzt, dass u 4 ~ 0 
die dreifache Kante yon u 3 ~---0 nicht passirt; die Abbildung dieser 
Monoide zeigt uns Figur 15a. Den Curven 1 und 2 entspreehen zwei 
Curven des Monoids, dutch deren Zusammenziehen zwei 0effnungen 
des Monoids verschwinden; auf diese Weise entsteht ein neues Monoid, 
dessert Abbildung dtrrch Figur ]5b repr~isentirt wird. Wie man yon 
diesem Monoide zu den Monoiden gelangt, bei welchen u 4 ----0 eine 
der singuliiren Ebene lilngs der dreifachen Kante bertihrt, osculirt oder 
hyperosculirt, ist wiederum ohne Weiteres klar. 

67. Fassen wir die in den tetzten belden Capiteln gewonnenen 
Resulfate nochmals ins Auge, so kSnnea wir dieselben fo]gendermassen 
zusammenfassen. Die aufgez~hlten Specialisirungen des dreifachen 
Punktes werden alle erhalten, indem man gewisse Oeffnungen der Fli~che, 
welche an den dreifachen Punkt angrenzen, zusammenzieht. J e d e r  
ErhShung tier Ordnung*) des dreifachen Punktes um eine Einheig ent-  
spricht das Zusammenziehen einer an den dreifaehen Punk~ angrenzen- 
den Oeffnung. Man kann auf diese Weise eine ganze Kette yon Oeff- 
nungen in den dreifachen Punkt zusammenziehen, sobald nur die erste  
Oeffnung der Kette an denselben angrenzt. An Stelle des Zusammen- 
ziehens einer Oeffnung kann auch das Zusammenziehen eines tropfen- 
fSrmigen Fl~ehentheils ireten. 

Welchen Einflnss dieses Zusammenziehen yon Oeffnungen auf die  
Gestalt irgend einer Projection der Umgebung des dreifachen Punktes  
in jedem Falle ausiibt, ist leicht zu verfolgen; ich unterlasse es darauf  
einzugehen. 

Monoide, fiir welche u s ~ 0 in eine einfache und in eino Doppelebene, 
oder in eine dreifache Ebene zerf~llt. 

68. Die analytische Behandlung dieser Fli~cheu mag wiederum 
den Anfang machen, und zwar beginnen wir mit dell Monoiden, deren 

*) Unter der Ordnung eines ~z-fachen Punktes versteht man die Z.xhl, welche 
angieb~, um wic viel derse]be die Classe einer Fl'~che erniedrigt. 
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Iaugentlalkcgel ill eine Doppel- uud eine einfache Ebene zerfiillt~ also 
u 3 ~ - x ~ y .  Dagegen nehmeu wir fiir u 4 = 0 die friihere Form: 

u 4 - -  T ' z  I -Jr- z :~ (Gx  q -  I t y )  -t- z"(  lx '~ q -  2 K x y  + L ~  2) -1- . . . .  

Die Polarfl$che tines beliebigen Puuktes in 13ezug auf unser Monoid 
schneidei jetzt eine Curve ]2. Ord. mit s ieben/hchem Punl~te aus. Es 
genCJgt d[eses fiir die Polarfl'~iche des Puuktes xo, Yo, 0, 0 ztt beweisen, 
da man die Z-Ebene und die W-Ebelle noch dutch eiuen beliebigen 
Punkt hindurchlegen kann. Nutl ist: 

b / _ 2 x y -{- G.z :~ ~ 2 I z'~ x q-  '2 K z'-' y q - . .  ~x . . . .  , 

~t' ~_ x '~ -t- H z'3 -}- 2 K e ' ~ x  -[- 2 L z ' ~ Y  q -  . . . .  ~y 

;!f ~ f  ~ 0 mit Ftir die 8chaittcurve der Polarfl~iche: x o ax  q -  y~ -ay  

dem Monoid ergeben sich demnaeh iblgende Reihenentwicldungen: 
4 5 ,i 5 

x = ~ a J + ~ b z  ~+. . - ,  y=~-z  ~+~'~z ~+ . . . ,  ~=tVi, 
wobei a~a ~ 1~ '~  0 utad 2 x o a a  .-[- yo a2 = 0 ist i sie liefern einel~ 

r "0" superlinearen Zwea~, drifter Ord., welcher die Gerade x ~ O ,  ~ = 0  
in seinem singuliiren I)unk~ beriihr~. Ferner ergeben sich noch vier 
weitere Entwicklungen : x -~- b , z  ~ q-  6iz 3 -{- �9 � 9  y = e i z  q -  fllz~'-} - . . ., 
i = 1, 2, 3, 4 wobei: .~'-~- H a  -{- L e  e -{- f f a  "J -1- U a  ~ --~ 0 und 

2 �9 ' 3 X o ( ' 2 b a - } - G  + 2 K a - J - 3 0 a  + 4 2  a" ) q - y o ( H q -  2 L a  + 3t'a'2--}-4 Uaa)==O 

isL Diese Reihen stellen vier einfache Curvenzweige dar, welehe die 
Doppelebene in der Richtung der vier Hauptgeraden x ~ 0, u, = 0 
bertihren; die Taugentenrichtung dieser Curvenzweige ist also yon der 
Wahl der Polarfl[iche unabh~ugig. Es ist dieses Verhalten gal~z ~m~log 
dem Verhulten der Polarfliiehe in einem uniplanaren Knotenpunkt*). 

69. Um die Reduction der Classenzahl dee Monoids dutch einen 
derartigen dreifachen Punkt  zu bestimmen, mtissen wir wiederum die 

�9 ~ ~f ~f ---~ 0 mit dem Monoide Anzahl der Schnittpunkte der Curve ~ 7  ~ 0, ~-y- 

f~-- 0 aufsuehen, welche in den Punkt x ~ y ----- z = 0 hereinfal[en. 
Die Curve besitzt erstens zwei mit einander verzweigte Aeste: 

3 3 

x = ~ a z  ~ -1- biz" -t- " " ' ,  Y --~ ~ "~v'~ + ~ z~ + "" *, 

wobei 2 a a  -t- G ~ 0 und a ~ -]- H = 0 is~; sie ergebe~ als niedrigste 
Potenz yon z in f ( x y z )  die vierte. Die Curve besitzt zweilbns drei 
lineare Aeste: x --~ biz ~ --}- ciz  ~ -~ . . . .  , y ~ u iz  q -  fl~z "~ ~ . . . ,  i - ~  1,,,~3, 

�9 ) Vergleiche meine Arbei~ <iber blpl~nare und unipl~nare Punk~o, Ma~h. 
Ann. Bd. XXII, pag. 136 u. 1:57. 
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wobei: 2b~ -{- G q- 2/s -t- 3 0 a  2 -H 4 T a 3  ~ 0 und H q- 2 L a  q- 31)c~ 2 
q - 4  U ,  ~ ~ 0 ist i sie liefern als niedrigste Potenz yon ~ ebenfalls die 
vierte. Die "Gesammtreductioa der Classe des Monoids wird also 
5 . 4 ~  20. 

70. Nehmen wit an, dass der Kegel u 4 ~ 0 eine besondere Lage 
zur Doppelebene ha% indem er dieselbe tangir~, so tritt eine weitere 
Specialisirung des dreifachen Punktes ein. Bezeichnen wit den Kegel 
u.~ ~ 0 symboliseh dutch (xyz)4 ~ O, so werden seine Schnittgeraden 
mit der Ebene x ~ 0 durch (Oyz)~-~-0  dargestellt sein. Wir haben 
dann folgende F~lle zu unterscheiden: (Oyz)4 ~ 0 h,~t eine Doppe l -  
wurzel, oder zwei Doppelwurzeln,  oder eine dreifache, oder endlich eine 
vierfachc Wurzel.  Die zugehSrigen Monoide werden wie vorher durch 
einen Keget 12. Ord. mit siebenfacher Kante projicirt. Drei der M~.ntel 
durch die siebenfache Kante sind, wie fdiher in Nr. 68, mit einander 
verzweigt, ihre Reihenentwicklungen haben sich nicht wesentlich ge- 
.Sndert. Die vier ~ibrigen M[mtel, welehe vorher linear waren und die 
vier Geraden (Oyz)4 ~ 0 resp. berfihrten, werden jetz~ theilweise ver- 
zweigt sein; einer Doppelwurzel yon (Oyz)4 ~ 0 entspricht eine Ver-  
zweigung zweier M'intel, einer dreifaehen oder vierfachen Wurzel eine 
Verzweigung yon drei resp. vier M~inteln. Schon aus diesem Ver-  
halten des projicirenden Kegels kSnnen wir schliessen, dass die Classen- 
erniedrigung des Monoids dutch den dreifaehen Punkt in den aufge- 
z.2hlten vier F~llen: 21, 22, 22, 23 respective betrKgt. 

Ein strenger Beweis dieser Behauptung erfordert wieder eine Unter-  
~f ~ O, b f  suehung der Aeste der Curve -~ -  -~ -  ~ 0. Man erkennt sofor~, 

dass die beiden vorher verzweigten Aeste kelne wesentliehe Aenderung 
erfahren, sie schneiden demnach das Monoid naeh wie vor in je vier 
consecufiven Punkten. Dagegen tritt bei den drei linearen kesten der 
Curve eine Aenderung ein. Besitzt (0y~)4 ~ 0 eine Do2pelwurzel  
y : z ~ a : 1, sb wird yon den drei linearen Aesten 

einer die Gerade y - ~  a z  bertihren, da die Tangenten dieser Aeste 

sieh durch x - ~  O, -~-ff (Oyz)4 --~ 0 bestinamen. Der eine lineare As t  

schneider desshalb das Monoid in fiinf, die beiden iibrigen sehneiden 
in je vier eonsecutiven Punkten. Analoges gilt fiir eine zweite Doppel- 
wurzel. 

Besitzt (Oyz)~ ~ 0 eine dreifache W u r z d  y : z ~- ~ : 1, so besitzt  

- 0 - ( 0 y z ) 4 ~ 0  noch eine Doppelwurzel y :z~--_a:  1; es fallen also 0y 
zwei Tangenten zusammen, yon den drei linearen Zweigen des vorigen 
~'alles sind jetzt zwei verzweigL Die Reihen dieser Zweige sind: 
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r e s p  �9 

x = b ~ z ~ +  c~z3+ . .  ., y - - = % z +  # ~ z ~ + . . . ,  

5 3 

x = b z  2 -F- d z  ~ + " . ", y ~-- a z  -!-__ ~ z'z + " " ". 

Der e rs te  Zweig schneider wieder in vier~ die letzteren beiden dagegen 
sehneiden in je f[inf consecut~iven Punkten; denn es verschwindet nach 
Einsetzen der Reihen yon x und y in f nicht nut der Coefficient 

(0al)~ yon z 4, sondern auch noch der Coefficientfl ~ (0al)~ yon ~'~, 

H a t  (Oyz).~ ~ 0 vier  gleiche W u m e l n  y : ~ : l ,  also ~y(0y~)~-0  

drei g le iche  Wurzeln, so sind die drei (vorher ]inearen) Zweige yon 

-~f~ ~ O v~f-~-0 mit~ einander verzweigt und ihre I4eihen werden: ~x ~ ~y 
7 4 5 

x ~ -  d z  ~ + ~ e J  + . . . ,  y =  a z  + ~[3z~ + ~ T z ~  + . . . ,  

w o e  ~ ~/ i  is~. Jedes dieser drei Reihenpaare fiir x und y eingesetzt 
liefert a ls  niedrigste nicht versehwindende Potenz yon z die fiinfte, da 

yon z ~, n~mlich (0 a 1)~, yon z4~, niimlich/l ~ (0c~1)4 , die Coefficienten 

yon ~4~} ni~mlieh 7- -(0~1),~ +--2-  0~ ~ (0~1)4 s:,imrnfliehversehwin- 

den. S o m i t  ist~ die obige Behauptung erwiesen. 
71. Der Kegel u 4 = 0 kann noeh eine Reihe enderer speeieller 

Lagen i n  Bezug auf den Kegel u3 = x ~ y - =  0 einnehmen, indem er 
die singul~ire Gerade x ~ 0~ y = 0 passirt und l'~ngs dieser Geraden 
die eine oder andere singul~ire Ebene tangirt~ osculirt oder hyperosculirL 
Geht u 4 ~ 0 einfach durch die singul'~re Gerade hindurch, so wird 
~ ' =  0. Der projieirende Kegel 12. Ord. hat wieder eine siebenfache 
Kante; zwei Mal zwei MKntel dutch diese Kante sind verzweigt, sie 
beriihren die Gerade x ~ 0, y ~ -0 ;  drei M~iniel sind linear, sie be- 

Of 1 . (0yz)~ ~---0. Die Curve ~ x - ~ 0 '  riihren j e  eine der drei Geraden y 

~ f =  O besitzt genau dieselben ftinf Zweige wie in Nr. 69, abet die ~y 
3 3 

beiden l~eihen x - - ~ - 4 - a J + . . . ,  y = ~ _ _ _ a z - ~ +  . . .  ergeben, in 
f ( x y z )  eingesetzt, jetzf als niedrigste Potenz z ~ ,  so dass die Ernie- 
drigung der Classe des Monoids durch den dreifachen Punk~ 2l be~r~gt. 

Ber t ihr t  der Kegel u~ ~-0 die singul~ire Ebene y = 0  l~ngs der singu- 
1Kren K a n t e  x~---0, y = 0 ,  so wird auch noeh G = 0 .  Die linearen 
M~ntel i n  der siebenfachen Kante des projicirenden Kegels 12. Ord. 
bleiben dabei ungeilndert; die vier iibrigen Mi~ntel, welche die Kante 
x = 0, y = 0 beriihren~ bilden einen einzigen superlinearen Zweig 
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3 7 7 

mit den Beihen x) ,' -}- (~z:" + g'bz '~ + .  , y ~:qSz ~ + , 
wobei a ~ + H ~ () und xo~ q- Yo7 = (), 2b~ + I a  -~- O. 

at" ~/" = 0 besteht wieder wie in Nr. 69 aus Die Curve -~-7 ~ 0, ~y- _ 

drei ]inearen Zweigen, welche sich voa den dor~igen nich~ besonders 
tmterscheiden, und aus zwei verzweigten Aesten, deren Reihen bier die 
Form annehmen: 

3 5 

x = + a z  "~ + bz~ + � 9  Y = ~,~'~ -~ 7 J +  �9 �9 ", 

wo H q -  a " = 0 ,  / J - - ~ I ~ - ( ) ,  b +  K ~ 0 .  Die linearen Zweige 
schneiden das Monoid in je vicr Punktcn, die beiden verzweigten 
Aeste in je fiitff Punk~c~l; die Gesammterniedrigung der Classe wird 
also 22. 

Osculirt der Kegel % ---~ 0 die Ebene y ~ 0 ]iings der singuliiren 
Kante, so wird ferner noeh I =  0. Dic linearen M'antel des loroji- 
cirenden Kegels bleiben im Wesentliehe~ unge'iinderg; die vier iibrigen 
biiintel, wolche (lie Kante x ~ - 0 ,  y ~ 0 bertihren, sind zwei 5'Ial zu 
zwei verzweigi; ihre geihen sind: 

3 5 

x == q_-_ az  "z q- b,z ~ + �9 . . ,  y ~-~ ~ -  f lZ  ~ -~._~ 7 i Z  ~ O I- �9 � 9  i - - 1 , ' 2 ,  

1 B I H - ~ O ,  wobei a'~+ H - ~ O ,  und Yo(b+K)-{-xof l . -=O,  f l ( b + K ) - -  s 

�9 " af  = O, gf = 0 bleiben wieder Die drei linearen Zwmge der Curve-}-7 - ~ -  

ungeihldert~ die beiden verzweigten Aeste dieser Curve sind: 
3 5 

x =  ~ a z ~  + . . . ,  y ~ -  • ~,z'~ + . . . ,  

wo a " +  H = 0  und 2 7 + 3 M a = 0 .  Die drei linearen Aeste 
schneiden das Monoid wieder in je vier Punkten, die beiden verzweigten 
Aeste zusammen in i t Punkten, so dass sich die Gesammtreduction 
dcr Classe auf 23 beliiuft. 

Wird die singuli~re Ebene y ~ 0 liings der singal~trea Katde 
hyperosculirt, so verschwin~let noch M. Die linearen Miintel des pro- 
jicirenden Kegels iindern sich auch hier nich{; die vier tibrigen, die 
Kante x ~ - 0 ,  y ----0 beriihrenden M~ntel sind mit einander verzweigt 
und werden dutch die Reihen 

1~ 9 9 I 1 

x =  +___,e" + cz" + ~ d z  ~ + .  . . ,  y = ~ ( ~ e ~  + ~aCz~ + . . ., 

e 4 =  1 dargestellt, wobei a " +  t l  - ~ 0 ,  c + K = O  und yo d --{- x o 6 = ( ) ,  

�9 ) Hier wie im Folgenden spreche ieh von den Reihen des projicireuden 
gcgcls, obgleich die geihen seiner Ber{ihruagscurve gemeint sind. 
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2ad~)" + Q -~- o. Die Curve -~t' = 0', 0f _-= 0 besteht wieder arts den 

drei linearen Zweigen und aus zwei verzweigten Aesten mit den [~eihen : 
3 7 

x- -=  + a~ -~ + bz'~. . ., V = +_ ~z"' + ~ j +  �9 . . ,  

wo a ~ + H = 0 ,  b + K - ~ O ,  und 2 a S " + Q = 0 ,  2 a ~ + 1 2 Q . H K = O .  

Die line~,ren Aeste haben mit dem Monoide je vier, die beiden ver- 
zweig~en Aeste je sechs consecutive Puukte gemein. Die Erniedrigung 
der Classe durch den dreifachen Punk~ betrSgt 24. 

72. Werm der Kegel u I ~ 0 die Doppelebene x = O l~ngs der 
singuF, tren Kante x = 0, y ~ 0 beriihrt, so wird H =  0. Der proji- 
eirende Kegel 12. Ord. aus dem Punkte xo, Yo, 0, 0 besitzt wieder eine 
siebenfache Kante, durch welche jetzt tblgende MSntel gehen. Erstens 
existiren zwei lineare M.~hitel 

x -~  blz'~ + c~z:~ + . . . ,  y = a i z  + ~ z "  + . . . ,  i = l ,  2, 

mit den Tangenten L - } - x P a  + U a ' ~  0; zweitens gieb~ es zwei mit 
einander verzweigte Miintel 

3 3 

x =  _ + _ a z ~  + . . . ,  y = •  ,~z~ + . . . ,  

far welche aa  + G = 0 und Yoa "~ - -  x o G  ~ 0 ist; drittens finden sich 
drei verzweigte M~ntel 

5 4 

x = - - ~ b z  ~ + . . . ,  y = ~ a z  '~ + . . . ,  

e ~ - l ,  wobei 2 b a + G = O  und b ~ a + G b + L a ~ - ~ - O  ist. Die 
Curve ~t' - -  O, g f  ~--~- ~ -~-y-~----0 besteht aus zwei linearen Aesten 

x - - ~ b j "  + .  . ., y ~ e ~ i z  + . . . ,  i - -~1 ,2 ,  

mi~ den Tangenten 2 L + 3 P~ + 4 Ut~ ~ 0 ~  und aus drei verzweigten 
Aesten: 

5 4 

x=~2bz ~ + . . . ,  y ~ a z  ~ + . . -  
ffir w e l c h e 2 b a +  G ~ 0 u n d b  ~ + 2 L a ~ 0  ist. Diebeidenlinearen 
Aeste schneiden das Monoid in je vier, die drei verzweigten Aeste 
zusammen in 14 conseeutiven Punkten, so dass der dreifache Punkt 
die Classe um 22 Einheiten reducirL 

Eine Osculation zwischen dem Kegel % ~ 0 und tier Doppelebene 
x ~ 0 finder start, wenn gleichzeitig H ~ 0 und L ~-- 0 werden. Der 
projieirende Kegel 12. Ord. besitz~ je~z~ nur noch elnen ]inearen Mantel 
x = b z  ~ - + . . . ,  y . ~ a z  + . . . ,  mit der T a n g e n t e / J +  U a ~ O ,  die 
6 iibrigen M~ntel ber[ihren die singul~ire Kante x ~  0, y ~ 0. Von 
diesen 6 Ms sind ein Mal zwei verzweigt, ihre Reihen sind 

3 3 

x=_+a~+... ,  v = •  
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wobei a a + G ~ 0  und yoa 2 - , - x  oG--~O is~, und einmal sind vier 
Miintel verzweigt, ihre Reihen sind 

7 5 

x- - - -~3cz '+ . - . ,  y =  + . . . ,  

~4 _____ 1, wobei c'~a + Gc "4- .pan ____ 0 und 2c~ + G = 0 ist. Die Curve 

~f  ---- 0, ~f ~ 0 besi~z~ einen linearen Ast x~bz2- - [ - . . . ,  y = a z - { - . . . ~  

mi~ tier Tangente 3/~ + 4 Ua----O, und vier mit einander verzweigte 
Aeste mit den Reihen 

7 5 

x = ~ 3 c ~ 4 + . . . ,  y = ~ z  4 + . . . ,  ~ 4 = 1 ,  

wobei 2ca .-[- G = 0 u n d c  ~ + 3 P a  2 .-~--0 ist. Der lineare Ast sehneidet 
das Monoid in vier, die vier verzweigten Aeste zusammen in 19 con- 
seeutiven Punkten;  die Classenreduetion wird also 23. 

Soll der Kegel u 4 ~--0 die Doppelebene x ~ 0 hyperoseuliren, so 
miissen gleiehzeitig H ,  L und P versehwinden. Dann bertihren alle 
sieben Miintel des projieirenden Kegels 12. Ord. in der siebenfachen 
Kante die singuli~re Gerade x ~ 0, y ~ 0; yon denselben sind ein 
Mal zwei verzweigt, ihro Reihen sind 

5 3 

x = 4 -  a z ~  + " ", V ----- _-[-_ ' ~  + " " ", 

wo a a + G ~ 0  und yon ~ - - x o G = = O  ist, und ein Mal sind ftinf 
verzweigt, ihre Reihen sind 

9 6 

x ~-~ ~4dz 5 +- - - . ,  y ~ ,azS_]_  . . .  ~ 5 = 1 ,  

~f - -0 ,  wo 2dt~ + G --~ 0 und d2a -[- Gd  -}- Ua ~ -~ 0 ist. Die Curve -a%--  

~f ~ 0 besteht aus ffinf verzweigten Aesten mit den Reihen ~y 
9 6 

x-.~ ~4dz~-3 t- . �9 .~ y--~ raz~  + . � 9  ~5~---1, 

wobei: 2 d a + G ~ - . O  und d 2 + 4 U a  ~ - - 0  ist; sie schneiden das 
Monoid in 24 conseeu~iven Punkten. Der dreifache Punkt  erniedrigt 
die Classe um 24 Einheitmn. 

73. Oehen wir nun zu den Monoiden iiber~ deren Tangentialkegel 
im dreifachen Punkt  aus einer'dreifaehen Ebene besteht, oder, wie wir 
kurz sagen wollen~ zu den Monoiden mit uniplanarem dreifachen Punkt. 
Als singulgre Ebene nehmen wit  die Ebene x ~ 0, wilhrend wiederum 
u 4 --~ .F~ 4 + z3 (Gx  + H y )  "4- z~( Ix~ + 2 K x y  + L y  ~) + - �9 - gesetz~ 
wird. Es sind dann folgende fiinf FKlle zu unterscheiden: Die vier 
Geraden ua == 0~ x ~-- 0 oder (0yg), = 0 sind alle verschieden~ oder 
es fallen zwei zusammen~ oder es fallen zwei Mal zwei zusammen, 
oder endlich es fallen drei resp. vier yon ihnen zusammen. Als Scheitel 
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des projicirenden Kegels 12. Ord. kSuneu wit hier, unbeschadet der 
hllgemeinheit, den Punkt x ,  y, z, w ~--- l, O, 0, 0 wKhlen, dieser Kegel 
besitzt stets eine achtfache Kante. 

Falls die Geraden (0yZ)a ~---0 alle verschieden siud, sind die acht 
MEntel des projicirenden Kegels 12. Ord. paarweise verzweigt~ ihre 
l%eihen sind 

3 

x ~--- ~ b i z  ~ "-k �9 �9 ", y ~ -  ~ z . - [ -  �9 . . ,  i ~ 1 , 2 , 3 , 4 ,  

wo (0~ 1)4 ~ 0 ist, d. h. die M:.intel bertlhren die 4 Geradeu (0yz)~---O. 

Die Curve ~f = O, ~f ~ 0 besteht aus 6 Curvenilsten, welehe drei -~- ~ -  

Mal zu zwei verzweigt sind und dutch die Reihen 
3 

x ~ ~ _  b i z u  - �9 � 9  y ~ -  ~z~z n u �9 � 9  i~-- 1,9,3, 

werden, wobei fig (Oa l )4~O ist. Jeder Curvenast schneider dargestellt 

das Monoid in vier conseeutiven Punkten, wodurch sieh die Classen- 
eruiedrigung des uniplanaren dreifachen Punktes auf 24 beziffert. 

Fallen yon den Geraden ( O y z ) 4  ~ 0 zwei mit der Geraden y : z - ~ - - a :  l 

zusammen~ so sind v(m den 8 Miintelu des Kegels 12. Ord. zwei Mal 
je zwei u~d ein Mal vier verzweigt, die ersteren hubert die friihereu 
14eihen, die Reihen der leizteren sind 

3 7 5 

X = ~ C Z - 7 " {  - ~3dZ4-~ - �9 . -, y=ezZ--[ -  $~ZT--[ - �9 �9  ~4=1.  

Die Curve ~f ~---0~ ~f ~ 0  besteht wieder aus 6 Aesten welche -~- 

drei Mal zu zwei verzweigt sind; daabe r  die Tangenten dieser Aeste 

Gleichung ~ -  (0a 1)~ ~ 0 bestimmt werden, so dutch die f~llt eine 

der drei Tangenten nil[ y : z ~ e : 1 zusammen. Def. zu dieser Tan- 
genre gehSrige Zweig schneide~ das Monoid im Ganzen in 9 Punkten, 
die beiden iibrigeu Zweige in je 8 Punkten, so dass die Reduction 
der Classenzahl gleich 25 wird. Ein analoges Resultal kommt, wenn 
( O y z ) ~  ~ 0 zwei Doppelwurzeln hat. 

Fallen yon den Geraden (0yz)4~---0 drei mit der Geraden y : z - - - - a :  1 

zusammen, so ist (Oal)~ ~ 0 uud ~ - ( O e l ) ~  ~ 0, yon den acht 

Mihlteln des Kegels 12. Ord. sind dann ein Mal zwei und ein Ma] sechs 
verzweigtl die tteihen der letzteren werden 

3 10 7 

x = -q- d z u  ~ e z g q -  . . . ,  y ~--- a z  2f_ e f l z ~ . _ [ _  . . . ,  e ' ; = l .  

Die Curve ~0f  ~ O, ~--Of __--0 besteht ans 6 Aesten, you welchen ein 

Mal zwei und ein Mal vier verzweigt sind; die Roihen dot letzteren werden: 



108 K. Iron,. 

7 5 

x ~ - q : c z  ~ +~adz ' ~ + . . . ,  y = ~ z + ~ # z  "~+. . . ,  ~'=-1. 
Diese Reihen in die Gleichung des Monoids eingesetz~ liefern als 

~,iedrigste Potenz z t~t, so dass die Gesammterniedrigung der Classe 26 
betr'~gt. 

Wird endlieh (Oyz)4 ~ 0 eine reine vierte Potenz, so sind Mle 8 
M~ntel des projieirenden Kegels 12. 0rd. mit einander verzweigt, sie 
haben die Reihen 

3 13 9 

x = + _ e z ' ~  + t.~fzS + . . . ,  y-..~-o:z + tflz~ + . .  ., , S ~ l .  

Auch alle Aes~e der ~tll'Ve ~ x - -  ~y--~--0 sind mit einander ver- 

zweigi; die Classenerniedrigung dureh den dreifaehen Punkt wird hier 
gleieh 27. 

74. Es ist noch die Aufgabe zu erledigen, die in dem letzteu 
Capitel aufgest~ellten Fl~chen aueh gestaltlieh aus den frfiheren Fl'~ehen 
zu entwiekeln. Zu diesem Ende gehen wir yon dem Monoide aus, 
dessen Tangentialkegel 3. Ord. aus drei sich in einer Geraden sehnei- 
detlden Ebenen bestehf, siehe Nr. 57. Nehmen wir ferner an, dass die 
Hauptgeraden des Monoids alle reell sind, und lassen wir ejne singu- 
liire Ebene sich um die singul~re Axe drehen. Wird diese Drehung 
so lange fortgesetzt~ his die Ebene mit einer der beiden tibrigen siHgu- 
l~rert Ebenen zusammenfiillt, so gehi~ das Monoid in ein solches fiber, 
dessert T~ngentiMkegel 3. Ord. aas einer einf~chen und einer Doppei- 
ebene besteh~. Wie diese neue Fl'2ehe entsteht, kann man sieh leieht 
vorstellen, wenn mart bei der Ausgangsfl~ehe sich eine Ebene um die 
singul'~re Axe drehen 15sst und die Sehnittcurven beaehtet. Die Ent- 
stehung dieser neuen F1Kehe unterseheidet sieh abet in etwas yon den 
gestaltliehen Entwieklungsvorg~ingen, die wit in friiheren Capiteln 
kennen gelern~ haben. Dor~ handel~ es sieh um das Zus~mmenziehen 
einzelner Oeffnungen der FI:~Leh% oder um das Zusammenziehen ein- 
zelner an den dreifachen Punk~ angrenzender Schleifen der Flaehe, 
die ebenfalls eine Einsehnfirung der Fl~ehe bewirken. Hier dagegen 
werden unendlieh viele Schleifen zusammengezogen, welche die singu- 
15ren Ebenen b und e bedihren~ w~e man sofor~ ~n der Abb]ldung 
der FlSehe ~uf eine Ebene erkennt. In Figur 16 entspreehen n~mlieh 
den Kreisst~icken Sehleifen des zugehSrigen Monoids, und dureh Drehung 
der Ebene e in die Lage b ziehen sieh Mle diese Sehleifen zusammen; 

~jeder Sehnit~ dutch den dreifaehen Punkt geht aus der Form 16a in 
die Form 16b iiber. Nur diejenigen Sehnit~te machen eine Ausnahme, 
welche dureh eine der vier Gemden in der Doppelebene gehen, sie 
h~ben die Form 16c. So kommt es, dass der projieirende Kegel 12. 
Ord. jetzt eine siebenfaehe Kan~e erh~il~, indem einer der beiden sieh 
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bertihrenden superlinearea M~intel in vier lineare M~ntel tibergeht, 
analog dem Uebergang cler Curve 10b in 10c. Gehen wir noch ein- 
sal  auf die Abbildu~g 16 zurack, so erkennen wir, dass durch Zu- 
sammenziehen der Curven l, 2, 3, 4 d~selbs~ ein derartiges Verha]ten 
beding~ wird; jeder so|chen Curve entspricht n~m|ich eine Doppe|- 
schleife der FlSche, und wi~hrend uneadlich vide einfaehe Schleifen 
zusammengezogen werden, werden vicr Doppelschleifen zusammenge- 
zogen, entsprechend den vier singul~iren Richtungen in der Doppel- 
ebene. 

75. Naehdem nun das Monoid, dessert Tangentialkegel aus einer 
einfachen und einer Doppelebene besteht, seiner Gestalt naeh bekannt 
ist, k~nn man die weiteren Speei~lisirungen dieser FISche ganz wie 
frilher dutch Zusammenziehen einzetner Sehleife~ (Oeffnungen, welche 
au den dreifaehen Punk~ angrenzen) erhal~en. Riieken yon den Haupt- 
geraden in der Doppelebene zwei, drei oder vier zusammen, so ver- 
zweigen sieh yon ~]en vier ]inearen Miinteln des projieirenden Kegels 
12. Ord. zwei, drei oder vier, was durch Zusammenziehen yon einer, 
zwei oder drei Schleifen erreicht wird. 

76. Das Monoid~ dessert Taugen~ialkegel im dreifaehen Punkt 
aus drei sich in einer Geraden schneidenden :Ebenen besteh~, und bei 
welehem u 4 ~ 0 die singu]~ire Kante passirt, siehe Nr. 62, geh~ in ein 
Mon'oid mit Doppelebene fiber, wenn man eine der drei siugul~iren 
Ebenen so lange dreht~ bis sie mit einer der fibrigen zusammenI~.~ll~. 
Der Uebergang ist genau wie in Nr. 74 zu bewerkstelligen. Man 
zieht n~mlich zun~ichst die unendlieh vielen 8ehleifen zusammen, welche 
die singul~ren Ebenen b u n d c  bertihren, und dann ziebt man in den 
drei (nich~ mit  der singulSren Geraden zusammenfallenden) Haupt- 
richtungen noch eine zweite Schleife zusammen. Dadurch geht yon 
den drei Paar einfach verzweigten Miinteln, aus welehen der proji- 
eirende Kegel 12. Ore]. vorher bestand, ein Paar in drei lineare MSntel 
tiber, analog dem Uebergang der Curve 17 in drei gerade Linien, die 
sich in einem Punkte scbneiden. 

Aus dem soeben abgeleiteten Monoid erh'Xlt man alle ~brigen 
Monoide mit einer einfachen und einer Doppelebene im dreifachen 
Punkt durch Zusammenziehen yon Sehleifen. Wenn u4-~ 0 die ein- 
fftehe Ebene I~ngs der singulgren Kante berfihrt, oseulir~ oder hyper- 
osculirt, so bleiben die drei linearen M'Xl~tel des projicirenaen Kegels 
12. Ord. unge~indert, wiihrend die vier ~ibrigen vier Ms entweder 
zwei Mal zu zwei oder ein Mal zu vier verzweigt sind; das letztore tritt 
bei einfacher t3ertihrung und bei Hyperoseulation ein. Den Uebergang 
yon zwei Paar  einfaeh verzweigten Aesten zu einem superlinearen 
Zweig 4. Oral. und umgekehrt zeigen die Figuren 18 und 19 resp. 
18a und 19a~ welehe das Zusammenziehen einer an den dreifachen 
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Punkt angrenzenden Schleife bei dem zugeh5rigen Monoid leicht er- 
kennen ]assen. 

Wenn u 4 ~ 0 die Doppelebene l~ngs der singul~iren Kante be- 
riihrt, osculirt oder hyperosculirt, so bleibt ein lZaar einfach verzweigter 
M'~ntel des projieirenden Kegels 12. Ord. ungeiindert, w~ihrend yon den 
linearen MSnteln sich einer, zwei oder alle drei mii dem andern 
Mantelpaar verzweigen. Diesen Vorgang zeigt Figur 20, 2Of, 20b, 
20e; sie zeigen wiederum deutlich das Zusammenziehen der Schleifen 
bei dem zugeh5rigen Monoid. 

77. Von den Monoiden mit uniplanarem dreifachen 1)uskte macht 
man sich am besten eine Vorstellung, wenn man die Schnitte unter- 
sucht, welche yon einer sich um die Axe y ~-0~ ~ ~--0 drehenden 
Ebene ausgeschnitten werden. Diesetben haben im Allgemeinen die 
Gestalt der Figur 21a; dreht sich die Ebene, bis sie eine tier vier 
Hauptgeraden enth~lt, so geht 21a tiber in 21fl, dreht sich die Ebene 
noeh weiter, so geht 21fl in 217 tiber. Man erkennt so, class alas 
Monoid in der Niihe des dreifachen Punktes folgende Gestalt hat. Ira 
Allgemeinen liegt fiber der dreifaehen Ebene nur ein einziger reeller 
Fliichentheil; derselbe macht an vier Stellen Falten, wie sie Figur 22 
zeigt, jedoch existiren diese Falten bei jeder Hauptgeraden nur nach 
einer Seite hin (vom dreifachen Punkt aus gerechnet). Das Monoid besteht 
in der Umgebung des dreifachen Punk~es nut aus einem einzigen' un- 
paaren Fliichentheile. 

Wenn u 4 ~ 0 die dreifache Ebene ber~ihrt, so geht tier projicirende 
Kegel 12. Ord. aus 23 in 23a fiber, was mit dem Zusammenziehen 
einer Schleife bei dem zugehSrigen Monoid identisch ist. Dasselbe 
besteht jetzt in der N~he des dreffachen Punktes aus einem unpaaren 
Fl~ichentheil und aus einem tgaaren Fl~chen~heil, der sich dornfldrmig 
in den dreifachen Punkt erstreekt, und dort den unpaaren Fliiehenthei[ 
beriihrt. Wenn u 4 ~ 0  die dreifache Ebene zwei Mal berfihrt, so 
gieb~ us im dreifachen Punkt ausser dem unpaaren Fliichentheil noch 
zwci l~aare Fl~chentheile. Finder zwischen u 4 ~ 0 und der singul~ren 
Ebene eine Osculation statt~ so besteh~ das Monoid in der N-;ihe des 
dreifachen Punktes nur aus einem unpaarea Fliichentheil~ w~hrend bei 
einer Hyperosculation neben dem unpaaren wieder ein paarer Fliiehen- 
theil erscheint. 

Dio Monoido mit Doppolgeradon. 

78. Soll das Monoid w .  % ~ u 4 ~- 0 eine Doppelgerade besitzen, 
so muss dieselbe offenbar Doppelkante sowohl ffir den Kegel u~ ~ 0 
als auch ffir den Kegel u 4 ~ 0 seln. Wir kSnnen desshalb, falls die 
Doppelkante yon % ~ 0  keine isolirte ist, ffir diesen Kegel die Gleichung 

% ~ x y z  -~ A x  3 -~- 312x2y ~- 3 C z y  2 ~ JDy 3 -~- 0 
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wiihlen und ebenso ftir den Kegel 4. Ord. die Gleichung: 

u4=z~( Ix2  + 2 ~ ' x y  + L y  2) + z ( M x 2 +  31Vx"y + . . .) + Qx'  + . . . .  O. 

Dann existireu auf tier Doppelgeraden x = 0, y ~ 0 des Monoids zwei 
Punkte (Pinch-pointss), fiir welcbe die beiden Tangentialebeneu zusam- 

1 Die menfallen; es sind dieses die beiden Punkte z ~ _ ~K-f-27/I:s " 

singuli~ren Ebeneu in diesen beiden Punkten sind: x~/I---}-y//]rT__~ 0. 
Legt mau durch die Doppelgerade und vier H,~ulatgeraden des Monoids 
einen Kegel 2. Ord., so schneider dieser noch einen Kegelschnitt a.us; 
es giebt im Ganzen 70 solcher Kegelschnitte. Dieselbea liegen paar- 
weise in *35 Ebenen, den 35 noch existirenden dreifaeh~n BerShrungs- 
ebenen. Ausserdem giebt es auf der Fl~ehe noch 8 Geraden, welche 
den dreifachen Punkt nicht passiren. 

Um die Reduction der Classenzahl in diesem Falle zu erhalten, 

bemerken wir zuniiehst, dass die Curve 9. Ord. ~ ~ 0, ~f 0 

bier in die Doppelgerade und eine Curve 8. Ord. zerf~,illt. Die Doppel- 
gerade reducirt demnach an und fiir sich die Classe nm 4 Einheiten. 

~f ----- 0, ~/ = 0 schickt, abgesehea yon der Doppelgera- Die Curve aT- 

den, noch drei Aeste durch den dreifacbeu Punkt, so dass derselbe 
die Classe nur noch um 9 Einheiten erniedrigt. Ausserdem geht je 
ein Ast jener Curve dutch die beiden Pinch-points, welehe das Monoid 
in je drei consecutiven Punkten sehneiden, wie mau sich sofort fiber- 
zeugt, wenn man die Potenzreihen ffir die Curveniiste ,~ufstellt. Die 
Gesammterniedrigung der Classenzahl wird demnaeh gleich 19. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die Pinch-points 
auch conjugirt imaginiir sein kSnnen. 

79. Is t  die Doppelkante yon % ~ 0 isolirt, so liisst sich dieser 
Kegel in der Form sehreiben 

u.a ~ (x 2 + y~)z + A x  a + 3Bx2!y + 3 C x y  ~ + D Y  3 ~-~ O, 

wiihrend u 4 ~ 0 seine friihere Form beibehglt. Die Pinch-points sind 
2 dann durch z ~ -  bestimmt, und sind hier 

- - ( I + L )  • Y ( I -  L)* + ~ 
offenbar immer reell; nattirlich siud aueh die singuli~ren Ebenen in 
diesen Punkten, niimlich 

] , / I - -  L 4- V(1 - -L)  "~ + 4 ~ .  x 

+ •  L + y - -  o, 
stets reell. 

80. Nehmen wit die Doppelkante you u a ~ 0 wieder, wie in Nr. 78, 
mit reellen Tangentialebeuen an, so kann eine weitere Specialisirtmg 
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dadurch eintreten, dass ein Mantel yon u4 ~ 0 cinch Mantel yon 
u.~-~-0 liings der Doppelkantc beriihrt. Dieses tritt ein, wenn die 

" e 0 verschwindet. Dann giebt Constante L in der Gle~chun b yon u 4 
es l~ings der Doppelkante ci~w fcste and eine bewegZiche Tangentialebene, 

1 Es existirt hier beide fallen zusammen ffir den Ptmk~ z ~ ~K 

nur noch ein einziger singuliirer Pul~kt mit zusammengefallenen Tangelltial- 
ebenen, tier durch Zusammenriic]~en zweier Pinch-points en~s~anden ist. 

Die constante 'ian~,entmlebene schneider das Monoid noch in einer 
Geraden D q- :Pz ~- Uy-~- O, welehe den singu]iiren Punkt nicht 
enthii, lt. Jede!" projicirende Kegel 10. Ord. beriihrt die Dop~elgerade 
in dem singul:,iren Puakt ,  so dass derselbe eine Form annimmt,  wie 
sic Figur 24 zeigt. Den Beweis daftir erhiilt man, wenn man die 

Reihen der Curve f ~ 0 ,  ~f -----0 i m P u n k t  x ~ y ~ 0 ,  z . . . . .  1 e~x 2K 

aufstellt. Die Reihen tier Curve ~f ~ 0, ~f ~ 0  in diesem Punkte 
~x- ~y- - -  

1 
werden x - - b z l  3 -~- . . . ,  y ~ a z l  2 - ~ . . . ,  wenn z I ~ z - q -  '~7C ist; 

der zugehSrige Curvenast schneider desshalb das Monoid in 6 conse- 
cutiven Punkten. Die Erniedriglmg der Classenzahl wird also gleich 
19, genau wie in Nr. 78. 

81) Wenn ein Mantel yon uj ~ 0 eillen Mantel yon u 3 ------ 0 ]iings 
der Doppelkante osculirt, so ist / ) ~  2 K D .  Dana gibt es wieder 
eine feste und eine bewegliehe ]an~entmlebene,  welche fiir den Punk~ 

l 
z - - - - - -  '~K zusammenfallen; erstere schneidet das Monoid noch in 

1 hin- einer Geraden, welche durch den singul~ren Puukt z ~ ~ 2-K- 

durchgeht. Jeder projicirende Kegel 10. Ord. schickt .zwei Miintel 

~f  --0,  dutch denselben hindurch, er hat also die Form 25. Die Curve ~ - - -  

-~(- ~ 0 besitzt in diesem Ptlnkt ebenfalls zwei Aeste mit den Reihen ~y 
1 x-~-bizl ~ q - . . . ,  y ~ a ~ z ~ - [ - . . . ,  wo i ~ 1 , 2  und z~ ~ z - - ~ - 2 K  

ist; jeder Ast schneider das Monoid in 4 consecutiven Punkten. Der 
singul~ire Pul~kt ist durch Zusammenriicken zweier Pinch-points and 
eines gewShnlichen Knotenpunktes entstanden. Die Reduction der 
Classe betriigt hier 21. 

Finder zwischen einem Mantel des Kegels 4. Ord. und einem 
Mantel des Kegels 3. Ord. eine ttyperosculation start, so hat man die 
Relation U Jr- 3 C 2  --  3DO ~ J.D ~ ~ O. Bei dem projirenden Kegel 
10. Ord. sind jetzt die beiden M~intel dutch den singul~iren Punkt 
verzweigt, derselbe hat also die Form 26. Er erniedrigt die Classe 
des Monoids um 9 Einheiten, wie man dutch Aufstellung der Curve 
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~f  ~ 0, ~ f ~ 0 zeigt und ist durch Zusammenriicken zweier ~-~- ~ -  , 

pinch-points  und eines biplanaren Knotenpunktes B 3 entstanden. 
Ganz analog ergieb~ sich allgemein folgendes Resultat: .Besitzen 

die Kegel % ~ 0 und u~ ~ 0 eine gemeinsame Doppdkante und hat 
e in  Mantel des einen Kegels mit einem Mantel des andern Kegels x 
consecutive Kanten gemein, welche mitder Doppelkante zusammenfallen, 
so besitzt das zuge]~6rige 211onoid vine DoppeIkante und auf ihr einen 
singuli~ren Punkt, der durch Zusammenriicken zweier Pinch-points und 
vines biplanaren Knotenpunktes B , - t  enlslanden istund die Classe dem- 
gemiiss um (u-~-5) Einheiten erniedrigt. 

82) Eine andere Reihc yon Monoiden erhaltea wir, wenn beide 
Miintel yon ua-~-0 beide Mi~niel yon u 4 ~ 0 l'~ngs der gemeinsamen 
Doppelkante beriihren, was dt:reh gleichzeitiges Nullsetzen yon J und 
L erreicht wird. Dann giebt es lgngs der Doppelgeraden des Monoids 
zwei eonstante Tangentialebenen. Die Kegelschnitte, welche in den 
Ebenen dutch die Doppelgerade liegen~ schl~eiden sich alle in den- 
selben beiden Punkten der Doppelgeraden, niimlich in den beiden drei- 
/achen _Punkten des Monoids x ~ y ~--- z ~ 0 und x ~ y-~- 0, 

1 Die beiden dreifachen Punk~e stud ganz gleichartig and z ~ - - - ~  -2K" 
erniedrigen die Classe, abgesehen yon der Doppelgeraden, um 9, so 
dass die Gesammtreduction gleich 22 wird. Das Monoid erhiilt die 
beiden Gleichungen : 

x y z  ~- A x  3 ~ 31~x~y ~ 3Cxy 2 -{- DY 3 ~- 2Kz2xY 
_~ z ( M x  a _{_ 32Vx.~y _~_ 30xy~ _~_ pya) _~ Qx 4 _~ 4Rx,~y _~_ 6Sx~y2 

4 T x y  "~ ~ Uy 4 ~ O, 
und: 

. . . .  + 3xy  + 3x y(  

-{- y~ (D P 
- -  ~2I; ) + 2"Kr "~ zt(Mx3 + "  " ") + (Qx4 + "  " ") = O, 

1 

83) Auch hier kann wieder die Relation 2- - - - -2K/)  erffillt sein, 
so dass der eine Mantel yon u~ ~ 0 den einen Mantel yon % ~ 0 
osculirt. Dann versehwindet der Coefficient yon y3 in der zweiten 
Fli~chengleichung, d. h. der Tangentialkegel in dem neuen dreifachen 
Punkte zerf~llt in die Ebene x ~--- 0 und einen Kegel 2. 0rd. W~hrend 
also der ursprtingliche dreifache Punkt  nach wie vor die Classe urn 
9 Einheiten erniedrigt (abgesehen yon der Doppelgeraden), erniedri~o~ 
der neue dreifache Punkt  die Classe um 10 Einheiten, siehe ~r. 52. 

Wie wir soeben gesehen haben erhi~l~ der Tangentialkegel im 
neuen d'reifachen Punkt ,  ausser der Dot)pelgeradea des Monoids~ eine 

Math~matischo Annalen. XXIu  8 
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= -fiX-)' sobald ein Mantel weitere Doppelkante x--~ O, z 1 3 y ( C -  0 

yon u 3 ~--- 0 einen Mantel yon u 4 -~- 0 liings der Doppelgeraden osculirt. 
Wir bezeichnen nun den Tangentia]kegel 3. 0rd. im Punkte x = 0, 

1 mit U~- - -0  und den Kegel 4. Ord. mit U 4--=0 y ~ 0 ,  z = - -  ~--~ 

(so dass also die zweite Fliichengleiehung in U s -1- U 4 ~ 0 iibergeht). 
Dann liisst sich leicht auf analytischem Wege zeigen und es ist 
geometrisch unmittelbar klar, dass der Kegel U 4 ~ 0 dutch die Doppel- 

kante x = 0, zt = 3 y ( C  - -  ' ~ K )  des Kege]s U a = 0 hindurchgeht 

und daselbst mit dem cinen Mantel dieses Kegels ( x -  3) consecutive 
Kanten gemein hat, wenn der cine Mantel yon u a ~ 0 mi~ dem einen 
Mantel yon u I == 0 x consecutive Kanten gemein hat. Der neue drei- 
fache Punkt  reducirt demnach (abgesehen yon der Doppelgeraden des 
Monoids) nach Nr. 59, die Classe um (7 -t- u) Einheilen,  so class die 
gesammte Classenerniedrigung gteich (20-~-x)  wird. 

84) Es kann nun wetter eintreten, dass beide Miintel yon u 4 ~--0 
beide M~intel yon u:, ~ 0 in der Doppelkante osculiren, dann ist 
gleiehzeitig 19___ 2K1)  und M ~  2 K A ,  d. h. der Kegel U 3 ~ 0 
zerf~ll~ in die drei Ebenen: 

x O, y - ~ O ,  z ~ - - 3 x ( B - -  ~V = o 

Die Classenreduction betr~igt in diesem Falle 24. Finden zwischen 
den M~inteln yon u 3 ~ - 0  und u a ~--0 noch hShere Beriihrungen start, 
so geht U~ = 0 dutch die Doppelkanten: 

x --~ O, zj = 3y (C  ~ 0 ~j,~-) resp. y ~ 0 ,  z I ~ 3 x ( B - -  N 

eiafach hindurch, oder beriihrt, osculirt oder hyperosculirt daselbst die 

Ebene z , -  3 x ( B  21 (C 0 - -  . /~- )  ~ 3y ~ ~ - )  = 0. Die Erniedr~gung 

der Classe ist in jedem Falle leicht anzugeben. 
85) Ausser den bereits aufgezi~hlten Monoiden mit zwei dreifachen 

_Punkten sind noch folgende zu erwtihnen. Der Kegel u 3 = 0 kann 
zwei Doppelkanten besitzen, die eine ist Doppelgerade des Monoids, 
w~ihrend zugleich der Kegel U s ~ 0 zwei Doppelkanten hat. Dann 
sind noeh zwei F~i/le zu unterscheiden; entweder die Ebene yon u 3 ---~ 0 
ist mit der Ebene yon U 3 ~ 0 identiseh und die Kegel 2. Ord.~ welche 
als Theile yon % ~ 0 resp. U s ~ 0 auftreten, bertihren sich li~ngs 
der Doppelgeraden des Monoids, oder die Ebene yon u 3 ~ 0 berfihrt 
den Kegel 2. Ord. yon U 3 ~ 0  und die Ebene yon U s ~ 0  beriihrt 
den Kegel 2. Ord. yon u 3 ~ 0 .  

Der Kegel % ~ 0 kann endlich drei Doppelkanten besitzen, die 
eine ist Doppelgerade des Monoids, w~ihrend der Kegel U 3 ~ 0 eben- 
falls drei Doppelkanten besitzt. Die beiden Ebenen von u a ~ 0~ 
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welche sich in der Doppelgeraden des Monoids sehneiden, sind iden- 
tisGh mit zwei Ebenen yon U s ~ 0. Die Classe einer solchen Fl~iche 
ist 36 - -  26 ~- 10. Ihre Gleichung l~sst sich schreiben: 

x y z w  + Qx 4 + 41~x3y + 6Sx:y  ~ + 4 T x y  ~ + Uy 4 -~- O. 

Besitzr dieses Monoid noch zwei Knotenpunkte, so ist seine Classe 
gleieh 6 un~ seine Gleicl,ung wird: 

x y z w  -4- ( ax2 + 2bxy  + cy2) ~ = O. 

Es mag hier noch erw~hnt werden, dass auch bet den in 
Nr. 78, 79, 80 und 81 aufgez~hlten Moaoiden der Kegel u 3 ~ 0 zwei 
resp. drei Doppelkanten besitzen und u 4 ~---0 eventuell (lurch dieselben 
hindurchgehen und daselbst beriihren kann. Ferner mag hervorge- 
hoben werden, (lass man zu keinen neuen Monoiden gelangt, wenn 
mall die Doppelkante des Kegels u.~ ---~ 0 zur dreifaehen oder vierfachen 
Kante des Kegels u a ~ - 0  nimmt. 

86) Es sollen nun diejenigen Monoide mi~ Doppe]geraden ihre 
EHedigung finden, deren Tangentialkegel u:,-----0 eine Riickkehrkante, 
Se]bstbertihrungskante oder dreifache Kante hesitzk Hat u 3 ~ 0 eine 
l~iickkehrkante, welche fiir u 4 ~ 0 Doppelkante ist, so wird: 

u3 ~- x~z + Ax3"~  3Bx~Y + 3Cxy  ~ + DY "~, 

wi~hrend u 4 ~ 0 die in Nr. 78 angegebene Form beibeh~lt. Auf der 
Doppe]geraden des Monoids existirt jetzt nur noch ein einziger ge- 

L mi~ der singul~iren Ebene wShnlicher Pinch-point  z ~--- K~ - J L  

K x  + L y  ~---0, wKhrend der andere Pinch-point in den dreifachen 
Punkt hereingeHickt ist. Von den vier Aesten, welche die Berlihrungs- 
curve des projicirenden Kegels 10. Ord. durch den dreifachen Punkt 
schickt, berfihrt einer die Doppelgerade und hat die Reihen : x ~ - b z 3 +  -. ., 
y ~ a z 2  + . . . ,  wobei D a  + L ~ O  und 2 b +  3 C a 2 +  2 K a  ~-0 .  
Man finder, dass die Erniedrigung der Classe durch den dreifachen 
Punkt jetzt 12 betr~gt, sie hat sich also durch Hereinriicken des 

Pinch-point um 3 vermehrt. 
Bertihrt ein Mantel des Kegels u 4 ~ 0 den Kegel u~ ~ 0 l~ngs 

seiner Riickkehrkante, so wird L ~ 0. ])ann gieb~ es liings der 
Doppelkante eine constante Tangentialebene x ~ 0 nnd eine bewegliche 
x ( J  + ~ )  + 2 y K = O .  Beide Pinch-points sind hier in den drei- 

faehen Punkt  hereingeriickt. Yon den vier Aesten der Berfihrungs- 
curve des projicirenden Kegels 10. Ord. beriihrt wiederum einer die 
Doppelgerade, er hat die Reihen x-~- bz4~ - "" ", Y ~ az'~'~ - . . . .  Die Re- 
duction der Classe des Monoids dutch den dreifachen Punkt betriig~ 15. 

87) Besitzt u.~-~-0 eine Selbstberghrungskante, welche fiir u 4 ---~ 0 

Doppelkante is~, so schreiben wir: 
u.j = x ( A x  ~ + :BY ~ + 2Cxy  + 2Dx~) ,  

8" 
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w~iJarend u 4 seine frfihere Form nieht "2ndert. Dann  gieb~ es auf der 
2 D L  

Doppelgeraden wiederum nut  einen einzigen P inch-po in t  z = K . ~ _ j L  

mit der singulfiren Ebene K x  n t- L y  = 0; der audere ist in den drei- 
fachen Punkt hereingerfickt. Der projicirende Kegel  10. Ord. schickL 
vier M~ntel dutch den dreifachen Punkt, yon welcheCt zwei die Doppel- 
gerade bertihren und mit einander verzweJgt sind, ihre l~eihen sind: 

3 

x ~ b ~  ~-~-- --, y = ~  az  'Y-~- . . . .  Von den drei Aesten derCurve 

Of = O, Of ~ 0 im dreifachen Punkt sind ebenfalls zwei 8. Ord.-/~x- b q -  

verzweigt, sie hzben die Reihen: 
3 

x =  b~7  + . . ., ~.t = + . z  ~ + . . ", 

wobei 2~b --~ L = 0 und . B a  "2 -~- 4 D b  = 0 ist. Die Erniedrigung tier 
Classe dureh den dreifaehen Punkt wird in Folge dessert gleich 13. 

Beriihrt e iner  der MKntel yon u, = O den Kegel  ua = 0 ]~ings 
seiner Selbstberfihrungskante, so verschwindet der Coefficient yon z ~ y  ~, 

n~imlich L,  und es giebt in der Doppelgeraden eine c o n s t a n t e  und eine 
beweg l i che  Tm~gentialebene. Beide Pinch-points s ind  in den dreifachen 
Punkt hereingeriickt. Der projiciremle Kegel 10. Ord. sehickt vier 
M~ntel durch den dreifaehen Punkt, yon welchen zwei die Doppel- 
gerade berfihren; ihre Reihen sind x = biz:; -b- " �9 ", Y ~ ai  z2 --}- " " ", 

O f  O, i =  l ,  2. Auch yon den drei Aesten der Curve 8. Ord. -~-~- 

~ f  = 0 bertihren zwei die Doppelgerade und besitzen die Reihen: 
Oy 

x = t~iz "~ -J- �9 �9 y ~ aiz ~ ~ �9 �9 .~ i ~-- l, 2; ~ie schneiden desshalb das 
Monoid in je 7 conseeutivell Punkten, Demnach wird die Reduction 
der Classe dutch den dreifacheu Punkt gl~ich 17. 

Osculirt e i n e r  der M~ntel yon u l-~-0 die Ehene x = 0  l~tugs der Selbst- 
ber~ihrungskante, so verschwinde~ auch noch P. D a n a  sited die belden 
M'Sntel des projicirenden Kege]s 10. Ord,, welche die Doppelgerade tangiren~ 

7 

verzweigt und ihre Reihen werden x = -_b d z "  q -  - . . ,  Y = a z 2  Jr" �9 �9 ', 

we B a - ~ - 2 K = O  und: 4 1 ) d  ' ~ -  U a  4 = 0 .  Von den drei Aestea 
~)f O f  der C u r v e  8. Ord. -b-x-= O, -̂  - = 0  beriibren wieder zwei die Doppel- ey 

gerade; der e inc  hat die Reihen x = b e  " ~ - J r . . . ,  y - ~ - a z  ~ - 1 - . . .  we 
~ a - ] - K ~ - O  und 4 D b J r K a = O  ist, der a n d e r c  hat die Reihea 
x =  c z ~ +  . . . ,  y--~- az~--~ - . . . ,  we .Ba-]- 2 / ~ = 0  und . K b - - 2  U ~ : z = O  

ist. Der erstere Ast schneider das Monoid in 7, der letztere in 8 
eonseeutiven Punkten, so dass die Classenerniedrigung durch den drei- 
fachen Punkt gleieh 18 wird. 

Osculirt e i n e r  der beiden M~ntel~ die u~ ~---O durch die Selbst- 
bertihrungskante schiekt, den Kegel: 
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A x  2 q- -BY 2 -4- 2 C x y  "4- 2 D x z  ~ O, 

so gel~eu die Relationen L ~ O, B K - -  D P ~ O. Die beiden M~iutel 
des projicirenden I('egels 10. Ord., welehe die Doppelgerade des Me- 
holds bertihren, sind dann ebenfa]ls mit einander verzweig~, aber ihre 
Reihen werden jetzt: 

7 5 

z .=  cz  3 ~ dz  Y §  y = , ~  4-  # J  + . . . ,  

w e  
9.K 2K~ a ~  -/r und c = - - - ~ / ) -  

ist. Eheuso beriihren zwei Aeste der Curve 8. Ord. ~-d -ay- 

ganz wie vorher, die Doppelgeradc; ihre Reihen sind: 

x--~biz  a - l - . . . ,  y=t~i~. 2 - } - . . . ,  i =  1 , 2 ,  
wobei 

2 K  Pee K a Pa  und a~---~ ---p--, b= a ~ =  ~ - ,  b , =  4: 13 = - - - - g -  

ist. Der erstere Zweig schneider das Monoid in 7, der letztere in 8 
conseeutiven Punkten; die Classenerniedrigung wird wieder 18. 

Es ist ferner mSglich, dass sin Mantel yon u 4 = 0 mit dem Kegel 
A x  "~ -~- B y  z -~- 2 C x y  -Jr- 2 J ) x z  ~ 0 vier, ftinf, sechs, oder sieben 
consecutive Kanten gemein hat, die alle in die singultire Gerade x ~  0, 
y = 0 hereingeriickt sind. Dann wird die Reduction der Classe dureh 
den dreifaehen Punk~ sich auf 19, 20, 21 oder 22 belaufen. Der Be- 
weis l~tss{ sich geome~risch Ieieh{ ftihren u n d i s t  ganz analog dem 
Beweise in Nr. 59. Dabei werden die beiden Mt~ntel des projidrenden 
Kegels 10. Ord., welehe die Doppelgerade des Monoids tangiren, ver- 
zweigt sein, wenn die Zahl der consecutiven Kanten fiinf oder sieben 
betriigt; betrggt sie jedoeh vier oder sechs, so tritt eine Bertihrung 
der beiden Mgn~el ein, 

88) Es kommen jetzt die Monoide an die geihe, deren Kegel 
u a ~ - 0  in drci sich in einer Geraden schneidende Ebenen zerf:,fllt, also 
% = x y ( x  q - e Y ) ,  and deren Kegel u 4 = 0  die singulgre ~derade zur 
Doppelkan{e hat. Hat dieser letztere Kegel keine besondere Lage zu 
den drei Ebenen % ~- 0, so ist seine Gleichung wieder die in ~lr. 78 
az~genommeue. Dann gieb~ es liings der Doppelgeraden des Monoids 
zwei eonstante Tangentialebenen, ngmlieh J x  ~ -4- 2 K x y  "4- L Y  2 ~ O. 
Der projieirende Kegel 10. Ord. aus dem Pankte x0, Y0, 0, 0 sehiekt 
vier M~ntel durch den dreifachen Punkt, welche alle vier die Dolopel- 
gerade beriihren und deren Reihen die Form haben: 

x-~-a~z ~ ~ , ' ' ,  Y - ~ z  ~ - k ' ' ' ,  i =  1~ 2,  3, 4. 

af ~ 0 ,  ~f -~-0 schiekt drei Aeste durch den Die Curve 8. Ord. - ~ -  - ~ -  
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dreifachen Punkt, auch sie beriihren alle die Doppelgerade und haben 
:Entwieklungen yon der Form: 

x ~ - a ~ z 2 + . . . ,  y ~ . a ~ z 2 + . . . ,  i . ~  1, 2 ,  3. 

Die Reduction der Classe dutch den dreifachen Punkg betr~gt offenbar 18. 
D i e  vorliegende Fl i iche  entsteht aus  dem M o n o i d  m i t  zwei  dre i fachen  

P u n k t e n  durch Zusammenri~d~en der beiden dre i fachen  _Punkte. 
Beriihr~ ein Mantel des Kegels u 4 ~--- 0 die singul~ire Ebene x ~- 0, 

so wird L = 0, und die coustanten Tangentialebenen werden x = 0 
und J x  -}- 2 K y  ~ O. Die Entwicklungen fiir die vier Miintel des pro- 
jicirenden Kegels 10. Ord. werden: 

x - ~  a~z 2 47 . . ., y = ~ z  2 + . . ., i ~ -  1, 2 ,  

respectiw s 
x =  + b z  ~ + . . . ,  y =  ,zz'2 + . . . ,  

a f  d. h. zwei sind verzweigt. Die Reihen der drei Zweige yon - ~ [  ~ O, 

a f  = 0  sind x = a ~ z  ~ + . . . ,  y = ~ i ~  ~ + . . .~  i - - ~  1 , 2 ,  respective ay 
x = b z  : r  . . . ,  y = ~ z  2 + . . . ;  die Classenerniedrigung durch den 
dreifachen'Punk~ wird in Folge dessen gleich 19. 

Osculirt ein Mantel des Kegels u 4 = 0 die singuliire Ebene x ~ 0~ 
so wird L ~ 0 und / ~ =  0. Zwei Miintel des projicirenden Kegels 
10. Ord. haben wieder die Entwicklungen: 

x ~ - a i z  2 + . . . ,  y----a~z 2 + . . . ,  i = l , 2 ,  

die beid~n andern abet ergeben die Reihen: 

x-~-  -4- b~ ~ 47 c~z 4 + " " ", y ~-= a z  2 + ~iz  3 + . . . ,  i - ~ 1 ,  '2. 

Ebenso werden zwei Zweige der Curve ~f ~--0,  ~f---~-0 wieder 

durch die Reihen x --~ a~Y t + . . ., y ~ u~z 2 . . ., i -~  1 , 2 ,  diedrit te 
aber durch die Reihen x = = - c z  4 . . . ,  y = ~ z  2 4 7 .  . .  dargestellt. So 
ergiebt sieh als Classenerniedrigung die Zahl 20. 

89) Beriihren die beiden M';intel yon u~ ~--- 0 die singuKiren Ebenen 
x = 0 ,  y = 0  respective, sowird J ~ 0  und L ~ 0 .  Jetzt sind die 
vier Miintel des Kegels 10. Ord. zwei Mal zu zwei mit einander ver- 
zweigt, sie besitzen die Reihen: 

5 

x - . ~ . - 6  b'z-~ 4 7 .  . ., y - _ ~ u  z2 + . . . 
respective s 

x _ ~ _ a z 2  + . . . ,  y - ~ - +  f lz  '2 + . . . .  

~ f  ~ f  Die Reihen der drei Zweige der Curve ~ - ~ - 0 ,  - ~ - =  0 beginne~a 

mit :  x--~-az~ y = r  ~, resp. x ~ - b z  ~, y ~ - . a ~  ~, resp. x = a z 2 ,  y ~ f l z 3 ;  
die Classenerniedrigung wird wiederum gleich 20. 

Osculirt ein Mantel yon ua ~ - 0  die Ebeae x - ~ - 0 ,  wlihrend der 
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andere die Ebene y ~ 0 beriihrt, so wird ausser J ~ - 0 ,  L ~---0, auch 
noeh P ~ 0. Zwei Miinte! des Kegels 10. Ord. haben die friiheren 
Reihen: 5 

x=az"+-- . ,  v = ! ~  z~+'' ' ,  
die beiden ~ndern hubert die neuen Keihen: 

x = + _ b z  "~ + c , z  4 + . . . ,  y - ~ a z ~  + ~ , z  3 + . . . ,  i = 1 , 2 .  

Die Reduction der Classe wird 21. 
Oseuliren die beiden Miintel yon u.j ~ 0 die singuliiren Ebenen 

x ~ 0 ,  y ~ 0  respective, so wird J ~ - 0 ,  L ~ 0 ,  M ~ 0 ,  P ~ - 0  
und die Reduction der Classe berechnet sieh auf 22. Die Reihen der 
vier Miintel des projicirenden Kegels 10. Ord. sind dunn: 

x ~ - 4 - b z  3 + c~ 4 + . .  ., y = a z  ~ + ~ z  3" ' ' ,  i ~ - - 1 , 2 ,  

respective 
x~---az ~ + b ~ z  3 - 1 - . . - ,  y ~ - - - ~ z  3 + r i z  4 +  . . . .  

Alle in den letzten beiden _Nummern erhaltenen Monoide kgnnen 
als Monoide mit  zwei zusammengefallene~ dreifachen _Punkten auf- 

gefasst werden. 
90) Es eriibrigen nun noch diejenigen Monoide mit Doppelgeraden, 

deren Tangentia]kegel % ~---0 in eine einfache und eine Doppelebene 
oder in eine dreifache Ebene zerf'~llt. Beginnen wir mit dem ersteren 
F~lle und nehmen wir zuniichst an, dass die Doppelkan~e yon u4-----0 
nicht mi~ der dreif~chen Kante yon % ----- 0 zusammenf'~illt, dann kSnnea 
wit u~ ~ - 0  in seiner friiberen Form (Nr. 78) belassert und 

u 3 ~ x '2(Ax + B y  + Cz) 

setzen. Auf der Doppelgeraden giebt es ersichtlich nur einen ge- 
wShnliehen Pinch-point; der andere ist in den dreif~chen Punkt herein- 
geriickt. Der projicirende Kegel 10. Oral. schickt jetzt f i inf  M~ntel 
(lurch den dreifachen Punkt,  niimIich zwei lineare MiLntel x ~ b i z i - {  - . .  -, 
y ~ u i z  + -.'~, welche die Geraden L z  ~ +  P z y - { -  Uy  ~ 0  be- 
riihren, und drei verzweigte Miintel: 

4 

x ~ b z  "~ + ., y ~ , ~ z + .  -, = , 

welche die Gerade _By + Cz ~ 0 bertihren. Die Curve 8. Ord. 

~f ~ 0, Of __-~ 0 besitzt vier Zweige, davon sind zwei linear, niimlich 

x ~--- biz 2 + �9 � 9  y = alz + . � 9  i ~ 1 ,  2, und zwei verzweigt, 

niimlich : 
x ~ + b J + . . . ,  y ~ , ~ ' + . . ,  

sic beriihren die Gerade _By + Cz ~-O.  Die vier Aeste schneiden 
das Monoid in je vier consecutiven Punkten, so dass die Erniedrigung 
der Classe dureh den dreifachen Punkt (abgesehen yon der Doppel- 
geraden) gleieh 16 wird. 
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Beriihrt der e ine  Mantel yon u~ ~ 0 die Doppelebene, so wird 
L ~ 0; es giebt auf der Doppelgeraden keinen Pinch-poin~ mehr, 
beide sind in den dreifachen Punkt hereingeriickt. Die fiinf M~intel 
des Kegels 10. Ord. erhal~;en jefzt die Reihen: 

x = b z : + . . . ,  y=az-~- . . - ,  
respective x = b z  3 q-- . . ., y = a z 2 q -  . . ., 

respective 4 
x = ~ b z  3 + . . . ,  y = ~ z +  . . . .  

Die vier Zweige der Curve -~x-~-0,~f -~-0f ~ 0 werden durch die 

Reihen: x ~ - b z  ~ ~ . . ., y ~ -  a z  ~ . . . ,  

resp. x ~ b z  "~ - ] -  . . . ,  y - ~  a z ~ - ~  . . . ,  

resp. 
x = •  ~ + . . . ,  y = , ~ z ~ +  . . . .  

Die Classe wird durch den dreifaehen Punkt  um 19 Ein- dargestellt. 
heiten erniedrigt. 

Osculirt der e ine  Mantel yon u 4 ~ 0 die Doppelebene, so wird 
L ~ 0 und zP~- 0 und die fiinf M~ntel des Kegels 10. Ord. werden 
dutch die Reihen: ~ 

5 3 

x = +__ c z  ~ + . . . ,  y = ++ ~ z  ~ + . . . ,  

respective 4 
x = ~ b z  ~ q - . . . ,  y = ~ z + . . .  

gegeben. In Folge dessen wird die Reduction der Classe gleich 20. 
Hier ist noch zu erw~hnea, class die Hauptgevaden des MoIloids, 

we]che in der Ebene A x - ~ -  B y  -}- C z  ~ 0 liegen, in die dreifache 
Kante yon % ~---0 hereinrficken und so die Classe noch wei~er er- 
niedrigen k5nnen, vergl. 71. 

91) F~llt die Doppelkante yon u 4 ~ 0 mit der dreifachen Kan~e 
yon u 3 = 0 zusammen, so kSnnen w~r u~.~ --~ x 2 y  setzen, u 4 ~ 0 abet 
in seiner frtiheren Form nehmen. Dann sind die Tangenti~lebenen 
15ngs der Doppetgerade~ cons tan t .  Die Miintel des Kegels 10. O r d . ,  

weleher die Fliiche aus dem Punkte x0, Y0~ 0, 0 projicirt, erhalten 
die l~eihen : 

x---~ b~z'~ ~ . . ., y ~ a i z - f -  . . ., i - --~ 1 , 2 ,  
respective 

x = a i z  2 - ~ . . . ,  y - ~ a ~ z ~ q  - . . . ,  i - ~  1 ,  2 ,  3.  

Die Reihen der vier Zweige der Curve 0/' ~-0, Of ~ -  y y -  -~- 0 werden : 

x - - ~ b ~ z 2 q  - ' ' ' ,  Y = ~ i z q - ' " ,  i ~ 1 ~ 2 ,  
respective 

x = a ~  ~ + . . . ,  y----~,.z2-t - . . . ,  i ~  I,'2. 
Die C]assenerniedrigung be~riigt also 2(). 
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Beriihrt  der e i n e  M~mtel yon u 4 ~ 0 die Ebene y ~ 0, wird 
also J ~  0, so besitzt der Kegel 10. 0rd. wieder zwei M~intel mit 
den Reihen : 

x ~-- bir --[ - . . ., y ---~ a i z  + . . ., i - - - - 1 , 2 ,  

uad einen mit den Reihen: 

x - ~  a i z  2 ~ . � 9  y - - -  a~z~ --{- �9 �9 . ;  

nur  die beiden letzten Mi~ntel erhalten die neuen Reihen: 
5 

x ~ a z ~  §  . . ,  y = ~ f i  + . . . .  

Die Classenerniedrigung wird 21. 
0scul i r t  der e i n e  Mantel yon u 4 ~ 0 die Ebene y----0,  wird also 

uuch noch 1 3 / ~  0, so besitzt der Kegel 10. 0rd. immer noch zwei 
M~ntel mit den Reihen: 

x ~ - b ~ z ~  . . . ,  y . - ~ - a i z - - ] - . . . ,  i . -~-  1 ,  2 ,  

und einen mit den Reihen 

x ~ a z  ~ --[- . . ., y - ~  ~ z  ~" + . . .; 

dagegen werden die beiden noch iibrigen M~intel dutch die Reihen'. 

x ..~. a z 2  .-[- blz.~ . . ., y ~ ~___ f lz~ .-~ . . ., i --~ ] ,  2 

dargestellk Die Classenerniedrigung berechnet sich auf 22 .  

Beriihr~ der e i n e  Ma~)tel yon u~ ~ 0 die Doppelebene x ~ 0, 
dann wird L ~ 0, und der Kegel 10. 0rd. besitzt einen Mantel mit 
den Reihen : 

x ~ b z  2 - - ] - - . . . ,  y ~ a z . . . ,  

zwei weitere M~ntel mit den Reihe~; 

x ~ a i z  ~--[- . . . ,  y ~ a ~ z ;  ~ .  . . ,  i ~ 1 , 2 ,  

und endlich zwei verzweigte Miintel mit den Reihen: 
3 

x ~ b z ~  + . . . ,  y ~ •  + . . . .  

Die Classenerniedrigung betr~gt 21. 
Osculirt der e i n e  Mantel yon u~ ~---0 die Doppelebene x ~---0, 

dann wird L -~ 0,  P ~--- 0, und der Kegel 10. Ord. besitzt zwei M'~ntel 

mi t  den Reihen: 

x ~ a i z  ~ + . . ., y ~ a l z  ~ + . . ., i - ~ 1 ,  2 .  

und drei verzweigte M~ntel mit den Reihen: 
4 

x ~ c z  2 - ~  . . ., y ~___ ~ z  T - ~  . . ., ~'~ ~ - 1 .  

Die Classenerniedrigung betrligt 22. 
Bertihren die M~ntel yon u 4 ~ 0 respective die Ebenen x ~ 0 

und y ~  0, so wird J ~  0 und L - ~ - 0 .  Der projicirende Kegel 
10. Ord. hat hier einen linearen Mantel: 



x --- t,z "~ + . . ., y -~. ~z  + " " ,  

und zwei Mal zw,q v e r z w e i g t e  Miinte]: 
3 

x = - b i "  + . . . ,  !I---=-Y_ " z~  + ' ' ' ,  
respective 

. , ' = , , z ' + , - . ,  y = 4  - ~ z  ~ + . . . .  

Der dreifache | 'unk t  ~,rniedrigt die (']asse wieder um '2"2 Einheiten. 
Worm d, , r  vim, M a n h ' l  yon ~t t ~ 0 die i E b c n e  y ~ 0 osculirt, 

wiihrend der amh.rc die Ebene x = 0 ber[lhrt, so ist d ~ 0, L ==-0 
u n d  M = =  O. l)er Kegel I(). Ord. hat wieder den ]inearen Mantel: 

. ~ = - b ~ 2 + . . . ,  y = a z + . . . ,  

die beiden verzw~igten Miintel: 

x ~ = b i ~ + . . . ,  y = + " ~  + ' " ,  

und zwei sic|l beriihrende Miintel: 

z =  ,,:~ + . . , y = • t~z3.+ . . . .  

l)ie Reduction d,r  (:lasse wird 23. 
Wcml umgek~.hrt d,~r Hw' Mantel w)n u~ = 0 die Ebene x = () 

osculirt, wiihrend der tn~dcrc die Ebene y = 0 tangirt ,  so ist J =  0, 
L ;-; o und P~--  O. Der Kegel 10. Ord. hat jetzt  zwei verzweigte 
bliiutel : :' 

. , . =a~+ . . . ,  ,j---+tJz ~ + . . .  
und drei verzweigte Miintel: 

4 

. ,  . ~ 3  | z ~ = , ' z  -~+ ., y ~ , ~ z  ~ + .  -, = . 

Die Reduction der Classe ist wieder 23. 
Osculiren die beiden Miintel yon u~ = 0 respective die Ebenen 

x . = l ) ,  ! ! = ( t  so wird endlich: J = ( ) ,  L = 0 ,  3/-----()~ P-~-( ) .  
I)er projicirende K e g e i  lit. Ord. besitzt zwei sieh beriihreude M~ntel 
-" - '  ~lz~" - 4 -  �9 �9 ", Y == ~ t l z  ~ -4 -  " �9 �9 u n d  drei verzweigte Miintel: 

4 

�9 ~ " = c z z - 1  L "  " "~ Y = =  ~ a  z n  Jr- . . . .  

Dit, Er , , iedr ig ,ng der Classe dutch den dreifaehen Pank t  (abgesehen 
vot~ t ier  I ) op l , t , l g t , r aden  ) b e t r i i g t  24 .  

!)'2) Z.m ,";chhtss sind noch die Monoide mit  Doppelgeraden zu 
behandeln, deren drci/aeher P u n k t  un ip lanar  is t ,  filr welche also 
u a ,,=. x 3 wird. l)ie l)oppelkant,,, Yon u~-=  0 liegt in der singul~ren 
Ebene. Der projieiremle Kegel 1(). Ord. schiekt sechs Miintel durch 
dell dreifaehen Punkt ,  davon si ,d zwei Mal zwei verzweigt~ sic. be- 
r{ihre,] die (;eraden L z ' ~ +  _ P ~ y - F  UY ~ =  0 und ihre Reihen sind: 
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3 

die beide~ iibrigen beri_ihren sich und haben die Reihen: 

x = ~,,z" q- . .  -, y = ~,-"- + . . . .  

3 f  = O, ~)/ = (I besitzt fiiuf Aeste, davon sind zwvi Die Curve ~x- ~)x 

~Jnl zwei verzweigt, nibulich: 

x - ~ -  :4= b, z T - ~  - . . ., y = c q  z - [ -  . . ., i = i , ' 2 ,  

und einer ist linear, n~4mlich x -~- a :  '~ -4- �9 �9 ", !! == fez: -~ . . . . .  I)it; 
grniedrigung tier Classe dutch dezt dreifachen ['unkt wird dcmm~L'h 2'2. 

Wfirtle u~ ~-( )  zwei Doppelkanten hubert, welehe I)eide in dt.r siugu- 
lliren Ebel~e liegen, so wiirde das Monoid zwei Doppelgeraden haben. 
Der projicirende Kegel wiirde (hmn nur yon (let" 8. Ordnung sein und 
nur vier MSatel dutch den dreif'achen Punl~t schieken, welche zu zwei 
die beiden Doppelgeradett beriihrea. Die Erniedrigung der Ch~sse 
w~trde, abgesehen you den beiden Doppelgeraden, 2it betrageu. 

BeriJhrt e i n  Mantel von u 4 ~-I)  die singul~ire Elwne x---~ (~ lliugs 
der Doppelkante~ so wird L = 0. Die sechs M~intel des projieirendeu 
Kegels 10. Ord. erhaltelJ dann die Reihen: 

x = - ~  b :  '~ + . . . ,  y - - - - , z  + . . . ,  

respective 
x ~ a z '  ~ . . . ,  y ~ ~ z ' :  - 4 -  . . . ,  

respective 
5 4 

�9 . r  | .  
x = ~ " b z : '  + ", y ~ - - a a z 3  - 4 - ' ' ' ,  --~ 

Die Reduction der Classe durch den dreifachen Punkt steigt desshalb 
auf 23. 

Osculir~ e i n  Mantel yon u~ ~ 0 die singul'Sre Ebene x ~  (~ [ilngs 
der Doppelkante, so wird auch noch 1 ~ 0, und die Reductions~ahl 
der Classe steigt auf 24. Die 6 Miintel des projicirenden Kegels 
10. Ord. werden jetzt durch die Reihen: 

x ~ a z  2 + . . . ,  y ~ -  ' ~ z  ~ + " " ", 

respective 

x . =  ~:Jcz ~ q -  . . ., y -.~ ~ecz"  -4- . . ., ~" ~ : 1 ,  

dargestellt, wobei 3 c  '~ --]- 2 K a  ~ ~J und ~ 2 c  ~ - F  U a ~ ' ~  ~} ist. 
93) Hiermit ist die Gesantmtheit der Monoide mit DolTelgeraden 

erschSpft, insofern es sich um eine Specialisirung des dreifaehcn 
Punktes in der Richtung tier Dol)f)e]geraden handelt. Es mug jedoch 
besonders hervorgehoben werden, dass noch weitere Speeialisirungen 
des dreifachen Punktes in andern Richtungen sich einstellen kSnnen. 
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Dazu ist nattirlieh vor allen Dingen erforderlich, dass der Kegel 
u3 ~ 0 mehrere singulEre Kan~en besitzt. [st dieses der Fall, so kann 
in der Richtung einer jeden solehen Kante eine Reihe weiterer Speciali- 
sirungen eintreten, sowie wir dieses in den vorhergehenden Capiteln 
gesehen haben. Auch die gestaltliche Wirkung jener Specialisirungen 
haben wir bereits studirt~ so dass wir hier davon absehen kifnnen. 
Schliesslich ist noeh hinzuzuffigen, dass zwe/ resp. dre/ Doppelkanten 
des Kegels u~ ~ 0 zu Doppelgeraden des Monoids werden kSnnen. 
Die letzteren Eliichen nennt man Steiner'sche _Fl~chen, sie sollen in 
einem weitcren Capitel eine bcsondere BeriicksichLigung erfahrcn. 

94) Es mSgen bier einige wenige Monoide mit Doppelgeraden 
eine kurze Behandlung finden. Zuniichst kSnnen die Mo~oide mit 
einer Doppelgeraden noch vier Knotenpunkte besitzen. Legt man 
durch diese Knotenpunkte und die Doppelgerade einen Kegel 2. Ord., 
dessen Scheitel sich im dreifachen Punkt des Monoids befindet, so 
schneider dersclbe aus tier Fl~iche einen Kegelschnit~, der die vier 
Knotenpunkte enthiilt und die Doppelgerade schneider. Die Ebene 
durch diesen Kegelschnitt beriihrt l~ings desselben~ trifft also die 
Doppelgerade in einem der beiden Pinch-points; durch den andern 
Pinch-point giebt es keine derartige Ebene. Beriihrt der Kegel 2. Ord. 
den Tangentialkegel 3. Oral. l~ngs seiner Doppelkante~ so fallen die 
beiden Pinch-points zusammen und zugleieh rtickt einer der vier 
Knotenpunkte in diesen singul~iren Punkt hinein. 

Die Monoide mit ~wei Doppelgeraden kSnnen noeh ~wei Knofen- 
punkte besitzen. Jede Ebene durch die beiden Knotenpunkte schneider 
natiirlich zwei Kegelschnitte aus; zwei yon diesen Ebenen sind be- 
sonders ausgezeichnet~ sie bertihren das Monoid l~ings eines Kegel- 
schnitts und schneiden die Doppelgeraden in ihren Pinch-points. Die 
Gleichung dieser Fl'Xche liisst sich schreiben: 

x(x ~ -ff 2azy) if- r 2 -ff 2byz  -{- 2c zx - f f  2dxy)  2 = O. 

Wird in dieser Gleiehuag c ~ 0 und d ~  0 gesetzt, so giebt es auf 
jeder Doppelgeraden einen singuliiren Punkt, tier durch Zusammen- 
riicken zweier Pinch-points und eines gewShnlichen Knotenpunktes 
entst~'~nden ist. Unter den Ebenen dutch beide singuliire Pankte giebt 
es zwei, welche liings eines Kegelschnitts beriihren. 

Die Monoide mit zwei dreifachen t)unkten kSnnen noch drei 
Knotenpunkte aufweisen. Von jedem Knotenpunkt aus giebt es zwei 
Tangentenkegel 2. Ord. an alas Monoid. Diese Monoide bilden cinen 
speciellen Fall des Symmetroids; man erh~ilt dasselbe, wean yon den 
vier Grundfl~ichen des Fl~chengebtisches zweiter Ordnung in 'Nr.  20 
und 21 zwei in Doppelebenen ausarten. Die beiden dreifachen Punkte 
des Symmetroids riicken zusammen, wenn voh den vier Grundfl~chen 
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des (leb(isches eine iu eine Doppelebene und eine in ein Ebenenpaar 
~usartet, dessen eine Ebene mit der Doppelebene identisch ist. 

.95) Wir wenden uns jetzt der 9estaltIiehen Disc~ssion der in 
diesem Capite| ~ufgez':ihlten Fl~ichen zu. Hier ist zun~tehst zu be- 
merken, dass das Verhalten der Mono~de li~ngs einer Doppelgeraden 
ein dreifaches sein kaun. G~ebt es auf der Doppelgeradea keine reellen 
pinch-points, so giebt es in jedem Punkt derselbea zwei reel]e 
Ta~gentialebenen; durchl~uft der Punkt die ganze Doppelgerade, so 
vertauschen sich die beiden Tangenti~lebenen. Bei der Abbildung des 
Moaoids auf die Ebene stellt sieh die Umgebung der Doppelgeraden 
in einer Weise dar, wie sie Figur 27 zeigt. Ist das ebene Bild ein 
Kreis /oder Ova, l), welcher den Bildpunkt der Doppelgeraden ein- 
schliesst, so besteht die zugehSrJge Curve auf dem Monoid aus vier 
dureh den dreifachen Punkt verl~ufenden unendlichen Aesten, die 
sieh ganz in der N~ihe der Doppelgeraden hinziehen. Ein solches 
Molioid kann man entstehen lassen uus einem Monoicle, dessen Ab- 
bildung durch Fig. 27a dargestellt wird; dem ldeinen Kreise ent- 
sprieht auf der Fl~che eine Curve, welche aus zwei unendlieh langeu 
Zweigen besteht, die sich in der N~ihe der Doppelkante yogi % ~---0 
hinziehen. L~sst man den Kreis immer kIeiner werden, his er sigh 
auf einen Punkt zusammenziebt, so rficken die beiden unendlieh langen 
Zweige ebenfalls zusammen und bilden so die Doppelgemde (da sie 
vorher auf getrennten Fl~iehentheilen ]agen). 

Giebt es ~uF der Doppelgeraden zwei reelle Pinch-points, und 
giebt es in dem dreifachen Pnnkt zwei reelle Tungentlalebenen durch 
dieselbe, so ist das Sttick der Doppelgeraden zwischen den beiden 
Pinch-points isolirt und m~n kann die unendlich ferne Ebene so 
wghleu, dass u 4 ---~ 0 eine isolirte Doppelkaate erh~lt. Dazu stellt 
Figur 28 das Bild des Monoids in der N'~he der Doppelgeraden dur, 
die Richtungen t i und t., gehSren den Pinch-points zu; dem kleinen 
Kreise entspricht auf dem Monoid eine Curve, welche aus vier Sehleifea 
besteht, die abwechselnd auf der einen und der andern Sei~e des dreif~chen 
Punktes liegen. Zieht sigh der Kreis in einen Punkt zusammen, so ziehen 
sich die Schleifen in die St~icke der Doppelgeraden zwischen den Pinch- 
points und dem dreifachen Punkt zusammen. Wenn die isolirte Doppel- 
kante yon u ~ 0  wegt~llt, so verschwinde~ gleiehzeitig die Doppelgerade 
und wir erhalten das Monoid, wie es in Nr. 52 untersueht wird. Der 
gestalffiehe Uebergang yon der letzteren Fl~che zur ersteren wird 
bewerkstelligt, indem man die Fl~chentheile liings zweier Stiicke der 
Doppelkante, die im dreifuchen Funkt aneinander stossen, zusammen- 
wachsen l~isst. Das Zusammenwachsen trit~ also bier, n]eht wie 
friiher in einzelnen Punkten, sondern l~ngs eiues Stiickes einer 

Geraden ein. 
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Liegen auf der Doppelgeraden zwei reelle Pinch-points,  giebt es  
abet in dem dreifachen Punkt keine reellen Tangentialebenen dutch 
dieselbe, so sind die Stiicke der Doppelgeraden zwischen den Pinch-  
points und dem dreifachen Punkt isolirt und man kann wieder die 
unendlich ferne Ebene so w:.ihlen, dass die Doppe]kante yon u 4 ~ O 
isolirt wird. Bildet man die Fliiche wieder auf die Ebene ab, so ent-  
sprechen den Pinch-points wieder zwei Riehtungen t~ und t~, Figur 29 ;  
dem kleinen Kreise entspricht auf der Ft~iche eine geschlossene Curve, 
welche in der N~he der Doppelgeraden verl~iuf~ und sieh zwischen 
den beiden Pinch-points zwei Mal hin und zurfiekbewegt. Zieht sich 
der Kreis in einen Punk~ z~sammen~ so geht die Curve auf der Fl'~che 
in das vierfach zu ziihlende Sttick der Doppelgeraden zwischen den 
Pinch-points tiber. Verschwindet die isolirte Doppelkante yon u 4 ~ O  , 
so verschwindet die Doppelgerade des Monoids, u n d e s  geht in ein 
l~Ionoid fiber, dessen Tangentialkegel u 3 -~-0 eine isolirte Doppelkante 
besitzt, siehe Nr. 56. Der Uebergang yon letzterer Fl~iche zur ersteren 
ist unschwer zu verfoigen; der dornfSrmige Theil derselben zieht sich 
zu einem St(ick der Doppelgeraden zusammen~ w~hrend gleichzeitig 
ein Zusammenwachsen des angrenzenden Fl~ichengebiets mit sich selbst  
stattfinde~. 

96 . .Die  Monoi& mit einer Doppelgeraden und reellen Pinchzvoints, 
ffir welche die an den dreifachen Punkt angrenzenden Stiicke der Doppel- 
geraden "nicht isolirt sind, bilden den Ausgangspunkt ffir eine Reihe 
weiterer Fliichen. Zuni~ehst kSnnen die beiden Pinch-points zusammen- 
riieken, ein Vorgang, den die Figur 24a und 24 illustrirt; dieses t r i t t  
ein, wenn eta Mantel u j ~ 0  einen Mantel yon u z ~ 0 1Sags de r  
Doppelkante heriihrt. Soll ein Mantel yon u 4 = 0 mit einem Mantel yon  
g3 ~--- 0 1Engs der Doppelkante z consecutive Kanten gemein haben, so  
kann man yon einem Monoid mit Doppelgeraden und getrennten Pineh- 
points ausgehen, welches noch einen Knotenpunkg/3~_~ besitzt. Dureh 
gleichzeitiges Zusammenr/ieken der beiden Pinch-points und des Kno~en- 
punktes 2~_~ entsteht dann die gesuchte Fl.~che. Solehe [JebergEnge 
schildern die Figuren 25a und 25 respective 26a und 26. 

97. Zwei Pinch-points kSnnen auch zusammenrticken, ohne dass 
ihre singul'~ren Ebenen identisch werden. Die singuliiren Ebenen  
erh'~It man ja,  iudem man zu den beiden Tangentialebenen yon % ~ 0  
und u j -~0  in der Doppelkante das gemeinsehaftliche harmonische 
Ebenenpaar construirt. Ist dieses Ebenenpaar und ebenso das Tan-  
gentialebenenpaar yon u 3 ~--- 0 fixirt, welches jenes harmonisch trenut,  
so kann man eine der beiden Tangentialebenen yon u 4 ~___ 0 noch be-  
liebig w~hlen, die andere is~ dann vSllig bestimmL L~st  man n u n  
eine dieser beiden Ebenen mit einer der beiden Tangentialebenen yon  
u 3 ~ 0 zusammenfallen, so fallen aueh die zweiten Ebenen dieser 
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Ebenenpaare zusammea und die beiden Pinch-points riicken zusammen, 
ohne class sich die Lage ihrer singuliiren Ebenen ~ndert. In diesem 
Falle entsteht ein dreifacher Punkt, wie ihn Figur 30 zeigt; man 
macht sich am besten an der Zeichnung den Uebergang aus den Pinch- 
points in dell dreifaehen Punkt klar; 15sst man n,~mlich die Kante 
durch a mit der Kante durch a I und die Kante dutch b mit der Kante 
durch b I zusammenwachsen, so geht der dreifache Punkt in zwei 
Pinch-points fiber. 

Die hierher gehSrigen Monoide zerfallen noch hinsichtlieh der 
gegenseitigen Lage ihrer dreifachen Punkte in zwei Gruppen. Die 
constanten Tangentialcbenen liings der Doppelgeraden schneiden das 
Monoid noch in je ether Geraden. Diese Geraden kSnnen nun die 
Doppelgerade in Punkten schneiden, welche dutch die dreifachen 
Punkte getrennt oder nicht getrennt werden. ]m letzteren Falle liegen 
die paaren ManteItheile der Kegel 3. Ord. in den beiden d~eifachen 
Punkten in &mselben Winkelraum (oder in Seheitelwinkeln, welehe 
dutch Projection immer in jenen Fall iibergefiihrt werden kSnnen); 
zugleich liegen auf dem paaren Mantel yon u S ~ 0 (and ebenso yon 
U 3 ~ 0) eine gerade hnzahl yon Hauptgeraden. Im ersteren Falle 
dagegen liegen die paaren Manteltheile der Kegel 3. Ord. in Nachbar- 
rbiumen, und es liegen auf dem paaren Mantel yon u 3 ~ 0 (und ebenso 
yon U3 ~ 0) eine ungerade hnzahl yon reellen Hauptgeraden. Der 
Beweis kann rein topologiseh geftihrt werden, wenn man eine 
Ebene um die Doppelgerade sieh drehen l~sst. Dutch Beaehtung der 
Schnittcurven in diesen Ebenen erh~lt man auch die beste Vorstellung 
yon der Fl~che selbst. 

Liisst man bet der in Nr. 95 zuletzt erw~hnten Art yon Monoiden 
die beiden Pinch.points zusammenriicken, so erhiilt man ein Monoid 
mit zwei dreifachen Punkten, dessen Doppelgerade vSllig isolirt ist. 
Bet vSllig isolirter Doppelgeraden kSnnen noeh die dreifachen Punkte 
eonjugirt imaginiir werden; dann schneider jede Ebene dutch die 
Doppelgerade einen Kegelschnitt aus, der die Doppelgerade nicht 
schneider; diese Fli~ehe kann man sich unsehwer vorstellen. 

98. Die Ft~ehen mit zwei dreifaehen Punkten kSnnen noch weitere 
Specialisirungen aufweisen, indem der Tangentialkegel in einem tier 
dreifachen Punkte eine weitere Doppelkante erh~lt. Es ist dieses ein 
Vorkommniss, welches bereits friiher behandelt wurde und hier nicht 
wetter zu discutiren ist; Gleiches gilt fiir die F~lle, in denen sieh tier 
dreifache Punkt in der neuen Doppelkante noch wetter specialisirt. 
Auch alle tibrigen in Nr. 85 aufgef[ihrten Fl'iiehen sind hiernach leicht 
zu erledigen. 

99. Erhiilt der Kegel u~-----0 eine Riicl&ehrkante, so riickt ein 
Pinch-point in den dreifachen Punkt herein; dieses geschieht dadurch, 
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dass derjenige Ast der Beriihrungscurve des projicirenden Kegels 10. 
Ord.~ welcher yore dreifachen Punk~ nach dem einen Pinch-point geht, 
die Doppelgerade nicht mehr in getrennten Punkten sehneidet, sondern 
im dreifachen Punkt berahrt. Die gestaltliche Veriinderung der Fl'~tehe 
bei diesem Vorgang ist iiusserst einfach und tibersichtlich; siehe 
Figur 31. 

Beriihrt der Kegel % = 0 den Kegel % -~- 0 lianas der Rilckkehr- 
kante, so riicken beide Pinch-points in den dreifachen Punkt herein. 
Um dieses zu erreichen, liisst man zuniiehst die Pinch-points zusam- 
menracken; der eine Ast der Beriihrungscurve ber[ihrt alsdann die 
Doppelgerade in diesem Punkt. Alsdann 1.2sst man den neu gebildeten 
Punkt in den dreifachen Punkt hereinriicken; dann hat der Ast der 
Beriihrungscurve drei consecutive Punkte mit der Doppelgeraden gemein; 
auch die gestaltliche Entstehung dieser Fl~che ist sehr einfach, siehe 
Figur 32. 

100. Durch alas Auftreten einer Sclbstberiihrungskanle rtickt eben- 
falls ein Pinch-point in den dreifachen Punkt herein; zugleich aber 
wird noch eine Schleife zusammengezogen, so dass Figur 31 in 33 
iibergeht. Das eine Stack der Doppelgeraden im dreifachen Pun]:<te 
ist isolirt. 

Berahrt der eine Mantel des Kegels % ~ 0 den Kegel u a = 0 
liings seiner Selbstberahrungskante, so riickt der zweite Pinch-point 
ebenfalls in den dreifaehen Punkt,  indem zugleich eine Schleife sieh 
zusammenzieht, wie dies Figur 34 zeigt; jetzt ist die Doppelgerade 
nirgends mehr isolirt. 

Osculirt der eine Mantel des Kegel % - -  0 die Ebene x = 0 l~ings 
der singul{iren Kante, so zieht sich abermals eiue Schleife, welche 
an den dreifachen Punkt angrenzt, zusammen~ und es entsteht Figur 35. 

Osculirt der eine Mantel des Kegels qz 4 ~ 0 den KegeI 2. Ord.: 

A x  2 -1- B y  ~ q- 2Cxy  q- 2 D x z  ~- O, 

so projicirt sich die Umgebung des dreifachen Punktes wiederum als 
Of ----- 0 Figur 35. Die beiden verzweigten Aeste der Curve f ~  0, ~ -  

liegen hier auf derselben Seite der singuliiren Ebene x ~ 0, wiihrend 
sie im vorhergehenden Falle auf verschiedenen Seiten lagen. 

Soil der eine Mantel des Kegels u s ~--0 vier, fiinf, sechs oder 
sieben consecutive Kanten mit dem Kegel 2. Ord. gemein haben, welche 
alle in die singul~re Kmate hereingeriickt sind, so hat man noch eine, 
zwei, drei oder vier Schleifen einer Kette, die an den dreifachen Punkt 
angrenzt, zusammenzuziehen, wodurch die Projection im Wesentlichen 
die Form der Figur 34 oder 3,5 annimmt, je nachdem eine ungerade 
oder gerade Anzahl yon Schleifen zusammengezogen worden ist. 

101. Besitzt der Kegel u a ~ 0 eiae dreifache Kant% welche fiir 
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den Kegel ua = 0 Doppelkante ist, so hat das zugehbrige Monoid 
einen dreifachen Punkt,  weleher dutch Zusammenrticken zweier drei- 
facher Punkte entstanden ist, wie man sofort erkennt, wenn man 

~f ~f beachtet, dass die vier Aeste der Curve f ~ O, x o ~ -  -}- Yo ' ~  . . . .  0 

die Doppelgerade beriihren. Hier giebt es noeh zwei wesel~tlich ver- 
sehiedene FMIe zu unterseheiden, je naehdem die eonstanten Tangential- 
ebenen durch singul~re Ebenen getrennt werden oder nicht. Im 
letzteren Falle besteht das Monoid aus drei paaren Fl~ichentheilen, 
vorausgcsetz~ dass die Hauptgeraden alle imaginiir sind. Zwei yon 
diesen Fli~chentheilen haben die in Nr. 57 gegebene Gestalt; der dritte 
durchsetzt sich selbst liings der ganzen Doppelgeraden und hat sich 
aus dem dritten FIKehentheil des Monoids in Nr. 57 entwickelt, indem 
derselbe liings der Doppelgeraden mit sich selbst zusammengewachsen 
ist. Im ersteren Falle besteht alas Monoid unter gleicher Voraussetzung 
aus einem paaren und zwei unpaaren Fl~ichentheilen. Der paare Theil 
hat die in Nr. 57 gegebene Gestalt; die unpaaren Fliichentheile liegen 
in den WinkelrKumen, welche yon den eonstanten Tangentialebenen 
gesehnitten werden. Ein deutliehes Bild eines solchen Theiles ver- 
schafft man sieh, wenn man eine bewegliche Ebene den beziiglichen 
Winkelraum durchlaufen liisst; sie schneider lauter Kegelschnitte aus~ 
welche mit der Doppelgeraden zusammen jedes Mal den Gesamm~- 
durchschnit~ mit dem unpaaren Flliehentheile ausmachen; so komm~ 
die Figur 36. 

Welcher Art die Aenderungen sind, wenn an Stelle der imagini~ren 
Hauptgeraden reelle treten, haben wir bereits frtther gesehen. 

Von den letzteren Fliichen gelangt man leich~ zu den anderen in 
Nr. 88 und 89 aufgefiihrten Monoiden~ wenn man geeignete an den drei- 
fachen Punkt angrenzerJde Schleifen zusammenzieht. Welche SchleJfen 
man zu benutzen hat, erkennt man direct aus den Projectionen der 
Monoide, welehe in den genannten Nummern angegeben sin& Man 
kann sieh zu diesem Zwecke aueh der Abbildung der Monoide auf eine 
Ebene bedienen; die Sache ist so einfach~ dass ich nicht darauf 
eingehe. 

102) Wir kommen jetzt zu den Monoiden mit Doppelgeradefi~ 
deren Tangentialkegel im dreifaehen Punkt aus einer einfachen und 
einer 1)oppelebene besteht. Nehmen wir zunitehst die Doppelgerade 
beliebig in der Doppelebene an, so erhalten wir eine Fliiche~ welehe 
aus dem entsprechenden Monoid ohne Doppelgerade in Nr. 74 leieht ab- 
geleitet werden kann. Durch Zusammenwaehsen zweier Fliichentheile 
liings eines Theiles der Doppelgeraden (yore dreifachen Punkt his zum 
Pinch-point) entsteht die neue Fl~iehe. Man libersieht das Gesagte 
am besten, wenn man die Schnitteurven in der Doppelebene Figur 37a 
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und in den benachbarten Ebenen, welche durch die Schnittgerade der 
einfachen and der Doppelebene hindurchgehen~ Figur 37b betraehtet; 
tier Punkt 1 ~ entspricht dabei dem Pinch-point. Bei dem Monoid 
ohne Doppelgeraden sind die entspreehenden Schnittcurven durch die 
Figuren 10e) and ]0b) gegeben. 

Es kann nun der Pinch-point in den dreifachen Punkt herein- 
r~icken; der u ist genau wie in den friiheren derartigen F':illen, 
indem der Mantel des projicirenden Kegels 10. Ord., we]cher die Doppel- 
gerade in dem dreifachen Punkt und dem Pinch-point schneider, iiber- 
geh t  in einen solchen, der die Doppelgerade im dreifachen Punk~ berfihrt. 

Ferner kann man noch eine Schleife des Monoids zusammenziehen, 
wodureh der die Doppelgerade ber~ihrende and tier andere lineare 
Mantel des projicirenden Kege]s 10. Ord. sich verzweigen. 

103) F'~illt die Doppelkante yon u 4 ~---0 mit der Schnittgeraden 
tier einfachen und der Doppelebene zusammen, so ist das zugehSrige 
Monoid als Specialfall des Monoids in Nr. 101 atffzufassen; es geht  
aus demselben hervor, wenn man zwei singal~ire Ebenen zusammen- 
rllcken l~sst. Ein derartiger Uebergang ist bereits in Nr. 74 ge- 
schildert; er bewirkt hier, dass einer der vier die singulKre Gerade 
beriihrenden MSntel des projicirenden Kegels 10. Ord. sieh in zwei 
sich schneidende M~ntel auflSst, ganz analog den VorgSngen in Nr. 74 
and Nr. 76. Es giebt auch bier zwei wesentlich verschiedene Artert 
yon Monoiden. 

Aus dem soeben aufgestellten Monoid kann man eine Reihe weiterer 
Fl~ichen ableiten. Liisst man dureh Zusammenziehen einer Schleife 
zwei die Doppelgerade tangirende M'~ntel des projicirenden Kegels sich 
in einen Mantel mit Rtiekkehrkante verwandeh~, so ents~eht ein neues 
Monoid. Dieses Monoid liefert abermals eine neue Flache, indem 
dureh Zusammenziehen einer weiteren Schleife tier Mantel mit Rtick- 
kehrkante in zwei sich osealirel,de M~ntel iibergeht. 

Ferner kann man aus dem obigen Monoid dadurch weitere FlSehen 
ableiten, dass man cinen oder die beidcn die Doppelgerade nieht be- 
rfihrenden M~intel sich mit ei~em der drei fibrigen sich ber[ihrenden 
M'~ntel verzweigen li~sst, was durch Zusammenziehen ciner resp. ~weier 
Schle~fen gesehieht. 

Endlich kann man die beiden ersteren Operationen mit den beiden 
letzteren vereinigen and erhiilt so noeh vier weitere Fl~chen. 

104) Die Monoide mit unil~lanarem dreifachen _Punkt und einer 
Doppelgeraden kSnnen aus solchen ohne Doppelgerade abgeleitet werden, 
indem man ein Zusammenwaehsen des in Nr. 77 erw~hnten paaren uad  
unpaaren F1Kehentheiles eintreten l~sst (die Benennung paar und un-  
lzaar bezieht sieh nur auf das Verhalten der Theile in der Umgebung 
des dreifachen Punkfes). Das Monoid hat liings der Doppelgeraden 
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constance Tangentialebenen und sein Yerhalten in der N~he der Doppel- 
geraden ist leicht anzugeben. Der Schnitt durch die Gerade x ~ 0, 
y ~-  0 und die Doppelgerade hat  die Form der Fig. 38a), die Nachbar- 
schnitte haben die Form der Fig. 38b), die Projection dieser ParOle 
der  Flhche senkrecht zur si~gul~ren Ebene giebt Fig. 38e). Auch hier 
kann  m,~n dutch Zusammenziehen yon einer oder zwei Schleifen~ genau 
wie in ~Nr. 77, zwei weitere Monoide ableiten. 

~onoide mit Riiekkehrgeraden oder Selbstberiihrungsgeraden. 

105) Ein Monoid besitzt dann und nur dann eine ]~iickkehrgerade, 
wenn us ~ 0 und u 4 ~ 0 ehle gemeinsame Rtickkehrkante mit ge- 
meinsamer Tangentialebene besitzen; nattirlich kann an Stelle der 
Riickkehrkante auch eine Selbstberiihrungskante, eine Doppelebene oder 
eine dreifache Ebene treten. Daraus folgt zun~chst, dass bei den 
Monoiden mit l~tickkehrgeraden die Tangentialebene in den Punkten 
dieser Geraden eine constante ist. 

Gehen wir yon dem einfachsten Falle aus, in welchem u 3 ~ 0 
und  u 4 ~ 0 eine gemeinschaftliche Riiekkehrkan~e besitzen, die fiir 
sechs Schnittgeraden z~hlt, dann kSnnen wit setzen: 

u 3 ~ x:z  + A x  3 + 3 B x ~ y  + 3 C x y  2 + DY ~, 

u 4 --~ J z : x  2 + z ( M x  3 + 3 N x 2 y  + 3 0 x y  ~ ~ l~y 3) + (~x 4 + . . . .  

Man erkennt dann sofort, dass aui ~ der Riickkehrgeraden des 
Monoides u 3 -{-u~ ~---0 zwei dreifache Punkte liegen, n.~mlich der 

1 Die Gleichung des Monoides P u n k t  z - ~ - 0  und der Punkt z ~ - -  ~-. 

kann  desshalb, unter der Annahme zl ~--- z -~- j ~  auch in der Form 

geschrieben werden: o 

+ - + + + . . . .  o. 

Hieraus sieht man~ d~ss die beidea dreif,.chen Puukte vSllig gleieh- 
berechtigt  sin& Ferner finder sieh auf der Riiekkehrgeraden noeh eln 
singuliirer Punkt  vor, den wir mit C a y l e y * )  Close-point bezeiehnen, 

39 es ist tier Punkt z - -  - - . ~ - -  Der projicire,,de Kegel 9. 0rd. schick~ 

dureh einen solehen Puakt einen einzigea Mantel, der die R[iekkehr- 

*) C~y[ey, .A Memoir on the theory of reciprocal ~urfaces", Phil. Trans- 
actions CL1X, p. 20t. Zeuthen,  Math. Aaual. Bd. X, ,,Sur 1~ th~orie des sur- 
faces reciproques". 

9* 
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gerade nieht tangirt, wie man sieh durch Reehnung leieht iiberzeugt; 
die Gestalt der Fliiche in der Umgebung dieses Punktes giebt also 
Fig. 39. Die Classenreduction des Monoids bestimmt sich folgender- 
massen. Die Rfickkehrgerade reducirt die Classe um 8 Einheiten, da 

~f ~ 0 ,  ~f ~ 0  abtrennt, sie sich doppelt gez~ihlt yon der Curve - ~ -  ~-~ 

welche jetzt nur noch yon der 7. Ord. ist. Jeder dreifache Punkt 
erniedrigt dann die Classe noch um 6 Einheiten und der Close-point 
um 4 Einheiten, so dass die Gesammtreduction der Classe gleieh 
24 wird. 

Nebenbei sei erwi~hnt, dass hier keine dreifaehen Tangentialebenen 
mehr existiren, dasses dutch den Close-point jedoch noch 10 doppelte 
Tangentialebev,en giebt. 

1~)6) Es kann nun eintreten, dass noch eine weitere Schnittgerade 
yon u.~ ~.  0 und u 4 = () in ihre gemeinschaftliche Riickkehrkante 
hereinr~ckt, so class dieselbe flit 7 Schnittgeraden zithlt, dann besteht 

D 
die Relation J D  -~- t ). Es rficken alsdann der Close-point  z . . . .  / ,  

1 und tier dreifache Punkt z-~- j- zusammen; dadurch geht der 

Tangentialkegel U3 = 0 in diesem dreifachen Pankt  in einen Kegel 
mit 8elbstberiihrungskanh~ iiber. Der projicirende Kegel 9. Ord. schickt 
durch den dreifachen l 'unkt drei M:,intel mit den Reihen: 

x ~ a , m l - 4 - . . . ,  y ~ i z L - t - ' ' ' ,  i ~ 1 , 2 ,  
resp. 

x ~ b z l  ~ + - . . ,  y m a z l 2 ~ . . . ;  

seine Cl~senerniedrigung bereclmet sich auf 10 ~--6--~ 4 Einheiten. 
Die Llesammternicdrigung der Classe hat sich demnach nicht ge:~dert. 

Rllckt noch eine weitere Sctnfittgerade yon u 3 ~ 0 und u 4 ~ 0  in die 
gemeinschaftliche Rackkehrkan~e hineia, so wird auch noch J C  ~ O. 

1 Der Tangentialkegel in dem dreifachen Punkt x ~ 0, y ~ 0 ,  z ~---- ~t- 

zerfiillt jetzt in die Dopplebene x ~ =  0 und in die einfache Ebene: 

- + - - , ,  - -  o .  

In der l)ol>pelebene liegt die Gerade des Monoids P z  I --~ U y - - ~  O. 

Der projicirende Kegel 9. Ord. schickt vier M~ntel durch den drei- 
fachen Punkt mit den Reihen: 

x == bz~ ~ -I- " ' ", Y "= a~l "4- �9 �9 ', 

resp. 4 
x~bzl ~ +. ., y az,-4- ', . . . .  ~3~ I, 

fiir welche letzteren: 
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I J 
a ~ - - - -  

3 B J - - l g  

ist; seine Classenerniedrlguug erhSht sich auf 12. Die Classe des Monoids 
wird also um 26 erniedrigt. 

Rtickt eiae neunte Sclmittgerade yon % ~-O und ~t 4 ~ IJ in die 
gemeinst'l~aftlichc ILiic]~kehrkantc h iue in ,  so bestehL noch die Relation : 

I Dadurch wird der Tangentialkegel in dcm dreifachen Puukt z ~ --  J 
nicht wesentlich gciindert, aber es geh/~ jctzL der Kegel lT m ~ ~ dutch 
die dreifache Gerade des Kcge]s U~ ~ 0 hindurch. In Folgc desscn 
sind die vier M~ntel des projicirendcn Kegels 9. Ord. paarweise ver- 
zweigt, sie haben die Reihen: 

3 3 . _  

x -~- q -  b, zl ~ q - .  �9  y -~- ,~ z I -:t:: [J,z: - 1 - . . . ,  i --~ ! ,  '2, 

1 J 

Die Reduction tier Classenzahl dutch den dreifachea PunkL wird, ab- 
gesehen yon der Kttckkehrgeraden, gleich 13. 

Es kann ebcnso die zehnt% eilfte mtd zwSlfLe Schaittgerado yon 
ua ~ 0 und u~ ~ 0 in die gemeinsamc Rtickkehrkante hineinrilckcu. 

1 
Dabcl bleib~ der 'rangentialkcgcl im dreithchen l)unkt z ~ ~ j im 

Ganzcn unge'2nd~r~ aber es bcrithrt, osculirt oder hyperoscuiirt der 
Kegel U 4 ~ 0 die singul'2re Ebenc: 

l~ngs der dreifachen Kante des Kegels U~-~ 0. ZiLhlt die IL~ickkchr- 
kante fiir zehn oder zwSlf Schnittgeraden, so sind die vil, r MSntcl des 
projicirenden Kegels 9. Ord. verzweigt, ziihlt sie jedoch fiir neuu uder 
eiff, so sind zwei Mal zwei verzweigL; das Verhalfcn des projicircnden 
Kegels folgt unmittelbar aus Nr. 71. 

107) Neue FliLehen mit eincr Ri ickkehrgeradcn erhaltcn wit nut 
daun, wenn wir dem Kegel u s ~ 0 eine dreifache ](ante zuertheilen 
und dieselbe zur Riiekkehrkanto des Kegels u i ~ 0 maehea. Wir 

setzen desshalb: 
us --~ A x  ~ -4- 3 -Bx2y  "4- 3 C x y  ~ "4- D Y  "~ 

und 
u~ -~  J ~ x  ~ + z ( ~ l x  3 + �9 �9 ") + Q x4 + . . . .  

Es giebt hier nur noch einen einzigcn dreifachen Punkt, in den die 
beiden dreifachen Punkte des Monoids in Nr. 105 zusammengerilckt 
sind; ferner giebt es auf der R, tickkehrkante einen CIose-poin~ in 
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/) 
z ~ - - ~ - ,  genau yon derselben Gestalt wie an der cifirten S~elle. 

Das Verha]ten des projicirenden Kegels 9. Ord. erkennt  man aus den 
drel Entwicklungen: 

x - - - -  a i z  ~ - ~  . , ., y~ - - -  a l z  "~-4- . . ., i ~ 1 ,  2 ,  3 .  

Die Reduction des dreifachen Punktes betrilg~ abgesehen yon der 
Riickkehrgeraden, 12 Einheiten~ die des Close-point wie vorher  4 Ein- 
heiten. FMlt eine der drei singul~ren Ebenen u.~ ~--- 0 mit der Tangenti~l-  
ebene in der Riickkehrkante yon u 4 ~ 0 zusammen, so wird JO ~ 0 
und der Close-point  rfick~ ~n den dreif~chen Punkt  herein. Die drei 
Mgntel des projicirenden Kegels 9. Ord. werden dann dutch die l~eihen: 

x ~ a i ~  2 -{- . . ., y =  a i z ;  + . . ., i ~--- 1 , 2 ,  

resp. 
x ~  b z  ~ ~ . . . ,  y - ~  a z  a . - ~  . . . 

dargestellt, und die Classenerniedrigung des dreifachen Punktes  be- 
trSgt 16 Einheiten. 

108) W i t  nehmen jetzt  an, dass u s ~ 0 in eine einfuche und eine 
Doppelebene zerf~illt, und dass die Rtiekkehrkante yon u 4 ~ 0 mit 
der dreifachen Kante yon u 3 ----- 0 zusammenfSlli, dass jedoch die R~iek- 
kehrtangentialebene mit keiner der singul~iren Ebenen identisch ist. 
Dana setzen wit u s ~ y2(x -~ ,oy)~ w~hrend wir u 4 in seiner urspriing- 
lichen Form Nr. 105 belassen. Auf der Rfickkehrgeraden des Monoids 

e der die Classe genau giebt es wieder einen Close-point z ~ - -  ~p-, 

wie frfiher um 4 erniedrig~. Der projicirende Kogel 9. Ord. aus dem 
Punkte x0~ Yo~ 0, 0 besitz~ vier Mi~ntel~ deren Reihen:  

x .-~ a i z  ~ ~ . . ., y - ~  c ~ z  ~ -4- . ., i - ~ 1 ~  ") 
resp. 

x - ~  a~z  + .  . ., y ~ . f l ~ 2  ~ .  . . ,  i ~ 1 , 2  

sind; wesshalb die Classenemiedrigung gleich 14 wird. Wenn  tier 
Kegel u 4 ~ 0 die Doppelebene y ~ 0 beriihrt, so verzweigen sich die 
beiden zuletzt genannten M'~ntel des projicirenden Kegels und die Classe 
w~rd noch um eine weitere Einheit reducirt. Es kann der Kegel 
u 1 ~ 0 auch noch eine Doppelkante besitzen~ welehe in der Doppel- 
ebene y ~ 0 liegt, so dass das Monoid noch eine Doppelgerade erhiilt. 

Lassen wir jetz~ die einfaehe Ebene yon u:, ~- 0 mit  der Tangen-  
tialebene in der Rtickkehrkante yon u . ~ - ~ - 0  zusammenfallen, so wird 
O ~ 0, und der Close-poin~ riiekt in den dreifachen Punk t  herein. Die 
vier M~intel des projicirenden Kegels 9. Ord. bekommen die Reihen 
x ~ a z  "z - ~  . . . ,  y --~ a z  '~ . ~ - .  . . resp. x ::= b z  '~ -~- . . . y ~ a z  ~ _[_ . . . ,  

resp. x ~ a ~ z - - { - . . . ,  y ~ - f l i z  2 - ~ . . . ,  i ~ 1 , 2 ;  und die Classen- 
erniedrigung wird 18. Auch bier verzweigen sich die letzten beiden 
Miintel~ wenn u~ ~---0 die Doppelebene beriihrt~ was wiederum die 
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Classe am eine Einheit vermindert; oder das Monoid erh~il~ noch eine 
Doppelgerade, wenn u 4 = 0 in der Ebene y = 0 eine Doppelkante 
besitzt. 

Lassen wit endlich die Doppelebene yon u~ = 0 mit der Tangen- 
tialebene in der Rfickkehrkante yon u, = 0 zusammenfallen, so kann 
man u 3 ~ x ~ y  setzen. Der projicirende Kegel 9. 0rd. besitzt dann 
die vier M~ntel: 

x = b z  2 + . . . ,  y= z + . . . ,  
resp. 

7 

x  bfi+ ., 2 +  - ,  . . . . .  e3--= 1; 

und die Classenerniedrigung beCr~gt 18 Einheiten. 
109. Ist der dreifache Punkt u n i p I a n a r ,  d. h. ist u 3 = y'~, und behMt 

% seine frfihere Form bei, so besitzt der projieirende Kegel 9. 0rd. 
fiinf M'Sntel mit den Reihen: 

3 

+ . . . ,  i-----1,2, 
resp. 

x =- az  2 + . . . ,  y =  + . . ' .  

Die Reduction der Classe durch den dreifachen Punkt berechnet sich 
auf 16 Einheiten. Zagleieh existir~ auf der g[ickkehrgeraden wieder 
eia Close-point, der die Classe um 4 Einheiten erniedrigt. Beriihr~ 
der Kegel % ~ 0 (lie dreifache Ebene, so verzweigen sich die vier 
erstgenannten MKntel des projicirenden Kegels mit einander, wodurch 
die Reduction des dreifachen Punktes gleieh 17 wird. 

Ert heilt man dem Kegel u~ ~-0 noch eine Doppelkante, wetche in der 
dreifachen Ebene liegt, so giebt es auf dem Monoid noch eine Doppel- 
gerade. Der projieirende Kegel 7. Ord. schickt nur noch drei M~ntel dutch 
den dreifachen Punkt~ yon denen z w e i  die Doppelgerade und e i n e r  die 
Rfickkehrgerade tangirt. Abgesehen yon den singul~ren Geraden 
reducirt der dreifache Punk~ die Classe urn 14, so dass die Gesammt- 
reduction gleich 30 wird. Er~heil~ man dem Kegel u 4 ~ 0 dagegen 
noch eine R[iekkehrkante~ welche in der dreifachen Ebene lieg~ so 
hat das Monoid noch eine Riickkehrgerade. Der projicirende Kegel 
6. Ord. schick~ nur noch zwei MKntel dutch den dreifachen Punkt, 
welche die beiden singul:~iren Geraden beriihren. Der dreifache Punkt 
reducirt um 8, und die Gesammtreduction hetr~gt 32. 

F:,'dlt die Tangen$ialebene in der R~iekkehrkante des Kegels u 4 = 0  
mit der dreifachen Ebene zusammen, so setzen wir % ~-x3; dann 
rfickt der Close-point wieder in den dreifachen Punkt herein. Die i'iinf 
M~n~el des projicirenden Kegels 9. Ord. ert~alten jetzt die [Leihcn: 

3 
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resp. 
5 

x ~  bz 2 - - k ' ' ,  Y = ~ 3 + ' ' ' ;  
die C,]asse wird dureh den dreii'aehen PunkL um 20 Einheiten ver- 
mindert. 

110. Hiermit is~ die Gesammthei~ der Monoide mi~ R~iekkehr- 
geraden erledigt, und wir beginnen mit den Mo~oiden mit einer Selbst- 
beriihrungsgeraden. Der einfachste Fall is~ der, wo u:~-O und u 4 ~ 0  
eine gemeinsame Selbstber[ihrungsgemde mit gemeinsamer Tangential- 
ebene aufweisen, dann kSnnen wir setze~: 

% -~ x ( A x ~ - k B y ~ - b 2 C x y + 2 1 ) x z  ) 

und 
r ~ Ix2  z 2 Jr- z(  Mx3-~  3 Nx~ y -{- 3 0 x y  ~) -~ Qx4 -~-4 R x 3 y  ~- . �9 .. 

Auf der singul~ren Geraden giebt es einerseits zwei dreifache Punk~e, 

2D andererseits zwei Pinch-points*),  namlich z---~ 0, und z ~ - - / - ,  

we]che sich dutch die quadratische Gleichung: 

z~(90 ~ - 4 I U )  -]- 2 z ( 3 B O  -- 4 D  U) q- B 2 ~ 0 

bestimmen. Die Gleichung des Monoids kanu auch in der Form ge- 
schriebe, werdeu: 

q- lx~z~2-kza (~1x3+ 3Nx2y-k 3 O x f ) +  Qx4+ . . . .  O, 

zl ~ z -]- - ~ -  �9 Man erkennt nun sofor~, das der projicirende Kegel 8. 

Ord. durch jeden dreifachen Punkt zwei M~intel schickt, die zu der singu- 
li~ren Geraden keine specielle Lage haben. Jeder dreifache Punkt  
reducirt desshalb die Classe um 3, w~hrend die Selbstberiihrungsgerade 
um 12 reducirk Der projicirende Kegel schickt ferner dutch jeden 
der beiden fihrigen singul~ren Punkte auf der Selbstberiihrungsgeraden 
ei~en einzigen Mantel, ur~d dieselben verminderz~ die Classe um j e  5 
Einheiten. Die Ciasse des Monoids ist also gleich 8. Ein derartiges 
Monoid kann noch zwei gewShnliche Knotenpunkte besitzen, so dass 
es yon der 4. Ord. und yon der 4. Classe wird. 

Wenn der eine Mantel des Kegels u 4 ~ 0 den Kegel 2. Ord.: 

A x  ~ + -By ~ + 2 C x y  .Jr- 2 .Dxz  ~ 0 

liings der singuI~ren Geraden osculirt, so besteht zwischen den Con- 
stanten die Relation: 

I B  ~ -- 6 0 B D  + 4UD ~ ~_ O. 

�9 ) Es sind dies keine gewShnliehen Pinch.points, sie entstehen, wenn man 
zwei gewOhnliche Pinch-points mit ihren Doppelgeraden zusammenrficken tKsst. 
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Dadurch werden die beiden dreifachen Punkte nieht welter al~erirt; 
dagegen r[icken die beiden Pinch-points zusammen, so dass ein Mantel 
des projicirenden Kegels die singulhre Gerade in diesem Punkte berfihr~ 
(siehe Fig. 40). Auch die Classetlzahl ist unge~ndert geblieben. 

Wenn der e ine  Mantel des Kege]s u 4 ~ 0 mit~ dem Kegel 2. Ord. 
vier, fiinf oder sechs consecutive Kanten gemein hat, die alle in die 
singulEre Gerade herelngerfiekt sind, so bleiben hierbei die dreifachen 
Punkte ungeSndert. Dutch den einzigen singul~ren Punkt, der noch 
ausserdem auf der Selbstber[ihrungsgeraden liegt, gehen je~zt zwei 
Miintel des projic~renden Kegeis 8. Ord. Dieselben sind im ersten Fal]e 
linear, im zweiten verzweigt und im dri~ten ber~ihren sle sigh; in 
Bezug auf die singul'~re Gerade haben sie keine speeielle Lage. Sic 
entstehen dutch Zusammenrficken der beiden Pinch-points auf der 
Selbstber[ihrungsgeraden mib einem gewShnlichen Knotenpunkte, resp. 
einem biplanaxen Knotenpunkt B 3 oder B4; siehe Figur 40b, 40c und 
40d. Die Classe des beztiglichcn blonoids wird 6, 5 oder 4. 

111. Besteht der Kegel u 3 = 0 aus drei sich in einer Geraden 
schneidenden Ebenen, und berfihrt eine  dieser Ebenen den Kegel 
u 4 = 0 in seiner Selbstberfihrungskante, so kSnnen wir schreiben 
u 3 ~ x y ( x  + OY) ,  wiihrend wir u a in seiner friiheren Form nehmen. 
Die beiden Pinch-points ~ndern sigh hierbei nicht, nut die beiden 
dreifaehen Punkte rtieken zusammen; die beiden M~ntel des projiciren- 
den Kegels 8. Ord. dutch diesen Punkt ber[ihren desshalb die singu- 
l~re Gerade. Die Classe des hIonoids ist wiederum 8. 

112. Zerfiillt der Kegel ~:~ = 0 in eine einfaehe und eine Doppel- 
ebene, und berfihr~ letztere den Kegel u 4 = 0 l~ngs seiner Selbstbe- 
rtihrungskante, so belassen wir wieder u t in seiner alten Form und 
setzen: u~ = x 2 ( A x  + B y  -J- Cz) .  Dann giebt es auf der singulSren 

O [ erner giebg Geraden zwei dreifache Punkte z ~ -0  und z ~- I 

4 UO der andere ist in den dreifaehen es eJnen Pinch-point z ~ 90~ - 4 I U  ' 

Punkt z = 0 hereingeri~ckt. Im letzteren Punkte giebt es jetzt drei 
M~inteI des projicirenden Kegels 8. Ord., ihre Reihen sind: 

4 

X ~ b z 3 - J c  . ,  y = a ~ - ~ -  �9 .,  -~- 

er erniedrigt die Classe um 8 Einheiten. L~sst man 0 verschwinden~ 
C 

so r[iekt der andere Pinch-point in den dreifachen Punkt ~ = - - T ;  

es giebt dann auf tier singul~ren Geraden zwei dreiFaehe Punkte, deren 
Tangentialkegel je in eine einfache und eine Doppelebene zerfiillt; jeder 
erniedrigt die Classe um 8, so dass die Classe des zugehSrigen Monoids 
ungeiindert gleieh 8 bleibt. Auch ein solches Monoid kann noch zwei 
gewShntiche Knotenpunkte besitzen. 
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113. F'~llt die dreifache Kante yon u a ~ 0  mit der Selbstberi~hrungs. 
kante yon u 4 ~--- 0 zusammen und ber:ihr~ die einfaehe Ebene den Kegel 
u 4 = 0 lgngs dieser Kant% so setzen wir: u s ~ z y  2 und fiir % seinen 
friiheren Ausdruek. Auf der Selbstbertihrungsgeraden des Monoids 
giebt es zwei Pinch-points, welche wie vorher die Classe je una 5 
erniedrigen. Die beiden dreifachen Punkte si~d zusammengeriiekt; 
die drei Mis des projicirenden Kegels 8. Ord. in diesem Punkte 
haben die Reihen : 

x --~ az= -Jr . . ", y ~-~ az2 " 4 - " ' ,  
resp. 

x - ~ - a i z d - . . . ,  y - - ~ - f l l z 2 d  - ' ' ' ,  i - . ~ I ~ 2 ;  

weshalb dieser dreifache Punkt die Classe um 8 Einheiten reducirt. 
Das Monoid ist yon der 6. Classe. Bertihrt u., = 0 die Doppelebene, 
so verzweigen sich die beiden zuletzt genannten Mgntel des projiciren- 
den Kegels and das Monoid wird yon der 5. Classe. 

Hat der Kegel u 4 = 0 noch eine weitere Doppelkante, welche 
cbenfalls in der Doppelebene liegt, so erh~lt das Monoid noch eine 
Doppelgerade. Auf dieser liegt noch ein gew5hnlicher Pinch-point, 
withrend auf der Selbstbertihrungsgeraden naeh wie vor zwei Pinch- 
points mit der Classenerniedrigung 5 liegen. Durch den dreifaehea 
Punkt geht nur noch ein einziger Mantel des projicirenden Kegels 
6. Ord., welcher die Selbstber~ihrungsgerade tangirt;  er reducirt die 
Classe, abgesehen yon den singuliiren Geraden, um 4 Einheiten. Das 
Monoid ist nur noch yon der 3. Classe und bildet einea speciellen 1"all 

der S t e i n c r ' s c h e n  Fliiche; vergleiche Nr. 126 im letzten Capitel. 
114. Fallen die singul'~iren Kan~en yon u.~ ~ 0 und u4 ~ 0 zusam- 

men und tar~gir~ die Doppelebene den Kegel  u 4 -.~ 0 ]~ings dieser Kante, 
so haben wit % ~-x2y  zu setzen. Jetzt siad die beide~ dreifachen 
Punkte und die beiden Pinch-points in den Punkt z ~--- 0 zusammen- 
gertickt. Die drei Miintel des projicirenden Kegels 8 . 0 r d .  dutch diesen 
Punl~t werden durch die Reihen: 

x =  b z  '~ + " " ", Y = a z ~  4 "  " " ,  

resp. 
5 

x ~  ! bz~ + " ' ,  y - =  a z ~  + . . . ,  

dargestellt, sein Einfluss anf die Erniedrigung der Classe betr.~igt 16 
Einheiten. Das Monoid wird folglich yon der 8. Classe. 

Stellt u q ~ 0 ~ i n e  dreifache Ebene dar, welche den Kegel u4-----O 
l~ings seiner singul:,iren Geraden tangirt, so hat man u 3 ~ x ,~ zu setzen. 
Der projieirende Kegel 8. Ord. schickt vier M'gntel durch den drei- 
faehen Punkt mit den Reihen: 

3 

x ~ b i z  2 d - . . . ,  Y ~ - ' ~ a ~  zs  d - '  " ' ,  i ~ 1 ~ 2 .  
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Die Eeduction der Classe betr~gt 18, abgesehen yon der singu- 
li~ren Kante; so dass das Monoid yon der 6. Classe wird. 

115. Auch in diesem Capitel mag auf einige tier aufgez~ihlten 
Monoide kurz aufmerksam gemacht werden. Das in ~r. 105 zuerst 
erw~hnte Monoid kaml noch drei gew5hnliehe Knotenpunkte besitzen; 
die Ebene dutch diese 3 Punkte muss die lr 15ngs eines Kegel- 
scb~i~ts berfibren, der die Rfickkehrgerade offenbar im Close-point trifft. 

Ferner giebt es einige Monoide 4. Ord. und 4. Classc. So z. B. das 
Monoid mit zwei Rilckkehrgeraden. Auf jeder liegt ein Close-point; 
elne der Ebenen durch die beideu Close-points beriihr~ l'Sugs eiues 
Kegelschnitts, so dass die Gleichung dieser F15che immer auf die Form �9 

x '~ + (ax 2 + 2byz)  ~- -~ 0 

gebracht werden kann. 
Das Monoid mit ether Selbstberiihrungsgeraden und zwei gewSlm- 

lichen Knotenpunkten ist ebenfalls yon der 4. Ord. und der 4. Classe. 
Die Ebenen durch die beiden Knotenpunkte und je einen Pinch-point 
berfihren l~ngs eines Kegelschnitts. Die Gleichung dieser Fliiche l<an- 
geschrieben werden : 

(bx + a y )  ( a y z + b z x  + c x y )  + p (ayz"~-bzx  + d x y )  ~ = O. 

Die beiden Close-points and eill Knotenpunkt k5nnen zusammenr~cken, 
dann giebt es durch diesen Punkt und den noch fibrigen Knotenpunkt 
zwei Ebenen, welche 15ngs eines Kegelschnitts berfihren. Die Glei- 
chang der F15che wird jetzt: 

x ( x z  - -  qy'Z) + 6(xz  - -  ey: + axy )  ~- ~- O. 

Ebenso kann der letzte Knotenpunkt noch in den singulSren Punkt 
der Selbstberfihrungsgeraden hereinrficken. Dann giebt es durch diesen 
Punkt zwei :Ebencn, welche l~ngs eines Kegelschnitts berfihreu, ihre 
Schnit~gerade ist die singul~re Gerade des Punktes. Ihre Gleichung ist: 

0 ~ x ( x z  - -  ey  ~) + 6 ( x z  - -  qy2 vx~)'~. 
Ferner kann bet dem Monoid mi~ Selbstberfihrungsgeraden und 

zwei Knotenpunkten ein Pinch-point mit einem dreil~achen Punkt zu- 
sammenrficken. Der T~mgcntialkegel ~n diesem Punkte zerfiillt in eine 
Doppelebene und ei~le einfache Ebene, welche die beidcn Knotenpunl~te 
enth~lt und die Fl'~ehe 15ngs zweier Geraden ber~ihrt. Ihre Gleichung ist: 

(bx + ay) (ayz  + b zx  + cxy) + x~y ~ .~- O. 

Rfickt auch noch der andere dreifache Punkt mit dem ander~l Pinch- 
point znsammen, so zerFs auch der Tangential]~egel in diesem Punkt 
in der angegebenen Weise~ und die Gleichung wird: 

(bx + ay)2z + xeY ~ O. 

Endlich kSnnen die beiden dreifachen Punkte zusammenrCicken, w:,ihrend 
die Pinch-points getrennt bleiben, dann zerf~llt der 's 
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im dreifachen Punkt in drei Ebenen durch die Selbstbertihrungsgerade. 
Die Gleichung der Fl~iche wird demnach: 

xy (bx  "4- ay) -~- Q(ayz -1- bzx -~- cxy) "z -= O. 
116. Es eriibrigt in diesem Capitel nut noch die geslaltliche Be- 

handlung unserec Fliichen und wir beginnea mit den :Fl~ichen mit 
I~iicl~kehrgeraden. Ich unterlasse es bier die Aenderungen anzugeben, 
welche bel den einzelnen F15cheu vorzunehmen sind~ und gebe nur 
das Princip an~ nach dem man zu verfahren hat. Man kanrt n'~mlich 
immer yon den Monoiden mit Doppelgeraden ausgehen, welche liings 
derselben constante Tanffen~ialebenen besitzen. Solche Monoide be- 
sitzen zwei getrennt liegende, oder zusammenfallende dreifache Punkte. 
Liisst man nun die Doppe]gerade in eine [~iickkehrgerade iibergehen, 
so trennt5 sich yon dec Berfihrungscurve des projicirenden Kege]s die 
Doppelgerade ab, wie dies Figur 4 ]a  und 41b zeigt. Von den drei- 
fachen Puukten A und 1~ ist nur der Theil gezeichnet, der uns bei 
dem genannten Vorgang interessirt. Man iibersieht hierbei sehr scbSn 
wie der Close-point entsteht. Die beiden dreifachen Punkte kSnnen 
auch conjugirt imagin~r sein, ganz ebenso wie bei den Fl~chen in 
Nr. 97. 

Die Monoide mit einer Selbstberi~hrungsgcraden kann man aus den 
Monoiden mit zwei Doppe]geraden ableiten, indem man diese zusam- 
menriicken 1.Xss~. Es sind hier folgende FSlle zu unterscheiden. Die 
beiden Pinch-points trennen die dreifachen Punkte, oder sie trennen 
die dreifachen Punkfe nicht, oder sie sind conjugirt imagin'Xr. Um das 
Monoid mit Selbstberiihrungsgeraden abzaleiten, dessen beiden Pinch- 
~oints die dreifachen Punkte nicht trennen, geht man yon dem Monoid 
mit zwei Doppelgeraden aus, dessen Abbildung auf die Ebene die 
Figur 42a zeigt. Den Richtungen slj t 1 und s~, t.~ entsprechen auf 
den Doppelgeraden die Pinch-points. Beim Grenzttbergange riicken die 
beiden Pinch-points, en~sprechend den Richtungen s 1 und s~, zusam- 
men und bilden den eit~en neuen Pinch-point auf der Selbstberiihrungs- 
geraden; die beiden Pinch-points, entsprechend den Richtungen t I und 
t 2 rticken ebenfalls zusamraen, bilden aber den andern dreifachen Punkt, 
siehe Figur 42b. Jedcr Richtung durch /)1 resp. t)2 in Fig. 42a ent- 
spricht ein Punkt der Doppelgeraden, d'a die Tangentialebenen in den 
Punkten der Doppelgeraden noch beweglich sind; dagegen entspricht 
jed.er l~ichtuug dutch P in Fig. 42b nur noch ein einziger Punkt, da 
die Tangentialebenen in den Punkten der Beriihrungsgeraden constant 
sind. So entspricht der Partie h der Ebene beim Monoide ohne reelle 
Hauptgeraden ei'n geschlossener Fli~ehentheil, der sich wie ein Kegel 
2. Ord. in die beiden dreifachen Punkte erstreckl. Macht man eine 
Reihe Schnitte durch das Monoid, welche tier Bildebene parallel sind, 
so entspricht dem Schnitt durcb den dreifachen Punkt ~ ----- 0 die Curve 
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~3 ~ 0~ den Schnitten zwischen beiden dreifaehen Punkten Curven 
2D von'der Form 1, dem Schnitt durch den dreifachen Punkt ~---~ -- -/-- 

die Curve 2, (bestehend aus einem Zweig und dem isolirten Punkt / ) ) ,  
den Schnitten zwischen diesem dreifachen Punkt und dem einen Pinch- 
point Curven yon der Form 3, dem Schnitt dureh den Pinch-point die 
Curve 4~ den Schnitten zwischen beiden Pinch-points Curven yon der 
Form 5 oder 6, dem Schnitt durch den zweiten Pinch-point die Curve 
7~ den Schnitten zwischen diesem Punkt und dem dreifachen Punkt 
z ~ 0 Curven yon der Form 8. Hierdurch gewinnt man ein deutliches 
Bild der Fl~iche ohne reelle Hauptgeraden; will man abet eine Fliiehe 
mit reellen Hauptgeraden, so muss man die Fli~che, wie in Nr. 45 
und Nr. 46 gezeigt wurde, mit sich selbst an geeigneten Stellen zu- 
sammenwachsen lassen. 

Sollen die Pinch-points eonjugirt imaginEr werden~ so l~sst man 
bei der vorigen Ft~che die beiden Pinch-points zusammenriicken und 
dana imaginiir werden. Man kann die Fliiche jedoeh aueh direct ab- 
leiten~ wenn man yon einem Monoid ausgeht, dessen Bild Fig. 4~e 
darstellt. Sollen die Pinch-points dutch die dreifachen Punkte getrennt 
werden, so kann man einen yon ihnen durch einen dreifaehen Punkt 
hindurchgehen lassen, oder abet man kann dasselbe wieder direct ab]eiten. 

Auch bei den zuletzt aufgestellten Monoiden kSnnen die drei- 
faehen Puukte wieder conjugirt imaginiir werden. 

Monoide mit Riickkohrgoradoa hSMror Ordauag odor mit 
Solbstosculationsgera4en. 

117. Es handelt sich in diesem Capitel noch um einige wenige 
Monoide, deren singul~re Gerade yon h~herer Ordnung*)is~ als die 
8elbstberi~hrungsgerade. Wir haben bereits im vorigen Capitel gesehen, 
dass alle Monoide mi~ R~ickkehr-resp. Selbstber/ihrungsgeraden in den 
Punkten dieser Geraden eine constante Tangentialebene besitzen, oder 
dass die Projec~ionen aller ebenen Schnitte Curven mi~ Spi~ze resp. 
Selbsberiihrungspunkr liefern, deren Tangeaten in diesem Punkte 
identisch sind. Mit andern Wortcn: die Potenzreihen dieser projicirten 

8 

Curven oder der Projectionskegel stimmen bis zur Potenz yY resp. y~ 
iiberein, wenn x ~---0, y ~ 0 die singuliire Gerade darstellt.. Ganz 
ebeaso zeigt sich, dass bei einer Riickkehrgeruden 5. Ord. die Potenz- 

5 

reihen der Projectionskegel bis zur Potenz yu oder bei einer Setbst- 

*) Den t~,[ickkehrpunkt einer Curve oder die Rfickkehrkante eines Kegels 
nenn~ man yon der  3., 5., 7 . , . . .  Ord.~ wenn er die Classe um 3~ 5, 7~ . �9 erniedrigti  
ebenso unterscheide~ man Selbstber i ihrungskanten 4 ,  6.7 8 , . . ,  Ord. 
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osculatlonsgeraden bis zur Potenz y~ iibereinstimmen. Je zwei solehe 
zu einer Fliiche gehSrige Kegel, welche auf ebenen Schnitten s~ehen, 
schneiden  sich demnach in 10 resp. 12 zusammenfallenden Kanten und 
folglich sehneiden sie den Tangentialkegel 3. Ord. in dreifachen Punkte 
ebenfalls in 10 resp. 12 consecutiven Kanten. In Folge dessen siud 
nut die folgenden MSglichkeiten geboten. 

Der Kegel u a ~ 0 zerf~llt in eine einfache und eine Doppelebene, 
der Kegel u 4 ---~ 0 besitzt elne R[ickkehrl~ante 5. Ordnung und wird 
liings derselben yon der Doppelebene beriihrt. Wit  kSnnen dann:  

u~ ~-- x~y  und u 4 ~ Ix '~z  2 ~ z ( . M x 3 - - ~ - 3 N x 2 y ~ 3 O x y  2) --~ Q x  4 

4 R x Z y  ~ 6Sx~ 'y  '~ -~- 4 T x y  a ~ U y  4 

seizen unter ZuhilfelJahme der Relation 90'-' ~ 4 I U  ~ 0. Jecter ebene 
Schnitt des Monoids u 3 -~- u~ ~ 0 besitzt im Allgemeinen einen [~tiek- 
kehrpunkt 5. Ord.; nur Schnitte durch einzelne Punkte der R~iekkehr- 
geraden kSnnen hShere Singularitii~ten aufweisen~ n,imlich die Schnitte 
dureh die singuliiren Punkte dieser Geraden. Umgekehrt kSnnen wir 
d~ singul~iren Punkte der Rfiekkehrgeraden dadurch besfimmea~ dass 
wir uns fragen~ ftir welehe Werthe yon z wird die Curve u 3 ~ u 4 =:~ 0 
einen dreifachen Punkt oder einen Selbstosculationspunkt erhalten; im 
ersteren Falle ist der beziigliche Punkt ein dreifaeher Punkt ,  im letzteren 
ein Close-point*) des Monoids. Man erkennt aber sofort,  dass kein 
weiterer dreithcher Punkt  existiren kann,  dagegen giebt es einen 
Close-point. Die Reihenentwieldungen f(ir die beideu Aeste tier Curve 
tt 3 - [ -  ~A 4 ~ 0 beginnen nSmlich mit y ~ a z  z und schreiten im Allge- 

I 5 

meinen nach Potenzen yon z ~ fort ,  also y ~ az  2 ~ flz:z-f - . . .. Ffir 
die Sehnittcurve (lurch den Close-point, welehe einen Selbstosculations- 
punkt hat ,  m[issen aber die Potenzreihen nach ganzen Potenzen yon 

z fortschreiten, d. h. es muss fl versehwinden. Nun ist a = 30 
2 I z  ' 

ferner bestimmt sich ~ durch Nullsetzen der Glieder 7. Dimension, also 
I z 2 f l  '~ -[- a ~ -{- 3 N z a  ~- z c- 4 T a  ~--- O. Soil ~ versehwinden, so folgt 

30 und hlerdurch ist der Close-point bes~immt. daraus z --- 8 1 T  ~ 9 0 N 

Die Reduction der Classenzahl vertheilt sich, wie folgt. ZunilchsL 
reducirt die l~iickkehrgerade die Classe um 16 Einheiten,  da sie sich 

vierfach yon der Curve - ~ -  - ~ -  ~ 0 abtrennk Der projicirende 

Kegel ist nur noeh yon der 7. Oral. uad schiekt nur noch zwei M~ntel 
durch den dreifachen Punkt ,  sie haben die Reihen: 

*) Die Bezeichnung Close-point ist nicht v~llig correct, aber der Punkt ist 
einem gewiihnlichea Closepoint sehr '~hnlich, so dass ich keine bessere Bezeieh- 
nung wdss~e. 
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5 

x ~ + b z 2 + . . . ,  y ~ - a z ~ - + . . . ,  a---_--I; 
die Reduction durch diesen Puak t  berechnet sich auf 8. Fiir den Close- 
point finder man 6 als die Zahl,  welche seinen Einfluss auf die Classen- 
erniedrigung angiebt. 

118. Wenn der Kegel  % ~---0 eine dreifache Ebene darstellt und 
u 4 ~ 0 wiederum einen Kegel  mit einer Riickkehrkante 5. Ord., weleher 
l~ings derselben yon der singuF, iren Ebene beriihrt wird~" so setzen wit 
u 3 ~ x ,~, wShrend wir die GleichmJg fiir u 4 und die Constantenrelation 
beibehalten, and erhalten ein neues Monoid mit einer Riickkehrgera- 
den 5. Ordnung. Es giebt jetzr auf tier Riickkehrgeraden keineu 
Close-point mehr ,  er ist in den dreifachen Punkt hereingeriickt. Der 
projicirende Kegel 7. Ord. schickt drei M~ntel mit den Reihen: 

3 
4 8I ~ 

x~__bz'~ + . . . ,  y ~ - 4 - a z ~  + . . .  b - ~ . - - - ~  I ,  a ~ ' 810 
resp 

91~0 -- 8 I T  
X-- -__bz3-~- . . . ,  y ~  a Z 2 - ~ - . . . ,  a ~ -  2U 

Der dreifache Punkt  reducir t  hier die Classe um 15~ so dass die Ge- 
sammtreduction gleich 31 wird. 

119. Schliesslich ist noch das Monoid mi~ einer Selbstosculations- 
9eraden zu erwKhnen; man erhSlt es, wenn u t ------0 eine Selbstosculations- 
kante besitzt und % ~ x  "3-~ 0 den Kegel u I ~ 0 liings dieser Kante beriihrt. 
Nehmen wir u 4 in seiner friiheren Form,  so haben wit zwischen den 
Constanten die beiden Relationen 9 02 - -  4 1  U ~  0 und 81 I ' - - 9 0 h r ~ O  ; 
aus beiden folgt dann welter U • - -  2 0 T - ~  O. Es giebt dann auf 
der singul~iren Geraden einen Pinch-point*) hiiherer Ord., einen Punkt 
for welchen die ebenen Schnittcurven RtickkehrpuJlkte yon der 7. Ord. 
haben. Nun besitzen die Curven u3 + u4 ~ 0  alle einen Selbstoscu- 
lationspunkt, der zum Riickkehrpunkt 7. Ord. wird, wenn 

3 o u  
Z --~ .-~.2i~l, ~ + 1 2 I S U +  3MO U 

ist; hierdureh is~ also der Pinch-point bestimmt. 
Die Selbstosculationsgerade reducirt die Classe um 20, da sie sich 

~f  - -  0~ Of ~___ 0 abtrennt. Durch den drei- fiinffach yon der C u r v e - ~ x - - -  ~y-- 

fachen Punkt  gehen zwei MEntel des projicirenden Kegels 6. Ord., 

sie haben die geihen:  
- -  8I  ~ 4I  

x = b ~ + . . . ,  y ~ _ . ! ~ + . . . ,  a=--gi-6- , b . . . .  ~ ;  

*) Dieser Pi~hpoint ist durch Zasammenrfickeu dreier Pinch-points und 
ihrer drei Doppelgeraden entstanden. 



144 K. Rout. 

der dreifache Punkt erniedrigt die Classe um 6 Einheiten. Durch den 
Pinch-point geht ein Mantel des projicirenden Kegels, er reducirt die 
Classe um 7 Einheiten. Die Fliiche ist demnach yon der 3. Classe 
und bildet einen s~eciellen Fall der Steiner'schen Flgche; slehe Nr. 126 
des letzten Capitels. 

120. Um sich ein Bild yon der Gestalt des Monoids in Nr. 117 
zu machen, lasse man eine Ebene sieh nm die singul~re Gerade drehen. 
Sind die beide~ Hauptgeraden der F]~iche imagin~r and geht man yon 
der Lage y ~ 0 aus, so bildet die Schnittcurve einen isolirten Punkt~ 
der bei Drehuug der Ebene in einen kleinen Kegelschnitg iibergeht. 
Bei weiterer Drehnng verl~ingert sich dieser Kegelschnitt, bis er in 
das doppelt geziihlte Stiick der singulgren Geraden zwischen drei- 
fachem Punkt und Closepoint fibergeh~, wean die Ebene die Lage x ~ 0  
einnimmt; siehe Figur 43. Nimmt man die Drehung der Ebene, yon 
der Lage y = 0 ausgehend~ in entgegengesetzter Richtc, ng vor, so 
entwickelt sich aus dem isolirten Punkt ein kleiner Kegelschnitt, der 
auf der entgegengesetzten Seite der singuliiren Geraden liegt. Bei 
weiterer Drehung verl~ngert sich derselbe immer mehr, his er schliess- 
]ich in den durehs Unendliche ver]aufenden Theil der singul~iren Ge- 
raden iibergeht; siehe Figur 43b). Die Fliiche liegt in der N~he des 
dreifachen Punktes g~nz auf der einen Seite der Ebene y-----0. Sind 
die beiden Hauptgeradeu reell, so erhiilt man die Fl~iche, wenn mar 
die geschilderten Theile an einer Stelle zusammenwachsen l~sst. 

Die Gestalt des Monoids in Nr. 118 liisst sich ganz in derselben 
Weise finden, indem man eine Ebene um die slngul~ire Gerade dreht. 
Als Ausgangslage ws man die Ebene senkrecht zur Ebene x = 0; 
sie schneider einen Kege]schnitt aus, der bei der Drehung der Ebene 
immer ]deiner wird, bis er sich auf einen Punkt zusammenzieht, wenn 
die bewegliche Ebene die Lage x = 0 angenommen hat. Macht man 
die Drehung yon der Ausgangslage in entgegengesetzter Richtung, so 
verl~ingert sich det Kegelsehnitt immer mehr, dringt durchs Unend- 
]iche und geht in die doppelte singuls Gerade tiber, wenn die be- 
wegliche Ebene wieder die Lage x---O angedommen hat; siehe Fig. 44. 

Die Partien der Fl~che, welche sich an die l%fickkehrgerade an- 
se~zen, ]iegen auf entgegengesetzten Seiten der Ebene x-----0 und der 
singutiiren Geraden, wenn man den dreifachen Punkt passirt. 

Was endlich die Gestalt der Fl~iche mit Selbstosculationsgeraden 
anlangt, so ist zuniichst zu bemerken, dass es durch den Pinch-point 
eine Ebene giebt, welehe'liings eines Kegelschnitts beriihrt. Dreht 
sich wieder eine Ebene um die singuliire Gerade~ so schneider sie immer 
einen Kegelschnitt aus, der jene Ebene in einem Punkte ihres Kegel- 
schnitts und die singul~ire Gerade wie vorher im dreifachen Punk~ beriihrt. 
:Nimmt die bewegliche Ebene die Lage x = 0 an, ~ ' g e h t  der Kegel- 
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schnitt in das doppel~ gez~hlte Stiick der singulSreu Geraden zwischen 
dem dreifachezl Punk~ und dem Pinch-point tiber, und zwar tritt 
dieses eilb einerlei ob man yon der Ausgangs]age naeh rechts oder links 
dreht. Das eine Sttick der Selbstosculationsgeraden z~vischeu den 
beiden singuli~ren Puakten is~ reell, das andere imaginiir. 

DiG Regelfl~ichen 4. 0rdmmg mit einer dreifachon fieradon. 

121. Obgleich diese Regelfliichen schon anderwiirts*) ihre Erledigung 
gefunden haben, so kSnnen sie doch hier tier Vollst~indigkeit halber 
nicht ausgelassen werden, und ich halte dig nachstehenden Auseinan- 
dersetzungen um so weniger fiir fiberfl~issig, dls uns ein anderes Princip 
leiten wird, als das in den citirten Arbeiten. Wir g~hen wieder yon 
der Gleichungsform ua -}- u 4 ~ 0 aus, we ua ~- 0 drei Ebenen dureh 
die Gerade x~---0, y ~ 0  und u a = 0  einen Kegel 4. Ord. mit der 
dreifachen Kante x ----- 0, y ~ 0 bezeichnetl yon den 12 Schnittgeraden 
u a ~---()~ ut = 0 kSnnen 9, 10 oder 11 in die singuIgre Gerade herein- 
riicken und hiernach haben wir versehiedene Fglle zu unterseheiden. 

Schneiden sich u a - - -0  und u 4 ~ - 0  in 9 Geraden x = 0 ,  y = 0 ,  
so kSnnen wir setzen: 

u a -~ A x  a -{- 3.Bx'~y -{- 3 C x y  2 -f- D y  3 
und 
u~ ~ z ( M x  ~ -~ 3 Nx~y "~ 3 Q.xy 2 ~ .Py3) -{- Qx 4 '{- 4 Rx3y -{- 6Sx2y 2 

.-f- 4 T x y  "~ + Uy  4. 

Es giebt dann im Allgemeinen in jedem Pankt der dreifachen Geraden 
drei yon einander verschiedene Tangen~ia]ebenen, nur {'fir vier Punkte 
d~eser Geraden fallen zwei Tangentialebenen zusammen, da bekannLlich 
die Discr~minante einer Gleichung 3. Grades in den Coefficienten vom 
vierterL Grade ist. Einen solchen Punkt wollen wir wiederum als Pinch- 
point bezeichnen, da durch ihn tin einfacher Mantel der Regelfiiiche 
geht und zwei mit einander zusammenh~ngende M~intel, welche sich 
genau so verhalten, wie die beiden M~ntel durch eine Doppelgerade 
in ihrem Pinch-point. 

Der projicirende Kegel aus einem beliebigen Raumpunkt ist nur 
noch yon der sechsten Ol:dnung; die Bertihrungscurve 6. Ord. dieses 
Kegels geh~ durch die vier Pinch-points hindurch, so dass in jeder 
Ebene durch die dreifache Gerade nur noch zwei bewegliche Punkte 

~f ~ 0 ~  ~f ~ 0  trennt sich dieser Curve liegen. Von der Curve-~X- ~--y 

die Gerade x ~ 0, y ==0 vierfach ziihlend ab, die iibrig bleibende 

*) Zuerst ha~ Cayley die versehiedenen Regelfliichen 4. Grades untersueht. 
abet einige ausgelassen, vergl. Phil. Transactions CLIV, p. 559; vollsti~udig bis 
auf eine giebt sie Cremona, Memorie del It. Is~. di Bologna v. VIII, vergl, die 
zwei/:e No~e auf Seite 147. 

l$Iathematische Annalen. XXIV. 10 
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Curve 5. Ord. geht durch die Pinch-points einfach hindurch und schneider 
daselbst die Regelfl~iche in je vier consecutiven Punkten, so (lass sich 
fiir die Regelfl~iche die Classe 4 ergiebt, wie das ja auch bekannt ist. 

Die drei Erzeugendea in einem Punkt tier dreifachen Geraden 
liegen im A1]gemeinen nicht in einer Ebene*); liegen sie jedoch f/ir 
irgend einen Puakt der dreifachen Geraden in eiaer Ebene**), so gilt 
Gleiches fiir jeden Punkt derselben; die Erzeugenden treffen alle eiue 
feste Gerade, welche der Regelfl~che nur einfach angehSren kann. 

Ein Schnitt durch einen Pinchpoint liefert zwei verzweigte und 
einen linearen Ast; geht der Schnitt durch die singulilre Gerade oder 
Dorsallinie des Pinch-point, so wird diese Gerade, ein sie beriihrender 
Ast und eia weiterer Ast ausgeschnitten. Es giebt (lurch die Dorsal- 
linie eine E~ene, welche li~ngs ihr beriihrt und einen Kegelschnitt 
ausschneide~, der natiirlich durch dell Pinchpoint geht. 

Rticken zwei Pinch-points zusammen~ so gehen durch diesen Punkt 
drei Erzeugende, welche einaader unendlich nahe gertickt sind. Macht 
man also diesen Punkt zum Coordinatenanfang, so hat man in der 
Gleichung u 3 -~- u 4 ~ 0 fiir u 3 eiaen reinen Cubus, etwa x 3, zu setzen. 
Dana sehickt der projicireade Kegel 6. Ord. durch diesen Punkt zwei 
M~ntel, welche mit einander verzweig~ sind und die Gerade x ~ 0, 
P z  -k Uy  ~ 0 beriihren. Es kSnnen auch zwei Mal zwei Pinch-points 
zusammenriicken, aber es kSnnen nieht drei oder vier in einen Punkt 
zusammenfallen. 

122. Nehmen wit jetzt an, dass eine der Ebenen u 3 ~ 0 einen 
der M~ntel des Kegel u 4 ~ 0 l~ngs der dreifachen Kante beriihrt~ so 
haben wit in der Gleichung der Regelfl~iche D ~ 0 und P ~  0 zu 
setzen. Es giebt jetzt in der dreifachen Geraden eine eonstante und 
zwei beweg~iehe Tangentialebenen***). Die Discriminantc der Gleiehung 
3, Grades reducirt sich jetzt auf 

( C - b z O )  2 { 4 ( A + z M )  ( e q - z O )  - 3(Bq-z_N)2}. 

Es existiren also nut zwei gewShnliche Pinch-points, die beiden andern 

sind in den singuliiren Punk~ z - - - - - - -~  zusammengeriick~. Der proji- O 
C cirende Kegel 6. Ord. schickt dutch den Punkt z ~- - -  ~- zwei M~intel 

C mit den Reihen x ~ bzl  a ~ �9 � 9  y ~ a~l~ ~ . . . ,  zi ~ z -~---d" 

Als Specialfall ist zu erwiihnen die Regelfl~che, f~ir welche ein 
�9 c Pinch-point in den singul~rea Punkt z ~-----~- hereinriickt, fiir welche 

also B O -  C : Y ~  0 ist. Der projicirende Kegel 6. Ord. schickt im 

�9 ) Cremona, a. a. O. Regelfl~che 8. 
�9 *) Cremona, a. a. O. Regelfl'~che 9. 

�9 **) Cremona, a. a. O. Regelfl~che 3. 
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C 
letzteren Falls durch den Punk~ z ~ - - - b -  zwei verzweigte MSntel mit 

den l~eiheu: 
3 

x ~ -  bzl  "z -4- " " ", y = +___. az~  ~ " " " 

123. Wenn zwei der Ebenen u:~ ~ 0 zwei Mgntel des Kegels 
~t, -~- 0 liings tier dreifachen K~nte berfihren, so kSnnen wir schreiben: 

u 3 = 3 B x 2 y  ~ 3 C x y  ~ 

und 
u 4 = ~ ( 3 N x 2 y  + 3 0 x y  2) - k  Q x '  -4- l ~ z S Y  § " " '. 

Ct In l~o]~,e dessert sind yon den Tangenticdcbenen in den Punkten der 
dreifachen Geraden zwei  constant  u n d  sine bewcglich *). Die Discriminante 
der Gleiehung 3. Grades geht fiber in: 

3 (13 + zN)* (C + zOF, 

es giebt also zwei singul~re Punkte: 
B 

C und z ~ -- -" z~----- -6- 2~ 

D i e  beiden constanten Tangent ia lebenen kSnnen  auch ~usams~en- 

riickcn, dann verschwindet die Discriminaute identisch; zwei M~ntel 
der Regelfl~iche sind liings der dreifaehen Geraden verzweigt, d. h. sin 
haben dieselbe zur l~iickkchrkante,  und die Rgckkehrtangentialebeae 
ist gerade die constante Tangentialebene. Es giebt auf der dreifachen 
Geraden nur noch einsn einzigen singuli iren _P, unkt ;  macht man den- 
selben zum Coordinatenanfang, so erh~lt man als Gleichung der llegel- 

fl~iche**) : 
x s ~ 3 N x ' ~ z  -4- Q x  4 --~ 41~x'~y "4- 6 S x ' ~ f  ~ 4 T x f  "k  U Y  4 ----- O. 

Der projic[rende Kegel is~ jetzt nur noch yon der 5. Ord., er schick~ 
durch den singul~iren Punkt einen Mantel mit den Reihen: 

x = bz4 .4_ . . ., y .-~- gZ3 "~ - " " ". 

~f ~ 0 ist nur noch yon der 4. Ord,  so Auch die Curve ~ ' - ~  O, ~ -  
dass der singul'~re Punkt,  ~bgesehen yon der dreifachen Geraden, die 
Classe um 12 erniedrig~, da ja die t~egelfl'~ehe immer yon der 4. Classe 
sein muss. Jeder Sehnitt dutch den singul~iren Punkt liefert nine 
irreducible Curve 4. Ord., deren drei Aeste mit einander verzweigt sind, 
nur die Schnitte dureh die dreifaehe Gerade machen hiervon nine 

Ausnahme. 
124. Ueber die gestalflichen VerhEltnisse ist kurz Folgendes zu 

bemerken. Die Regelfi~che mi~ drei beweglichen T~ngentialebenen in 

*) Cremona, a. a. O. Regelfl~che 10. 
**) Diese Regelft~che is~ yon Cremona in der citirten Abhandlung nicht 

angegeben. 10" 
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tier dreit'achen Geraden kann vier reelle, oder zwei reelle und zwei 
im~giniire, oder vier imagin~ire Pinch-points besitzen- Wir &ehen nun 
eine Ebene um die dreifache Gerade und ~eri'ol~en die Bewegang ihres 
Beriihrungspunktes. Sind alle 4 Pinch-points reel l ,  und bezeichnen 
wit dieselben n i t  A,  .B, C, D, siehe Fig. 45, so kSnnen wit yon der- 
jenigen Ebene ausgehen, deren Ber~ihrusgspm~kt der unendlich ferne 
Punkt  isL Der Drehung dieser Ebene  ~m 180~ entspricht eine Be- 
wegung des Bertihrungspunktes y o n -  r nach A,  dann wird die 
Bewegung rilckl~iufig bis /3, kehrt hier ubermals um und geht nuch 
C, wird hier riickl~iufig his D~ kehr t  hier wieder mn und geht naeh 
-~ c~, womit die ganze Bewegung geschlossen ist. Die Figur bringt; 
is der punktirten Linie diese Bewegung zur ADsch~uungi eine audere 
MSgliehkeit kann nicht ein~reten. Ob nun die Erzeugenden alle Xlooh 
eine feste Gerade treffen oder nicht ,  ist hinsichtl ich der Gestalt der 
Regelfi~iche nicht yon Belang. 

Sollen nun zwei Pinch-points zusammenr~icken, so kSnnen das i n  
unserer Figur die Punkte A und ~ oder C und / )  sein, dann r~icken 
die 3 Erzeugenden dutch einen soIchen Punkt  unendlich nahe zusam- 
men. Hieraus ist abet unmittelbar die Bewegung des Berfihrungs- 
punktes in diesem Falle klar. Man erkennt such sofort,  wie die Ver- 
hiil~nisse sich gestalten, wenn A und B conjngir t  imagin~ir werden. 
Werden auch noch C und D conjugict imagin~ir~ so gieb~ es ersicht- 
lich in jedem Punkte der dreifachen Geraden n u r  noch eine einzige 
reel& Tasgentialebcne. Aus der Regelflhche mi~ Jmr zwei rellen Pinch- 
points C und 1_) kann man noch eine zweite l'~egelft~che ohne ree|le 
Pinch-points ableiten~ wenn man in Fig. 45 die Punkte C und _/) 
durchs Unendliche zasammenriicken, und dann conjugirt imagin:~ir 
~,erden l~sst. Dasselbe erreicht m a n ,  wenn man  yon der Figur 45 u 
ausgeht und die Punkte C und D i m  End]ichen zus~mmenriicken und 
conjugirt imagia~ir werden t~isst. Man erhii]t so eine RegeIflgche, welche 
in jedem Punk~ der dreffaehen Geraden noch d,'ei reelle TangcntiaZ. 
ebenen besitz~. Dreht sich eine Ebene dureh die dreifache Gerade u m  
180 ~ so durehl~af~ der Ber(ihrungspunkt diese Gerade drei Mal i n  
derselbeu Richtung. Der Uebergang yon tier RegelflKche n i t  zwci 
reellen Pinch-points zu der letztgenannten Rege l~ iche ,  wird yon ether 
Regelfl~iche', n i t  ether constanten Tangentialebene l~ngs der dreifachen 
Geraden, gebildet. 

I/at die RegelflKche in der dreifachen Geraden eine constante Tall- 
gen~ialebene nnd bezeichnen wit die beiden Pinch-points  wieder n i l  
.4 und /3~ den singuliiren Punkt abet n i t  S, so giebt uns Figur 45 a 
die Bewegung des Beriihrungspunk~es. Die Erzeugende durch den  
Ber(ihrungspunk~ f~ll~ dabei ein h.'Ial n i t  der dreifachen Geruden zu-  
sammen und zwar gerade ftir den Punkt  S als Ber(ihrungspunkt; in-  
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dem also tier Berfihrungspunkt die Lage S passir~, passirt die Erzeugende 
die Lage der dreifaehen Geraden. 

Nach einer Drehung yon 180 o nimmt die Erzeugende wieder ihre 
ursprtingliche Lage an. Versieht man die Erzeugende mit einem Pfeil, 
um eine positive Richtung zu markiren, so stimmt die Richtung zu 
Anfang und am Sehluss der Bewegung tiberein, was bei den vorher- 
gehenden Regelfl~ichen ebenfalls der Fall ist. Man iibersieht leicht die 
kleine Aenderung, welche eintritt, wenn tier Pinch-point A in den 
singulSren Punkt hereinr~ickt. 

Hat die gegelfi~iehe in der dreifaehen Geraden zwei constante 
Tangential~benen, so durchlKuft der Bedihrungspunkt die dreifaehe 
Gerade einfach, wenn sich die Tangentialebene um 1800 dreht. Ffir 
zwei Lagen des Bedihrungspunktes f~llt die Erzeugende mit der drei- 
fachen Geraden zusammen, die positive Riehtung der Erzeugenden zu 
Anfang und zu Ende der Bewegung stimmen wieder fiberein. 

Zum Schluss ist noeh die Regelfl:,iche zu nennen, bei welcher die 
beiden M~ntel mit constanter Tangentiatebene verzweigt sind. Der 
Bertihrungspunkt durchl~uf~ die Gerade einfach; ffir einen Punkt f:,illt 
die Erzeugende mit der dreifachen Geraden zusammen and ~udert in 
demselben Moment die Richtung ihrer Drehung in Bezug anf ihren 
:Punkt in der dreifachen Geraden. 

Da bei der zuletzt genannten Regelfl~iche, die beiden singul~iren 
Punkte zusammenger~iekt sind, so erkennt man, dass bei tier gegel- 
fl~che mit zwei eonstanten Tangentialebenen~ die letzteren auch con- 
jugirt imagin~ir sein kSnnen. 

Die S te ine r ' scM Fl~iche, ihre Realitiitsverh~iltnisse, sowio die 
Specialf~lle derselben. 

125. Da die S t e i n e r ' s c h e  Fl~che ein so allgemeines Interesse 
in Anspruch nimmt, so diirfte es nicht fiberfliissig sein~ ihr ein be- 
sonderes Capitel zu widmem Beginnen wir mit dem Fall der S t e i n e r ' -  
schen Fl'Xche, in welchem die drei Doppelgeraden reell sind, dann ist 
ihre Gleichung: 

2xyzw.-~ a I y~z ? ~ a2z2x ~ 4;- aa x~y~ + 2bl x2YZ~ 2b2y~zx'-~ 2b~z~xY =0' 

Die Pinch-points auf den drei Doppelgeraden bestimmen sich respective 
dutch die Werthe: 

- - 1  

- - 1  
x ---- O, Y = -~-~ + V~i~3 ' z -= O, 

- - I  x =  b~• y ~ O ,  z = O ;  
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zugleich werden die Gleichungen der singul'Sren Ebenen in dieseu 6 
Punkten : 

_ y = o ,  
resp. 

y +__ = o ,  
resp. 

• = o. 

Von diesen singul'~ren Ebenen lassen sieh vier Mal drei herausgrelfen, 
welehe sieh in einer Geraden sehneiden. Die 6 Pinch-points liegen 
vier Mal zu drei in Ebenen, welehe die F1Kehe l~ngs eines Kegel- 
sehnitts berfihren, die 6 Dorsallinien in den Pinch-points bilden die 
Kantea eines Tetraeders. Alle diese Eigensehaften sind l~ngs bekannt~ 
uncl babe ieh sie hier nur einfaeh wiederholt*). 

Sind die GriSssen a~, %, a s al!e drei zugleieh positiv oder zugleich 
negativ, so sind die aufgez~hlten Singularit~ten alle reell und das 
Tetraeder der Dorsallinie ist reell**). Die Fl~ehe lieg~ ganz inner- 
halb dieses Te~raeders. 

Sind yon den GrSssen a,, a2, a 3 eine oder zwei negativ, die 
andern positiv, so giebt es nur noeh zwei reelle Pinch-points und 
zwei reelle Dorsallinien; die vier Ebenen, welche l.~ngs eines Kegel- 
schnittes ber{ihren, sind paarweise conjugirt imaginKr. 

Den Uebergangsfall bildet eine zerfallende FIKche~ welche aus 
einer Ebene und einer ~egelflache 3. 0rd. besteht. 

Die St, e iner ' sche  Fl~che kann auch so beschaffen sein, dass eine 
der drei Doppelgeraden reell, die beiden andern abet conjugirt imagin:.ir 
sind. Mach~ man die reelle Doppelgerade zur Axe x ~---0, y ~---0 
und die reelle Ebene durch die beiden andern Doppelgeraden zur 
Ebene ~ 0 ,  bestimmt man ferner die Ebenen x ~ 0 ,  y ~ 0  so, 
dass die Jmagin~ren Doppelgeraden sich in der Form: 

z = 0 ,  (x ~ - 4 - y 2 ) ~ 0  

darstellen, so wird die Gleichung der Ste~ner ' schen Fl~che: 

(x2- f - f )  2 + (a zx  + b z y) (x~ + f ) -4- ze (cx2 -'~ dY 2 -4- 2 ex y) 

+ ' 2e~(x2+y  ~) ~ O. 

Hier giebt es cffenbar nur noch zwei reelle Pinch-points, sie liegen 
auf tier einzigen reellen Doppelgeraden x ~ - 0 ,  y -~-0  und bestimmen 
sich als: 

(c + d) +_ V (e - ~)~ + ~ e 2 
Z ~ ~ e~--dc 

~) Ich erw'~hne bier: Steiner, Kummer, Weierstrass,  Cremona, 
Clebsch, SchrS~ser, Sturm. 

**) Es ist das diejenige Steiner'schc Fl~tche, deren Modell yon Kummer 
angefertigt worden ist, vergl. Bertiner Monatsberichte 1864, oder auch Verlags- 
katalog yon L. Brill in Darmstadt. 
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Man erkcnnt, dass diese Pinch-points stets reell sein mtissen; durch 
jeden dieser beiden Punkte gehen zwei reeIle Ebenen, welche ]~ings 
eines Kegclschnittes bertihren. Im dreifachen Punkt giebt es einen 
recllen Fli~chentheil, wetcher die Ebene z ~ 0  beriihrt, die Doppel- 
gerade x ~---0, y ~ 0 ist in der ~'~he des dreifachen Punktes isolirt. 

126. Den Uebergang yon der Steiner 'schen Fli~che mit 3reellen 
Doppelgeraden zu derjenigen mit nur einer reellen Doppelgeraden, 
bildet die Fl:~iche rnit Selbstberiihrungsgeraden; siehe Nr. 113.  Die 
Gleichung dieser Fliiche liisst sich immer sehreiben: 

x ~z -Jr- ax  4 dr bx3z q- cx2yz -4- z2(dx 2 q- ey ~) --~ O. 

hu t  der Doppelgeraden x = 0, y = 0 liegt der eine Pinch-point 
I der andere ist in den dreifachen Punkt hereingeriickt. Auf Z - -  d r 

der Selbstberiihrungsgeraden z ---~ 0, x ~ 0 liegen die heiden singuliiren 
- - 1  Punkte y ~ ~-_+ ~ ; dutch jeden dieser Punkte geht eine Ebene, 

we]che 15rigs eines Kegelschnitts beriihrt. Die beiden andern Ebenen, 
welche liings eines Kegelschnitts beriihren, sind in die Ebene z ~ 0 
zusammengefallen. Der projicirende Kegel 3. Classe geht stets dutch 
den dreifachen Punkt und beriihrt daselbst die.Selbstberiihrungsgerade. 

Die singul~iren Punkte auf der Geraden z ~ 0, x ~ 0 kSnnen 
auch conjugirt imaginiir werden, dann werden aach die beiden, l~ngs 
eines Kegelschnitts beriihrenden Ebenen conjugirt imaginltr; in diesem 
Falle giebt es kein isolirtes St(ick der Selbstberfihrungsgeraden mehr. 

Zum Schluss h~ben wir noch die S te ine r ' s che  Fliiche mit Selbst- 
osculationsgeraden zu untersuchen. In Nr. 119 haben wit bereits ge- 
funden'~ dass es auf der singuli~ren Geraden einen singuliiren Punkt 
giebt, dutch diesen Punk~ giebt es eine singul~re Tangente und dutch 
diese eine Ebene, welche l~ngs eines Kegelschnittes beriihrt. Da diese 
Singularit~ten immer reell sein miissen, so kann man die Gleichung der 
Fliiche immer schreiben: x ~ -~ ( a x z  -[- bye): -~ O. Das Gestaltliche 
dieser Fl~che ist bereits in Nr. 120 besprochen. 

Ich benutze diese Gelegenheit, um auf ein Versehen in meiner 
Abhandlung , Ueber die Gestalten der K u m m e r '  schen Fliiche," Math. 
Annalen Bd. XVIII aufmerksam zu machen. Dort ist in dem letzten 
Ahschnitt, welcher fiber Linieaitiichen handelt~ Seite 156, die Linien- 
flKche mit vier reellen Cuspidalpunkten auf der einen und vier imagi- 
n~ren auf der andern Doppelgeraden ausgelassen worden, sie ist ein 
Specialfall der Kummer ' s chen  Fliiche yore Typus IV. 

L e i p z i g ,  den 20. Januar 1884. 


