
QUELQUES REMARQUES SUR LES GROUPES CONTINUS. 

Par M. H. P0 inoa r6 ,  ~t Paris. 

Adunanza del 3 aprile z9oi. 

�9 ~ I . -  I n t r o d u c t . i o n ,  

A l'occasion du jubil~ de Sir G. G. STOItES, j'ai publi~ un M~- 
moire *) oa je me suis occup~ des groupes finis et continus de LIE. 
C'est ce M~moire que je citerai dans la suite sous le nom de (, M~moire 
de Cambridge )). 

J 'y ai entre autres choses donn~ une dfimonstration nouvelIe de ce 
th~or~me de Lm, qu'il existe toujours des groupes de structure donn~e, 
pourvu que cette structure satisfasse aux conditions dites de JAcom. 

J'ai mis sous une autre forme la formule de LIE pour la construction 
du groupe adjoint; i'ai donri~ ensuite les ~quations diff~rentielles du groupe 
paramfitrique, et j'ai montr6 que ces ~quations pouvaient s'int6grer, au 
moins par quadratures. 

La premiere chose que j'aurai ',t faire sera donc de rappeler toutes 
ces formules. 

Nous avons ainsi deux m~thodes pour former le grOupe, soit en 
partant du groupe adjoint, soit en partant du groupe param&rique. Ces 
deux m6thodes doivent conduire au m~me r~sultat. Mais il arrive ceci, 
quand on ~gale les r6sultats obtenus par ces deux m~thodes, on n'obtient 

*) Sur les groupes continus [Memoirs presented to the Cambridge Philosophical 
Society on the occasion of the Jubilee of Sir GZORGE GAURIEI. STOKES, Bart., Hon. 
LL.D.. Hon. Sc. D., Lucasian Professor (Cambridge, At the University Press, I9OO), 
pp. 22o-255]. 
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pas des identit& imm~diates, on obtient des propri&& plus ou moins 
cach&s du group.e. 

Beaucoup de ces propri~t~s &aient d~j~ connues; d'autres auraient 
pu ~tre obtenues par une autre vole; il m'a paru qu'il pouvait y avoir 
quelque int&~t 5, les relier entre elles de cette maniere. 

Malheureusemeat je n'ai pu aller bien loin dans cette direction; j'ai 
fair tr~s peu et je serai heureux si j'ai pu fake cornprendre ~ peu pros 
ce qu'il y aurait ~ faire. 

Les singularit~s des rehtions finies qui d~finissent le groupe para- 
m&rique, ainsi que celles des ~quations diff~rentielles d'ofl elles d~rivent, 
peuvent ~tre &uJi6es au point de vue de la th~orie des fonctions, mais 
je me suis born& ?tcet ~gard ~. de br~ves indications. 

Dans ]e cours de ce travail j'ai eu Jt envisager tant6t des transfor- 
mations infinit6simales, tant6t des transformations finies. Les premieres je 
les ai repr~sent~es, tant6t par le symbole 

Of Of 
X - -  X ( f )  = (X,) -}- (X,) ~}-[ -}- . . .  -}- (X~) 0x r , 

tant6t par le symbole 
gEX. 

Les transformations finies &aient toujours repr~sent~es par le sym- 
bole exponentiel. Je crois qu'il ne peut pas r+sulter de l~t de confusion 
f~cheuse. 

J'ai employ~ indiff&emment les deux mots c~ substitution , et c~ trans- 
formation ~. J'aurais pu tirer profit de cette double d+nomination, soit 
en r~servant Fun des noms pour les 0p&ations du groupe envisag+ et 
l'autre pour les op&ations correspondantes du groupe adjoint, soit de 
bien d'autres manieres. Au contraire, je n'en ai fair usage que comme 
un simple litt&ateur, pour ~viter les r6p&itions de roots. J'ai eu tort, 
mais j'esp6re que ce n'est qu'un pC:ch+ v&niel. 

I I . -  F o r m a $ i o n  d u  g r o u p e  a d j o i n t .  

La premiere des formules que je dois rappeler ~tait connue depuis 
longtemps; je crois cependant devoir en parler pour familiariser le lecteur 
avec les notations employfies. 

Soit 

~'.',c~f ~ cgx,0f x(f) = (x,)  _w= + (x=) + . . .  + ( x )  
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ua op&ateur quelconque. Je conviendrai d '&rire:  

X Y ( f )  --- X [ Y ( O ] ,  

( X  Y )  = X [ Y ( f ) ]  - -  Y [ X ( f ) ] ,  

x~ U )  = x Ix  ~- '  ( j ) ] .  

Si je cons.d&e la subs/tution iniinit&imale qui change f e n  I -~- -~ X ( f ) ,  
les puissances de cette substitution engendrent un groupe dtpendant d'un 
seul param&re t et dont la transformation h plus g~n&ale peut &re 
repr&ent& par la notation 

gtX 

puisqu'elle change f e n  
t e t, 

f q -  - 7 -  X ( f )  -[- 1.2 X" ( f )  -[- 1.2.3 X3 ( f )  -[-- . . . 

Si je cousidare maintcnant un groupe confinu G dfirivant de r op& 

rations 
X , ,  X~, . . .  X ,  

la transformation la plas g6n6rale de ce groupe pourra &re represent& 

par la notation: 
e r ( T =  t , X , +  . . .  + t ~ X ~ )  

Ces transformations formant un groupe, on devra avoir identique- 

ment : I r--  t, X, -{- .. .  -[- t, X,, 
ere u - -  e r U : u, X,  -t- . . .  Jr- ur X~ , 

Y--" V, X, -t- "'" 2i- Vr Xr , 

les v &ant des fonctions convenablement choisies des I et des u. 
La mtme condition s'exprime, comme on le sak, d'une autre ma- 

ni&e ; on dolt avoir : 

( i )  (x, x o  = ~7 ~,~, x, , 

"les qk, &ant des constantes. 

Soient alors 
r  X~,x,, T =  Y,,X,, 

de sorte que e r er e r soient deux transformations qudconques du groupe ; 

posons 
g--V gT gV ~ gT'. 

e r' sera encore une substitution du groupe, de sorte qu'on aura:  

T' --- t X, .-{- t" X, .-[- . . .  -b  t; X,.  

On volt ais~ment qu'on dolt avoir : 

e - r  T e  r = T ' ,  
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ce qui montre que les t '  sont des fonctions lin&ires des t;  c'est-fi-dire 
qu'~ chaque substitution e v de G correspond une substitution lin~aire qui 
change les t en t'. C'est l'ensemble de ces substitutions lin~aires qui con- 
stitue ce que l'on appelle le groupe adjoint de G. 

Cela pos~, nous avons: 

( r r )  = Z b , , t , X , ,  
off 

b,,, = c,,,,,, v,  + c=,,,~ v,. + . . .  + Cr,,,,, V,.. 

Formons l'~quation caract&istique de KI~INO: 

b , , - - ~  b,, . . .  b ,  
b2, b 2 = - - ~  . . .  b,, 

( 0  F ( ~ ) =  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  = o .  

br~ b,~ . . .  b , , - - ~  

Le premier membre F(~.) est un polyn6me homog6ne de degr~ r 

par rapport ~t ~ et aux v. 
Soient maintenant Pq les mineurs du d&erminant F(~) ,  de tclle 

fa~on que 

P,j - 5-  b,, P,: = o ,  
(i # j) 

P,, - -  Z bk, Pk, = - -  F (~). 

Ces mineurs seront des polyn6mes homog~nes de degr+ r - -  I par 

rapport k ~ et aux v. 
Les radnes de l%quation F ( ~ ) - - - o  sont donc des fonctions alg& 

briques des v ,  homog~nes de degr~ I par rapport /l ces variables. 
Cela pos+, la premi&e formule que je voulais rappeler est la sui- 

vante : 

(3)  t ' -  ~ f ~-~Zt, P,~ a~ 

L'intOgrale du second membre dolt &re prise le long d'un contour 
enveloppant routes les racines de F (~ . ) - -o .  

On volt imm~diatement queile dolt &re la forme des cofflcients de 
la substitution lin~aire du groupe adjoint qui change T e n  T'. 

Si les racines de l'+quation (2) sont routes distinctes, et sices ra- 

cines sont % ,  %,  . . .  %,  nos coefficients seront des combinaisons li- 
n~aires des exponentielles 

~'Ox :P e~al I ' ' ' e ~ t ' l r  
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ou plut6t seront de la forme : 

R &ant une fonction rationnelle homog~ne de degr~ z&o par rapport 

.4 toe et aux v. (Je rappelle que l'une des racines % ,  % ,  . . .  % est 
toujours nulle). 

Si les racines ne sont pas routes distinctes, nos coefficients seront de 
la forme : 
(4) ~-- e-~'e II (toO, 

P 

II (top) &ant une fonction rationnelie d~finie comme il suit: 
e 

Si top est une racine d'ordre b~, le d~nominateur sera homog~ne et 

de degr~ r - - b ~  par rapport aux v e t  4̀ top, et le num6rateur sera un 
polyn6me non-homog~ne de degr6 r -  I par rapport aux m~mes va- 
riables et o/l les terrnes du degr6 le moins ~lev~ seront de degr6 r -  b'-- 

Si les t sont regard6s comme donn~s, les t' i seront des expres- 

sions de la forme (4). On pourra choisir l e s t  de telle fagon que dans 
ces expressions t o u s l e s  termes disparaissent, sauf ceux qui contiennent 
en facteur l'exponendelle e-We. Oil dira alors que la transformation T 

apparlienr `4 la racine toe par rapport h la transformation V. 

Soit maintenant : 
e - r  T e  r - -  T ' ,  e - r  Ue  v - -  U ' ;  

on aura aussi: 
e - v ( T U  ~ U T ) e  v - -  T ' U ' - -  U ' T ' .  

T '  Si T appartient ~t la racine % et U ~t la racine toq, se r6duira 4̀ 

e-~9 multipli6 par une fonction alg6brique, et U' .4 e-~'q multipli6 par une 

fon.ction alg6brique; de sorte que 

T ' U ' - -  U ' T '  
se r~duira .~ l'exponentielle 

muhipli& par une s alg6brique. 
En d'autres termes, 

T U - -  = ( : r u )  

appartiendra k la racine toe-3r-%" 
Si toe -}- toq n'est pas racine de l'~quation (2), on devra conclure 

que le crochet ( T  U) est nul. 

Ce double th6or6me est dtl, je crois, 9t KIu,IxG. La d~monstration 

qui pr&~de diff6re de celle de KlUaNG au moins pour la forme, et elle 

se pr~sente d'une fa~on plus concise. Je rappellerai que dans le M~moire 
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cit6 de Cambridge j'ai &6 conduit (page 2 5 I) :i une d~monstration assez 
d&ourn6e de ce m~me theorY.me. 

La comparaison des deux expressions de ( T  U), ott figure d'une 
part une fonction ddpendant de co-~-c% ec d'autre part une somme 
dont chaque terme est le produit de deux fonctions d4pendant respecti- 
vement de co~ et % ,  cette comparaison, dis-je, conduirait ~i d'autres con- 
s~quences sur lesquelles je n'insisterai pas. 

La formule (3) montre que l'on a:  

l' ~ Z Iii t) i 

les I &ant des fonctions elxti4res des v, et cette formule d6finit une 
substitution lin~aire L qui appartient au groupe adjoint. 

On peut se proposer inversement de calculer les v connaissant Lt 
subs6tu6on L. CeLt n'est pas toujours possible, ceLt ne peut se faire 

�9 " O "  t 1 i �9 que si le groupe ne contient pas de transformations distin~,uees, c est-a-dlre 
permutables ~t routes les transformations du groupe. S'il en est autrement, 
tout ce qu'on pourra faire ce sera de calculer les b~k. 

Le calcul repose sur les prL'acipes suivants. Consid4rons l'~quation: 

l ~  ~ e -~  I,~ . . . I,~ 

( s )  a , ( ~ - ~ )  = L~ t~2 - -  ~-~ . . .  z~, = o .  
�9 * . . . �9 �9 �9 . . * �9 , �9 ~ . . �9 �9 , �9 

l,,  Ir2 . . . l ~ e  -~  

Soient Qij les mineurs de ce d~terminant, de telle faqon que:  

e-~ Q~i - -  5 -  lk~ Q~j - -  o ,  (i # j )  

La puissance ~=* de Lt substitution lindaixe L sera 6videmment don- 

n~e par Lt formule:  

( 6 )  t' _ - -  ~- f l ~ - ~  ~ -~d  
' ~=l/--~d *(~-~5 ZtiQ'j' 

l'intdgrale &ant prise le long d 'un contour enveloppant une lois, et une 
seule, chacune des racines pro~rement distinctes de l%quation (5)- Voici 
ce que j'entends par 1L L'dquation (5) admet une infinit6 de racines, 
mais routes ces racines peuvent se ddduire d 'un nombre fini d'entre elles, 

car r ne change pas quand on augmente ~ d 'un multiple de 2 ~ / Z  I. 
Je ne consid+rerai donc pas comme proprement distinctes deux ra- 

r cliff, rant d 'un multiple de 2 ~ l / - -  i et je supposerai que notre 
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contour est track de s ,~ ne pas envelopper 5. la fois ces deux 
racines. 

La formule (6) est vraie quel que soit ~,  en~ier, fractionnaire, etc. ; 
supposons ~ infiniment petit. Alors la puissance ,-y;~me de la substitution L 

se r~duit 5. 

D'autre part, en vertu de la formule (6) elle se r~duit 5. 

f ' 2 . .  * - 

d'ofi 

lI_  (7) b}, __ 2 =  I/--~---11 , ]  @ (e-a) Qo" 

Cette formule nous montre d'abord que les bit ne sont pas tou- 
jours des fonctions un!formes des I. En effet, notre contour d'int~gra- 
tion dolt envelopper une fois, et une seule, chacune des racines propre- 
merit dislinctes de (5)- Mais cela ne suflh pas pour d&erminer ce contour 
et pa r  cons/:quent les bi~. Si, en effet, on remplace une des racines par 

cette racine augment~e d ' u n  multiple de 2 ~ 1 / ~  I, on obtient un con- 

tour different qui conduit fi une valeur diff&ente de bit. 
Comment maintenant pourra-t-il arriver que les bit deviennent in- 

finis, ou, plus g~n&alement, cessent d'&re des fonctions holomorphes 

des l ? 
I1 est clair que, tant que le contour n'ira pas passer par un des 

points singuliers de la fonction sous le signe integral, c est-5.-d.re par 
une des racines de (5), les b resteront des fonctions holo.morphes des I. 

Ma, is on pourra toujours maintenir ce contour ,~ distance de ces racines, 
5. moins que l'une de ces racines ne devienne infinie ou que deux de 
ces racines ne viennent 5. se confondre;  et encore faut-il que les deux 
racines qui se confondent ainsi soient primitivement l'une 5. l'ext~rieur 
du contour, l'autre k l'int6rieur. C'est alors, en effet, que le contour 
pris entre deux feux ne peut plus fuir devant les racines, et qu'en gfi- 
nfiral les b cesseront d'&re des fonctions holomorphes des I. 

Cela peut encore s'~noncer autrement. Les racines de ( 5 ) n e  sont 
autre chose que ceIIes cle l'fiquation de KmLX~a augment~es d'un mul- 

tiple arbitraire de 2 ~r 1 / ~  I. Notre contour dolt envelopper toutes les 

racines de l'~quation de KILLING et hisser en dehors routes les autres 

racines de l'~quation (5). Aiors, pour que ies b restent des fonctions 
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holomorphes, il suffit qu'une racine de l'tquation de KILLING (qui dolt 
~tre int&ieure au contour) ne se confonde pas avec une racine de (5) 
n'appartenant pas ~t l%quation de KILLING (et qui doit rester ext&ieure 
au contour) :  Les b seront done des fonctions bolomorpbes des l, ?t moins 

que deux des racines de l'dquation de KILLING ne diffkrent d'un multiple de 

2 ~v l~ ~ I aulre que zgro, ou que l'une de ces racines ne devienne infinie. 

Nous sommes donc conduits ~t distinguer parmi les substitutions lin~ai- 
res times du groupe adjoint certaines substitutions singuli~res, qui jouis- 
sent de cette propri&6 que deux racines de l%quation de KILLING, sans 

4tre 6gales, difftrent d'un multiple de 2 ~ 1 / - -  I. 
En gtn&al,  pour ces substitutions singuli&es, les b considtr4es comme 

fonctions "des I seront infinies; c'est-~t-dire que ces substitutions singu- 
li+res ne seront pas une puissance d'une substitution infmittsimale du 
groupe. Mais il pourra se faire aussi que les b soient des-fonctions in- 
d4termintes des I, de sorte que la substitution singuli~re sera une puis- 
sance d'une infinit6 de substitutions infinittsimales diff&entes. 

La distinction entre les dcux cas se rattache ~i la thtorie des c~ Ele- 

mentartheiler ~;  formons les 6quations diff&entielles lin&ires : 

d~.~ 
d t =  lq j. 

quelle est la forme de l'inttgrale gtn&ale de ces 6qua- On sait 
t ions; on a:  

= Y p 0 ) e ' ,  

co ~tant l 'une des racines de l%quation 

*( ,o)  = o 

et P( t )  un polyn6me en t dont le degr6 est, au plus, ~gal ~t ~ . -  I, si 
co est une racine d'ordre p.. 

Dans le cas d'une substitution singufi6re, deux racines de 1%quation 
(co) ~---o, ordinairement distinctes, viennent ~t se confondre. Soient 

c% et ~% ces racines, P-I et p.= leur ordre, P~ (t) et P~(t) les polyn6mes 
correspondants dont l'ordre est, au plus, 8"i - -  I e t  P ' 2 -  I .  

Quand les racines se confondent, on a une racine o h d'ordre 8.: -~- p.,, 
de sorte que les deux termes 

seront remplacts par un terme unique: 
' ,  
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off Q peut ~tre de degr6 ~, + V'2 - -  I, reals peut ~tre aussi de degr~ 
moindre. 

Si le degr~ de Q ne d6passe pas celui de PI (ou celui de P,,  si P2 
est de degr~ plus grand que P )  les b sont des fonctions ind&ermin6es 
des 1. Dans le cas contraire, les b deviennent infinis. 

Nous devons aussi r~server le cas des substitutions que j'appellerai 
sing~di~res de la 2 d" sorte, c'est-A-dire de celles pour lesqueUes une des 
racines [ de l'~quation de KILLING devient infinie; pour cela il faut que 
l'une des racines e -~ de l'6quation (5) soit nulle ou infinie. Elle ne 
pourra devenir infinie si les l sont finis; il faut donc qu'eile devienne 
nuIle, c'est-~-dire que le d~terminant des/soit  nul. C'est ce qui caract& 
rise les substitutions singuli~res de la 2 me sorte. 

Quelques exemples feront d'ailleurs mieux comprendre la nature 
des diff6rentes sortes de substitutions singuli~res et justifieront ce que je 
viens de dire au sujet de la distinction des cas off les b sont, soit in- 
finis, soit ind6termin~s. 

Reprenons notre substitution L et son ~quation caract~ristique_: 

* ( S )  = o. 

Si nous consid&rons les v comme les coordonn6es homogenes d'un 
point dans l'espace A r -  I dimensions, laous pouvons nous demander 
quels sont les points, ou les vari6t6s planes ~ q dimensions qui ne_sont 
pas alt&r6s par la substitution L. Dans le cas g&n&ral, o~ l'6quation 
caract&ristique a r racines dist;.nctes, il y a r points qui sont conserv&s 
ainsi que les vari6t6s planes ~ q dimensions, d6finies par q Jr- i quelcon- 
ques de ces r points. Sdient S, ,  S~, . . .  S r les r racines. A chacune de 
ces racines S~ correspondra un point M; inalt~r6 par L. Si deux raci- 
nes S, et $2 viennent A se confondre, il arrivera en g6n6ral que les deux 
points M i et M: tendront A se confondre et que la droite M,M~ ten- 
dra vers une droite D qui sera 6galement inalt6r&e par L. En g&n6ral le 
point M , - - M ,  sera le seul point de D qui sera inalt6r6; la substitu- 
tion sera dite alors parabolique; mais il peut arriver aussi que tousles 
points de D soient inalt6r&s par L. 

l~tudions maintenant les b comme fonctions des l; ou, ce qui re- 
vient au m&me, &tudions les puissances fractionnaires L = de L. Soit ~ 
la ratine de KmLtNG qui correspond ~ S;, de telle sorte que S~--e-~q 
Si l'~quation caract&ristique n'a pas de racine multiple, il n'y a pas de 
difficult~ ; il n ' y  en a pas non plus si S, devenant 6gal & $2, ~ est 6gal 

R~nd. Cire. Mature. Palermo, t. XV ( I 9 o ~ ) , -  Stampato il 22 giugno *9ox, 42 
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/t ~,. II reste done ~t examiner le cas o~ ~, est ~gal ~t ~, plus un mul- 

tiple de 2 ~ f f - -  i ,  de telle sorte que S I soit ~gal ~t S~. 
Si L e s t  parabolique, on ne pourra pas former la substitution L ~. 

Si cette substitution existait en effet, aux deux racines distinctes -i et ~s 
correspondraient deux points distillers M I et M s qui devraient &re inal- 
t~r&s par L = et par constquent par L. Or il n 'en est pas ainsi puisque le 
seul point inalt~r~ de D est le po:,nt M - -  M s. Les ~quations qui don. 
nent les b sont donc i,zpossible.v, c'est-5-dire que les b sont des fonctions 
qui deviennent infinies. 

Dans le cas o~1 tous les  points de D sont inalt&~s, il n'en est pas 
de m~me. 

Choisissons, en effet, sur D deux points quelconques M, et M=. I1 y 
aura une substitution L ~, et une seule, qui conservera ces deux po-nts 

inalt~r&~ les racines de KILLING ayant pour valeurs ~., et ~=; L sera une 
puissance de cette substitution. On pourra done r~soudre le probl~me 
d'une infinit& de mani~res. C'est le cas d'indgtermination. 

Voyons encore le cas d'une racine triple S, = S_ , - -S  3 . Si trois 
racines $I, S=, S 3 tendent ~t se confondre, les trois points inalt~r~s 
M, ,  M=, M 3 tendent aussi en g~n&al 5 se confondre, les trois droites 
M=M3, M 3 M ,  M~M s tendent vers une limite commune D, le plan 
M, M=M 3 tend vers un plan P. 

En g~n&al, le plan P &ant invariant, la seule drolte invariante de 
P e s t  D, le seul point invariant de P e s t  M = M  s =  M 3 . O n  verrait 

c o m m e  plus haut que nous sommes encore dans  un cas d'impossibilit~ 
(sauf si les trois racines de KILLING ~,, ~=, ~3 sont 6gales, cas off il n 'y  
a pas de singularitt). 

I1 peut se faire aussi qu'il y ait dans P une droite D, et une seule, 
dont les points sont invariants, et sur D u n  point, et un seul, tel que 
toutes les droites de P qui passent par M soient invariantes. 

Nous aurons alors impossibilit~ si les trois racines de KILLING sont 
distinctes, indetermination si deux de ces racines sont ~gales, la troisi&me 

en diff&ant d'un multiple de 2 r : l / - -  r ;  et enfin il n 'y  aura pas de 
singularit& si les trois racines sont ~gales. 

I1 peut arriver enfin que tous l e s  points et routes les droites de P 
soient invariants; on retombe a!ors sur le cas d'indttemaination. 
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III. - -  1Coronation du  g,rott~e paramdtriq,ue. 

J'avais donn4 en outre une secondc formule d'une forme analogue 

mais enti4rement nouvelle. Supposons que t'on a i t :  

el/. eT ---- eV+d[7 

v=Zv ,  x,, T=Xt ,  x,, ~ f=Zdv ,  x,, 
les t &ant  infiniment pefits. Nous pourrons 6crire: 

( I )  t~ = ~ =  f d~ I - e - '  d % -Pq . 

et d'autre par t :  
I [ 1  ; tj P ij 

(2) d r , =  d d ~ ~  Y " 

Les int6grales doivent &re prises le kong d'un contour enveloppant 

toutes les racines de l'~quafion de K~LLINO F (4) = 0 ; pour l'intfgrale (2), 

le contour cst assujetti en ouere A ne pas envelopper its racines de 

- - e  -a - - o ,  la racine z4ro except4e. 

La formule (2) nous apprend en outre que les substitutions du groupe 

G, ou plut6t de sa (c Parametergruppe , )peuvent  4tre raises sous la 

forme : 

(3) x , ( f ) -  ~,:V - i _ C~ - -  ~-~2~ C~) y g '  8~j " 

Que signifient ces trois formules et d'abord la formule ( I ) ?  

L e s t  sont des fonctions lin&~res des d ve t  les coefficients sont de 

la forme suivante: 

) s  + Y ~-~ese(%,). 

Rt(~%) et @(toe) sont des fonctions rationnelles de ~e et des v. Le 

d6nominateur commun dc R e et de S e cst un polyn6me homog~ne de 
degr6 r, divisible par ~ ,  s im e est une racine d'ordrc [z. Le num&ateur 

de R e est un polyn6me homogane de dcgr~ r - -  I ; celui de S e est un 

polyn6me non-homog~ne de dcgr~ r ~ I dont los termcs du degr6 le 

moins ~lev~ sont de degr~ r -  ~.. 

I1 y a exce.ption pour la racine o e - - o ;  pour cette racine les deux 

termes de la formule peuvent ~tre r6unis en un seut; le d6nomina- 

teur est un polyn6me homogene de degr6 r - - p .  par rapport aux v, si 

z&o est une rach~e d'ordre [, ; le num&ateur est un polyn6me non-ho- 
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mog~ne de degr~ r -  I, dont les termes du degr+ le moins ~lev+ sont 
d'ordre r - -  ?.. 

Que nous apprend maintenant la formule (2)? 
Elle montre que les dv sont des fonctions lin~:aires des t. Eile nous 

apprend aussi quelle est la forme des coefficients de ces fonctions lin+ai- 
O f  res qui sont en m~me temps les coefficients des ~ dans les expres- 

sions des X,(/)[voir formule (3)]- 
Soit 

I 

D~176 - -  I - -  g--t~ 

et Dq(co~) la q~me d~rivfie de Do(cOp)par rapport ~t o~; nos coefficients 
seront de h forme: 

X [Do(toe) Q; -~- D, (r Q; -o r- . . .  -{- D~_,(co~) Q~], 
I 2 Op, Q~, . . .  Q~ &ant des fonctions rationnelles homog~nes des v e t  

de ~ dont lc d~nominateur commun est d'ordre r - -  ~. et dont les nu- 
mfirateurs sont d'ordre 

r - - l x - - { - i ,  r - - f ,  21-2 , . . .  r. 

Pour la racine cop = o, la m~me formule pourra &re conserv&, 
seulement les D~ (c%) devront &re remplac~s par l'unit~ et les degr~s 
des num&ateurs des Q devront &re abaiss& d'une unit& 

Nos coefficients seront donc des termes de l'une des deux formes 
suivantes : 

I ~ Une fonction rationnelle des v (provenant de la racine cop __ o). 
2 ~ Une puissance n6gative de i - - e - ~  multipli& par une fonction 

rationnelle des v et de cop. 
Un exemple simple fera d'ailleurs mieux comprendre la port& de 

cette formule (2). 
Consid&ons le groupe des rotations d'un corps solide autour d'un 

point fixe. 
Soit une rotation d'un angle 2 0 autour de l'axe de cosinus direc- 

teurs ~, }, "f; nous pouvons la reprSsenter, en empioyant la notation 
des quaternions, par les quatre param&res: 

), - -  cos0,  ~. --- ~sin 0, v - -  t~sin0, ~ --- ys in0 .  

Mais nous pouvons ~galement la representer par les trois param&res: 

v - - ~ 0 ,  % = ~ 0 ,  v 3 = ' f 0 .  

Si alors t,, t., t~ repr~sentent les param&res d'une rotation infiniment 



QUELQUES REMARQUES SUR LES GROUPES CONTINUS. 333 

petite, s i ~ ,  ~., v, ? ou v ,  %,  v 3 d4finissent, non seulement une ro- 

tation finie, mais l'orientation off cette rotation finie amhne le corps so- 

lide en partant de son orientation initiale, cette orientation variera si le 

corps subit la rotation infiniment petite t ,  t~, t 3, de sorte que les ). et 

les v subiront des accroissements d). et d v. La th4orie des quaternions 

nous donne : 
d ) ,  "- -  ~ ~. t~ ~ v t ~  ~ ?t 3, 

d~ -- ),t --  ?t2 -J- ,Jt3 , 

d~--  ?t +Xt~--V.t3,  
d~ - -  ~ v t  -+ btt~ "-t- )'t3" 

On en d~duit: 
.dr __Oda_jc.o~d 0 Od~.  0:~cos0d), ad) ,  

- -  Sin 0 ~ sin ~ 0 sin 0 ' 
d'ofl : 

dr, = t [0 cotg 0( i  - -  ~ )  -1- 0d] 

n t - t  [ - - v  3n  t - ~ ( I - O c o t g O ) ]  

+ t [v~ + ~-;(~ - 0 cotg 0)]. 

Comparons ce r6suhat avec ce que donne la formule (2). Nous 

a u r o n s  : 

8f  ~ Of Of 

Of Of _ ~  Of x~ = - ~ - ~  - ~ - ~  + ~ + ~ a ~ ' 

d'ofl : 

(X~X)  = 2 X, ,  ( X  X )  = 

L'fiquation de KILLING s'&rit : 

- - ~  ~ 2 v  3 

f ( ~ )  = 2 V, - -  

2 V 2 2 V ,  

of  o f  
- -  ~--~ -t- ?' d ? ; 

2 X~, ( X  X~) = 2 X 3 . 

~r 2 

- -  2 V  I 

elle admet trois racines, qui sont o et + 2 i O. 

O n  a :  

P , 2  - '=  4 % % - -  2~v3, 
P,~ - -4v ,  v~ + 2 ~ w ;  

~ o ;  
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et la formule (2) donne:  

I F ~d~ t~(q'~+4"v,)-~-t2(4v,v2--2W3)@tj(4vv~+2~,v2 ~ 
d v , - - 2 . ~ i / _ _ i , J  i - - e  + ~ (~" ..1_ 4 02) 

Les r6sidus sont:  

i ~ pour la racine o :  

2 ~ pour la racine - -  2 i 0 : 

- -  t 4 ( v ~ - -  02) - -  t 4 (v ' v2  + iv30) t 4-(-v-~v3 ~ i v O ) ;  
, 4 i 0 ( i  __e2,0) 2 T ~ ( ( I  ~ e~ ~ - -  3 4 i 0 ( i _ _ e 2 , 0  ) 

3 ~ pour la racine 2 i 0 : 

4 (.v~ - -  02) 4 (% v2 - -  i v 3 O) 4 (v, v 3 + i % O) 
--t'4iO(e-+i~ I)  - -  t+ 4 i O ( ~  7~ - -  i )  - - t 3  (e -2`0 i )  - -  4 i 0  - -  �9 

En faisant la somme on trouve: 

i ~ pour le coefficient de t : 

~ 2 +  4 ( v ~ - - 0 2  ) e -21~ ,~- I . : ~ _ ] _ O c o t g O  ( I - - ~ 2 ) ;  
- -  4 i 0 e - + + ~  - -  I 

2 ~ pour le coefficient de t 2 : 

~ +  4v ,  v2 e-2~~ I v 3 = ~ _ _ O c o t g , % ~ _ _ v 3 ;  
�9 - - 4 i 0  e - ~ 0 - I  

3 ~ pour le coefficient de t3: 

.( + 4 V  V 3 e -2/0 + I 
4 i 0  ~--2i0 __ I + v2 - - -  ~ ]'  - -  0 C O t ~ , ~ [  + V 2. 

On retrouve donc bien par la formulc (2) les r~sultats auxquels 

conduisait la th6orie connue des quaternions. 

Si nous avons, comme nous l'avons suppos4 plus haut ,  

eV gT ~ eV+clV 
et si nous supposons 

T - - ~ V ,  

-~ ~tant une constante infiniment peute, les deux substitutions V e t  T 

seront permutables, de sorte qu'on aura aussi: 

d V = ' Y .  

Si donc les ~quations lin~aires qui lient les dv aux t s'~crivent : 

= Z 
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il viendra : 

(4) vi - -  Y- rk~v~. 

C'est 1~ une relation hnportante k laqueUe les fonctions Vkl devront 

satisfaire identiquement et qu'il est d'ailleurs ais~ de v&ifier sur l'exem- 

ple simple que nous venons de traiter. 
Dans le ~ precedent nous avons donn~ les ~quations du groupe 

adjoint; dans celui-ci nous donnons cetles de la cr Parametergruppe )~. Ii 
est ais~ de voir quelle relation il v a entre ces deux groupes. 

Soit e v ,  e r ,  e v trois transformations du groupe G:  la premiere 

finie, les deux autres infinit~simales. Posons 

gV eT - - -  eV4-dV ; 

la transformation qui change les v i en v i @ dv  i appartient ~ la cc Para- 
'metergruppe ~, je continue ~ l'appeler er;  c'est d'ailleurs la transfor- 

mation 

}-- tk Xk ( f ) ,  

oa les Xk(  D sont dafinies par la formule (3) .  
Posons encore i 

e - v  Ve v --- V' 

( z =  y'v~x~, v ' =  y ' v : x ) .  

La transformation qui change les vl en v'~ appartient au groupe 
adjoint; je la reprSsenterai par e vo pour ne pas la confondre avec la 

transformation correspondante e cT de la (~ Parametergruppe ~. Soit ensuite : 

T' - -  e-V TeV d V' = e-V d g ev ; 

je vois que la m~me transformation lin~aire e vo, qui change les v~ en v' 

change les t~ en t' et les dv~ en dvz; et par consequent les v~- t- dv~ en 
V p r ~+ dv~ 

On aura aussi: 
e--U ~T eU ~ ~T t ~ ~--U dV+dV ~U ----. eVP+dV ' ~--U ~V eU ~ eV~ 

1 

d'ofl : 
eV~+,iV t ~ g--U gV*dV eU ~ g--U gV eT eU ---- g--U ~3V gU g--U eT eU ~ eVicTS;  

c'est-,~-dire que la transformation r, e , qui appartient ~ la ~, Parameter- 
gruppe ,~ change les v' v' en i-[-dv'i. 

II est donc indifffirent de faire subir aux v~, d'abord la transforma- 
tion e u~ qui les change en z~, puis la transformation e T' qui change les 

v'~ en v' -~- dvl;  ou de faire d'abord la transformation e T qui change les 

v~ en v~-1-dye,  puis la transformation r qui change les v i -  ~- dv~ en 
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v' i + dv~; ce qui s'&rit : 
gUo eT' - - -  gg gUo , 

OU 
e r '  ---- e--Uo gT gVo 

ou, puisque les substitutions sont infinittsimales, 

T' = T -}- ( T  Uo). 

D'autre part, l'4quation 
gT p ---. e--U eT ~U 

nous donne : 
"r,= z + ( T v ) ,  

d'o~l : 
(5) ( T  Uo) = ( T  U). 

Pour  l'intelligence de cette formule ( 5 ) i l  importe 

ler que 
T =  ~--t kX k(f) et U - -  ~--u~X k(f), 

o~ les X k sont donn~s par la formule (3), 
sont des coefficients constants. Quant  ~t U o 

U o - -  Z u, Yk ( f ) ,  
o~ 

o f  
L09  = Y z,,~, 

les Zk~, &ant des fonctions lin~aires des v. 

de se rappe- 

tandis que l e s t  k et les u, 
il est de la forme: 

C'est ce qu'on peut encore exprimer de plusieurs autres mani~res. 

Reprenons les 6quations : 

a v, = Z r t~. 
Faisons subir aux v, aux t et aux d v u n e  m~me substitution lintaire 

appartenant au groupe adjoint; soient v', t', dr '  ce que deviennent les 

v, l e s t  et les d v par suite de cette substitution. Soi t /7 '  k~ ce que devient 

V~i quand on y change les v en v'; des 6quations proposte s on pourra 

dCduire alors : 
a~': = 5-- r; ,t; .  

Ou bien encore, considtrons l'expression 

Y v, tiv~,. 
C'est une forme billn+aire par rapport aux tt et aux t dont les 

coefficients sont des fonctions des v. Cette forme ne sera pus alttrte 
quand on fera subir aux v e t  aux t une substitution fintaire du groupe 
adjoint, et aux u la substitution lin~aire contragrtdiente. 
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La formule (5) peut aussi s'interpr6ter comme il suit. L'ensemble 

des transformations du groupe adjoint et de la ~cParametergruppe~ en- 
gendre aussi un groupe F, et dans ce groupe P la c~ Parametergruppe ~ 
est un sous-groupe invariant, et en effet ( T  U) fair aussi partie de ce 

sous-groupe. 
Nos formules (I) ,  ( 2 ) e t  ( 3 ) n o u s  sugg~rent encore diff6rentes 

remarques qui nous seront utiles dans la suite. 
Supposons que notre groupe G admette un certain nombre de 

transformations infinit6simales distingu6es, c'est-.h-dire permutabies~t toutes 
les transformations du groupe. Soient X , . , ,  X . . . . .  . . .  X, ces transfor- 
mations que j'appellerai pour abr6ger les X", tandis que les autres trans- 

formations XI ,  X2, . . .  X s'appelleront les X'. Comme au dernier 
du M6moire cit~ de Cambridge, j'appellerai l e s t '  et les v' ceux des 
coefficients t et v qui affectent les X', et les t" et les v"  ceux qui af- 

fectent les X",  et je poserai par exemple: 

v ' +  •", 

Si nous envisageons alors le d&erminant de KILLIXG nous verrons 
que les r -  m dernieres colonnes sont enti&ement compos~es de z6ros 

saul les termes de la diagonale principale qui se r4duisent ~t - - 4 .  I1 en 
r6sulte que 

Pq P. i 
F (~.) - -  o (i > "~' i # J)' F (~.) - -  ~ (i > ;'0. 

La formule (2) nous donne alors, pour i >  m: 

d v, = t, + }-" d~ t~ (k __4 "0. 

C'est d'ailleurs ce qui est presque 6vident; car V" et T"  &ant per- 
mutables ~t-toutes les substitutions du groupe, on a (pour T ' ~  o ) :  

gV~dV ~ gV gT ~ eV eT pr ---- ~V+Tr' 

d'ofl : 
d V =  T", d V ' - - o ,  d V " =  T"; 

,ce qui ~quivaut ~t la formule que nous venons de trouver. 
Cela pos6, ie reprend la formule 

eV+dV ~ .  gV g T 

et je dis que les dv ne peuvent jamais s'annuler tous it Ia fois. Si cela 
arrivak en effet, on aurait d V = o, d 'o~: 

gV ~ gV eT 

,Rend. Circ, Matem. Palermo, t. XV (zgo~). - -S t ampa to  il 24 giugno i9o~. 43 
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et si U est une substitution quelconque du groupe 

e - v  U e V  ~ e.-T e - v  U c v  eI" 

en posant 
r u eg ~__ U'  

cela devient 
U '  ~--. e - T  V '  e r .  

Mais U' est une substitution que!conque du groupe. En effet, quelle que 

soit U' nous pourrons toujours poser 

U ~--- e V U '  e -V ,  

puisque U est  arbitraire. La formule pr6c6dente signifie done que Tes t  

une transformation distinguee, ou, avec nos notations, que T = T".  

Mais on ne peut avoir (,'t moins que T n e  se rbduit i z6ro): 

T - -  T" ,  d V - -  o ;  

car nous avons vu plus haut que pour T - -  T "  on a 

d V - -  T" .  

La proposition est donc d~montr6e. 

Soit maintenant 
eu ew .--- eV 

u =  Z.,,,x,, w =  v =  yv ,  x,. 
On peut se demander dans quels cas les v cessent d'etre des fonctions 

holomorphes des u e t d e s  w. 

A trois transformations eU, e ~v, e g correspondent trois substitutions 

lin6aires du groupe adjoint; soient Ao, h , ,  L c e s  trois substitutions. 
Soient ~o •, i j ,  i j ,  l;j leurs coefficients. I1 est clair que L sera la r&sul- 

tante de A o et de A, et par consequent que les I sont des polyn6mes 
du Ier degr6 rant par rapport aux )o que par rapport aux 9,'. 

La formule (3) du w [I nous apprend que les 9o etles ~' sont des 

fonctions enti6res des u et  des w;  il en est done de m6me des I. DTautre 

part, la formule (7) du ~ II et la discussion de cette formule qui ter- 

mine ce m~me paragraphe nous apprend que les blk ne cessent d'Otre 

des fonctions holomorphes des I que quand L est une substitution sin- 

guli6re. Si done cette derni6re circonstance ne se pr~sente pas, les blk sont 

des fonctions holomorphes des u et des w. 

Distinguons maintenant parmi les v ce que nous venons d'appeler 

les v' et les v".  Les blk , comme je viens de l'expliquer, ne d6pendent 

que des v' et pas des v": ce sont d'ail!eurs des fonctions lin6aires des 

v'. La connaissance des bi~ en fonctions des u et des w nous fournit 
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donc un certain nombre d%quadons lin&ires entre les v'. I1 reste 5sa- 

voir si ces 6quations suffiront pour d&erminer les v',  c'est-?t-dire si les 

d&erminants form6s ~t l'aide de ces 6quations ne seront pas tous nuls. 

Si cela arrivait c'est que les b~k reprendraient les m&mes valeurs 

pour deux syst~mes diff&ents de vaieurs des v',  c'est-~t-dire qu'il existe- 

rait deux transformations 

v = v~ + ~-',', P': = P; + G'  

(sans que V I soit 6gal ~ V~) et teiles que i'on air, ,quel ~que soit T, 

( f  T ) = ( V = T ) ;  
et comme 

(v:' :D = (G'  ~) = o ,  
on aurait 

(~; z )  = (v; T), 
OU 

(v; - • ,  r )  = o; 

c'estdt-dire que V' ' , - -  V= serait une transformation distinguee, ce qui 

est impossible, puisque V[ et V~ sont suppos6s correspondre ~t des va- 

leurs diff&entes des v'. 

Donc nos d&erminants ne sont pas tous nuls; donc de nos 6qua- 

tions lin~aires nous tirerons i~s v' en Conctions holomorphes des u et 

des w. 
J'ajouterai que les )o et les ),', et par cons6quent les v',  d6pendent 

seulement des u' et des w' ,  et pas des u"  et des w" .  

Passons maintenant aux v " ;  nous avons, d'apr~s la formule (I) ,  

d w~ - -  I fa ~, I - -  e-~ ~5- d v i Pq 

ou, en posant 

~ _ i  + ~,q, (~), 

I f ~  ,. - -  d vj Pij 
d ~ , , - - d v , = 2 ~ , _ ~ _ , ,  ~ d ~ + ( r  ~ " 

Je suppose que les indices I, 2 , . . .  m correspondent aux transror - 
�9 " t 7  r t mations non dlsnn~uees, c'est-~-dire aUK V, aux # et aux w', et que 

les indices m q-  I, m + 2 , . . .  r correspondent aux transformations dis- 

fingu4es, c'esv~-dire aux v",  aux u"  et aux w".  Soit d'abord i ~  m; 

alors, si j > m ,  le rapport 
Po 
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I 
sera 6gal A z&o ou A T ,  suivant que i est diff&ent de j ou 6g~al A j. 

En tout cas le terme correspondant de l'int6grale est nul, la fonction 

sous le signe int6gral &ant une tbnction enti6re de ~. 
Nous pourrons donc ne conserver dans le second membre que les 

termes en , iv  i o/1 j ( m - t - I ,  c'est-A-dire les termes quid6pendent des 

dr ' ,  et 6crire: 

/ , (6) d w~ - -  d v" - -  I . 
" , ~ r  ~ a ~ + ( ~ ) y  ~ ~ji% 

F(~) (i>m, j < m + , ) .  

Cette formule est tout ~ fait 6quivalente A la derni6re formule de la 

page 254 du M~moire ;it6 de Cambridge. 
Le second membre ne d6pend que des v'; ce doit ~tre une diff~- 

V t rentielle exacte, soit d O~(v',, v'~, . . .  ,,,). 

L%quation (6) nous donne alors:  

v" w"- -o~(v ' ,  ' v' i = ~ , v~, . . .  m)-~-c~ 

Pour w - =  o on doit avoir v = u, ce qui d~'termine la consmnre, 

et il vient:  

(7) v',' = w',' + u',' - -  O, (v',, v'~, . . .  v',,) a t- O; (~,',, u'~, . . .  u ' ) .  

Comment les v "  pourraient-ils cesser d'etre t'onctions holomorphes 

des u et des w ?  
J'observe que ~+ (~) est une fonction enti~re de ~. Donc, en vertu 

d'une remarque fake A la page 238 du M6moire cit6 de Glmbridge, les 

d&iv&s 

Or) 
seront des fonctlons enti~res des v'.  It en sera donc de m~me des O Z. 
Donc les v "  ne pourront cesser d'&re des fonctions holomorphes que 

si les v'  cessent eux-m4mes de l'&re, c'est-A-dire si la substitution L e s t  

singuli~re. 
En r6sum6 : Ies v seront des fonctions holomorphes des u et des zv, it 

moins que la substitution L ne soil singuli~re. 

Quand je dis singuli&e je veux dire singuli~re de la i ~r~ sorte;  le 

cas de ce que j'ai appel6, A la fin du ~ pr&~dent, substitutions singuli~res 

de la 2 a" sorte, ne se pr6sentera jamais. Et en effet ce serak le cas o~ 
la d&erminant de la substitution L serait nul. Or cela n'arrivera pas 

puisque c'est le produit des d&erminants des deux substitutions compo- 

santes A o et A, ,  qui sont tous deux diff&ents de z&o. 
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I V . -  Grou:pes de r a n g  zJl'o. 

Ii y a un cas oCt les formules se simplifient consid6rablement, c'est 

celui oCt l'6quation de KILLING a toutes ses racines nulles, c'est4-dire 

celui off le groupe G est de rang nul. Dans ce cas, F(E.) se r6duisant 

( - - { ) "  l'int4grale (3) du ~ II prend la forme suivante: nous avons 
sous le signe int6gral, au num4rateur e -a mukipli6 par un polyn6me 

entier par rapport aux v e t  ~t ~., et au d6nominateur ~'. 

I1 en r4suke que les coefficients de la substitution lin6aire du groupe 

adjoint qui change T en T' seront des polyn6mes entiers par rapport 
a u x  72. 

Les formules (~), (2) et (3) du 5 III subissent des simplifications 

analogues. Les fonctions sous le signe integral se r&duisent en effet 

des polyn6mes entiers par rapport aux v e t  ~t ~, divisfis par ~r et mul- 
tiplies par l'une des deux fonctions 

' I - -  

I1 rfisutte de I~ que l e s t  sont des fonctions lin~aires des d v e t  les 

dv des fonctions lin~aires des t, et que les coefficients de ces deuxsubs- 

titutions lin~aires inverses sont des poly_n6mes entiers par rapport aux v. 

On en conclut imm~.diatement .que le d~terminant de Fune ou de 

l'autre de ces substitutions lin&ires se r~duit ~t une constante. En effet, 

ce dfiterminant est un polyndme entier par rapport aux v ;  et comme les 

coefficients de la substitution inverse sont aussi des polyndmes, il faut 

que ce d&erminant divise tous ses mineurs du I ~ ordre. I1 divisera donc 

aussi routes ses dCriv~es partieUes du F ~ ordre;  et cela n'est possible 
que s'il se r~duit ~ une constante. 

La ibrmule (3) nous apprend donc que l'on a :  

X U) = Z ov  , 

les H/~ &ant des polyn6mes entiers par rapport aux v. 

Ces polyn6mes jouissent d'une propri~t~ int~ressante; si en effet 
o n  i 

t i - - "  8 V i 

Ltant une constante infinknent petite, les deux transformations T et V 
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sont permutables, de sorte que l'on a: 

d V i ~ t i ~ ~ V i . 

Or 
d v~ ~ ~_. tUk~t ~ . 

Donc on a identiquement: 

(r) E I4/-~ ~ vk = vi" 

D'autre part, les transformations X; doivent engendrer un groupe. 
Donc les crochets (X~ Xi) doivent &re des combinaisons lin~aires des X,. 

Soit m l e  plus grand degr~ des polyn6mes kVk~, et soit Ve'k~ l'en- 
semble des termes de degr~ m de t'Vki, et en g~n&at /~Vg~ l'ensemble 
des termes de degr~ q. 

Soit 

(2) X T ( f ) - -  Z Wm 8 f  
ik ~ Vk �9 

Consid&ons le crochet (X~'XT) ; ce crochet repr6sentera l'ensemble des 
termes de degr6 z m -  r dans le crochet (X; Xi). 

Supposons d'abord m ~ r. Le crochet (Xi ~ ) ,  qui est une combi- 
naison des X,,  ne confent pas de terme de degr~ sup&ieur ~t m, et 
comme am - -  I ~ m i l  faut que 

(~.,X,.~ zx i j )  ~ -  O .  

Cela veut dire que les transformations X m~ engendrent un grot~pe G" 
dont toutes les transformations sont permutables. 

D'autre part, la relation (I)  nous donne: 

Ce'la veut dire que la transformation 

du groupe G" n'ait~re pas le point: 

V x ~ t z ,  V2 - - -  t 2~  . . .  V r ~ t r 

ni d'aiUeurs aucun des points: 

V = ) , t  I ~  V 2 ~--- k l  2 ,  . . .  V r ~ ) , t  r ,  

quelle que soit la constante )~. 
Cela nous avertit d+j~ que le groupe G" est intransitif. En effet, 

un point quelconque ~tant inalt&+ par ~ '  transformations, les w" trans- 
formations du groupe ne pourront transformer ce point qu'au plus en 

~ ' - '  poims cliff, rents. 
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Avant d'aller plus loin, signalons quelques-unes des propri&& du 
groupe G m et des fonct:ons W~ 

Nous avons vu au ~ pr&~dent que si 

T = ~-" t~ X k ( f )  

est une subStitution de not:e groupe G ;  si 

u = Z  x, (f) 
est une autre substitution de ce m~me groupe, et U o la substitution 
correspondante du groupe adjoint, on a la formule 

( r  uo) = ( r  U). 

Cornice ( T  U) appartient aussi au groupe G, nous pouvons poser : 

(T u) = 7 " =  Z x, (f). 
Nous poserons : 

T' = Z t k X ~ ,  T" = Y't'k X{ , 

en d~finissant comme plus haut les fonctions /TF~i et les symboles X~. 

On aura alors : 

( T  = Uo) .-1- (Tm-' Uo) + . . .  q-- (T '  Uo) Jr- ( T  ~ Uo) 
__ T,m_i_T, .... + . . . +  T , , +  T,O. 

O" t Or T q et T '~ sont homog~nes de &ore  q par rapport aux v, [70 
(comme appartenant au groupe adjoint dont routes les substitutions sont 

O" t lin&ires) est homog~ne de d%re o par rapport aux v, et par consequent 

( T  ~ Uo) est homog&le de degrfi q, de sorte qu'on aura:  

Uo)- T',, 
et en particulier : 

(T ' "Uo)= T 'm. 

Ceh signifie que le groupe G m est permutable aux substitutions du 

groupe adjoint. 
Cherchons maintenant les invariants du groupe G". 
La condition n&essaire et sulCFisante pour que le point v ,  v2, . . . . v ,  

ne soit pas alt~r~ par la substitution T =, c'est que I'on a~t: 

(3) y w",t " h i  k ~ O .  

Ce sont des ~quations lin~aires par rapport aux t, et le d&erminant 
de ces &quations est nul comme le prouvent les relations (IbiS). Ces 
~quations (3) d&erminent les points qui ne sont pas alt~r& par la subs- 
titution T =. Je remarque que l'ensemble de ces points ne sera alt&~ 
par aucune des transformations de G", je veux dire que ces transfor- 
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mations trans~'ormeront ces points les uns dans les autres. S1, en effet, 

M est un point inalt6r6 par T ", et si c H est une substitution quelcon- 

que du groupe G "~, qui change M e n  M , ,  le point M~ sera inalt4r6 
par la transformation c -H Tree ~, c'est-~-dire par T m puisque les subs- 

titutions du groupe G" sont permutables. Donc e ~ change le point M 
�9 , , , , ,  �9 , , T i n .  maltere par T , en un autre point maltere par c. o_. v. D. 

Revenons aux 6quations (3). J'ai dit que le d4terminant 4tait nul. 

Supposons que les mineurs des k -  I premiers ordres soient tous nuls 

6ga!ement, mais que ceux du k ~ ordre ne soient pas tous nuls kla fois. 

Conservons alors r - - l ;  des 4quations (3) ;  les autres en seront des 

consequences et adjoignons-y h -  I 4quations lin6aires quelconques 

coefficients constants entre l es t .  Nous aurons ainsi r - -  I 4quations, 

qui d4termineront les rapports des t k d'une mani4re, et d'une seule, et 

la substitution 
T "  .-~ ~-- t~ X~' 

n'alt~rera pas le point v , ,  v~, . . .  v , ;  cette substitution et ses puissan- 

ces seront d'ailleurs les seules substitutions du groupe G" qui n'alt~rent 

pas ce point et qui satisfassent k nos t J -  I ~quations lin~aires ~ coef- 

ficients constants. 
De nos ~quations nous tirerons l e s  rapports des t k e n  fonctions 

des v. Si une substitution quelconque du groupe G '~ change les v e n  

v', les transformations qui n'alt~rent pas le point v'~ devront ~tre les 

m~mes que celles qui n'alt~rent pas le point v; .  Donc nos r - -  I ~qua- 

tions doivent encore donner les m~mes valeurs des rapports des t k 
quand on y remplacera les v par les v'. En d'autres termes, les rapports 

des t~ tir~s de nos ~quations devront ~tre des invariants du groupe G ' .  

Nous pouvons, pour former nos I J -  I ~quations suppl~mentaires 

~l coe~cients constants, nous borner ,~ 6galer ~ z~ro b -  I des para- 

m~tres t k . D a n s  ce cas les autres t k sont entre eux comme des ~:ineurs 

d'ordre b de notre d~terminant. 
En r4sum4: les rapports des mimzCrs d'ordrc h du ddtcrmi~lant des 

dquations (3) sont des invariants du groupe Gm. 
Le nombre des invariants distincts du groupe G m dolt ~tre pr6ci- 

s6ment h ;  car notre groupe contient co r transformations. Chacun des 

co ~ points v~, v ,  . . .  v~ de l'espace demeure inalt6r6 par oo ~ transfor- 

mations; il peut donc 6tre chang6 en oo r-h autres points de l'espace. II 

y a donc b invariants, et /~ seulement. 
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J'ai dit plus haut que le d&erminant des W~ se r~duit ~ une cons- 

tame. I1 est ais~ de voir d'abord que cette constante est ~gale ~t I. On 

a en effet ( I ) :  

et par consequent, en ~galant dans les deux membres les termes du I ~r 

degr~, 
Y w; ,  ~,~ = ~, ,  

d'ofl l'on d~duit: 
W ~ = i ,  W; ,  = o ( i #  k), 

ce qui montre que quand les v s'annulent, c'est4t-dire quand les W~k se 

r4duisent aux W~ le d4terminant se r4duit ~t I. Comme ce d6termi- 

nant est une constante, il est toujours 4gal ~ I. 

Voyons quel sont ses mineurs. Si la formule ( I )  du ~ pr4c4dent 

s'4crit : 
t, = Y U~,dv~, 

nous avons vu que les Uk; sont des polyn6mes et, le d&erminant &ant 

~gal k I, ces polyn6mes ne sont autre chose que les mineurs en que- 

stion. 
Comparons maintenant les formules ( I )  et (2) du ~ pr&6dent. 

Nous verrons que les polyn6mes W~ et Uki,  sont les uns et les autres 

les r6sidus d'une certaine int6grale et que les quantit6s sous le signe 

int6gral diff6rent seulement par un certain facteur, qui est 

I ~ e -~ 

pour l'une des int6grales et 

I - -  e - ~  

pour l'autre. D~veloppons donc ces deux facteurs: 

I - -  e - ~  . 4  m ~ B m = 3 - -  m~ " - - Z  ' n ~  ' I - -  e - ~  - -  

Soit 

i~(g) = ~', 5~ = Y e , ~  . . . . .  ; 

P~ sera un polyn6me homog~ne de degr& m par rapport aux v. 

Nous avons d~fini plus haut W~i. De m~me, U~, i sera l'ensemble 

des termes de degr& q du polyn6me Uk~ ; nous trouvons alors : 

(4) 

(s) 2 ~ f =  ~ w~, = fla ~, (5- ~3~ ~) P~, ~-~-'; 

Rend. Circ. Matem. ,Palermo, t. XV (xgoQ. - -  Stampato il a 4 giuguo *gin. 44 
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d'o1~ : 

u~, = 4 P~,~, ~ ,  = ~3 P1k. 
Les deux polyn6mes homogbnes U~i et W~r ne different donc que 

par un facteur constant facile A d&erminer. 

Entre les ~l~ments W'~i de notre d&erminant et ses mineurs Uki 
nous avons les relations bien connues: 

(,#J), 

~-7 U~, W,~ = I. 

En ~galant les termes du degr~ le plus ~lev~, il vient: 

kl W j k  -'-" 0 

quels que soient i e t  j ;  et puisque U~i ne diffare de W~ que par un 

facteur num&ique constant: 

~ _ W ' W  m (6)  ~, j~ = o. 

De 1~ une propri6t6 remarquable du groupe G =. Consid6rons un 

point particulier 
O O O 

V ~  ~ V 2 ~ . . . V r 

et cherchons parmi les transformations du groupe G '~ celles qui con- 
servent ce point %o. Soit W~ ~ ce que devient ~;V~ quand on y remplace 
les v~ par les v ~ Les substitutions cherch6es seront donn6es par les 

6quations : 
~ .  W=O l~k /,i ~ O~ 

lesqueUes, en vertu de la formule (6), admettent pour solutions: 

(7) I~ = % 7  O' = ' , ~  . . . .  ~3. 

Combien,  parmi les solutions ainsi obtenues, y e n  aura-t-il de dis- 

tinctes ? 
Le d&erminant des W e s t ,  comme nous l'avons dit, nul ainsi que 

ses mineurs des b - -  I premiers ordres. Cela fera d o n c r  - -  b solutions 

distinctes. Comme le probl~me en comporte h, on devra avoir : 

r - - b , ~ h ,  
r 

de sorte que h est au moins 6gal A - .  
2 

La relation (6) nous montre encore que si les d v~ satisfont aux 
relations 

dv~ = 75-__ WT, t~, 



QUELQUES REMARQUES SUR LES GROUPES CONTINUS, 347 

qui d6finissent le groupe G'% on aura:  

(83 Yw~ i j  Vi "---" O. 

Les equations (8), dont r -  h sont distinctes, peuvent &re regar- 
dees comme les equations diff&entiel[es des invariants du groupe Gm. 

Mais la formule (6) n'est qu'un cas particulier d'une formule beau- 
coup plus gen&ale. Soit, en effet, 

f a~ ~q "--  h i  PU O) h,,~, _ ~ ~ r  �9 ~ 2 .  ~ (~). 
On deduira de i~: 
0 o )  h r = 5- hj F-~. 

les V!9 etant des polyn6mes homogenes de degre q par rapport aux v, 
et on verrait, en raisonnant comme plus haut, que V~. ne differe de ]1 

W], et de U]~ que par un facteur num&ique constant facile ~. calculer. 
Quant ~ la signification des b Iq), die est facile ~ comprendre. D'a- 

pres ce que nous avons vu dans le Memoire cit~ de Cambridge, si l 'on 
pose : 

z = Z v, x , ,  u = Z t,, x , ,  u',, = yh,;, x , ,  
on aura : 

Si donc on change h i en h(i k) dans la formule (9), il faudra chan- 
/u(~/+/~). ger loll ~) en ,,, , on a donc 

O0 t,', '+~'= Z h~ ~' Y~.. ]~ �9 

Comparons alors trois formules qui ne different des pr&edentes 
que par les notations: 

h~+~' = ,  7- UY % , h~? +~' = Z ~,,~ ~ '  , h? = Z ~;~ % ; 
nous trouverons : 

5 7 r U~ = r  j l  
ou, puisque les P" ne different des W que  par un facteur constant:  

(6~,,3 ~_ w~, we, = c ~U;', 

C etant un facteur num~rique d~pendant de p et de q. 
S i p  "-t-q est plus grand que m, W ~  -q dolt &re nul, de sorte que:  

formule dont l'equation (6) n'est qu'un cas particuF, er. 
La formule (6 bi~) nous donne un proc~de simple pour former les 

polynbmes W. 
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On a en particulier: 

de sorte que des ~quations du groupe G'~: 

dr, = Y w~it~ 
on pourra d~duire: 
(8b,s) Z w : ; a v ,  = o ,  

nouvelle forme des ~quations diff&entielles des invariants du groupe 
G m. On a, en particulier, 

(8'~ Y ~ ) a v ,  = o. 

II est k remarquer que les 6quations (8) et (8 his) ne sont que des 
consequences des 4quations (8t~r); car, en vertu de (6bi~), 

Y = E [wF,(Z w,,, 
Autre remarque: Nous avons vu plus haut que dans l'expression 

gV+dV ---" ~V r T 

d V ne peut jamais s'annuler. SI donc nous reprenons nos ~quations 
diff&entielles 

nous voyons que les r polyn6mes 

Z w k ,  l~kl Z ~ " ~ t i t k , . . .  EI/rkr t lc  

ne peuvent s'annuler tous ~t la lois, et cela quels que soient les coef- 
ficients arbitraires t ,  t~, . . .  t~. 

Ou, pour employer le iangage g~om&rique, les ~quations : 

Zw ,t =o 
repr~sentent r vari~t~s ~ r - -  I dimensions dans l'espace g r dimensions. 
Ces r vari~t~s ne peuvent se couper qu'~t l'infini. 

Ces &quations diff~rentieiies peuvent d'aiileurs s'int~grer ais~ment, 
et nous allons voir queUe est la forme de l'intc~grale g~n&ale. Soit 

8U eI~" _-- 8V 

et r k exprimer les v e n  t'onctions des u et des w. 

Soient Ao, A, ,  L les substitutions lin~aires du groupe adjoint cor- 
respondant aux transformations e ~, e r er soient k,~/' X~",1 ' lq leurs coef- 
ficients. 

Les ),.o. nous seront donn~s en fonctions des u, ~i l'aide de la for- *1 
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m u l e  : 

~ o _  ~ F a ~ - ~ P ' J  
" 2 = f - - - ~ J  ( - ~ ) r  , 

off Pij est ce que devient Pq quand on y remplace les v par les u ; c a r  

F (~)  se r~duit ~ (_~)r .  Le d~nominateur est ind@endant des u ;  le 
num~rateur est un polyn6me entier par rapport aux u. Donc les )o sont 

des polyn6mes entiers par rapport aux u. 

De m~me, les )~' seront des polyn6mes entiers par rapport aux w, 

de sorte que les l seront des polyn6mes entiers par rapport aux u et 
aUX W. 

Calculons maintenant les bj~ en ~bnctions des I k l'aide de la for- 

mule (7) du ~ II; cette formule s'~crit: 

_ - - i  . f  ~e -~d~ 
t'i' - 2 = ~ __(~  _ e_~)r f2q ,  

car O(e -a) se r~duit 5 ( I -  e-a)~. Le seul facteur d~pendant des I e s t  

~ q ,  qui est un polyn6me entier. Donc les b sont des polyndmes en- 

tiers par rapport aux l, et par consequent par rapport 'aux u et aux w. 

Nous avons vu que les v' sont li& aux bq par des 6quations li- 

n~aires; les v' sont donc aussi des polyndmes entiers par rapport aux 

u et aux w. 
Reprenons maintenant la formule (6) du ~ III. Elle peut s '&rire:  

,, __ I . f  ~ - -  d r )  P~j 
d w :' - -  d v , - -  2 ~ ]/_~_ I __  ~ d ~ + @ ) Z ~-~- -~7 ' 

car t : ( ~ ) =  ( - -~)~.  Ici encore P~j est un polyn6me enfier par rapport 

aux v', de sorte que le second membre est un poiyn6me en~ier par rap- 

port aux v'; on d~duit de 1.~, en revenant ~ la formule (7) du ~ Ill: 

v',' = < '  + <' - o,  if;) + o, (.;), 
que 0~ est un polyn6me entier par rapport aux v'. 

Donc les v"  sont des pdyn6mes entiers par rapport aux u et aux 

w. Ainsi les v sont des polyn6mes enfiers par rapport aux u et aux w. 

C'est&-dire que si l'on int~gre les ~quations diff&enfielles 

dr ,  = Y W ~ d v ~ ,  

en cherchant ~ exprimer les v e n  s des w, les int~grales seront 

des polyn6mes enfiers. 
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Y. - ~$ ,ude  .Plus  d d t a i l l d e  d u  g~'o~tpe p a r a , m d t r i q u e .  

Reprenons l'~quation 
eU g ~I" = e V 

du ~ III et ~tudions de plus pros les v regard~s comme fonctions des u 
et des w. Nous conserverons aux lettres Ao, A z , . L ,  Xoij, )Oij , ]ij la 
m4me signification qu'.4 la fin du ~ III. 

Nous avons vu dans quel cas les bCk cessent d'etre des fonctions 
holomorphes des I e t  par cons4quent des u et des w;  examinons plus 
compl4tement les singuhrit4s qui peuvent se produire, et pour cela re- 
prenons la formule (7) du ~ II. Cette formute est susceptible de sim- 
plification. 

Le contour d'in~6gration dok envelopper tou~es les racines de l'4- 
quation de KtLLrNO en laissant en dehors ces m4mes racines augment4es 
d'un multiple de 2ix .  Nous pouvons doric supposer que ce contour est 
un rectangle dont i'un des c6t6s parall41e A l'axe des quantit6s r6eUcs 
est tr4s grand, tandis que l'autre parall4le ~ l'axe des quantit6s imagi- 
naires est 6gal ~ 2 i ~ .  

D4signons par + (~) la foncdon sous le signe integral. Si l'int:grale 
prise le long des petits c6t6s du rectangle tendair vers z6ro, quand les 
grands c6t4s tendent vers l'infini, notre int4grale 

f + a 

prise le long du rectangle entier, pourrait 4tre remplac4e par l'int4grale 

+ "1~)] 2 
co  

prise le long du rectangle entier de l'un des grands c6t6s (par exempie 
le long de l'axe des quantit4s r6eUes). 

Les choses ne sont pas tout A fair aussi" simples. Nous avons, en 
effet, 

a, 

Pour ~ - -  -+- oo, e -a et par consequent + (~) tendent vers z~ro; mais 
pour ~ - - - -  oo, e -~ tend vers l'infini. L'expression 

e -~  Qi} 
* (r 9 
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(7 bi~) ;, 

Je poserai 

est le quotient de deux polyntmes de m~me degr6 en e- t ;  die tend 
donc vers une limite finie et d&ermin~e que j'appeUe .4. 

Modifions alors l~g6rement la formule (7); l'int~grale 

--  I _ f  e'ad~ 

prise le long du rectangle est nulle, puisque ~t l'int&ieur du rectangle 
le dtnominateur ne s'annule que pour ~ - -  o, et qu'alors le num&ateur 
s'annule. Je puis donc &rire: 

[e,, 
2gF-~ ~d~-~ i~(,- 9 r 

e-~[ Q,i A 1 _ 0 ( ~ )  ,l, (e -9  e-a - -  I 

et je vois que 0 tend vers z&o, aussi bien pour ~ - -  - -  ~ que pour 
~ + ~ .  Alors si les grands c6t6s du rectangle sont tr~s grands, l'in- 

t~grale (7b~s), prise le long des petits c6t& est nulle. On aura donc: 

- - - z  f+~a  bi; 2~ ] / ~ _ I , j _  = __~ [~0(~) - -  (~ + 2iw)O(~ 2 7 2/~,)], 

l'int~grale &ant prise le long de Fun des grands c6t6s. Mais la foncfion 
0 (~)es t  p&iodique, de sorte que 0 (~) --- 0 (~ -{- 2 i =). C'est ce qui 
nous permet d%crire tout simplement: 

f/  (7,~ hi, = 0 (~) d ~. 

Nous avons vu qu'une singularit~ peut se produire quand deux 
racines de l%quation de KILu~o different d'un multiple de 2i~.  

Soient donc % et % deux de ces racines et je suppose qu'~ un 
moment donn~ la difference % -  % devienne ~gale ~ 2mi~. 

Originairement le chemin d'int~gration, que j'appelle C, passe entre 
les deux points % et  c%-ql-2mi7~; et c'est ~t l'instant 06 ces deux 
points se confondent qu'il peut y avoir une singularitfi. Consid&ons un 
second chemin C', ayant m~mes extrtmitts que C, mais laissant les deux 
points % et % - +  2mi~ d'un mtme  cdt+. Le point % - q - 2 m i r :  se 
trouvera par exemple entre ces deux chemins C et C'. L'int+grale prise 
le long de C sera alors ~gale k l'int~grale prise le long de C' plus 

2r~I/-~-i R~, R~ &ant le residu de 0(~) relatif,~t ia racine % + 2mi% 
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ou, ce qui revient au m~me, ~ la racine o h . J '&rirai :  

J (c )  = j ( c ' )  + 
t �9 ~" F ( y  en deslgnant par J ( C )  lmt%rale le long du chemin C. 
Quand les points 0~ et %-Jr- 2 m ix  se confondent, J(C')  reste 

�9 O "  �9 t holomorphe. La smoularlte provient donc uniquement du terme en R~. 
Supposons que les u ou les w tournent autour des valeurs qui 

correspondent ,~ la singularit+. I1 pourra arriver: 
I ~ Ou bien que les deux points co et % - l - 2 m i x  tournent autour 

Fun de l'autre, mais sans s'&hanger. Dans ce cas R~ et par cons6quent 

J (C)  reviennent ~ leur valeur initiale. Les b~i restentdonc des fonctions 

uniformes des u et des w. Seulement 

finies parce qu'en g~n&al le r~sidu R~ 

points o~ et % -b" 2 m i ~  tendent Fun 

ces s peuvent devenir in- 

croit indbfiniment quand les deux 

vers l'autre. 
2 ~ Ou bien que les deux points o~ et co_,-~-2mix s'6changent. 

Dans ce cas R~ se change en R, et par cons6quent ] ( C )  en 

l ( c )  + - R2). 

Les bq ne sont plus des fonctions uniformes des u et des w. 

I1 est clair d'ailleurs que, rant que les b~i restent fonctions uniformes 

des u et des w, il en est de n'Ame des v. Cela est 6vident pour les v' que 
l'on d6duit des bq :i l'aide d%quations du i er degr6; cela l'est 6galement 

pour les v"  puisque les O i sont des fonctions enti&es des v' (Cf. la fin 

du 5 III). 
Ha~ons-nous donc dans le cas o~ les v cessent d'etre des fonctions 

uniformes des u et des % et supposons que, les u et les w revenant 
leurs valeurs initiales apr~s avoir d6crit des contours ferm~s, les v~ ne 
reviennent pas ~ leurs valeurs initiales, mais ~ des valeurs diff&entes 
que nous appellerons v7; j'6crirai d'ailleurs : 

Y =  y v ,  x,, 7o = Y q x , .  

Alors, en faisant varlet les ~ et les w d'une manihre continue, on a 

pour les valeurs initiales : 
e U elV ~ e V, 

et pour les valeurs finales: 
gg gW .~_ ego 

Consid&ons maintenant les substitutions Ao, A ,  L du gronpead- 
joint, qui correspondent ~i e u, d r e g. Leurs coefficients )o, ;~, I sont des 

fonctions enti&es des u et des w ;  ils reviendront donc ~i leurs valeurs 
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initiales quand les u et les w auront d&rk  des contours ferm&. Donc 
la substitution L, qui correspond k e go, est ia m6me que celle qui cor- 

respond a e r 
Consid&on~ maintenant la transformation 

e v  g - V o  ; 

la substitution correspondante du groupe adjoint sera 

L L-~ 

c'est-.4-dire l'unit~. En d'autres termes, la transformation eVe -vo sera per- 

mutable it tomes les transformations du groupe. Elle peut d'ailleurs dans 

certains cas se r~duire ;t la transformation identique. 
Les transformations finies qui jouissent de cette propri&~ s'appelle- 

ront les transformations spgciales. Elles forment dans le groupepropos+ 
un sous groupe invariant discontinu. Toutes les racines de l%quation de 

KtLLIXG sont, pour ces transformations sp+ciales, des multiples de 2i r:. 
I1 ne faut pas confondre ces transformations sp&iales avec les 

transformations infinit~simales qui sont permutables h toutes les trans- 
formations du groupe et qui, comme nous l'avons vu, existent dans 
certains groupes. 

Tous les groupes contiennent-ils des transformations sp&iales ? Soit 
d'abord une transformation e v, et supposons que les racines correspon- 

dantes de l'6quation de KILLIYG soient routes distinctes et commensu- 
rables entre elles. On pourra alors choisir la constante ~ de telle sorte 
que l'6quation de KILLING correspondant ~ e ~v ait toutes ses racines 
multiples de 2io~. La transformation e ~v sera alors 6videmmentsp&iale. 

Mais ce que nous venons de dire ne s'appliquerait pas toujours au 
cas off t'6quation de KmLtNG aurait des racines multiples. En effet, on 
salt qu'une substitution lin6aire peut toujours atre ramen4e ,~ une forme 

appel6e canonique, mais que deux cas peuvent se pr6senter. Tant6t  la 
forme canonique est la suivante: 

a 0 0 0 

o b o o 
0 0 C 0 

o o o d 

les nombres a, b, c, d pouvant ~tre ~gaux ou diff&ents. Tant6t elle est 
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analogue ~t l'une des suivantes: 

a 0 0 0 a 0 0 

gx a 0 0 g a 0 

o o b o ' o o b 
0 0 e 2 b 0 0 0 

les nombres e n'&ant pas tous nuls. 

0 

0 

0 

c 

a 0 0 0 

e t a 0 0 

g2 g3 6~ 0 

o o o b 

, etc., 

Dans le premier cas, je dirai, pour abr~ger le langage, que la subs- 

titution lin~aire est orclinaire; dans le second cas qu'elle est paraboliqne. 

Cr, aucune puissance d'une substitution parabolique ne peut se r& 

duire ~ la substitution unit& 

Si alors notre groupe admet une transformation sp&iale e w ,  celle-ci 

sera une puissance d'une certaine transformation infinit&imale ev; si s 

est la substitution du groupe adjoint qui correspond ~t e ~', celle qui cor- 

respond k e~r sera L ~. Comme e ~V est sp&iale, L = se r~duira ~ la subs- 

titution unit& Donc L ne peut ~tre parabolique. 
Si l%quation de KILI, INO a des racines multiples, il peut arriver que 

les substitutions du groupe adjoint soient paraboliques, de sorte qu'on 

peut se demander s'il n 'y  a pas des groupes qui ne contiennent pas de 

transformations sp&iales. On peut en citer au moins un exemple: ce 

sont les groupes de rang z&o. 
Soit maintenant erv une transformation sp&iale quelconque, 

%'~ ~ ~ 2  :~ " " " ~ ' r  

les racines correspondantes de l%quation de I([I+LtNO ; ce seront des mul- 

tiples de 2 i x .  Soit e v u n e  transformation quelconque, 

OJ i ~ 0 )  2 , �9 �9 �9 O) r 

les racines correspondantes de l%quation de K I L L I N G ;  posons : 
e u  grt" ---. eY  

et soient 
~ ; ,  ~ ; ,  . . .  ~ '  

les racines de KILLING correspondant ~ e v. 

Si Ao, A et L sont les substitutions du groupe adjoint correspon- 

dant ,~ e u, err e v, on aura :  

hoA * - -  L ,  A 1 --~ I ; 
d'ofi : 

A o ~  L .  

Cela nous montre que les m' ne diff+rent des o~ que par des mul- 

tiples de 2 i ~. 
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Faisons varier les u d'une mani6re continue, les v varieront aussi 

d 'une mani6re continue et il en sera de m6me des ~ et des o~'. Mais 

comme la diff&ence de Fun des o~' et de 1% correspondant doit rester 

~gale k un mukiple de 2i~v, cette diff6rcnce devra demeurer constante. 

Supposons que les valears inidales des u satisfassent aux propor- 

tions : 
l l  ~ 1"~2 _ _  _ _  ~ r 

- -  _ _ . . , _ _ - -  

W x ?./a 2 gA] r 

de telle faqon qu'originairement etr et e w soient des puissances d 'une 

m~me transformation infinit4simale ; on aura originairement: 

~'~ = % q- -~, ; 

et d'aprhs ce que nous venons de voir, c~lle relation devra sz~bsister qnand 

on fera varier les u d'm~e man,&e contbme en parlant des valeurs in2iales 

que nous venons de dgfinir. 

Si donc l'6quation de KILLIXO pour certaines valeurs des v, admet 

les racines : 
O ' ) l  ~ f'O 2 ~ �9 �9 �9 to,) r :D 

pour d'aucres valeurs des v el[e admettra les racines : 

g~n~ralement, pour d'autres valeurs des v elle admettra les 

~o, + x ' . ,  ) , o , : + : , % ,  . . .  ~ . ~ r + ~ , " , ,  

k et 7,' ~tant deux coefficients quelconques. 

S i  l 'on fair wtrir les ~, d'une mani6re continue pour les fake re- 

venir ~ leurs valeurs initiales apr6s leur avoir fait d&rire des contours 

ferm6s, il arrivera en g6n&al qae les racines 0~ se permateront  entre 

d ies ;  supposons qu'elles deviennent:  

~(~) Oj(~) ~(~) 
i ) 2 ) " ~ " r $' 

les to (~ n'~tant autre chose que les % pla.c& duns un autre ordre. i 
Les racines de KmLING relatives ~t e v, qui 4taient primitivement : 

( I )  t.O + " r  , ~a + ' r a ,  . . .  O l , . + , r ,  
d eviendront : 
(2) ~,"~+, - , ,  ~='~" + ,~,  . . .  ~"~, + -~. 

Or Its expressions (e)  ne sont autre chose (duns un autre ordre) que 

.(-i) 
(3) ~, + ~,-'-', '~  + "~-", . . .  ~ + ~, , 

et, plus 

racines : 
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les - r~ '  n'&ant autre chose que les "q qui sont suppos6s avoir subi une 
permutation inverse de ceile qui change les % en o4 II. 

Nous avons done dcux d&erminations des v, ou, si l'on aime mieux, 

de eV; dans la premi&e les racines de KILLIYG sont les o~; q - - q ,  dans 
la seconde dies sont les oq q - " 4 - " .  Lcs diff&ences des racines sont 

done 
,..;-(i - ~ )  _ _  'V i :~ 

c'est-~-dire des multiples de 2;;1/'~I. 
Plus g6n6ralcment : soientp transformadons sp&iales ind6pendantes, 

et soicnt 

(4) t . . . . . . . . . . .  
~ z , p  ~ ~ 2 , p  ~ ~ " " 'Fr,  p 

los racincs correspondantes. Si les -~ peuvent s'&hangcr entre eux (par 
sLli:e de permutations analogues ~ cel~e qui change los "q en "r~i -~ et 
dont je viens de parier) los diverscs permutations possibles des %,, ,  

des "ri,=, . . .  devront figurer dans autant dc lignes du tableau (4)corn- 
me si elles correspondaicnt ~ autant de transformations sp&iales distinc- 
tes. Si, par exemple, r = 3 ,  et si les racines s o n t - . ,  % , ' r  3, pour 
une des transformations sp&ialcs et -r', ~-', -r; pour une autre;  si enfin 
quand on fair d&rire aux v des contours ferm~s, les trois racines de 
KiLLiNG peuvent subir une permutation circulaire, le tableau (4) devra 

&re forln~ comme ii suL: 
Tx ~ T 2  ~ ~3  

t p p 
"$'1 ~ 2 :~ 3 

P "L J "7 r 
" r 2 ~  3 ~ x 

p r ,,Tt 
"~'j 9 *1 ~ 2 "  

Cola pos6, si pour cermines valcurs des v les racines de KILI~LXG 

s o n t  

0.) :~ ~2~* " "  " ~ r ~  

pour d'autres valeurs des v eiles seront 

+ + + . . .  + 
X, X ,  ).~, . . .  Xi, &ant p-4- x coefficients queiconques. 

(i--I, 2, ... r), 
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Revenons maintenant sur une question que je n'ai fair qu'effteurer 

plus haut et qui est assez d4licate. 

J'ai suppos6 que eUe w 6tak susceptible de deux d6terminations e r 

et e v~ et j'ai dit que eee -v~ 6tait une transformation sp6ciale. J'ajoute 

que cette transformation peut se r4duire 'i la transformation unit6. 

On pourrait d'abord croire le contraire. Si, en effet, on avait 

r g--Vo - - -  I , 

on aurait 
eV ---- gVo 

et les deux transformations e V et e vo seraient identiques contrairement 

l'hypoth~se. 

Ce raisonnement serait insuffisant. Nous avons en effet obtenu e go. 

en faisant varlet les u et les w d'une mani~re continue, partant de cer- 

taines valeurs inifiales et revenant i ces m~mes valeurs. R~servons donc 

les notations U, ~ ;  u, w pour d~signer ces valeurs initiales; et d~si- 

gnons par U', W', n', w' les vateurs variables de ces marnes quantit6s. 
Nous poserons alors : 

eUte  Wp ~ e W,  

de telle facon qu'au commencement U', W'  et V' se r~duisent respec- 

tivemeat ~ U, tV et /1, et qu'~t la fin U' et W'  reviennent 'i leurs d6- 

terminations initiales U et IV, tandis que V' aboufit ~ une d&ermina- 

tion diff~rente V o . Envisageons alors la transformation: 

eV g--V t ---- e T. 

Au commencement elie se r~duica ,-t la transformation identique, eile 

prendra ensuite diverses d~terminations, et ~ la fin il pourrait se faire 

que e r se rd:duisi- de nouveau i la transformation identique. I Ine  s'en- 

suivrait pas forc~ment que V' dfit se r~duire a V. On a en effet: 
gV r ~ r eV 

Si l'on suppose T = .  o ,  l ' une  des d/:terminations possibles du se- 

cond membre est certainement e r mais il peut se faire que ce second 

m~:mbre air d'autres d~terminations (de m~me que # e  re, d'apr~s notre 

hypoth~se, est susceptible de deux ddterminations e r et eU~ 

I1 est ais~ de faire des exemples. Je suppose que les v soient choisis 

de telle sorte que la difference de deux des racines de KILLING relatives 

e r diff&e peu d'un multiple de 2 n t/--~-~. Faisons ensuite varier les 

t d'une mani~re continue, chacune de ces variables partant de la valeur 

o ,  d~crivant un petit contour fermi,  et revenant ,~ la valeur o.  Nous 
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pourrons choisir ces contours de telie fiagori que les deux points trC:s 

voisins qui rcpr&entent I'une des deux racines de KmLiNC, dont je viens 

de parler et l'autre racine augmen:~e d'un mukipie convenabie de 2 r. 1 / -  : ,  

que ces deux points, dis-je, s '&hangent l'un avec I'autre. Alors, au d& 

but e - r e  V se r~duira k e r, et ~t la fin ne st r~:duira pas "5 e V bien que 

T se r~duise de nouveau ~ z&o. Le raisonnement pr&~dent est done 

insuffisant. 

Solent maintenant e w et e wo deux transformations correspondant :l 

une m~me substitution A du groupe adjoint. Soit e u une autre trans- 

formation et A' la substitution correspondante du groupe adjoint. Soit 

( I 2 )  eu ew ..-- r gU eWo z eVo. 

I1 es~ clair que les deux transformations d" et d "~ correspondront 5 une 

m~me substitution 
L - -  A'A 

du groape adjoint. Si done nous appelons % et o~ ~ les racines de KILLING 

relatives ~t V et Vo, les diff6rences o q -  o, 7 seront des multiples de 

2 ~ 1 / - -  I .  

De m~me, si nous appelons 

ves "a W e t  Wo,  les diff&ences 

2 rr 1 / - -  I .  

0~ et 0 ~ les racines de K,LLING relati- i 
~. ~ 0 ~ seront aussi des mukiples de 

Si l'on fitit varier U d'une mani4re continue, /4/" et k//o ne chan- 

- -  o~ ~ devront varier d'une mani4re continue, geant pas, les dhff;xences % 

et comme ce sont des multiples de 2 ~ 1 / - -  i dies dcmeureront cons- 

tantes. Or,  pour U : o, % et co~ ~ se r~duisent ~ 0~ et 6 ~ i ; on aura 

done, qud  que soit U, 
( 6 )  - -  ,o  ~ = 0 ,  - 0 ~ . 

Une observation avant d'allcr pins loin: tout a i'heure j'ai d~montr~ 

l'~galit~ : 
= i ~Oi + "r 

en partant d'une identit~ analogue ~ (5 ) :  

(7) eu  e w  = eY , 

off e w &air sp&iale. Pourquoi n'ai-je pas comme ici pris, pour valeur 

initiale de U,  U "-- o ,  mais ai-je suppos~ pour ces valeurs initiales 

I/, t l~ 2 Ur 

'W z $U= g~t r 

' "o" C'est clue, pour avoir le droit de prendre k i orl~,me U - - o ,  ii 
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faut 4tre s~r que, quand les u sont trhs petits, les w diffGrent trhs peu 
des v ;  c'est-k-dire que les accroissements, subis par les v son trGs petits 

quand ceux des u sont trhs petits; c'esM-dire que l'on n'est pas duns 
le voisinage d'un des points singuliers des 4quations diffGrentMles aux- 

quelles satisfont les v. C'est ce qu'on peut admettre pour l'identit6 (5) 
o6 e w e s t  quelconque, mais non pour l'identit6 (7) off d v e s t  spGciale. 

Je me borne ~ ces rapides indications. Mais pour faire comprendre 
le parti qu'on pourra sans doute tirer des relations (6) et (6b~), je me 
supposerai plac6 dans un cas simple, celui o/1 l'Gquation de KINKING a 
toutes ses racines simples. Soit I le rang du groupe. On pourra alors 
trouver I systhmes de valeurs des v, telles que les valeurs correspon- 

dantes des racines de KILLING, que jappelterai 

~ I I  } ' ~ 2 I  ' * ~ * "~"r I  

a~"I2  ' ' ~ 2 2  ~ ~ * " T r 2  

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 . 

T * I  ' ~ 2 l  ~ " " " "Trl  

soient linGairement indGpendantes; je veux dire que les -v ne soient pas 

figs par des relations ~ coefficients constants de la fo rme:  

a + . . . +  = o ,  

de telle facon, en m4me temps, que les rapports des 616ments d'une 
m4me ligne de ce tableau soient commensurables; ou mieux encore que 

tous l e s  t soient des mul@les de 2 ~ 1 / ~ .  
Les racines &ant sLmples, les transformations correspondantes seront 

sp6ciales, et alors nous verrons que les racines de KILLING pour une 
transformation quelconque seront des combinaisons lin6aires des "~; je 

veux dire que, si 

~ I  ' 0 3 2 '  " " " ~ r  

sont les racines de KILLING, on aura:  

,% = a,'r a + a~'v, ,  + . . . + a t , ru  , 

les a 6tant des fonctions des v. 
Ce thGor~me est probablement vrai dans des cas beaucoup plus 

gGnGraux, mais je me suis born6 a un cas tr~s simple parce que je ne 

voulais qu'indiquer une marche ~t suivre. 
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S V I . -  Q u e l q , u e s  ~nots  su~" les  6 q u a t , i o n s  d i f f d r e n $ i e l l e s  

d,u g rou ,pe .  

Dans le ~ pr&~dent nous avons envisag~ les points singuliers des 
g ' fonctions v re~ardees comme des fonctions des u et des w, d~finies 

par l'~quation : 
gUe IV ~ e g. 

Pour  cela nous nous sommes servis des relations finies qui relient 

les v aux u et attx u,. Mais Oll pourrak 4galement fake usage des 6- 

quations diff&entielles qui dC, finissent les v. Rappelons la forme de ces 

6quations diff~rentielles. 

Si, par exemple, nous faisons varier les w en laissant les u inva- 

riables, si plus particuli4rement nous posons 

en faisant varier ~ ec laissant les t invariables, de sorte que 
gU e~T - - -  gl," gU e(~+ds) T ~..  gV..4-,1V 

on aura l'~quation diff&entielle : 
gV gT& __.. gV-+-dg 

ce qui peut s'&rire, d'apr6s la formule (2) du ~ l I I :  

d v i __ I f d  ~ E: ~ "  ti Pii 
d ~ 2 r, I / ~ - :  .~-- : e-a z.._ F (~) 

6 

'V  a : 
Les - ~  seronr donc une somme de termes de la forme suivante : 

chaque terme sera le produit de I si % est une racine de KIL- 
I - -  g -~~ 

L~WG (ou d'une puissance de I si % est une racine multiple)et  
I - -  g -t~ 

d'une fonction rationnelle des v et de % .  

Comment l'un de ces termes peut-il cesser d'etre une fonction ho- 

lomorphe des v ? 

I ~ Si % devient un multiple de 2~v ~ I ,  auquel cas le premier 

facteur devient infini. 

2 ~ Si l'fiquation de KInL:XG a une racine multip:e, outre celles qui 

existent toujours, auquel cas le second facteur cesse d'&tre une fonction 

uniforme des v, et d'ailleurs cesse ~galement d'&re fini. 
C'est le premier cas auquel nous nous attacherons pardculierement. 
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Si nous ~galons ~t des multiples de 2 ~ l / Z  I les diff~rentes racines 

de KILLING, nous obtiendrons autant d'~quations entre les v que l'Squa- 

t-ion de KrLLING a de racines distinctes. Mais il ne s'ensuit pas que toutes 

les ~quations ainsi obtenues (et que j'appellerai les ~quations E)  soient 

distinctes. I1 y a, en effet, entre les racines de KmnING des relations !i- 
, nea,res, et il arrivera souvent que, quand une de ces racines deviendra 

~gale ,~ un multiple de 2 x l / ~ ,  il en dolt &re de mSme, en vertu de 

ces relations lintaires, d'une ou de plusieurs autres racines. Si donc l'une 

de ces ~quations E est satisfaite, il pourra arriver qu'une ou plusieurs 

autres parmi ces ~quations E en soient des consequences n&essaires. 

Nous supposerons donc que l'on donne aux v des valeurs qtti satis~'ont 

l'une des 8quations E et ,~ toutes ceiles qui en sont des consequences 

n&essaires, mais qui ne satisfont a' aucune autre des 6quations E. Ces 

valeurs des v (si d'ailleurs l'~quation de KILLING n'a pas plus de racines 

mukiples que pour des valeurs quelconques des v) constitueront ce que 

j'appellerai un point singulier de i ~re esp&e de nos ~quations diff& 

rentielles. 

v ~ les valeurs des v qui correspondent Soient alors v ~ v~ . . .  

un de ces points singuliers de I ~~ esp&e; soit co~ la valeur correspon- 

dante de % .  Parmi les co~ ii y en aura un ou ptusieurs qui seront mul- 

tiples de 2 x l / ~ I ,  soit par exempie co ~ co ~ co ~ Les 6quations E :  
i I ~  2~* �9 ~  q "  

o i = mult. 2 = ~ (i = :, 2, . . .  q) 

devront (d'apr+s l 'hypoth&e que nous venons de fake) &re des cons& 

quences les unes des autres. Cela veut dire que co,  co ,  . . .  oq devront 

&re des multiples d'une m~me quantit6 % de sorte que 0~ ~ , co ~ co ~ 2 1 ,  �9 �9 �9 q 

seront des mul@les de la quantit~ correspondante, % ,  laquelle devra 

&re un multiple de 2 ~ l / - -  i. 
d ~  

Dans le voisinage de ce point singulier, les-d~' seront 6gaux ~ des 
o stries ordonntes  suivant les puissances croissantes des v i - - v  i dMs4es 

par une puissance de co - -  % .  La prtsence de cette puissance de o~ - -  ~o o 

au dtnominateur provient de l'existence dans les difftrents termes des 

dv~ d'un facteur 
de 

I 

I ~ 8 -~  ~ 

lequel peut &re &lev& au carr~ ou ~t une puissance sup&ieure, si la ra- 

cine de KILc~xa % est double ou multiple. 
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Mais w est lib aux v par une relation al 'g&rique : 

f ( %  % ,  % ,  . . .  % ) - - -  o ,  

laquelle se d~duit imm~dia tement  de l '~quation de KILLING. O n  a a lors :  

d f  do, X -  d f  d %  
dco d ~ - -  / - " d v ;  d~ 

g 

Les d&iv~es de f sont des po lyn6mes  entiers par  rappor t  aux v 

d f  et ~t o~. Le p o l y n 6 m e  ~ n 'est  pas nul, sans quoi deux des racines de 

KILLING ord ina i rement  disfinctes v iendra ien t  ~ se cons et le poin t  

singulier ne serai:  plus de I ~r~ esp~ce. O n  a d o n c :  

dto ~ H d V ;  
2 7 = 2 - ; 2 ~ '  

les ~ &ant  d&eloppables  suivant les puissances des v i - - v  ~ et de 

0.1 ~ 0 . )  o , 

ato ( sv;  
�9 Ainsi d~- c o m m e  les d~ ] est ~gal k une fonction h o l o m o r p h e  

des v i ~ v ~ et de t o -  to o , divis& par  une puissance de c o -  % 

Telle  est la fo rme  des ~quations diff&enfielles dans le voisinage de 

no t re  point  singulier. 

Nous  pouvons  done &ri te  : 

d to fa d v; V; 

( 0  a~ - (to - tooY' 7 7  - (to = tooY'  

les f2 et les V; &ant holomorphes .  Soit m a i n t e n a n t :  

il v iendra : 

d~ 
d'r ~ 

(to - -  % y  ; 

d ~  dr ;  __ V; 
d---~ - -  a ,  d r  - -  " 

O n  tirera de I'a, par un th~or~me bien connu,  to et les v; en s& 

ries proc~dant  suivant les puissances de v e t  se r~duisant ~t co~ et v ~ 

pour  v - -  o. So i r :  

(2.) co - -  % = a ~ ' ~  + aN+ ̀  -~+ '  + . . .  

ce d6ve loppemen t ;  on en t i re ra :  

a ,  = a , ( t o  - = + . . . ,  

d 'o~ : 

__ p~+~ " " ,  

I* 

to ~ too "~  b cP~+~ "O I- . . �9 
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b &ant un coefficient constant facile ~t calculer. Cela montre qu'en g& 

n~ral ~ (et par  consequent les v) n'est plus une fonction uniforme de 
r dans le voisinage du point sdngulier. 

I1 y aurait exception seulement dans le cas oh a g ,  a~+, ,  . . .  6taut 

nuls, l'~quation (2) se r~duirait ~t ~ - - % ,  c'est-~-dire dans le cas o~ fa 
serait divisible par c o -  % .  

Mais dans ce cas, si V~ ne s'annule pas p o ~  c o = % ,  % - - v  ~ k~  

V - -  o nos ~quations n'admettront pas de solution telle que l'on ait co ~__ % ,  ~ __ % 

pour ~ - -  o. 
Or revenons ~t la substitution L, qui est la substitution du g o u p e  

adjoint qui correspond ~ eV; et &udions les 4quations diff&entie]les aux- 
quelles satisfont les coefficients Iq de cette substitution ; elies seront de 

la tbrme : 
d ki 

(3) a~ = % '  

les A &ant des fonctions lin6aires des I. Les I sont, d'autre part, des 
fonctions enti~res des v ;  pour % ~--v~ ces fonctions enfi~res se r~dui- 

sent ~ 1~ Les ~quations (3) admet~ront une solution telie que I 0 = i~ 
U " i j  

p o u r  ~ - -  o .  

Consid&ons cette solution, o~ les I sont donn~s comme des fonc- 

tions holomorphes de a. 
Nous savons d'ahtre part que les 1 sont des fonctions enti4res des v : 

(4) /o - -  O , / (%) .  

Les l~j &ant connus en fonccions de ~, on tirera les % des 4qua- 

tions (4), lesquelies ~quations (4), comme nous le savons, sont satisfaites 

pour 
( 5 )  I~j = l ~ o '1 ' Vk ~ v k  " 

Pour discuter ces 6qua6ons (4) je ferai usage d'un lemme que j'ai 
d~montr8 au d~but de ma tMse inaugurale. 

D'apr~s ce lemme, dans le voisinage des valeurs (5 ) :  

I ~ Ou bien les % seront des fonctions alg4broldes des l,  et ten- 

dront vers v~ quand les l~j tendront vers 1~ et par consequent quand 

tendra vers z6ro. Ce cas dolt &re exclus puisque les 6quations ( I ) n ' a d -  
mettent pas de solution se r4duisant ~ v~ pour ~ - - o .  

2 ~ Ou bien les ~quations (4) cessent d'&re distinctes quand on y 
~- 17 En d'autres termes, pour une infinit6 de valeurs des v~, fair li/ ,~. 

trhs voisines des v~, les 1 o. se r6duisent a 1 ~ de sorte qu'une infinit6 iy ' 
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de transformations e v correspondent ,~ une m4me substitution du groupe 

adjoint. C'est le c~ cas d'ind4termination ~, sur lequel nous aurons a re- 

venir. 
Nous avons laiss6 de c6t4 le cas off tous les ~ s'annuleraient. Sans 

le discuter ~ fond, je me bornerai ~t remarquer que cela ne peut-pus 

avoir lieu pour routes les valeurs des v compatibles avec la condition 

co --- C,~o - -  mult. 2 ~ 1 / ~  I. 
En d'autres termes, tous les Y~ ne peuvent pas etre divisibles par 

6 , ) ~  O) o . 

I1 r&uhe de 1~ que, pour qu'une singularit~ se prtsente, il ne suf- 

fit pas que la diff&ence de deux racines soit un mul@le de 2 ~ 1 / ' - - z  
(condition que nous avons trouv& ~ l'aide des rdations finies), il faut 

encore qu'une racine soit un mukiple de 2 ~ ] / Z  z (afin que les ~qua- 
t.ions diff~rentielles pr&entent un point singulier). 

Si donc la diff&ence de deux racines devient 6gale ~ un multiple 

de 2r, ~ / - - z ,  ou bien Its v restent des fonctions holomorphes des u 
et des w ,  ou bien une troisi4me racine deviendra 4gale elle-m4me ':t un 

multiple de 2 r ; 1 / - - I .  Quelle que sok celle de ces deux alternatives qui 
se pN:sente, on pourra en dhduire d'inttressantes cons6quences. Si c'est 

la seconde, on pourra trouver des cas off la diff4rence de deux racines 
devra 4tre elle-m4me une racine ou un multiple d'une racine. 

V I I .  - -  F o r m u l e s  d i v e r s e s .  

On pourrait 6videmment faire, pour un groupe quelconque, quelque 
chose d'analogue ~ ce que nous avons fait pour les groupes de rang 

z&o. 
Par exemple, les formules (z) et (2) du ~ III sont r&iproques l'une 

de l'autre, puisque l'une nous donne les t  en fonctions lin~aires des dr ,  

et l'autre les d v e n  fonctions lin&ires des t. On pourrait d~duice de 

cctte r&iprocitd certaines propri&ds du d&ermiuam des ~quations lin~ai- 
res qui donnent les t, par exemple, en fonctions des dr .  C'est de cctte 

maniere que nous avons d~montr~ plus haut que ce d~terminant est ~gal 
~t * duns le cas des groupes de rang z&o. 

D'un autre ctt~, la formule (3) du ~ III nous montre que les coeffi- 
cients des d~riv&s de f dans X i ( f )  sont d'une forme particuliere. Ce 

sont des sommes de termes, chacun de ces termes est le quotient d'une 
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fonction rationnelle des v e t  de % ( %  &ant une des racines de KIT.Ln~@ 

par une puissance de I - - e  -~~ 
Consid~rons maintenant les crochets 

(x, xj). 
Queile sera leur forme ? Soit:  

df X, = Z L &  ~v~' 

af 
X, = Z Ya za ave' 

Z~ &ant une fonction rationnelle des v e t  de o~=, Z'  .~ une fonction racion- 

nelle des v et de c%, y~ une puissance n&gative de I - -e-~ '% Y~ une 
puissance n~gative de I - - e  -~a. On trouvera:  

' '  , , d  d f d Y~ Z~ Y~ Z~ "~ 
(x, xj) = Y-d-v7 Y~&--avT, - -  r~& dv~ ] 

az~ 
Nous observerons que ~ est comme Z~ une fonction rationnelle 

dY~ 
des v e t  de t% ; que ~ peut &re regardee comme la somme de deux 

termes ~gaux, chacun .4 un facteur constant pr6s, .~ une puissance n~ga- 

tire de I ~ e-~ ' ;  et-nous pourrons &rire:  

( I )  (X, Xj) = ~- Y~,~Z~ d f  
dv h ' 

Z~,~ &ant une fonction rationnelle des v, de coa et de ~%; Y~,a &ant le 
produic d'une puissance n+gative de I - -  e - ~  par une puissance n+gative 

de I - -  e -~~ . 
Mais d'autre part, ces crochet (X~Xi) doivent se r~duire ;l des com- 

binaisons lin~aires des X~. Ils sont donc r+ductib!cs ~i la forme:  

,,, d f  (~) (x, xj) = Y b z~' a~  ' 

Z~' &ant une fonction rationneUe des v e t  d'une seule racine de KILLING 
o~v, tandis que Y~' est une puissance n(~gative de I - - e - ~ r .  

Darts quelles conditions une expression de la forme ( I )  peut-elie &re 
r~duke ',i la forme (2)?  C'est ce qu'il serak &idemment  trts int&essant 

d'&udier, car cette r~duction n'est &idemment possible que s'il.y a cer- 

taines relations entre les racines co. 
En ~galant les expressions ( I )  et ( 2 ) d u  crochet (X~Xj) on obtien- 

dra r relations de la forme : 

O) Z r~zo~ = Zr~z~'. 
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On pourrait ~videmment dans ces relations (3) chasser les d~no- 

minateurs et les mettre sous la forme:  

II ~-~- o ,  

II &ant un polyn6me entier par rapport aux v, aux o~ et aux exponen- 

tielles e -~'=. Mais une identit~ de cette forme, oil figurent, d'une part 

des fonctions enti~res des v e t  des % et d'autre part des fonctions trans- 

cendantes, ne peut avoir 5eu que si elle reste vraie quand on consi&re 

les exponentieUes e -~' comme des variables ind~pendantes des v et des co. 

Les relations (3) subsistent done quand on y considere les e -~ 
o .o . v ~ sont des comme des variables ind6pendantes. Si doric % ,  ~ 2 ,  " 

valeurs particuii~res quelconques des v ;  si les valeurs correspondantes 
o pv ~ o vvo des % sont % et si celles des Z~r Z v sont Z ~  et Z '  r , on aura: 

(?'9 Z Y Uz; '~ 
Ce sont des relations lin~aires ~ Coefficients constants entre les Y~ et 

t !  t �9 les Yv" Ce sont done des relations algebrlques entre les exponenticilcs 

e -~.  On peut obtenir une infinit6 de relations de cette forme, puisque 

l'on peut donner aux v ~ des valeurs quelconques; mais r -  I de ces 

relations au pius peuvent ~tre distinctes (r &ant l'ordre et 1 le rang). 

L'~tude de ces relations (3 bi~) pourrait presenter quelque int+r~t, 

elle pourrait nous renseigner sur les relations qui peuvent exister entre 

les racines de KILLING et les valeurs que l'on peut attribuer k l'ordre de 

muhipficit+ de chacune de ces racines. On peut observer, en effet, que 

si la racine co ves t  d'ordre m, I --e-~'v figure au plus .4 la puissance 

- -  m dans Y'v" k la puissance - -  (m -~- I)  dans Yr~' ~ la puissance 

- -  (2m -~- I) dans Yw" Le degr~ des relations aig~briques (3 b~) se trouve 

done limit~ quand l'ordre de muhiplicit~ de chaque racine est limit& 

1vials on peut encore tirer de nos ~quations ( i )  et (2) du ~ III un 

parti diff&ent. Soit : 
gV.+-dg - . - -  g g  g T .  

Nous avons vu que l'on peut tirer de l',t l e s t  en fonctions fin~:ai- 

res des d v  [relations ( I )  du ~ III]. Soient 

t i ---  ~ _ . . ? i t d v  i 

ces relations. Nous avons vu que les ?~ son~ des sommes de termes, 

chaque terme &ant le produit d'une exponentielle e -~ ou de l'unit~ par 

une fonction ra4onnelle des v e t  de c0. 
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Posons maintenant : 

8V+dV+~V -.-- eV gT 8U ~ gV+dV gU ; 

ies t,  les u,  les dv, les ~v sont suppos6s tr6s petits, tandis que les v 

sont suppos6s finis. Posons de m6me: 

e V + ~ V  ~ e V eU t elr+dV-+-~Y - -  gVgU I e T  t 

d'ofl : 
e T e U ~ fU t eT r 

u +  :r+ (TU)= v ' +  T'. 
Nous aurons : 

La formule 
eY§ ~ e V + d V  eU 

nous montre q u ' i l y  a entre les v.-J-dr, les 8v et les u, h m6me re- 

lation qu'entre les v,  les d ve t  les t ;  nous avons donc:  

( x'dg~kdv')~vk" 

D'un autre c6t6, la relation 
eV-~V ~- eV eUt 

montre que nous avons encore la m4me relation entre les v,  les ~v et 

les u' ; d'o~ : 

u'i ~ ~- q~ik ~ vk. 
Enfin, l'6galit6 

e V+dV+~V ---. eV-.~VeTt 

montre qu'il y a encore la m~me relation entre les v-3 7 ~v, les d v e t  
l e s t '  ; d'ofl : 

,, ( , = Y  
En comparant les valeurs des t et des t ' ,  on trouve: 

et de m4me, en comparant les valeurs des u et des u ' :  

d e?ik 
U ' - -  U =  --  Y ~ d v , ~ v ~ . X  i. 

/ -m ~ V s 

D'un autre c6t6 on a :  

( T U ) =  X ( t , , , j -  t j , , , ) (X,X 3 

= 5- (~ ,~; .  - ~ , ~ , . ) ( d ~  ~ - -  d ~ . ~ ) ( X ,  X ) .  

Dans la sommation du dernier membre, chacune des combinaisons 
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des deux indices i et ], de m~me d'ailleurs que chacune des combin.~.i- 

sons des deux indices k et s, ne doit f igurer qu 'une  lois. 

Si ma in tenan t  dans 

( r u ) =  r ' -  T +  U ' - -  U 

n0us 6galons les coefficients de d%~%, il viendra : 

(4)  EX, [d%t d?.~ 

Comp: t rons  les deux membres  de cette 4galit& Chaque te rme du 

premier  m e m b r e  est le produi t  d 'une  exponentieIle e -~' par une fonction 

a lg&rique  des v. Chaque te rme du second m e m b r e  est le produi t  de 

deux exponentielles e -~ e te  -~ '  (p rovenant ,  par exemple,  l 'une du facteur ?~,, 

l 'autre du facteur ?i , )  par une fonct ion algebrique des v. 

I i  est clair, par exemple,  que si ~ q -  ~,' n 'es t  pas une racine, le 

produi t  des deux exponentielles e -~  et e -~ '  devra  disparakre  du second 

m e m b r e  et son coefficient &re nul. 

O n  peut  donc encore entrevoir  1~ la source de relations int&es- 

santes. 

Palerme, 3 avril x9oI. 

H. P O I N  Ct~RI~. 

TABLE DES MATIt~RES. 

Pages 

I. - -  Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  32I 
w II. - -  Formation du groupe adjoint . . . . . . . . . . . . . . .  322 
w I I I . - -  Formation du groupe param&rique . . . . . . . . . . . . .  33I 

IV. - -  Groupes de rang z6ro . . . . . . . . . . .  . . . . . .  341 
S V. --l~tude plus d6tailt& du groupe param&rique . . . . . . . . .  35o 
w VI. - -  Q.uelques mots sur les 6quations diff6rentieUes du groupe . . . .  : 360 
S V I I . -  Formules diverses . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  364 


