QUELQUES REMARQUES SUR LES GROUPES CONTINUS.

Par M. H. Poincaré, 3 Paris.

Adunanza del 3 aprile 1901.

§ . — Introduction.

A Toccasion du jubilé de Sir G. G. StoKES, j’ai publié un Mé-
moire *) ol je me suis occupé des groupes finis et continus de LiE.
Clest ce Mémoire que je citerai dans la suite sous le nom de « Mémoire
de Cambridge ».

J’y ai entre autres choses donné une démonstration nouvelle de ce
theoréme de Lik, qu'il existe toujours des groupes de structure donnée,
pourvu que cette structure satisfasse aux conditions dites de Jacosr.

J’ai mis sous une autre forme la formule de Lig pour la construction
du groupe adjoint; {’ai donné ensuite les équations différentielles du groupe
paramétrique, et j’ai montré que ces équations pouvaient s’intégrer, au
moins par quadratures.

La premiére chose que jaurai A faire sera donc de rappeler toutes
ces formules.

Nous avons ainsi deux méthodes pour former le gréupe, soit en
partant du groupe adjoint, soit en partant du groupe paramétrique. Ces
deux méthodes doivent conduire au méme résultat. Mais il arrive ceci,
quand on égale les résultats obtenus par ces deux méthodes, on n’obtient

*) Sur les groupes continus [Memoirs presented to the Cambridge Philosophical
Society on the occasion-of the Jubilee of Sir GEorGE GaBRIEL STOKES, Bart., Hon.
LL. D.. Hon. Sc. D, Lucasian Professor (Cambridge, At the University Press, 1900),
pp. 220-2551].
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322 H. POINCARE

pas des identités immédiates, on obtient des propriétés plus ou moins
cachées du groupe.

Beaucoup de ces propriétés étaient déjd connues; d’autres auraient
pu étre obtenues par une autre voie; il m’a paru qu'il pouvait y avoir
quelque intérét 4 les relier entre elles de cette maniére.

Malheureusement je n’ai pu aller bien loin dans cette direction ; j’ai
fait trés peu et je serai heureux si jai pu faire comprendre i peu prés
ce quil y aurait 4 faire.

Les singularités des relations finies qui définissent le groupe para-
métrique, ainsi que celles des équations différentielles d’ou elles dérivent,
peuvent étre étudiCes au point de vue de la théorie des fonctions, mais
je me suis borné 4 cet égard 4 de bréves indications.

Dans le cours de ce travail j’ai eu & envisager tantét des transfor-
mations infinitésimales, tantét des transformations finies. Les premiéres je
les ai représentées, tantdt par le symbole

X = X(f)—(X)ax. + 5L+ +<Xr>§f,>

tant6t par le symbole

X,

Les transformations finies étaient toujours représentées par le sym-
bole exponentiel. Je crois qu'il ne peut pas résulter de 13 de confusion
ficheuse.

J’ai employé indifféremment les deux mots « substitution » et « trans-
formation ». J'aurais pu tirer profit de cette double dénomination; soit
en réservant Pun des noms pour les opérations du groupe envisagé et
Pautre pour les opérations correspondantes du groupe adjoint, soit de
bien d’autres maniéres. Au contraire, je n’en ai fait usage que comme
un simple littérateur, pour éviter les répétitions de mots. J'ai eu tort,
mais jespére que ce n’est qu'un péché véniel.

§ II. — Formation du groupe adjoint.

La premiére des formules que je dois rappeler était connue depuis
longtemps ; je crois cependant devoir en parler pour familiariser le lecteur
avec les notations employées.

Soit

X(f)-(X) +(X
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ua opérateur quelconque: Je conviendrai d’écrire:
XY(f)=X[¥Y(Nl
(XY) = X[Y(N]— Y[X(NI
X"(f) = X[x" ()]

Si je cons.dére la substitution infinitésimale qui change fen 1 < X(f),
les puissances de cette substitution eéngendrent un groupe dépendant d’un
seul paramétre ¢ et dont la transformation la plus générale peut éire
représentée par la notation ,X

e

puisqu’elle change f en ’

[+ XD+ X+ -

Si je considére maintenant un groupe continu G dérivant de r opé-

X+

t2
1.2 1.2.3

rations
X, X, ... X,
la transformation la plus générale de ce groupe pourra &tre representée

par la notation : .

¢ (T=t, X+ ...+t X)

Ces transformations formant un groupe, on devra avoir identique-
ment :

T=t X + ...+t X, ,

eTel = ¢ U=u X, +... 4+ X,,

V='lex+ . +7jr Xr,

les v érant des fonctions convenablement choisies des ¢ et des u.

La méme condition s’exprime, comme on le sait, d’une autre ma-
niére ; on doit avoir :
(1) (X X,) = Zcik: X,,
les ¢, étant des constantes.

Soient alors

V:Z'van T:—'ZteXi’

de sorte que ¢” et ¢ soient deux transformations quelconques du groupe ;
posons

-V TEV

e e = ¢I’,

eI’ sera encore une substitution du groupe, de sorte qu'on aura:
J—
"=t X, +X,+ ... }tX,.
On voit aisément qu'on doit avoir :
e T =T,
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ce qui montre que les # sont des fonctions linéaires dest; c’est-d-dire
qu'a chaque substitution ¢” de G correspond une substitution linéaire qui
change les ¢ en t'. C’est 'ensemble de ces substitutions linéaires qui con-
stitue ce que l'on appelle le groupe adjoint de G.

Cela posé, nous avons:

(VT) = 2 b1, X,

ol
by =cipvF v+ - 6,
Formons P'équation caractéristique de KILLING :
b, —¢& b, ... b,
@ Fo=| " TR ] =
b, b,, b, —¢&

Le premier membre F (%) est un polynéme homogéne de degré r
par rapport 4 & et aux v.

Soient maintenant P; les mineurs du déterminant F (), de telle
fagon que

EP;,‘ - ZbkiPhj:;O)
EPii_ZbkiPki:—F(E)'

Ces mineurs seront des polyndmes homogenes de degré r — 1 par

G#D

rapport & § et aux v.
Les racines de I'équation F(£) = o sont donc des fonctions algé-
briques des v, homogénes de degré 1 par rapport 4 ces variables.
Cela posé, la premi¢re formule que je voulais rappeler est la sui-
vante :

; 1 P Zti Pij v
3 ti_ZTCV—_If f‘(E) dg.

L’intégrale du second membre doit étre prise le long d’un contour
enveloppant toutes les racines de F () = o.

On voit immeédiatement quelle doit &tre la forme des cofficients de
la substitution linéaire du groupe adjoint qui change T en T'.

Si les racines de I'équation (2) sont toutes distinctes, et si ces ra-
cines sont @ _, @,, ... ©_, nos coefficients seront des combinaisons k-
néaires des exponentielles
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ou plutét seront de la forme:

D e “rR(w )
R érant une fonction rationnelle homogene de degré zéro par rapport
4 o, et aux v. (Je rappelle que I'une des racines o,, @, ... o est
toujours nulle).
Si les racines ne sont pas toutes distinctes, nos coefficients seront de
la forme:

@ 2 el (ar),

I (w,) étant une fonction rationnelle définie comme il suit:
? . . . . \
Si w, est une racine d’ordre p., le dénominateur sera homogéne et

de degré r — p par rapport aux v et 4 w,, et le numérateur sera un
polynéme non-homogéne de degré r — 1 par rapport aux mémes va-
riables et o les termes du degré le moins élevé seront de degré r — p.

Si les ¢ sont regardés comme donnés, les # seront des expres-
sions de la forme (4). On pourra choisir Jes ¢ de telle fagon que dans
ces expressions tous les termes disparaissent, sauf ceux qui contiennent
en facteur l'exponentielle e™. Ou dira alors que la transformation T
appartient & la racine », par rapport 4 la transformation V.

Soit maintenant:

) e’ T =T, e’ U = U,

on aura aussi:

e’ (TU—UT)  =T'U —U'T.

Si T appartient 4 la racine o, et U 4 la racine o»_, T se réduira
¢~ multipli¢ par une fonction algébrique, et U’ 4 ¢ multiplié par une
fonctdon algébrique ; de sorte que

TU-UT
se réduira i Pexponentielle
e 0r
multipli¢ par une fonction algébrique.
En d’autres termes,
TU—UT=(TU)
appartiendra 4 la racine o, 4+ o .

Si w, -+ , n'est pas racine de I'équation (2), on devra conclure
que le crochet (T U) est nul.

Ce double théoréme est dd, je crois, 4 Kiing. La démonstration
qui précéde differe de celle de KiLing au moins pour la forme, et elle
se présente d’une fagon plus concise, Je rappellerai que dans le Mémoire
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cit¢ de Cambridge j'ai été conduit (page 251) 4 une démonstration assez
détournée de ce méme théoréme.

La comparaison des deux expressions de (T'U), ou figure d’une
part une fonction dépendant de o, -}~ w et d’autre part une somme
dont chaque terme est le produit de deux fonctions dépendant respecti-
vement de @, et w,, cette comparaison, dis-je, conduirait 4 d’autres con-
séquences sur lesquelles je n’insisterai pas.

La formule (3) montre que l'on a:

t: - Zli,' t].,
les I étant des fonctions euticres des v, et cette formule définit une
substitution linéaire L qui appartient au groupe adjoint.

On peut se proposer inversement de calculer les v connaissant la
substitution L. Cela n’est pas toujours possible, cela ne peut se faire
que si le groupe ne contient pas de transformations distinguées, c’est-a-dire
permutables & toutes les transformations du groupe. S’il en est autrement,
tout ce qu’on pourra faire ce sera de calculer les &,.

Le calcul repose sur les principes suivants. Considérons I'équation:
Ly—e* 1, - .

(s) d)(e“i) — L, 1,— et L l,, —0.

] I e b —es

7l r2

Soient Q;; les mineurs de ce déterminant, de telle fagon que:
" Q; — 2 b Q;=o0, G#7
e Qi — Z hi Qu = — q,(e—ﬁ)_

La puissance «*™ de la substitution linéaire L sera évidemment don-

née par la formule:
—£
—1 s e°dE

6 = ——— | e ——= D 1.0,
©) an) =1 D (e é)zz 'k
Pintégrale étant prise le long d’un contour enveloppant une fois, et une
seule, chacune des racines profrement disiinctes de 'équation (5). Voici
ce que jentends par l3. L’équation (5) admet une infinité de racines,
mais toutes ces racines peuvent se déduire d’un nombre fini d’entre elles,
car @ ne change pas quand on augmente & d’un multiple de 27— 1.
Je ne considérerai donc pas comme proprement distinctes deux ra-

cines difféerant d’un multiple de 2=y — 1 et je supposerai que notre
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contour est tracé de fagon 4 ne pas envelopper 4 la fois ces deux
racines.

La formule (6) est vraie quel que soit «, entier, fractionnaire, etc. ;
supposons « infiniment petit. Alors la puissance «*¢ de la substitution L
se réduit 2

=t —aD bt

D’autre part, en vertu de la formule (6) elle se réduit a

— 1 & S dE
h= e [ =D 200
d’ou
™) b= i [2dg,
B amyY —1J @(H) T

Cette forrrule nous montre d’abord que les?,; ne sont pas tou-
jours des fonctions un‘formes des I. En effet, notre contour d’intégra-
tion doit envelopper une fois, et une seule, chacune des racines propre-
ment distinctes de (5). Mais cela ne suffit pas pour déterminer ce contour
et par conséquent les b;. Si, en effet, on remplace une des racines par

cette racine augmentée d’un multiple de 2 =¥ — 1, on obtient un con-
tour différent qui conduit 4 une valeur différente de b;.

Comment maintenant pourra-t-il arriver que les b, deviennent in-
finis, ou, plus généralement, cessent d’étre des fonctions holomorphes
des I?

Il est clair que, tant que le contour n’ira pas passer par un des
points singuliers de la fonction sous le signe intégral, C’est-d-dire par
une des racines de (5), les & resteront des fonctions holomorphes des I.
Mais on pourra toujours maintenir ce contour i distance de ces racines,
4 moins que l'une de ces racines ne devienne infinie ou que deux de
ces racines ne viennent 4 se confondre; et encore fautil que les deux
racines qui se confondent ainsi solent primitivement I'une a extérieur
du contour, lautre & lintérieur. Clest alors, en effet, que le contour
pris entre deux feux ne peut plus fuir devant les racines, et quen gé-
néral les b cesseront d’étre des fonctions holomorphes des I.

Cela peut encore s¢noncer autrement. Les racines de (5) ne sont
autre chose que celles de 'équation de Kimring augmentées d’un mul-
tiple arbitraire de 279 — 1. Notre contour doit envelopper toutes les
racines de ['équation de KILLING et laisser en dehors toutes les autres
racines de l'équation (5). Alors, pour que les 4 restent des fonctions
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holomorphes, il suffit quune racine de Péquation de KirLing (qui doit
étre intérieure au contour) ne se confonde pas avec une racine de ()
n’appartenant pas 4 I'équation de Kmring (et qui doit rester extérieure
au contour): Les b seront donc des fonctions holomorphes des 1, & moins
que deux des racines de Uéquation de KILLING ne different d’un multiple de
2wl — 1 auire que zéro, ou que Vune de ces racines ne devienne infinie.

Nous sommes donc conduits 4 distinguer parmi les substitutions linéai-
res finies du groupe adjoint certaines substitutions singuliéres, qui jouis-
sent de cette propriété que deux racines de I’équation de KiLLiNG, sans

étre égales, différent d’un multiple de 27y — 1.

En général, pour ces substitutions singuliéres, les & considérées comme
fonctions ‘des I seront infinies; c’est-3-dire que ces substitutions singu-
litres ne seront pas une puissance d’une substitution infinitésimale du
groupe. Mais il pourra se faire aussi que les & soient des fonctions in-
déterminées des I, de sorte que la substitution singuliére sera une puis-
sance d’une infinité de substitutions infinitésimales différentes.

La distinction entre les deux cas serattache 4 la théorie des « Ele-
mentartheiler » ; formons les équations différentielles linéaires :

dt,
A #

On sait quelle est la forme de lintégrale générale de ces équa-

tions; on a:
E.=D P,
o étant Pune des racines de P’équation
b (m) =0
et P(1) un polynéme en t dont le degré est, au plus, égal 4 p — 1, si
o est une racine d’ordre p.

Dans le cas d’une substitution singuliére, deux racines de ’équation
® (0) = 0, ordinairement distinctes, viennent & se confondre. Soient
@, et ®, ces racines, (1 et g, leur ordre, P (1) et P (t) les polynémes
correspondants dont Pordre est, au plus, o, — 1 et g, — 1.

Quand les racines se confondent, on a une racine @, d’ordre p. 4 p.,,
de sorte que les deux termes

IAOLES FAOLE
seront remplacés par un terme unique:

Qe
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ot Q peut étre de degré p 4 p, — 1, mais peut étre aussi de degré
moindre.

Si le degré de Q ne dépasse pas celui de P (ou celui de P,, si P,
est de degré plus grand que P,) les b sont des fonctions indéterminées
des I. Dans le cas contraire, les & deviennent infinis.

Nous devons aussi réserver le cas des substitutions que jappellerai
singuliéres de la 2% sorte, C’est-d-dire de celles pour lesquelles une des
racines £ de Péquation de KmLinG devient infinie; pour cela il faut que
Pune des racines e=* de Iéquation (5) soit nulle ou infinie. Elle ne
pourra devenir infinie si les I sont finis; il faut donc qu’elle devienne
nulle, c’est-d2-dire que le déterminant des ! soit nul. C’est ce qui caracté-
rise-les substitutions singuliéres de la 2 sorte.

Quelques exemples feront d’ailleurs mieux comprendre la nature
des différentes sortes de substitutions singuliéres et justifieront ce que je
viens de dire au sujet de la distinction des cas ou les & sont, soit in-
finis, soit indéterminés.

Reprenons notre substitution L et son équation caractéristique :

®(S) =o.

Si nous considérons les v comme les coordonnées homogenes d’un
point dans Pespace 4 r — 1 dimensions, hous pouvons nous demander
quels sont les points, ou les variétés planes & g dimensions qui ne sont
pas altérés par la substitution L. Dans le cas général, ou I’équation
caractéristique a r racines distinctes, il y a r points qui sont conservés
ainsi que les variétés planes 4 ¢ dimensions- définies par ¢ + 1 quelcon-
ques de ces r points. Soient S,, S,, ... S, les r racines. A chacune de
ces racines S; correspondra un point M, inaltéré par L. Si deux raci-
nes S et S, viennent A se confondre, il arrivera en général que les deux
points M, et M, tendront 4 se confondre et que la droite M, M, ten-
dra vers une droite D qui sera également inaltérée par L. En général le
point M = M, sera le seul point de D qui sera inaltéré; la substitu-
tion sera dite alors parabolique ; mais il peut arriver aussi que tous les
points de D soient inaltérés par L.

Etudions maintenant les b comme fonctions des I; ou, ce qui re-
vient au méme, étudions les puissances fractionnaires L* de L. Soit £,
la racine de Kmuine qui correspond i S, de telle sorte que S, = &%,
Si Péquation caractéristique n’a pas de racine multiple, il n’y a pas de
difficult¢ ; il n’y en a pas non plus si S, devenant égal 4 S, £ est égal

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XV (1901), — Stampato il 22 giugno 1go1. 42
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3 £,. Il reste donc 4 examiner le cas ol £, est égal 4 &, plus un mul-
tiple de 2 w9 — 1, de telle sorte que S, soit égal 4 S,.

Si L est parabolique, on ne pourra pas former la substitution L*.
Si cette substitution existait en effet, aux deux racines distinctes £, et &,
correspondraient deux points distincts M et M, qui devraient étre inal-
térés par L* et par conséquent par L. Oc il n’en est pas ainsi puaisque le
seul point inaltéré de D est le point M, = M,. Les équations qui don.
nent les b sont donc impossibles, c’est-d-dire que les & sont des fonctions
qui deviennent infinies.

Dans le cas ol tous les points de D sont inaltérés, il n’en est pas
de méme.

Choisissons, en effet, sur D deux points quelconques M et M,. Il y
aura une substitution L%, et une seule, qui conservera ces deux pomnts
‘inaltérés,_ les racines de KiLLING ayant pour valeurs & et Z,; L sera une
puissance de cette substitution. On pourra donc résoudre le probléme
d’une infinit¢ de maniéres. Clest le cas d’indétermination.

Voyons encore le cas d’une racine triple S, = S, = S§,. Si trois
racines S, S,, S, tendent 4 se confondre, les trois points inaltérés
M,, M,, M, tendent aussi en général i se confondre, les trois droites
M, M, MM, MM, tendent vers une limite commune D, le plan
M, M, M tend vers un plan P.

En général, le plan P étant invariant, la seule droite invariante de
P est D, le seul point invariant de P est M, =M, == M . On verrait
.comme plus haut que nous sommes encore dans-un cas d’impossibilité
(sauf si les trois racines de Kiuvg £, £,, & sont égales, cas ot il n'y
a pas de singularite).

Il peut se faire aussi quil y ait dans P une droite D, et une seule,
dont les points sont invariants, et sur D un point, et un seul, tel que
toutes les droites de P qui passent par M soient invariantes.

Nous aurons alors impossibilité si les trois racines de KiLLING sont
distinctes, indétermination si deux de ces racines sont ¢gales, la troisiéme
en différant d’un multiple de 2=/ — 1; et enfin il n’y aura pas de
singularité si les trois racines sont égales.

Il peut arriver enfin que tous les points et toutes les droites de P
soient invariants; on retombe alors sur le cas d’indétermination.
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§ . — Formation du groupe paramétrique.

Javais donné en outre une seconde formule d’une forme analogue
mais entiérement nouvelle. Supposons que Pon ait :
¢F eT = Vil
V:ZviXu T:}_tiXi: dV:Zdvan

les ¢ étant infiniment petits. Nous pourrons écrire :

L 1 1 — S du; Pi;
0 = =T

et d’autre part :

o 1 r E t,'Pij
(2) dv, = fd,l_e_izf@.

2wy —1

Les intégrales doivent étre prises le long d’un contour enveloppant
toutes les racines de 'équation de KiLring F (§) = o ; pour lintégrale (2),
le conrour est assujetti en outre i ne pas envelopper les racines de
1 —e¢® = o, la racine zéro exceptée.

La formule (2) nous apprend en outre que les substitutions du groupe
G, ou plutdér de sa « Parametergruppe » peuvent étre mises sous la

forme : . 5
. I ’ cdé f
©) Xg(f)—zﬁy_—l‘/(I__e-i)[-(g)zpjié‘vj.

Que signifient ces trois formules et d’abord la formule (1)?
Les t sont des fonctions linéures des dv et les coeflicients sont de

la forme suivante :
SR, (0) + XS, ().

R,(w,) et S, (w,) sont des fonctions rationnelles de @, et des v. Le
dénominateur commun de K, et de S, est un polynéme homogene de
degre 7, divisible par %, si w, est une racine d’ordre pr. Le numérateur
de R, est un polynéme homogene de degré r — 1; celui de S, est un
polynéme non-homogéne de degré r — 1 dont les termes du degré le
moins ¢levé sont de degré r — p.

Il y a exception pour la racine o,
termes de la formule peuvent étre réunis en un seul; le dénomina-

= 0; pour cette racine les deux

teur est un polynéme homogeéne de degré r — p. par rapport aux v, si
zéro est une racine d’ordre p.; le numérateur est un polynéme non-ho-
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mogéne de degré r — 1, dont les termes du degré le moins élevé sont
d’ordre r — p.

Que nous apprend maintenant la formule (2)?

Elle montre que les dv sont des fonctions linéaires des ¢. Elle nous
apprend aussi quelle est la forme des coefficients de ces fonctions linéai-

. R . of
res qui sont en méme temps les coeflicients des dans les expres-

ov
sions des X;(f)[voir formule (3)]. !

Soit

I
Dy(0) = 157
et D (0,) la ¢ dérivée de D,(w,) par rapport 4

seront de la forme:

2 [Dy() @+ D, (@) Q + --- + Dy, (o) ],
_Q;, Q;, Q*; étant des fonctions rationnelles homogenes des v et
de w, dont le dénominateur commun est d’ordre r — p et dont les nu-

> DOS coefficients

mérateurs sont d’ordre

r—p+t1, r—p+t2, ... 1

Pour la racine w, = 0, la méme formule pourra étre conservée,
seulement les D, (w,) devront étre remplacts par [unité et les degrés
des numérateurs des @ devront étre abaissés d’une unité. '

Nos coefficients seront donc des termes de Pune des deux formes
suivantes :

1° Une fonction rationnelle des v (provenant de la racine w, = 0).

2° Une puissance négative de 1 — ¢~ multipliée par une fonction
rationnelle des v et de o,.

Un exemple simple fera d’ailleurs mieux comprendre la portée de
cette formule (2).

Considérons le groupe des rotations d’un corps solide autour d’un
point fixe. ,

Soit une rotation d’un angle 26 autour de 'axe de cosinus direc-
teurs «, 8, y; nous pouvons la représenter, en employant la notation
des quaternions, par les quatre paramditres:

A=cosb, pm=—uasinb, v=_0sin0, o= ysin®.
Mais nous pouvons également la représenter par les trois parameétres:

v, = af, v, = §9, v; = y6.

Si alors ¢, ¢, 1, représentent les parameétres d’une rotation infiniment
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petite, si X, @, v, p ou v,, v,, v, définissent, non seulement une ro-
tation finie, mais Porientation ol cette rotation finie améne le corps so-
lide en partant de son orientation initiale, cette orientation variera sile
corps subit Ja rotation infiniment petite ¢, ¢,, ¢ 33 de sorte que les X et
les v subiront des accroissements dA et dv. La théorie des quaternions
nous donne:

d) = — pt, —vt, —opt,,
dp.= N, —opl, i,
dv= pt, M, —pt,

dp = —vi, 4 pt, 42,

bdyp. | Bacosbdr adk
sin 0 + sin’ 0 T sinf?

On en déduit:
dv, = 0da + adb =

dou:
dv, =t [0cotg 8 (1 — o) 4 o]
S 1,[— v, + %B(x — bcorg B)]
-+ t, [v, + a2y (1 — 6 cotg 0)].
Comparons ce résultat avec ce que donne la fermule (2). Nous
aurons :

3 d
X = P’d{ a di:[ e f ’ d}:
__,9f af
X, v —|— f—[— f

X, = —¢ 2 42 f w+)f
d’ot -
(X, X)=2X, (X3Xx): 2 X, (XXXZ):'sz.

L’¢quation de KiLLiNG s’écrit :

—& —20 20,
FE)= 20, —E& —2v |=o;
— 27, 27, — £

elle admet trois racines, qui sont o et 4 216,

On a:
FE)=—8( + 49,
P, =844},
P,=4vv,— 280,
P, =4vv,+ 28v;
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et la formule (2) donne:
dy == [ £dE (844, (a0 v,—25v) 1, (4v,0,4-250,)
Ta=r) = FET 47
Les résidus sont:
1° pour la racine o:

u’tl—-{—a@tz—}—ayt;;

2° pour la racine —216:

L, 4= s dint) | a0 —iv0),
T 4i0( — ety zO(I — ¢2i0) 3410(1 — e2i®)
3° pour la racine 2i6:

a8 amu,—ind) 4 (s,u 4 i0,0)

‘41:6(8—-21'0__1) 241'6(6—21'0_ I) )416(3—-210_ I)
En faisant la somsme on trouve:
1° pour le coefficient de ¢ :
s 2 2 —2i8
4, =) 7 41
— 410 e —

a’ - =a® 4 fcotg b. (1 — 2);

2° pour le coefhicient de ¢, :

vov, e
af -+ 4 419 e—~2‘9+ — v, =af —bcotghaf —v;

3° pour le coeflicient de t

PLI
ay + 2

_.416 B“Z‘B—I

—21'6

l

—I—v

On retrouve donc bien par la formule (2) les résultats auxquels
conduisait la théorie connue des quaternions.

ay — Ocotghay 4 v,.

Si nous avons, comme nous l'avons supposé plus haut,
o7 oT — gV+av
et si nous supposons
T=cV,
¢ étant une constante infiniment petite, les deux substitutions J et T
seront permutables, de sorte qu’on aura aussi:

adV=cV.

Si donc les équations linéaires qui lient les dv aux t s’écrivent:

dv, = Z Vit
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il viendra:
(4) v =2 Vv,

C’est 14 une relation importante 4 laquelle les fonctions 7,; devront
satisfaire identiquement et qu'il est d’ailleurs ais¢ de vérifier sur Pexem-
ple simple que nous venons de traiter.

Dans le § précédent nous avons donné les équations du groupe
adjoint; dans celui-ci nous donnons celles de la « Parametergruppe ». Ii
est aisé de voir quelle relation il vy a entre ces deux groupes.

Soit ¢”, eT, eV trois transformations du groupe G: la premiére
finie, les deux autres infinitésimales. Posons

eV oT — eV4dV;

la transformation qui change les v, en v, - dv, appartient 2 la « Para-
‘metergruppe », je continue i Pappeler ¢7; c’est d’ailleurs la transfor-
mation
DA AGE
ot les X, (f) sont définies par la formule (3).
Posons encore :

U Vel = [’

(V=Z’”in V’:Zv;X{)-
La transformation qui change les v, en v; appartient au groupe

adjoint ; je la représenterai par Yo pour ne pas la confondre avec la

transformation correspondante ¢V de la « Parametergruppe ». Soit ensuite :
T = e UTeV, dV' =¢UVdlVel;

. . 1 A f . lj, ;. U, . h 1 ’

je vois que la méme transformation linéaire ¢”°, qui change les v, en v},

change les ¢, en ¢, et les dv, en dv); et par conséquent les v, 4 dv; en
’ ’

v; + du;.

On aura aussi:

e=Uel U — T’ | og=U gV +dV U — oV'«dl’ eUel ol = ¢V,
d’oir :

VAV = g U ViV gU — U g¥ oT gU — =U ¥ U U oT gU == o7’ ,T"
c’est-d-dire que la transformation ¢T’, qui appartient a la « Parameter-
gruppe » change les v} en v - dv].

Il est donc indifférent de faire subir aux v,, d’abord la transforma-
tion eVe qui les change en v}, puis la transformation e7" qui change les
v, en v 4 dv}; ou de faire d’abord la transformation T qui change les

. . Vo oot
v, en v, -} dv;, puis la transformation eU> qui change les v, - dv; en
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v; 4 dv}; ce qui s'écrit : ’
eUopT! — pT pUo s
ou
eT’ — e—UO eT eUO 5
ou, puisque les substitutions sont infinitésimales,
r__
T - T —I_ (T Uo) *
D’autre part, ’équation
T == ¢=UpT gU
nous donne:

o T'=T+ (TU),
G) (TU) = (T U).

Pour lintelligence de cette formule (5) il importe de se rappe-

ler que

T= Zthk(f) et U= Z”ka(f)»
ol les X, sont donnés par la formule (3), tandis que les t, et les u,
sont des coeflicients constants. Quant 4 U, il est de la forme:

U,= Z”k Y.(f)
Yk(f) = _zzig—{j—.',

les Z,,, étant des fonctions linéaires des .
Cest ce qu'on peut encore exprimer de plusieurs autres maniéres.

ou

Reprenons les équations :

d'vi = Z 14 sili e
Faisons subir aux v, aux f et aux dv une méme substitution linéaire
appartenant au groupe adjoint; soient v’, ', dv' ce que deviennent les
v, les t et les dv par suite de cette substitution. Soit 7, ce que devient
V., quand on y change les v en ¢’; des équations proposées on pourra
d{duire alors:
dv, =D V1.

Ou bien encore, considérons expression

Z Ui tk Vki *

C'est une- forme bilinéaire par rapport aux u et aux ¢ dont les
coefficients. sont des fonctions des v. Cette forme ne sera pas altérée
quand on fera subir aux v et aux ¢ une substitution linéaire du groupe
adjoint, et aux u la substitution linéaire contragrédiente.
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La formule (5) peut aussi s'interpréter comme il suit. I’ensemble
des transformations du groupe adjoint et de la «Parametergruppe » en-
gendre aussi un groupe T, et dans ce groupe T la « Parametergruppe »
est un sous-groupe invariant, et en effet (T U) fait aussi partie de ce
sous-groupe.

Nos formules (1), (2) et (3) nous suggérent encore différentes
remarques qui nous seront utiles dans la suite.

Supposons que notre groupe G admette un certain nombre de
transformations infinitésimales distinguées, c’est-i-dire permutables’3 toutes
les transformations du groupe. Soient X X

m41 Y m+2 7"

.. X, ces transfor-
mations que j’appellerai pour abréger les X", tandis que les autres trans-
formations X, X,, ... X sappelleront les X’. Comme au dernier §
du Mémoire cité de Cambridge, jappellerai les ¢' et les v’ ceux des
coefficients ¢ et v qui affectent les X', et les t'" et les v"" ceux qui af-
fectent les X", et je poserai par exemple:

V—p + Vn, V' = Z'U' X’, 7 — Z,Un X',
Si nous envisageons alors le déterminant de KiLLiNG nous verrons
que les r — m derniéres colonnes sont entiérement composées de zéros

sauf les termes de la diagonale principale qui se réduisent 3 —&. Il en
résulte que

Py . y w1
F—(?)——O E>m i), FOTF (i > m).
La formule (2) nous donne alors, pour i > m:
dvi:ti+ZAktk (k Z m).

Cest d’ailleurs ce qui est presque évident; car V"' et T étant per-
mutables & toutes les substitutions du groupe, on a (pour T’ = 0):

V-V oV gT — o¥ oT" — (F+T"
d’oui:
avV =T", dvV' =o, arv’ =1T"
ce qui équivaut 3 la formule que nous venons de trouver.
Cela posé, je reprend la formule
QV+iV —— oV o T
et je dis que les dv ne peuvent jamais s’annuler tous & la fois. Si cela
arrivait en effer, on aurait dV = o, d’ou:
eV = e¥eT

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XV (1901). — Stampato il 24 giugno 1goi. 43
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et si U est une substitution quelconque du groupe
eV Ue” = e-Te-V Ue? e,

en posant

P Ue" = U
cela devient

U =eTU .
Mais U’ est une subsdtution quelconque du groupe. En effet, quelle que
soit U’ nous pourrons toujours poser

U=¢" U'e,
puisque U est arbitraire. La formule précédente signifie donc que T est
une transformatdon distinguée, ou, avec nos notations, que I = T"".
Mais on ne peut avoir (2 moins que T ne se réduit 4 zéro):

IT=T", dV =o0;
car nous avons vu plus haut que pour T = T"" on a
av=T".
La propositon est donc démontrée.
Soit maintenant
U eV = ¢,
U=2uX, W=>2wX, V=2vX.

On peut se demander dans quels cas les v cessent d’étre des fonctions
holomorphes des u et des w.

A trois transformations eV, ¢7, ¢ correspondent trois substitutions
linéaires du groupe adjoint; soient A,, A, L ces trois substtutions.
Solent A7, ,; A}, I; leurs coefficients. Il est clair que L sera la résul-
tante de A, et de A, et par cons{quent que les I sont des polyndmes
du 1% degré tant par rapport aux A° que par rapport aux A"

La formule (3) du § Il nous apprend que les 1° etles A" sont des
fonctions entiéres des u et des w; il en est donc de méme des I. D’autre
part, la formule (7) du § Il et la discussion de cette formule qui ter-
mine ce méme paragraphe nous apprend que les b, ne cessent d’Ctre
des fonctions holomorphes des [ que quand L est une substitution sin-
guli¢re. Si donc cette dernitre circonstance ne se présente pas, les &, sont
des fonctions holomorphes des u et des w.

Distinguons maintenant parmi les v ce que nous venons d’appeler
les v" et les v"". Les b, comme je viens de l'expliquer, ne dépendent
que des v’ et pas des v"": ce sont d’ailleurs des fonctions linéaires des
v’. La connaissance des b, en fonctions des u et des w nous fournit
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donc un certain nombre d’¢quations linéaires entre les ¢'. Il reste & sa-
voir si ces ¢quations suffiront pour déterminer les v/, Cest-d-dire si les
déterminants formés 4 Paide de ces équations ne seront pas tous nuls.

Si cela arrivait cest que les b, reprendraient les mémes valeurs
pour deux systémes différents de valeurs des v, c’est-d-dire qu’il existe-
rait deux transformations

=V, V=V
(sans que V] soit égal & V) et telles que l'on ait, quel que soit T,
7. 1)=F.T);

et comme
, D =F1)=o,
on aurait
7.1 =.T)
ou

V=7, T)=o0;
c’est-a-dire que V] — V| serait une transformation distinguée; ce qui
est impossible, puisque V| et V. sont supposés correspondre & des va-
leurs différentes des ©'.

Donc nos dérerminants ne sont pas tous nuls; donc de nos équa-
tions linaires nous tirerons les v’ en fonctions holomorphes des » et
des w.

Jajouterai que les 1° et les %', et par conséquent les v’, dépendent
seulement des u’ et des w’', et pas des u’" et des w'’

Passons maintenant aux ¢’’; nous avons, d'aprés la formule (1),

I L1 — ¢ dv; Pi;
dw, = ‘/‘dé &)
Y =1 =53 G

-4

—:;-3—"=x+wca>
dw———d'u_2 1/ fgdg¢()zd;,(51

Je suppose que les indices 1, 2,...m correspondent aux transfor-

ou, en posant

mations non distinguees, c’est-d-dire aux v’; aux #’ et aux w’', et que
les indices m 4 1, m <~ 2,... r correspondent aux transformations dis-
tinguées, Cest-d-dire aux ¢”, aux #" et aux w”. Soit d’abord i > m;
alors, si j > m, le rapport

Py

F(E)
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4 ! A I . : - ! * . .
sera égal 4 zéro ou 4 +, suivant que i est différent de j ou égal 4 j.

En tout cas le terme correspondant de lintégrale est nul, la fonction
sous le signe intégral étant une fonction entiére de £.

Nous pourrons donc ne conserver dans le second membre que les
termes en dv; ol j < m -~ 1, Clest-d-dire les termes qui dépendent des
dv’, et écrire;
© dui—di=— fzdaup@z% (S j<mD).

Cette formule est tout 4 fait équivalente 4 la derniére formule de la
page 254 du Mémoire cit¢é de Cambridge.

Le second membre ne dépend que des v’; ce doit étre une diffé-
rentielle exacte, soit d®,(v,, v, ... v)).

L’équation (6) nous donne alors :

!

vl =w! —O,(, v, ... v) -} const.

Pour w =0 on doit avoir v = u, ce qui détermine la constante,
et il vient:

) vi=w4u =0, v, ... v,)+ 6, u, ... u,).

Comment les v"" pourrajent-ils cesser d’étre fonctions holomorphes
des u et des w?

Jobserve que £4¢ (£) est une fonction entiére de Z. Donc, en verta
d’une remarque faite 4 la page 238 du Mémoire cit¢ de Cambridge, les
dérivées

96,

0v;
seront des fonctions entiéres des v’. Il en sera donc de méme des ©,.
Donc les v ne pourront cesser d’étre des fonctions holomorphes que
si les v’ cessent eux-mémes de I'étre, c’est-d-dire si la substitution L est
singuliére.

En résumé: les v seront des fonctions holomorphes des u et des w, &
moins que la substitution L ne soit singuliére.

Quand je dis singuliére je veux dire singuliére de la 1°™ sorte; le
cas de ce que jai appelé, dla fin du § précédent, substitutions singuliéres
de la 2% sorte, ne se présentera jamais. Et en effet ce serait le cas ou
la déterminant de la substitution L serait nul. Or cela n’arrivera pas
puisque c’est le produit des déterminants des deux substtutions compo-
santes A, et A, qui sont tous deux différents de zéro.
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§ V. — Groupes de rang zéro.

Il y 2 un cas o les formules se simplifient considérablement, c’est
celui ot 'équation de KILLING a toutes ses racines nulles, c’est-d-dire
celui ou le groupe G est de rang nul. Dans ce cas, F(£) se réduisant
4 (—&) lintégrale (3) du § Il prend la forme suivante: nous avons

sous le signe intégral, au numérateur ¢

multipli¢ par un polynéme
entier par rapport aux v et 4 ¢, et au dénominateur £

Il en résulte que les coeflicients de la substitution linéaire du groupe
adjoint qui change 1 en T” seront des polyndmes entiers par rapport
aux v.

Les formules (1), (2) et (3) du § HI subissent des simplifications
analogues. Les fonctions sous le signe intégral se réduisent en effet i
des polyndmes entiers par rapport aux v et & &, divisés par & et mul-
tiplies par Pune des deux fonctions

1 — " £

£’ I —e %’

Il résulte de 1 que les ¢ sont des fonctions linéaires des dv etles
dv des fonctions linéaires des 1, et que les coefficients de ces deux subs-
titutions linéaires inverses sont des polynémes entiers par rapport aux v.

On en conclur immédiatement que le deéterminant de Pune ou de
I’autre de ces substitutions linéaires se réduit 3 une constante. En effet,
ce déterminant est un polyndme entier par rapport aux v; et comme les
coeflicients de la substitution inverse sont aussi des polyndmes, il faut
que ce déterminant divise tous ses mineurs du 1* ordre. Il divisera donc
aussi toutes ses dérivées partelles du 1% ordre; et cela n’est possible
que s’il se réduit 3 une constante.

La formule (3) nous apprend donc que lon a:

9
Xi(f)z ZWika_,(j:k,

les 17, étant des polyndmes enders par rapport aux wv.
Ces polyndmes jouissent d’une propriété intéressante; si en effet
on 1
h,=cv,,

¢ étant une constante infiniment petite, les deux transformations T et ¥V
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sont permutables, de sorte que’on a:
d‘l’i =1, = e¢v,.
Or
dv, = > W,1,.

Donc on a identiquement:

(1) ZWkivk:vi‘

D’autre part, les transformations X, doivent engendrer un groupe.
Donc les crochets (X, X)) doivent &tre des combinaisons linéaires des X, .

Soit m le plus grand degré des polynémes W,,, et soit W} len-
semble des termes de degré m de W, et en général W}, I'ensemble
des termes de degré q.

Soit

@ x(n=3Ywigl.
Considérons le crochet (X7"X™); ce crochet représentera l'ensemble des
termes de degré 2m — 1 dans le crochet (X, X)).

Supposons d’abord m > 1. Le crochet (X;X)), qui est une combi-
maison des X,, ne content pas de terme de degré supérieur 4 m, et
comme 2m — 1 > m il faut que

(XI'Xm)=o.

Cela veut dire que les transformations X' engendrent un groupe G
dont toutes les transformations sont permutables.

D’autre part, la relation (1) nous donne:

(%) 2 Wiv=o.
Cela veut dire que la transformation

DL X

du groupe G™ n’altére pas le point:

v, =t,v,=t,...v, =1,
ni d’ailleurs aucun des points:
v, =M, v,=2%L,, ... v, = A,

quelle que soit la constante .

Cela nous avertit déji que le groupe G™ est intransitif. En effet,
un point quelconque étant inaltéré par o' transformations, les oo” trans-
formations du groupe ne pourront transformer ce point quau plus en
oo™ points différents,
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Avant d’aller plus loin, signalons quelques-unes des propriétés du
groupe G™ et des fonctons ;.
Nous avons vu au § précédent que si

T=21X()

est une substitution de notre groupe G si

U= Z U.X.()
est une autre substitution de ce méme groupe, et U, la substitution
correspondante du groupe adjoint, on a la formule
(TU)=(TU).
Comure (T U) appartient aussiau groupe G, nous pouvons poser :
(TU)=T1"= 2 4,X(f)
Nous poserons :
T'= > X, Ti=>tXl,
en définissant comme plus haut les fonctions WY, et les symboles X7 .
On aura alors:
(TrU0)+ (T U) +- H(TU) - (T70)
=T" 4T .. T4 T"

Or T? et T'sont homogeénes de degré ¢ par rapport aux v, U,
(comme appartenant au groupe adjoint dont toutes les substitutions sont
linéaires) est homogéne de degré o par rapport aux v, et par conséquent
(T°U,) est homogene de degré g, de sorte quon aura:

(T'U) = T%,
(Tm Uo> — Tlm.

Cel signifie que le groupe G™ est permutable aux substitutions du

et en particulier :

groupe adjoint.

Cherchons maintenant les invariants du groupe G™.

La condition nécessaire et sufisante pour que le point v, v,, ... ¢,
ne soit pas altéré par la substitution T™, C’est que Pon ait:

(3 2 Wity =o.

Ce sont des équations linéaires par rapport aux f, et le déterminant
de ces équations est nul comme le prouvent les relations (1%). Ces
équations (3) déterminent les points qui ne sont pas altérés par la subs-
titution T™. Je remarque que ensemble de ces points ne sera aleéré
par aucune des transformations de G™, je veux dire que ces transfor-
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mations transiormeront ces points les uns dans les autres. Si, en effet,
M est un point inaltéré par T", et si ¢ est une substitution quelcon-
que du groupe G", qui change M en M , le point M, sera inaltéré
par la transformation e=™ T™¢", Cest-d-dire par T™ puisque les subs-
titutions du groupe G™ sont permutables. Donc ¢ change le point M
inaltéré par T™, en un autre point inaltéré par T C. Q. F. D.

Revenons aux équations (3). J’ai dit que le déterminant était nul.
Supposons que les mineurs des k¥ — 1 premiers ordres soient tous nuls
également, mais que ceux du k° ordre ne soient pas tous nuls 4 la fois.
Conservons alors 7 — } des équations (3); les autres en seront des
conséquences et adjoignons-y b — 1 équations linéaires quelconques
4 coefficients constants entre les ¢. Nous aurons ainsi r — 1 équations,
qui détermineront les rapports des t, d’une maniére, et d’'une seule, et

la substitution
T" = Z t, X3

n’altérera pas le point v , v,, ... v,; cette substitution et ses puissan-
ces seront d’ailleurs les seules substitutions du groupe G™ qui n’altérent
pas ce point et qui satisfassent 4 nos b — 1 équations linéaires 4 coef-
ficients constants.

De nos équations nous tirerons les - rapports' des f, en fonctions
des . Si une substitution quelconque du groupe G™ change les v en
', les transformations qui n’altérent pas le point v} devront &tre les
mémes que celles qui n’altérent pasle point v;. Donc nos r — 1 équa-
tions doivent encore donner les mémes valeurs des rapports des ?,
quand on y remplacera les v par les v'. En d’autres termes, les rapports
des t, tirés de nos équations devront étre des invariants du groupe G™.

Nous pouvons, pour former nos 5 — 1 équations supplémentaires
3 coefficients constants, nous borner 4 égaler & zéro h — 1 des para-
métres t,. Dans ce cas les autres !, sont entre eux comme des mrineurs
d’ordre b de notre déterminant.

En résumé : les rapports des mineurs d’ordre b du déwrminant des
équations (3) sont des invariants du groupe G™.

Le nombre des invariants distincts du groupe G™ doit étre préci-
sément b ; car notre groupe contient oo transformations. Chacun des

]

e’ points v, v,, ... v, de U'espace demeure inaltéré par oo’ transfor-

b

mations ; il peut donc étre changé en co™* autres points de lespace. Il
(=]

y a donc kb invariants, et b seulement.
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Jai dit plus haut que le déterminant des /7, se réduit 4 une cons-
tante. Il est aisé de voir d’abord que cette constante est égale 4 1. On
a en effet (1):

» Z Wyv, = v,
et par conséquent, en égalant dans les deux membres les termes du 1%
degré,
Z kaz vk - ‘U
d’ot Pon déduit:
o ___ o ___ .
Wi,=r1, Wo=o (i F£E)

ce qui montre que quand les v sannulent, c’est-d-dire quand les I, se
réduisent aux W5, , le déterminant se réduit 4 1. Comme ce détermi-
nant est une constante, il est toujours égal 4 1.

Voyons quel sont ses mineurs. Si la formule (1) du § précédent

s’écrit :

L= Z Uidvy,
nous avons vu que les U, sont des polynémes et, le déterminant étant
égal 4 1, ces polynomes ne sont autre chose que les mineurs en que-
stion.

Comparons maintenant les formules (1) et (2) du § précédent.
Nous verrons que les polynémes W, et U,;, sont les uns et les autres
les résidus d’une certaine intégrale et que les quanttés sous le signe
intégral different seulement par un certain facteur, qui est

1—e*

4

pour l'une des intégrales et

1 —¢ ¢
pour l'autre. Développons donc ces deux facteurs:

[ — " - £ - "
————E—:ZAME, 'I‘":'e__—é—ZBmE

FE =¥, P;=2PE™™;
P sera un polyndme homogéne de degré m par rapport aux wv.
Nous avons défini plus haut #f . De méme, U, sera Pensemble
des termes de degré ¢ du polynéme U,,; nous trouvons alors:

) 2 =T UL = [d5(S 48 PLETS
(s) 2wy — 1 WY, fdt(ZB £¥) P, £,

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XV (1901). — Stampato il 24 giugno 1901. 44

Soit
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d’otr:
UZ;':AqPiqk’ ng—‘:BqPiqk'
Les deux polynémes homogeénes Uf, et W} ne différent donc que
par un facteur constant facile 4 déterminer.
Entre les éléments /#7,; de notre déterminant et ses mineurs U,
nous avons les relations bien connues:

DU, Wy =o (i % j),
z Uki Wik = I.

En égalant les termes du degré le plus élevé, il vient:
Z U,: w j",: =0
quels que solent i et j; et puisque Uj: ne différe de W)} que par un
facteur numérique constant:
(6) MWW =o.
De 14 une propriété remarquable du groupe G™. Considérons un

point particulier
o o o
0, 05, ... 1)

et cherchons parmi les transformations du groupe G™ celles qui con-
servent ce point v{. Soit W ce que devient I/} quand on y remplace
les v, par les v?. Les substitutions cherchées seront données par les

Z t, W° = o,
lesquelles, en vertu de la formule (6), admettent pour solutions :
) 1, = W;.';z" (G=1,2,...7)
‘Combien, parmi les solutions ainsi obtenues, y en aura-t-il de dis-
tinctes ?

équations :

Le déterminant des # est, comme nous l'avons dit, nul ainsi que
ses mineurs des b — 1 premiers ordres. Cela fera donc r — b solutions
distinctes. Comme le probléme en comporte b, on devra avoir :

r—h<Lh,

. r
de sorte que b est au moins égal 3 >

La relation (6) nous montre encore que si les dv; satisfont aux
relations

dv, = Z vty



QUELQUES REMARQUES SUR LES GROUPES CONTINUS. 347

qui définissent le groupe G™, on aura:
(®) 2 Widv, = o.
Les équations (8), dont » — b sont distinctes, peuvent étre regar-
dées comme les équations différentielles des invariants du groupe G™.
Mais la formule (6) n’est qu'un cas pamcuher d’une formule beau-
coup plus générale. Soit, en effet,
‘ W hj By
) bﬂ—zw:_lfdi.iqzjf@-
On déduira de [a:
(10) Zb Vi,
les 77 érant des polync‘)mes homogeénes de degré ¢ par rapportaux v,
et on verrait, en raisonnant comme plus haut, que /¥ ne différe de
W3 et de Ul que par un facteur numérique constant facile 4 calculer.
Quant A la signification des b7, elle est facile 4 comprendre. D’a-
prés ce que nous avons vu dans le Mémoire cité de Cambridge, si Pon

pose:
V= ZviXi, H= Z}J‘,X“ HY — Zb(‘-g)

on aura:
HY = (VH), HY = (VHY™).

Si donc on change b, en A dans la formule (9), il faudra chan-

ger h? en B™; on a donc
lg+k) (k)

(11) b = ij V,q'i .

Comparons alors trois formules qui ne diffiérent des précédentes
que par les notations :

P+ = b+ v — S ) ) —
! ZVlqu]) bil"HI —Z.Vlgibkp’ P Z ik ]’
nous trouverons : '
Z Vi = i,
j
ou, puisque les 7 ne different des /7 que par un facteur constant:
(6%) DLW, = CWi,
C étant un facteur numérique dipendant de p et de g.
Si p - ¢ est plus grand que m, Wf™ doit étre nul, de sorte que:
Z Wi w fk =0,

formule dont I'équation (6) n’est qu’un cas particulier.
La formule (6*¢) nous donne un procédé simple pour former les
polyndmes /7.
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On a en particulier:
2w =o,

i

de sorte que des équations du groupe G™:

dv, = Z Wit

on pourra déduire :
(8% S wiyde, =o,
nouvelle forme des équations différentielles des invariants du groupe
G™. On a, en particulier,
(8t) 2 Widv, =o.

Il est 4 remarquer que les équations (8) et (8%) ne sont que des
conséquences des équations (8%"); car, en vertu de (6%),

ZW;?jd'U; = Z[PV?!(Z Wiljdvi)]'

Autre remarque: Nous avons vu plus haut que dans Pexpression

Vdy
g+l:eVeT

dV ne peut jamais s’annuler. Si donc nous reprenons nos équations
différentielles
dv, = Z Wit

nous voyons que les r polynémes

ZWlutk’ Zkaztk’ R ZPkatk

ne peuvent s’annuler tous 4 la fois, et cela quels que soient les coef-
i

ficients -arbitraires ¢t , ¢,, ... t,.

Ou, pour employer le langage géométrique, les équations:
D Wyt,=o

représentent r vari¢tés 4 r — 1 dimensions dans U'espace 4  dimensions.
Ces 7 variétés ne peuvent se couper qu’d l'infini.

Ces équations différentielles peuvent d’ailleurs s’intégrer aisément,
et nous allons voir quelle est la forme de l'intégrale générale. Soit

eUeW:__ GV

et cherchons 4 exprimer les v en fonctions des u et des w.

Soient A,, A , L les substitutions linéaires du groupe adjoint cor-
respondant aux transformations eV, ¢, ¢”; soient X;s N, L leurs coef-
ficients.

Les A}, nous seront donnés en fonctions des , 4 l'aide de la for-
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mule :

20— I dbet P:]
Ty —1d (=87
ot P est ce que devient P;; quand on y remplace les v par les u ; car

F(%) se réduit & (—£). Le dénominateur est indépendant des u; le
numérateur est un polyndme entier par rapport aux #. Donc les 2° sont

des polynémes entiers par rapport aux u.

De méme, les )" seront des polyndmes entiers par rapport aux w,
de sorte que les [ seront des polyndmes entiers par rapport aux u et
aux w.

Calculons maintenant les b;; en fonctions des | 4 l'aide de la for-
mule (7) da § If; cette formule s’écrit:

p o1 EeBdE

B any—1d (=)
car ®(¢7%) se réduit & (1 — e78)". Le seul facteur dépendant des I est
Q,;, qui est un polynéme ender. Donc les b sont des polyndmes en-

Qii 2

tiers par rapport aux [, et par conséquent par rapport aux # et aux w.
Nous avons vu que les v’ sont liés aux b,; par des équations li-
néaires ; les v’ sont donc aussi des polynémes entiers par rapport aux
% et aux w.

Reprenons maintenant la formule (6) du § Ill. Elle peut s’écrire:

I dv; Py

dw) — dv = ——_—fzdz¢(a) Lalroly

FTAE 29
car F(£) = (— &)". Il encore P,; est un polyndéme ender par rapport
aux v', de sorte que le second membre est un polynéme enter par rap-
port aux v’; on déduit de 13, en revenant 4 la formule (7) du § I

v " ’ - '
vl = w4 u — 0,(v;) + 6;(w),
que O, est un polynéme entier par rapport aux v’
Donc les v"" sont des polyndmes entiers par rapport aux # et aux
w. Ainsi les v sont des polyndémes entiers par rapport aux # et aux w.
C’est-d-dire que si I'on intégre les équations différentielles
dv, = D W,dv,

en cherchant 3 exprimer les v en fonctions des w, les intégrales seront
des polyndmes enters.
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§ V. — Ftude plus détaillée du groupe paramétrique.

Reprenons P'¢quation
eU gl — oV
du § I et éudions de plus prés les v regardés comme fonctions des
et des w. Nous conserverons aux lettres A,, A,, L, 2, A, [ 1a
méme signification qu’d la fin du § 1L

Nous avons vu dans quel cas les 4, cessent d’etre des fonctions
holomorphes des [ et par conséquent des » et des w; examinons plus
complétement les singularités qui peuvent se produire, et pour cela re-
prenons la formule (7) du § 1. Cette formule est susceptible de sim-
plification.

Le contour d’intégradon doit envelopper toutes les racines de Pé-
quation de KiLLiNG en laissant en dehors ces mémes racines augmentées
d’un multiple de 2i%. Nous pouvons donc supposer que ce contour est
un rectangle dont P'un des cowés paralltle 4 Paxe des quantités réelles
est tres grand, tandis que lautre paralléle 4 Laxe des quanttés imagi-
naires est égal 4 2iw.

Désignons par ¢ (¢) la fonction sous le signe intégral. Si int/grale
prise le long des petits cdtés du rectangle tendair vers zéro, quand les
grands c6tés tendent vers I'infini; notre intégrale

[e@az

prise le long du rectangle entier, pourrait &tre remplacée par lintégrale

THE — VG 2im)ds

prise le long du rectangle ender de 'un des grands cotés (par exemple
le long de Vaxe des quantités réelles).

Les choses ne sont pas tout 4 fait aussi” simples. Nous avons, en
effet, _

VO =5
¢ (e8)

Pour £ = 4w, ¢ et par conséquent ¢ (£) tendent vers zéro; mais
pour § = — o0, ¢ tend vers l'infini. L’expression

e Qy

@ (%)
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est le quotient de deux polyndmes de méme degré en ¢%; elle tend
donc vers une limite finie et déterminée que j’appelle 4.
Modifions alors légérement la formule (7); lintégrale

prise le long du rectangle est nulle, puisque 4 lintérieur du rectangle
le dénominateur ne s’annule que pour & = o, et qu’alors le numérateur
s'annule. Je puis donc écrire:

= [ sy -]

Je poserai
[ Qi A _as
Ay — =] =00

et je vois que 0 tend vers zéro, aussi bien pour £ == — o que pour
£ = - oo. Alors si les grands cétés du rectangle sont trés grands, Uin-
tégrale (7°¢), prise le long des petits ctés est nulle. On aura donc:

b, = _2_;1‘_1__; JETEBE) — (E 4 2im)0(¢ + 2ix)],
Pintégrale étant prise le long de I'un des grands cétés. Mais la fonction
0 () est périodique, de sorte que (&) = 0(Z - 2i=). Clest ce qui

nous permet d’écrire tout simplement :

(7 bji :Lme(z)di .

Nous avons vu qu'une singularité peut se produire quand deux
racines de I’équation de Kiiring différent d’un muldple de 2iw.

Soient donc ®, et w, deux de ces racines et je suppose qu’d un
moment donné la différence ©, — , devienne égale 4 2mim.

Originairement le chemin d’intégration, que j’appelle C, passe entre
les deux points o, et w, 4 2mim; et c’est & linstant od ces deux
points se confondent qu’il peut y avoir une singularité. Considérons un
second chemin C’, ayant mémes extrémités que C, mais laissant les deux
points ©,_ et o, 4+ 2miw d'un méme cété. Le point w, | 2miw se
trouvera par exemple entre ces deux chemins C et C'. L’intégrale prise
le long de C sera alors égale 4 Pintégrale prise le long de C’ plus
anyY—1R,, R, étant le residu de 0() relatifd la racine o, + 2minm,
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ou, ce qui revient au méme, 4 la racine o,. J’¢crirai:

J(C)=J(C) 4+ 27/—1R,,

en désignant par J(C) lintégrale le long du chemin C.

Quand les points o, et o, -+ 2min se confondent, J(C") reste
holomorphe. La singularité¢ provient donc uniquement du terme en R, .

Supposons que les # ou les w tournent autour des valeurs qui
correspondent & la singularit¢. Il pourra arriver :

1° Ou bien que les deux points o, et o, -} 2mi= tournent autour
P'un de lautre, mais sans s’¢changer. Dans ce cas R, et par conséquent
J(C) reviennent & leur valeur initiale. Les b, restent donc des fonctions
uniformes des u et des w. Seulement ces fonctions peuvent devenir in-
finies parce qu’en général le résidu R, croit indéfiniment quand les deux
points »_ et w, -~ 2miw tendent I'un vers l'autre.

2° Qu bien que les deux points o et w, 4 2mim s’échangent.
Dans ce cas R, se change en R, et par conséquent J(C) en

J(C) + 27V —1(R, — R)).

Les b,; ne sont plus des fonctions uniformes des u et des w.

Il est clair d’aillears que, tant que les b;; restent fonctions uniformes
des u et des w, ilen est de méme des v. Cela est évident pour les v’ que
Pon déduit des &;; 4 laide d’¢quadons du 1% degré; cela V'est également
pour les v’ puisque les ©, sont des fonctions entiéres des v' (Cf. la fin
du § UD.

Plagons-nous donc dans le cas ot les v cessent d’étre des fonctions
uniformes des u et des w, et supposons que, les u et les w revenant 2
leurs valeurs initiales aprés avoir décrit des contours fermés, les v; ne
reviennent pas 4 leurs valeurs initiales, mais & des valeurs différentes
que nous appellerons ] ; j’écrirai d’ailleurs :

V=>2uvX, V,=2>wX.

Alors, en faisant varier les n et les w d’une maniére continue, on a

pour les valeurs initiales :
U W — o
b

et pour les valeurs finales :
eV e = ¢Vo,
Considérons maintenant les substitutions A, A, , L du groupead-
joint, qui correspondent & eV, ¢¥, ¢”. Leurs coeflicients 2%, A', I sont des
fonctions entiéres des # et des w; ils reviendront donc & leurs valeurs
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initiales quand les u et les w auront décrit des contours fermés. Donc
la substitution L, qui correspond i e”o, est la méme que celle qui cor-
respond a 7. '

Considérons maintenant la transformation

eV e Vo ;
la substitution correspondante du groupe adjoint sera
LL™

c’est-d-dire P'unité. En d’autres termes, la transformation e¥ ¢=7° sera per-
mutable & toutes les transformations du groupe. Elle peut d’ailleurs dans
certains cas se réduire 4 la transformation identique.

Les transformations finies qui jouissent de cette propriété s’appelle-
ront les transformations spéciales. Elles forment dans le groupe proposé
un sous groupe invariant discontinu. Toutes les racines de 'équation de
KiLLinG sont, pour ces transformations spéciales, des multiples de 21 .

Il ne faut pas confondre ces transformations spéciales avec les
transformations infinitésimales qui sont permutables & toutes les trans-
formations du groupe et qui, comme nous l'avons vu, existent dans
certains groupes. .

Tous les groupes contiennent-ils des transformations spéciales? Soit
d’abord une transformation ¢”, et supposons que les racines correspon-
dantes de I'équation de KiLrING soient toutes distinctes et commensu-
rables entre elles. On pourra alors choisir la constante « de telle sorte
que I'équation de KiLixG correspondant & e*” ait toutes ses racines
multiples de 2{®. La transformation ¢*” sera alors évidemment spéciale.

Mais ce que nous venons de dire ne s’appliquerait pas toujours au
cas ot Péquation de KimLing aurait des racines multiples. En effet, on
sait qu’une substitution linéaire peut toujours étre ramenée A une forme
appelée canonique, mais que deux cas peuvent se présenter. Tantét la
forme canonique est la suivante :

C O 0O =8
c O =0
o © 0 O
&, ©0 O O

les nombres a, b, ¢, d pouvant étre égaux ou différents. Tantdt elle est

Rend. Cire. Matem. Paleymo. t. XV (1gor1). — Stampato il 25 giugno 1gor. 45
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analogue 4 P'une des suivantes:

a 0 0 O a 0 0 0 a 0 0 o
e, &4 0 O e, & 0 O e, a4 0 O
s 5 , etc.,
o o b o o o b o e, ¢ a 0
o o e b 0 0 0 ¢ o o o b

les nombres ¢ n’étant pas tous nuls.

Dans le premier cas, je dirai, pour abréger le langage, que la subs-
titution linéaire est ordinaire ; dans le second cas qu'elle est paraboligue.

Cr, aucune puissance d’une substitution parabolique ne peut se ré-
duire & la substitution unité.

Si alors notre groupe admet une transformation spéciale e*, celle-ci
sera une puissance d’une certaine transformation infinitésimale ¢”5 si L
est la substitution du groupe adjoint qui correspond 4 ¢¥, celle qui cor-
respond & ¢*” sera L*. Comme ¢ est spéciale, L* se réduira 4 la subs-
titution unité. Donc L ne peut étre parabolique.

Si Péquation de KirLing a des racines multiples, il peut arriver que
les substitutions du groupe adjoint soient paraboliques, de sorte qu'on
peut se demander s’il n’y a pas des groupes qui ne contiennent pas de
transformations spéciales. On peut en citer au moins un exemple : ce
sont les groupes de rang zéro.

Soit maintenant ¢” une transformation spéciale quelconque,

—~
) Tz,...T’

les racines correspondantes de I’équation de KiLmvg ; ceseront des mul-
tiples de 2i=. Soit eV une transformation quelconque,

0, 0,,...0,

les racines correspondantes de I’équation de KILLING ; posons :

eU gV — oV
et soient

o, o,...0
les racines de KiLLING correspondant 3 €.
Si A,, A, et L sont les substitutions du groupe adjoint correspon-
dant 4 eV, &7, ¢”, on aura :
AN =1L, A =1,

dou:

A, =L.

Cela nous montre que les o' ne diffirent des o que par des mul-
tiples de 2.
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Faisons varier les # d’une maniére continue, les v varieront aussi
d’une maniére continue et il en sera de méme des o et des w’. Mais
comme la différence de T'un des w’ et de I'w correspondant doit rester
égale 4 un muliple de 2i%, certe ditférence devra demeurer constante,

Supposons que les valeurs initales des » satisfassent aux propor-
tions :

L o,

w,  w, w,
de telle facon qu’originairement eV et ¢ soient des puissances d’une

méme transformation infinitésimale ; on aura originairement:

’
©; =0, 4 73
3 \ . i . .
et d’aprés ce que nous venons de voir, celle relation devra subsister quand
on fera varier les u d’une mamére continue en partant des valeurs initiales
que nous venons de défimr.
Si donc P¢quation de KiLLING pour certaines valeurs des v, admet

les racines :

(O w cee @

1) 2 r?

pour d’autres valeurs des v elle admettra les racines :

o, 4+, o,+7,,...0 F-7
et, plus généralement, pour d’autres valeurs des v elle admettra les
racines :
Ao + NVt, o, 4+ XNT,, ... he, 4+ N7,
X et % étant deux coefficients quelconques.

Si Pon fait varier les » d’une maniére continue pour les faire re-
venir 4 leurs valeurs initiales aprés leur avoir fait décrire des contours
fermés, il arrivera en général que les racines w se permuteront entre
elles ; supposons qu’elles deviennent :

(1)

(1)
w5, O

(1}
5 ees WO,

les o' n’étant autre chose que les o, placés dans un autre ordre.

Les racines de KILLING relatives 4 ¢”, qui étaient primitivement :
gl), wx+Tx’ wz+Tz""(’)r+Tr’
eviendront :
(1) (1) (1
(2) (Ox +Tx’ (t)2 +Tz""wr +Tr'

Or les expressions (2) ne sont autre chose (dans un autre ordre) que

(3) wx + T(x—l}’ 0)2 + T(z-r); L0 b);_ + T(r_l))
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les +{™" n’étant autre chose que les ¥, qui sont supposés avoir subi une
permutation inverse de celle qui change les w; en o!'.
Nous avons donc deux déterminations des v, ou, si Uon aime mieux,

de ¢”; dans la premidre les racines de Kirring sont les w; 4 =, dans
(—1)

la seconde elles sont les o, + 77" Les différences des racines sont

donc
{=1)

T — T,

13
Cest-d-dire des muldples de 27§/ —1.
Plus généralement: solent p transformations spéciales indépendantes,
et soient

)

Tipr Tapr v c o Trp

les racines correspondantes. Si les =; peuvent s’échanger entre eux (par
suie de permutations anzlogues a celle qui change les =, en =79 et
dont je viens de parler) les diverses permusations possibles des =,

des T, .. devront figurer dans autant de lignes du mbleau (4) com-

2 *
me si elles correspondaient 4 autnt de transformations speciales distinc-
tes. Si, par exemple, r = 3, et si les racines sont 7, 7,, T, pour

une des transformations spéciales et =), 7,

quand on fait décrire aux v des contours fermés, les tois racines de

<) pour une autre; si enfin

KILLING peuvent subir une permutation circulaire, le tableau (4) devra
ére formé comme il sui:

T T T,
T,o Ty T
T T T
Ty Ty, T,
T Ty T,
T, T i

Cela posé, si pour cermines valeurs des v les racines de Kiuwg

sont

®, o 0

23 *o» re

pour d’autres valeurs des v elles seront

Yo, AT AT R AT, (=12, .000)

%y Ay A, .. ), Cant p o+ 1 coefficients quelconques.

AP
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Revenons maintenant sur une question que je n’ai fait qu'effleurer
plus haut et qui est assez délicate.

J’ai supposé que eVe” était susceptible de deux déterminations e”
et ¢o, et jai dit que e’ ¢ était une transformation spéciale. J’ajoute
que cette transformation peut se réduire 4 la transformation unité.

On pourrait d’abord croire le contraire. Si, en effet, on avait

) eVeVo=1,
on aurait
o — Vo
et les deux transformations ¢ et e”° seraient identiques contrairement
4 Phypotheése.

Ce raisonnement serait insuffisant. Nous avons en effet obtenu e”o
en faisant varier les u et les w d’une maniére continue, partant de cer-
taines valeurs initiales et revenant i ces mémes valeurs. Réservons donc
les notations U, W, u, w pour désigner ces valeurs initiales; et dési-
gnouns par U, W7, o', w' les valeurs variables de ces mémes quantités.
Nous poscrons alors :

eV e = ¥,
de telle fagon qu'au commencement U’, W' et V' se réduisent respec-
tivement 4 U, W et V, et qu’a la in U’ et W reviennent & leurs dé-
terminations initiales U et W, tandis que V' aboutit 4 une détermina-
tion différente ¥ . Envisageons alors la transformation :
44

eV eV = (T,

Au commencement elle se réduira 4 la transformation idendque, elle
prendra ensuite diverses déterminations, et 4 la fin il pourrait se faire
que ¢T se réduisi: de nouveau 4 la tansformation identique. Il ne s’en-
suivrait pas forcément que ¥/’ dilt se réduire a V. On a en effet:

eV =TV,

Si l'on suppose T = o, 'une des déterminations possibles du se-
cond membre est certainement e”, mais il peut se faire que ce second
membre ait d’autres déterminations (de méme que eVe”, d’aprés notre
hypothése, est susceptible de deux déterminations e” et e”°).

Il est ais¢ de faire des exemples. Je suppose que les v soient choisis
de telle sorte que la différence de deux des racines de KILrinG relatives
i ¢” differe peu d’un multiple de 2 =¥ — 1. Faisons ensuite varier les
¢ d’une maniére continue, chacune de ces variables partant de la valeur
0, décrivant un petit contour fermé, et revenant A la valeur o. Nous
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pourrons choisir ces contours de telle fagon que les deux points trés
voisins qui représentent 'une des deux racines de Kirring dont je viens
de parler et lautre racine augmentée d’un multiple convenable de 2= Y/ — 1,
que ces deux points, dis-je, s’¢changent 'un avec lautre. Alors, au deé-
but e7Te¢” se réduira 2 ¢¥, et & la fin ne se réduira pas 4 ¢” bien que
T se réduise de nouveau i zéro. Le raisonnement précédent est donc
insuffisant.

Soient maintenant ¢” et ¢#° deux transformations correspondant 3
une méme substitudon A du groupe adjoint. Soit ¢V une autre trans-
formation et A’ la substitudon correspondante du groupe adjoint. Soit

(12) elVe — ¢, eUelo — ¢Vo,
I est clair que les deux transformations ¢ et ¢° correspondront i une
méme substitution

L == A\' 1\
du groape adjoint. Si donc nous appelons o, et wf les racines de KiLLing
relatives & 7 et V_, les ditférences o, — o seront des muldples de
2w —1.

De méme, si nous appelons 6, et 67 les racines de KiLing relati-
ves 4 W et W, les différences 6, — 69 seront aussi des multples de
27y — 1.

Si Pon fait varier U d’une maniére continue, # et W, ne chan-
geant pas, les différences o, — ®? devront varier d’une manicre continue,
et comme ce sont des muliples de 279/ — 1 elles demeureront cons-
tantes. Or, pour U= 0, o, et o] se réduisent 4 6, et 67; on aura
done, quel que soit U, .

(6) 0, — o) =10, — 6.

Une observation avant d’aller plus loin: tout 4 'heure j’ai d¢montre

Pégalité :

(6™) 0, = o, + 7,

en partant d’une identit¢ analogue 4 (5):

(7) Ve = o,

ol ¢ était spéciale. Pourquoi n’ai-je pas comme ici pris, pour valeur
initiale de U, U= 0, mais ai-je supposé pour ces valeurs initiales

w, w w

Clest que, pour avoir le droit de prendre 4 lorigine U= o, il
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faut étre sir que, quand les u sont trds petits, les w différent trés peu
des v; c’est-d-dire que les accroissements, subis par les v son trés petits
quand ceux des u sont trés petits; c’est-d-dire que 'on n’est pas dans
le voisinage d’un des points singuliers des équations diff¢rendelles aux-
quelles satisfont les v. Cest ce qu’on peut admettre pour lidentité (s)
ol ¢” est quelconque, mais non pour lidentité (7) ol ¢¥ est spéciale.

Je me borne 4 ces rapides indications. Mais pour faire comprendre
le parti qu’on pourra sans doute tirer des relations (6) et (6%¢), je me
supposerai placé dans un cas simple, celui ot 'équation de Kmrng a
toutes ses racines simples. Soit / le rang du groupe. On pourra alors
trouver | systémes de valeurs des v, telles que les valeurs correspon-
dantes des racines de Kiring, que jappellerai

—
v > T

11 2r 2 DS {
Tu b4 Tzz H o Trz
T Tzl H * ‘—rl >

soient linéairement indépendantes; je veux dire que les = ne soient pas
liés par des relations 4 coefficients constants de la forme:

at, +a,7+. .. +av=0,

de telle fagon, en méme temps, que les rapports des éléments d’une
méme ligne de ce tableau soient commensurables; ou mieux encore que
tous les ¢ soient des multiples de 27 ¢/— 1.

Les racines étant simples, les transformations correspondantes seront
spéciales, et alors nous verrons que les racines de KiLLING pour une
transformation quelconque seront des combinaisons linéaires des 7; je
veux dire que, si

®

1?2 ©

29 0+ o B

sont les racines de KiLLing, on aura:

o, =a,7, 4+ a7+ .. FaT,
les @ étant des fonctions des v.
Ce théoreme est probablement vrai dans des cas beaucoup plus
généraux, mais je me suis borné a un cas trés simple parce que je ne
voulais qu’indiquer une marche 4 suivre.
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§ VI. — Quelgques mots sur les équations différentielles
du groupe.

Dans le § précédent nous avons envisagé les points singuliers des
fonctions v regardées comme des fonctions des u et des w, définies
par P'équation :

eVe = ¢,

Pour cela nous nous sommes servis des relations finies qui relient
les v aux » et aux w. Mais on pourrait également faire usage des é-
quations différentielles qui définissent les v. Rappelons la forme de ces
tquations dittérentielles.

Si, par exemple, nous faisons varier les w en liissant les u inva-
riables, si plus particulitrement nous posons

w, = &i,, W:ET,

H

en faisant varier ¢ et laissant les ¢ invariables, de sorte que

4 &V
eUEET — el’ eU e(s+ds)T — €V+ ,
on aura lquation différentelle:
eVere — eV+dV’

ce qui peut sécrire, d’aprés la formule (2) du § Hl:

dv, 1

£ b By
de = am dar—e‘£ZF(E)

w)y— IV

1

av, .
Les = seront donc une somme de termes de la forme suivante :

de

chaque terme sera le produit de sl w, est une racine de Kir-

—,

LING (ou d’une puissance de si @, est une racine multiple) et

I
d’une fonction rationnelle des v et de o,.

Comment P'un de ces termes peut-il cesser d’étre une fonction ho-
lomorphe des v?

1° Si ©, devient un multiple de 2wy — 1, auquel cas l¢ premier
facteur devient infini.

2° Si Péquation de KiLLING a une racine multiple, outre celles qui
existent toujours, auquel cas le second facteur cesse d’étre une fonction
uniforme des v, et d’ailleurs cesse également d’étre fini.

Cest le premier cas auquel nous nous attacherons partdculiérement.
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Si nous égalons & des multiples de 279/ — 1 les différentes racines
de KrLing, nous obtiendrons autant d’équations entre les v que I'équa-
tion de KirLing a de racines distinctes. Mais il ne s’ensuit pas que toutes
les équations ainsi obtenues (et que jappellerai les équations E) soient
distinctes. Il y a, en effet, entre les racines de KiLinG des relatons li-
néaires, et il arrivera souvent que, quand une de ces racines deviendra
égale 4 un multiple de 27¥/—1, il en doit étre de méme, en vertu de
ces relations linéaires, d’une ou de plusieurs autres racines. Si donc 'une
de ces équations E est satisfaite, il pourra arriver qu’une ou plusieurs
autres parmi ces équations E en soient des conséquences nécessaires.
Nous supposerons donc que I'on donne aux v des valeurs qui satisfont
4 Pune des équations E et 4 toutes ceiles qui en sont des conséquences
nécessaires, mais qui ne satisfont 4 aucune autre des équations E. Ces
valeurs des v (si d’ailleurs I’équation de KiLLing n’a pas plus de racines
multiples que pour des valeurs quelconques des v) constitueront ce que
j’appellerai un point singulier de 1 espéce de nos équations diffé-
rentielles.

Soient alors ©7, v7, ... v° les valeurs des v qui correspondent 2
un de ces points singuliers de 1% espéce; soit w} la valeur correspon-
dante de ®,. Parmi les o} il y en aura un ou plusieurs qui seront mul-
tiples de 27¥— 1, soit par exemple ©?, ®2, ... w]. Les équations E:

a)z.::mult.z‘rcj/:_‘x i=1,2 ... 9

devront (d’aprés 'hypothése que nous venons de faire) étre des consé-

quences les unes des autres. Cela veut dire que w,, ©,, ... o, devront
étre des multiples d’une méme quantité o, de sorte que ?, o, ... N

seront des multiples de la quantit¢ correspondante, o, laquelle devra
&tre un multiple de 27 Y — 1.

.. . . dv, \
Dans le voisinage de ce point singulier, les -7 seront égaux 4 des

séries ordonnées' suivant les puissances croissantes des v ; — v divisées
par une puissance de @ — @ . La présence de cette puissance de & —
au dénominateur provient de lexistence dans les différents termes des

g—:"— d’un facteur
I
[ — e——wk b
lequel peut étre élevé au carré ou 4 une puissance supérieure, si la ra-
cine de KiLLiNG o, est double ou multiple.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XV (1901). — Stampato il 25 giugno 1g01. 46
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Mais w est li¢ aux v par une relation algébrique :

flw,v,,v,,...v)=0,
laquelle se déduit immédiatement de Iéquation de KiLLing. Ona alors:
dfde s dfdy,
do de dv, de ’
Les dérivées de f sont des polynémes enters par rapport aux v
et 3 ». Le polyndme T n’est pas nul, sans quoi deux des racines de

KiLLinG ordinairement distinctes viendraient 4 se confondre et le point
singulier ne serai: plus de 1* espéce. On a donc:

do dv,

— = H.

de 2H de’
les H, étant développables suivant les puissances des v; — v} et de

W — 6 .

. Ainsi do (comme les dﬂ) est égal 4 une foncton holomorphe

de de

des v; — v} et de ® —w_, diviste par une puissance de o — o, .
Telle est la forme des équations différentelles dans le voisinage de
notre point singulier.
Nous pouvons donc écrire :

do Q dv, v,
® T @—ay & (a=ay’
les Q et les 7, étant holomorphes. Soit maintenant:
de
Ty

il viendra:

do dv,

==% =7

On tirera de 13, par un théoréme bien connu, o et les v, en sé-
ries procédant suivant les puissances de 7 et se réduisant 4 o, et v}
pour T = o. Soit:
—w —a T pox
(2) 0 —o,=a4q, T+
ce développement; on en tirera:
— — o) = gt
L de =dr(0 — oY =alt™dr 4 ...,
d’ou:
L +
g€ == ——  gft*!
cees
pr 1

>

— hePr
0 —o,=be"" - ...,
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b étant un coefhicient constant facile 4 calculer. Cela montre quen gé-
néral o (et par conséquent les v) n’est plus une fonction uniforme de
¢ dans le voisinage du point singulier.

Il y aurait exception seulement dansle cas ou @, , 4, ,,... éant
nuls, I'équation (2) se réduirait 4 © = o, Cest-d-dire dans le cas ou Q
serait divisible par © — .

Mais dans ce cas, si ¥, ne s’annule pas pour o = o , v, = 1},
nos équations n’admettront pas de solution telle que 'on ait w =, , v,=17;
pour & = o.

Or revenons 4 la substtution L, qui est la substtution du groupe
adjoint qui correspond 4 ¢”; et étudions les équations différentielles aux-
quelles satisfont les coefficients [;; de cette substitution ; elles seront de
la forme: Il
(3) d_él‘ =4,
les A étant des tonctions linéaires des I Les I sont, d’autre part, des
{onctions entiéres des v; pour v, = v; ces fonctions endéres se rédui-
sent & If;. Les équations (3) admettront une solution telle que [, =1},
pour € = o.

Considérons cette solution, oul les | sont donnés comme des fonc-
tions holomorphes - de .

Nous savons d’autre part que les J sont des fonctions entiéres des v:

(4) lij =9, (v).

Les [;; éunt connus en fonctions de ¢, on tirera les v, des équa-
tions (4), lesquelies équations (4), comme nous le savons, sont satisfaites
our
1(35) L= L, v, = V).

Pour discuter ces équations (4) je ferai usage d’un lemme quej’ai
démontré au début de ma thése inaugurale.

Daprés ce lemme, dans le voisinage des valeurs (5):

1° Ou bien les v, seront des fonctions algébroides des I, et ten-
dront vers v quand les /; tendront vers I, , et par conséquent quand ¢
tendra vers zéro. Ce cas doit étre exclus puisque les équations (1) n’ad-
mettent pas de solution se réduisant & v} pour ¢ = o.

2° Ou bien les équations (4) cessent d’étre distinctes quand on y
fait I, = I, . En d'autres termes, pour une infinit¢ de valeurs des v,
trés voisines des v}, les [; se réduisent 4 [, de sorte qu’une infinité
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de transformations ¢” correspondent i une méme substitution du groupe
adjoint. C’est le «cas d’indétermination », sur lequel nous aurons & re-
venir,

Nous avons laiss¢ de c6té le cas ot tous les 7, s’annuleraient. Sans
le discuter 3 fond, je me bornerai 4 remarquer que cela ne peut-pas
avoir lieu pour toutes les valeurs des v compatibles avec la condition

» = 6, = mult. 2731/:.

En d’autres termes, tous les ¥, ne peuvent pas étre divisibles par
0 — 0.

Il résulte de 14 que, pour qu’une singularité se présente, il ne suf-
fit pas que la différence de deux racines soit un multiple de 279 — 1
(condition que nous avons trouvée i l'aide des relations finies), il faut
encore quune racine soit un multiple de 279 —1 (afin que les équa-
tions diftérenticlles présentent un point singulier).

St donc la différence de deux racines devient égale 4 un multiple
de 279/ —1, ou bien les v restent des fonctions holomorphes des u
et des w, ou bien une troisidme racine deviendra égale elle-méme 4 un
multiple de 279 — 1. Quelle que soit celle de ces deux alternatives qui
se présente, on pourra en déduire d’intéressantes conséquences. Si clest
la seconde, on pourra trouver des cas ou la différence de deux racines
devra étre elle-méme une racine ou un multple d’une racine.

§ VIl. — Formules diverses.

On pourrait évidemment faire, pour un groupe quelconque, quelque
chose d’analogue a ce que nous avons fait pour les groupes de rang
zéro.

Par exemple, les formules (1) et (2) du § 1Hl sont réciproques 'une
de autre, puisque I'une nous donne les ¢ en fonctions linéaires des dv,
et lautre les dv en fonctions lincaires des #. On pourrait déduice de
cette réciprocite certaines propriceés du déterminan: des équations linéai-
res qui donnent les f, par exemple, en fonciions des dv. Clest de cette
maniére que nous avons démontré plus haut que ce déterminant est égal
4 1 dans le cas des groupes de rang zéro.

D’un autre c6té, la formule (3) du § 11l nous montre que les coeffi-
cients des dérivées de f dans X,(f) sont d’une forme particuli¢re. Ce
sont des sommes de termes, chacun de ces termes est le quotient d’une
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fonction rationnelle des v et de o,(w, étant une des racines de KiLLing)

par une puissance de 1 — 7"k,

Considérons maintenant les crochets
(Xin).

Quelle sera leur forme? Soit :

d
Xi - Z Yazamf—;}’

df
X =>YiZ, -+
) B ~8 ’

/ dv,

Z,, étant une fonction rationnelle des v et de »,, Zj une fonction ration-

nelle des v et de wg, Y, une puissance négative de 1 — ¢7*

’
» Yjune
3. On trouvera: ‘

puissance négadve de 1 — &7

< df iYiZy o, dY,Z,
(X,X) = ZE(YGZG—M; R )

o

dv,

d
des v et de w,; que 2 peut étre regardée comme la somme de deux

dv

termes égaux, chacun 4 un facteur constant prés, 4 une puissance néga-

est comme Z, une fonction rationnelle

Nous observerons que

tive de 1 — ¢7“#; et-nous pourrons écrire:

(1) (X; X,’) - Z Ya{i Zza%a

Z,; étant une fonction rationnelle des v, de o, er de o,; Y, étantle
produit d’une puissance négative de 1 — ¢7™°* par une puissance négative
de 1 — 7B,

Mais d’autre part, ces crochet (X; X)) doivent se réduire 4 des com-

binaisons linéaires des X,. Ils sont donc réductibles 4 la forme:
oo Af

(2) XX)=271 Zfd_vh-’

Z; éant une fonction rationnelle des v et d’une seule racine de KiLLing
w,, tandis que Y est une puissance négative de 1 — ¢7r.

Dans quelles conditions une expression de la forme (1) peut-clle étre

réduite 4 la forme (2)? Clest ce qu’il serait évidemment trés intéressant
*btudier, car cette réduction n’est évidemment possible que s’il y a cer-
taines relations entre les racines .

En égalant les expressions (1) et (2) du crochet (X;X;) on obten-
dra 7 relations de la forme:

(3) D VuZy= V2.
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On pourrait évidemment dans ces relations (3) chasser les déno-
minateurs et les mettre sous la forme:

M=o,

Il étant un polyndme ender par rapport aux v, aux o, €t aux exponen-
tielles ¢7®2. Mais une identit¢ de cette forme, ou figurent, d’une part
des fonctions entitres des v et des w, et d’autre part des fonctions trans-
cendantes, ne peut avoir lieu que si elle reste vraie quand on considére
les exponentielles ™ comme des variables indépendantes des v et des w.

Les relations (3) subsistent donc quand on y considére les ¢~

comme des variables indépendantes. Si donc v9, ¢

1)

() Q

°, ... v sont des
valeurs particulicres quelconques des v; si les valeurs correspondantes
des w, sont o et si celles des Z et Z7 sont Zg, et Z.°, on aura:

(") 2 Yo Zyy =2 YIZ.
Ce sont des relations linéaires & coefficients constants entre les Y, et
les ¥7. Ce sont donc des relations algébriques entre les exponenticlles
¢™. On peut obtenir une infinit¢ de relations de cette forme, puisque
Pon peut donner aux v° des valeurs quelconques; mais r — I de ces
relations au plus peuvent éwre distinctes (v étant l'ordre et I le rang).

L¢tude de ces relations (3%¢) pouarrait présenter quelque intérée,
elle pourrait nous renseigner sur les relations qui peuvent exister entre
les racines de KiiLinG et les valeurs que lon peut attribuer 4 Pordre de
multiplicit¢ de chacune de ces racines. On peut observer, en effet, que
si la racine “"r est dordre m, 1 — ¢ figure au plus 4 la puissance
—m dans Y7, 4 la puissance — (m - 1) dans Y., 4 la puissance
— (2m 4 1) dans Y. Le degré des relations algebriques (3%*) se trouve
donc limit¢ quand Pordre de muldplicité de chaque racine est limité.

Mais on peut encore tirer de nos équations (1) et (2) du § I un
parti différent. Soit :

F+dV == ¥ oT .

Nous avons vu que lon peut tirer de 1a les ¢ en fonctions linéai-

res des dv [relations (1) du § IIf]. Soient

=2 9,dv,
ces relations. Nous avons vu que les ¢,, sont des sommes de termes,

chaque terme étant le produit d’une exponentielle ¢™® ou de l'unité par
une fonction radonnelle des v et de o.
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Posons maintenant :
YAV +3Y = g¥ oT gU — gF+dV 4U s
les t, les u, les dv, les dv sont supposés trés petits, tandis que les v
sont supposés finis. Posons de méme:
7 — oF gU" T+ — oV U’ oT"
d’otr:
I3 ’
T el = ¢V’ T’

U+TH(TU)=U+T"
=2 9. (v)dv,.

eV+dV+6‘V — gV+dV eU

Nous aurons:

La formule

nous montre qu'il y a entre les v~ dv, les dv et les u, la méme re-
lation qu’entre les v, les dv et les ¢; nous avons donc:

-do.
H, = Z‘P;k(v -+ dv)S’uk = Z ((Pik + Z-E%—"dv,)Svk,
D’un autre cété, la relation
G+ — ¥ gU’

montre que nous avons encore la méme relation entre les v, les dv et

les ' ; dour:
1
P = i OV
;=2 0,80

eV—I-dV—i—aV — 6V+6‘V eT’

Enfin, I'égalité

montre qu’il y a encore la méme relation entre les v - 3v, les dv et
les ¢'; d’ott:
(=3 (vt X550 ) du.
En comparant les valeurs des ¢ et d;s ', on trouve:
' —T= Z?—v‘vasdka;;
et de méme, en comparant les valeurs des u et des u':
U—-—U=—>
D’un autre c6té on a:
(TU)= 3 (i, — ) (X, X))

= Z (Pa Pjs — ‘P,’k‘st) (dv,8v, — dv, 81’k> X; X/) .
Dans la sommation du dernier membre, chacune des combinaisons

do,
T dv,dv, X,.

3
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des deux indices i et j, de méme d’ailleurs que chacune des combinai-
sons des deux indices k et s, ne doit figurer qu'une fois.
Si maintenant dans

(T =T —-T+U U
nous égalons les coefficients de dv,dv,, il viendra:
; d i d@x’s i1
(4) Z X, ( dcpvf - B_,L;) = Z’ (B9 — 5 (X X))

Comparons les deux membres de cette égalité. Chaque terme du

0]

premier membre est le produit d’une exponentielle ¢ par une fonction

algébrique des v. Chaque terme du second membre est le produit de

—W

deux exponentielles e™ et ™' (provenant, par exemple, I'une du facteur ¢,
Pautre du facteur ¢,,) par une fonction algebrique des v.

Il est clair, par exemple, que si w - ' n’est pas une racine, le
produit des deux exponentielles e et ¢™” devra disparaitre du second
membre et son coefficient étre nul.

On peut donc encore entrevoir 1i la source de relations intéres-

santes.
Palerme, 3 avril 1901.

H. PoINCARE.
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