415

Alcune ricerche idrodinamiche sull'efffusse @ stramaz.

PIETRO ALIBRANDI.

1. Premesse.

Le poche questioni che mi propongo trattare nella pre-
sente Nota si riferiscono a moti irrotazionali in piani paral-
leli. Sebbene in tali ipotesi restrittive il campo di applicabi-
lita dei risultati sia al certo limitato, pure spero mostrare
che se ne possono trarre conclusioni di qualche importanza,
sopratutto circa certi particolari di idrometria pratiea, i quali
fanno capo alla cosidetta estensione della chiamata allo sbocco.

Richiamerd in prima rapidamente alcune proposizioni
generali intorno alle funzioni armoniche coniugate.

Siano x, y le coordinate cartesiane ortogonali di un punto
variabile del piano e sia ® una funzione monogena di

sty —1l=a+iy,

cioe ammettente una derivata; allora dovri aversi

90 L 99 9.,

1 — =
@ gz sy

Potendosi mettere w sotto la forma a-4R con «, £ reali,
la (1) si scinde nelle due scalari

du 4B oa__ o8

@) oz oy’ay  am

Tal proprieta, donde segue che «, B soddisfano ambedue
allequazione di Laplace, che le curve a=—cost. sono le traiet-
torie ortogonali delle curve 8= cost., ecc., ha fatto chiamare
o e B funzioni armoniche conjugate. Diremo o primna e 8 se-
conda, mentre I’ ordine non & indifferente. Si potra bensl ri-
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guardare § come prima, ma allora la seconda sardh — a (o
cost. — o), come emerge subito dalle (2).

Supposto poi di aver isolato z dalla © =w(2), si avrd
anche

oz | .0e
satiee="

Sia ora Q a sua volta funzione monogena di w; allora
sard

9Q 9Q
3) W+Zag_0,
nonché

ERY 892
4 oz Tiay =0

vale a dire, posto Q=U+¢V, U e V saranno coniugate
armoniche, in quest’ ordine. E si avrd pure

dw | e
a0 T =0

0z .82
“aT]- -+ W =0.

Viceversa, soddisfatta una qualunque di queste due, ne
segue (4).

Al pari di (1), ciascuna delle scritte formole equivale a
due scalari. Per es. (3) importa

®) =

eU_9V 80U 4V
8B’ a8

Cio posto, per determinare una coppia coniugata U, V,
basterebbe assumere una funzione arbitraria di z e poi ri-
durla alla forma U+ ¢V. Ma senza seguire questa via, da
quanto sopra scaturisce una infinith di modi per arrivare allo
scopo, date o cognite che gia sieno altre coppie coniugate
B, « R ,..., oltre I’ ovvio mezzo di assumere funzioni li-
neari quali U==Aa+Ba + C,V=AB+ BB, + D, ecc.

Sieno date per es.

e=f(=y), B=Af(5y; «=F(,y)), f=F (=9 .
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Allora possiamo porre

U:f(“) 9 V:.ﬁ (% 8),
oppure

U=F(sP) , V=F (28, ecc.;
od anche individuare U,V mediante le po:izioni

F (U, V):f(“7 B) ’ F| (va):fl(m; B,

oppure mediante le

f(U7 Vi=F(@p , f1 U, V) = Fq (2, ), ece.

Non ne daremo le facili dimostrazioni. Si vedrebbe che
da una coppia qualunque delle accennate posizioni seguono
le (D) e percid la (4) che stabilisce essere U, V armoniche
coniugate.

Ma il processo & ripetibile all’ infinito. Difatti per otte-
nere una ulteriore coppia U’, V’, basterebbe mettere, in una
qualunque delle posizioni gia indicate, le ottenute U, V al
posto di «, B, ed U’, V’ al posto di U, V. E cosi di seguito.

L’integrazione poi e la derivazione possono fornire nuove

o . C qe e . g
infinite coppie. Mi limiterd a notare che sono coniugate s

e g—% (in quest’ ordine) giacché si ha
e a . o fa
dydx dxdy 8y dat

Cosi nel moto irrotazionale sono coniugate le componenti
di veloecith v, w (non w, v), mentre se ¢ & il potenziale, si ha

v = , = .
ay dx

C’importa inoltre notare come, essendo subito verifica-
bile che

arctg % , logfal+43
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sono coniugate, saranno tali anche le funzioni
v S
arctg — , log)u® 4.
4

Passiamo un momento ad altro. La coppia

a=kChzcosy , B=kShxseny

(Sh e Ch indicano un seno e un coseno iperbolico) evidente-
mente soddisfa alle (2).

Potremo dunque porre:
(6) a,—=kChacosf , R =kShasenB

dove sia: k una costante positiva; «,, P, coniugate e date;
incognite «, B, che quindi hanno significato diverso dalle omo-
nime delle due precedenti formole.

Facciamo nelle (6) 8, = 0. Allora sari

a=0 ovvero B=0,%.
Nella prima ipotesi sara
a,=kcosf.

Atteso il valore frazionario del coseno, questa non pud
valere che per a, compresa fra —k e 4+ k.
Nella seconda ipotesi sara

a,==+%Cha,

ed essendo il coseno iperbolico > 1, il valore assoluto di «
dev’ esser maggiore di k.

1

1) Il lettore vede che noi veniamo tacitamente a suppore B variabile
soltunto da O a m. Ma questa restrizione verri giustificata dagli usi che
faremo delle (3).
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Riassumendo : 1." nell’intervallo da &, = — %k ad o, =k
la curva @ =0 coincide con la P, =03 2.° nel rimanente
tratto la 8, =0 coincide da un lato con la =0 e dall’al-

T
tro con la B=m; 3.° per a, =0, B:”Q“'

Altre condizioni di contorno naturalmente potranno emer-
gere dalle espressioni particolari che saranno assegnate ai
primi membri delle (6).

Risolviamo le (6) in «, P. A ¢id possiamo osservare che

(¢, +k)P=Fk'(Chacosf+-1)’=k*(Ch*acos’ 2+ 2Chacos 3+ 1)
(¢,—k)=%*(Chacos’—1)'—=k*(Ch*xcos’—2Chacos 34-1)
RP=k'Sh’asen’B="7%*(Ch*a — 1)(1 — cos*f)

B =k (Ch*a 4 cos’B— Ch*acos’8 — 1) .

Dunque
(o, +k)+F*=k*(Ch’a4-2Chacosp +cos’P)=%*(Cha+cos §)*
(o, — kY4B =k’ (Ch’ax— 2Chacosf +cos*f) = k*(Ch o — cos ).

E pertanto, posto brevemente

(N Ve +k+P'=R, , V(e —k'+f'=R,,
avremo

R,+R,=2kCha , R,—R,=2%kcosB,

e quindi
- RI+R2___ R|+Rz VT‘IRZ_E——_ ?
(8) «=ArgCh 5T —-lgi 5% -+ ( 5% )-—1§
R,—R,
(9) B = arc cos Ry

Quanto segue sard qualche applicazione di queste for-
mole,

Ser. VI. Vyl. VIII 28
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2. Stramazzo libero in parete sottile eon la soglia sul piano
di fondo ed a contrazione perfetta sui lati.

Mi tratterrd dapprima un istante sur un problema che si
trova, si puo dire, in tutti i trattati contenenti applicazioni
dell’ equazione di Laplace; ma la cosa mi sembra necessaria
per certi richiami di formole.

Il liquido riempie un recipiente parallelepipedo, ma del
quale due dimenzioni /, I, sono infinite. La terza dimensione
I, & finita, od anche infinitesima, e l'eflusso ha luogo da una
luce o bocea rettangolare che attraversa totalmente la faccia
{, I, nel senso [ : piu precisamente questa bocca ha un Iato
uguale e parallelo ad 7, e I altro lato, la cui lunghezza por-
remo uguale a 2k, parallelo ad /. Il moto & supposto avve-
nire in piani paralleli per guisa che, assunto il piano coor-
dinato xy parallelo al piano [ [, nessuna circostanza del
moto dipenda dalla coordinata z.

Fig. 1.

La fig. 1 rappresenta schematicamente la sezione del si-
stema fatta dal piano xzy. AB & la sezione trasversale della
bocea.

Partiamo dall’ ipotesi (vedremo poi se sia ammissibile)
che le linee di corrente escano tutte perpendicolari ad A B
(OA=0B=k). Allora, se ¢ & il potenziale di velocita,
una delle curve ¢ == cost. sarh necessariamente il segmento
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rettilineo A B. Essendo la cosa indifferente, possiamo asse-
gnare alla costante il valore 0. A distanza infinita a monte
(supporremo che il semipiano (&, y) sia dentro il recipiente)
le linee di corrente dovranno avviarsi verso lo sboceco con
moti radiali convergenti in O ed esser dotati di velocitd as-
solute V (== Ju*+v*) evanescenti. Quindi un’altra delle curve
9 = cost. sara una semicirconferenza di centro O e di raggio
infinito.

Cio premesso, facciamo nelle (6) semplicemente «, =,
R =1y, ciod consideriamo le

(10) x=kChacos® , y=FkShasenf.

Allora le (7) divengono
1y B={@+k'+y , B={@—k+,

ciod R, ed R, non sono che i due raggi vettori condotti da
A, B al punto variabile (z. 7). Con cid le « = cost. sono el-
lissi omofocali, le § = cost. iperboli omofocali, ed A (0, — k),
B (0,4 %) i due fuochi comuni ad ambedue le famiglie.

Ad 2 =0 corrisponde la AB, ad &« =c la semicircon-
ferenza di centro O e di raggio infinito; a f=—0 la parte
di Ox che & a destra di B, a §=m la parte di Oz a sini-
stra di A.

Ne viene che nel presente caso il potenziale ¢ di velocita
-¢ la funzione ¢ di corrente sono semplicemente delle forme
p=— Ca, { =—CB, essendo C una costante positiva. Cosi

b
ac:lc()héicosci , y:kShé—gsen—c—.

'’ interessa esprimere la velocith che o

V=Vm:‘/(a*>g+(

D
(-5}
-8

|

y )2'

8

S
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Ad ottenerla non ci occorre qui ricavar prima ¢, essendo
noto che

3 2 1
0% -+ o@ =i T a e
o )= )
a9 29

Ora emerge senza difficolta

FEa) 3_y2__]{1/ R )
V(a‘:ﬁ)"_(acp) =g Ch o — o8 o -

Percio consegue

C

: @ s
kVCh —C——-cos o

V=

Se non che & manifesta 1’ impossibilita fisica di tale so-
luzione. Infatti ai punti B, A corrisponde «—0, B =0, .
In quei due punti sarebbe pertanto V=0, il che porta poi
una pressione negativa ed infinita, inammissibile. Per tal guisa
il caso considerato non pud corrispondere a nessun problema
idraulico : tutto al piu costituisce un caso limite per C pic-
colissima. Insomma Je linee di corrente non possono uscire
tutte normali ad A B, che era I’ipotesi da cui s’ era partiti.

Imponiamoci pertanto differenti condizioni di contorno,
tenendo presenti le vere condizioni del problema che noi ab-
biamo in vista.

Facciamo intanto che si tratti di un velo liquido scor-
rente sul piano xy e sboccante per A B, la quale rappre-
senti una bocca a stramazzo rettangolare libero, in parete
sottile. Necessariamente qui & ritenuto che la soglia giaccia
sul piano del fondo. Dalle esperienze risulta che la depres-
sione del pelo libero sotto il piano di carico, piano secondo
cui si dispone il pelo libero infinitamente a monte, & massima
sulla soglia e nondimeno molto piccola rispetto all’ altezza di
carico H, che qui & lo spessore del velo liquido cioé che sta
a luogo della I, del problema precedente. Siccome ora H &
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piccolissima, possiamo trattare quella depressione, almeno prov-
visoriamente, come infinitesima del 2.° ordine, e quindi tutto
il velo di spessore uniforme H. Le wvelocita V allo sbocco
(intendiamo sempre per V un modulo, non un vettore) sa-
ranno poi prossimamente costanti. I loro valore comune o
medio lo diremo V,.

Al dato di contorno lungo la AB sostituiamo cosi V=V
costante. I rimanenti dati, che poi equivalgono all’ annulla-
mento di V all’infinito, alla convergenza radiale quivi verso
O, ed all’annullamento della componente v lungo i due tratti
impermeabili indefiniti di parete a destra e a sinistra di AB,
restano inalterati, come occorre.

Per vedere, allora quali diverranno le circostanze del
flusso nel punto generico (x, y) del semipiano delle y positive,

basterd osservare che la funzione Bo — —g— del problema an-
tecedente soddisfa alle condizioni di divenire arctg Y non
X
-solo a distanza infinita da O, ma anche su tutta la parte im-
permeabile della parete, dove & 0 a destra e = a sinistra,

.. . . v
condizioni che debbono ora restar soddisfatte da arctg — ;
u

mentre d’altra parte 1g'V deve soddisfare, a parte il segno
ed una costante additiva, alle condizioni soddisfatte prima
dalla «, ciod divenir zero su A B ed infinita ad infinita di-
stanza da O. Senz’ altro si scorge dunque che per tuttocio
basta fare le sostituzioni

v
aretg7:5 , lgV==—a- cost.

legittimate dal fatto che i due primi membri sono coniugati
fra loro e corrispondentemente coniugati i secondi. La co-
stante della seconda formola non & altro che il logaritmo del
valore fisso V . Pertanto sara

v -
;—_—:tgﬁ , V::Voe x,
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Cosi V = cost. per « == cost., ciod su ciascuna delle el-
lissi omofocali. E ne emerge facilmente

u=-—V e *cosB , v=—YV, e *senf.
Ora per (8), (9) si ha
- 2k
" R+R,+JR, +Ry —4F

c08B=2—1k~ R, —R) , sen ﬁ:%l/zlk’—(l{‘—R,)’ .

dove R, R, conservano i valori (11), ciod sono le coordinate-
bipolari di (x, y) coi poli in A, B.

Dunque, sostituendo

R,—R,
‘B, +R,+ VR, + R — 4K
J4%* — (R, — R,

‘R,+R,+ VR, + Ry —4%
V= 2Vok |

R,+R,+ VR, +R) —4F

U = —

(12) ( v=—

Cosi qui le velocith sono funzioni algebriche di @, y.

Passiamo adesso all'ipotesi che lo strato liquido corrente
non sia pit un velo sottilissimo, ma di spessore H finito. Se
la bocea & parimenti a stramazzo libero (sempre colla soglia
sul fondo) le velocitd V, saranno variabili, ed alla profondita
z, si avra V,=12g2,, o meglio V,=0}2gz,, essendo 0
un certo fattore di riduzione non precisamente uguale al-
I’ unith, in generale, ma che porremo funzione di 2, Allora
possiamo ritenere, con discreta approssimazione, applicabili
le formole precedenti a ciascun piano z==z. Per ognuno di
essi si avrd

N 20k) 2ge,
R, +R,+VR, +R)y— 4
v |/
u=— 5 (R, —R) , v:—2kl/4k“——(R,—R2).



ALCUNE RICERCHE 1DRODINAMICHE ECC. 425

In questo caso perd la depressione del pelo libero allo
sboceo sard non pit nulla, ma una certa pilt o meno piceola
quantith 3. Su quei punti del pelo libero & 6 =1 e con cid
V,=V2g73; e poichd, detta z I’ ordinata variabile del pelo
libero misurata dal livello dei punti di questo ove V & eva-
nescente, punti il cui lnogo & rigorosamente un piano, si ha
V=}2gz, possiamo ricavare dalla prima approssimazione
gia ottenuta 1’ equazione del pelo libero:

Ve— 2Ly
Rl -+ Rz -+ V(Rl —+ Rzuj‘g - 47];2

Questa superficie ha per curve orizzontali le R, -+ R, =
=— cost., vale a dire le ellissi omofocali o == cost., ed & asin-
totica al piano z=0.

Lungo la parete R, + R, =2z ; quindi ivi

fr=— 1T

oppure, chiamando ~z~ =7

;: —l/—g‘: .
T+ —1

Invece sul piano yz di simmetria del sistema si ha
R, =R,=V ¢+ k*; ivi risulta

kB
y+Vy -+ &
oppure, chiamando —I‘Z— =i
V?—.‘: —J*_B—__—_‘ .
A4V +1

Teoricamente parlando, la chiamata allo sbocco si estende
all’ infinito, in ogni direzione. Ma, anche per le piu precise
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misure, non & possibile garantire H con precisione maggiore
di %di mm. Per tal guisa la curva orizzontale z— 0771
segnera il limite pratico pilt ampio della chiamata allo sbocco.

Come ben sanno gl'idraulici, un mezzo volentieri adope-
rato per determinare la portata di un mediocre corso a pelo
libero, e quello di sbarrarlo con una lamina dove sia inta-
gliata una luce rettangolare a stramazzo. Sui fianchi & se-
gnata una serie di rette orizzontali alla mutua equidistanza
di uno o pit millimetri, le quali rette si estendono lateral-
mente, in generale, non pitt di un decimetro e forse meno
{almeno per luci di mezzana misura) a partire dai bordi ver-
ticali dell’apertura. Ora basterd leggere a tanto poca distanza
dallo sbocco (eliminando poi beninteso I'alterazione capillare)
P'altezza del carico H onde averlo con la dovuta precisione ?

Per intanto possiamo rispondere alla domanda restando
nelle ipotesi fin qui adottate, ciod che lo specchio dell’ acqua
invasata sia molto esteso in larghezza e lunghezza e che Ia
soglia dello stramazzo sia a livello del fondo.

Dopo il detto di sopra, basterd all’uopo fare un esempio
numerico. Supponiamo & = 20m®, che corrisponde ad una H
di 10 cent. circa. Allora si potrd misurare bene H lateralmente
alla bocca ad una distanza dall’ asse data dall’ espressione

20

01 = 14,14 .

T+ —1=

Risolvendola, ne viene fuori
vy=710 , =710k.

Ma nelle ordinarie misure basterd contentarsi d’ una va-
lutazione piu grossolana, specialmente se si tratta di rilievi
da prendere in campagna. Ammettendovi la precisione del

% mm. viene y = 3,24. Di guisa che per una luce larga

0,20 bisognerd misurare il carico H ad una distanza dal
pitt prossimo bordo verticale di m. 0,22 almeno. E cido sara
ancora insufficiente se & superera i 2 cm.
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3. Stramazzo libero con la soglia sul fondo, a contrazione
imperfetta sui lati ¢ eon velocith di arrivo.

Vogliamo adesso studiare un problema meno semplice e
che contenga il precedente come caso particolare. Immagine-
remo un canale a sezione rettangolare (dato planimetrica-
mente in CDEF, fig. 2), indefinito a monte e sulla cui te-
stata a valle (C D) sia aperto lo stramazzo rettangolare (A B)

E y F
- a oot a ... .
c c
C A i O B D x
Fig. 2.

di larghezza 2¢ (O A= 0 B=¢). La larghezza del canale
sia 2 a. La bocea avra la soglia sul fondo, some sopra ; tutto
il sistema poi sara supposto simmetrico rispetto al piano nor-
male alla figura, di traccia Oy.

Incominciamo, al solito, dal supporre la corrente, prove-
niente da y — o con velocith costante e parallela ad Oy,
ridotta ad un velo liquido d’ uniforme grossezza.

Il campo idrodinamico sard compreso fra x = —a,
x=-+a, ,'_‘/207 Yy=o.

Proseguiamo a servirci dalle (6), ma assegnando ora ad
@, , & 1 valori indicati dai due primi membri delle equazioni
seguenti, subito riconoscibili come coniugati:
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/ Tx
sen —
i =k ChwacosB
Ch%{—l—cos’%?E
(13)
sh¥
- ¢ p =k Sh asenB.
Ch-‘q—l—cos—w
\ a a

Allora vediamo che per y =0 si ha a=0 oppure
¢ =0,r. Nella prima ipotesi

T

sen —a‘*

— ha valore assoluto <k,
x

1 4+ cos —
a

ciod a dire

<k , dondeim[<2?aarctgk.

T
}tg %a

Invece se per y =0 si ha 8 =0, =, avremo che

tg;—:’>k , ]ac|>27_—~aarctgk.

La % ha finora valore indeterminato. Determiniamola con
la condizione

a
. are tgk—c,
cioe a dire poniamo

(14) k=tg

alo

Per tal modo su Ox sarh a=0 per = compreso fra
—c¢ e c¢; sulla parte a destra di quest’intervallo sard 8 =0,
sulla sinistra B —=m.
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Ma nello stesso tempo si avrd cosf=0: 1.° per x=0;
2% per x=+a; 3.° per y=o0.
Per y==o0 si ha anche
kESha=1

ossia

ar 1 1 1
a:Argbh—E:]g(,k__;. l/—k’——l)’

cioé a dire

| me Tc Tc
15 o =lg Jeot =2 l/l ot’*—Z=—I tg — .
(19) Tt PR SR 8% 4y
Com’ & naturale, per a grandissimo, ma per x, y finite,
le (13) vengono a coincidere con le (10) pero con ¢ a luogo
di k. Difatti per un argomento piccolissimo i seni e le tan-
genti, sia circolari che iperbolici, possono farsi uguali all’ ar-
gomento stesso e i coseni uguali all’'unitd. Allora i due primi
membri delle (13) divengono rispettivamente 72:10 , ;%, men-
a
.. We -
tre k& diviene 5, ber (14). E le equazioni tornano ad essere
x=cChacosf , y=cShasenf.

Cid premesso, se poniamo nelle (13), come & lecito:

v v,
are tg w perf , lIg yoper &,

avremo soddisfatte le condizioni di contorno seguenti :
1°: V=YV, per y =0, ma solo per = compreso fra
—c e + ¢, vale a dire sull’ apertura A B;
v - . .
20: are tg7 = O,x, ciod v =0 sui lembi di parete

A C, BD contigui ad AB;
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3.0 are tg % = —g— , ciod u =0 sulle due pareti

longitudinali CE, DF, nonché per y==ao, ciod infinitamente
a monte dello sboceo.
4.°: V=|v| = costante per y=.

Le espressioni di u, v, V sono ancor qui le (12); ma
ora si ha, oltre lo speciale valore (14) di %:

/[ enTE sh =4
B,= / Ty ﬂw+k + Ty Tx
Ch = - cos — Ch — 4~ cos —
a a a a
/ 2 ! 2
// sen =% ‘ ShTY
R, = /I T . T —k |+ T .
" \chTY cos ™Y Ch ™Y 4 cos ™%
a a a a

Le curve V = cost. sono le R, 4 R, == cost.

Per passare, dopo cio, all’ipotesi che lo strato liquido sia
di altezza finita H , non abbiamo che a ripetere all’ incirca
quanto abbiamo detto in proposito alla posizione a=o0; cio®
si potranno ritenere applicabili le formole relative ad H, pic-
-colissimo salvo a ritenere V_ variabile con la legge

V,=0)2gz 4 v2.

essendo le z misurate dal piano p, secondo cui si dispone il
pelo libero a gran distanza e a monte dello sbocco, e v, la
velocita d’ arrivo (V per y =), il cui valore & dato per
(15) dalla
we
v, ==V, tg ia’
sicché sara

Te
V,=16 1/29.z'o—l—Vo’t{g.,v’4—1—z ,
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donde, isolata V,, emerge

V,—8 2925
1 fitg " O
4a

Detta poi 8, la depressione (sotto p,) del pelo libero nel
piano della luce, & ivi z,=2, ,0 =1, sicché V_ e v  superfi-
ciali prenderanno gli speciali valori V , v, dati dalle

I :l/———2g———5‘ — cos =2 295

o8 we 4a me’
1—tg* = S
g4a cos2a
e 2¢8
Y=g |/ e
2a

L’ equazione del pelo libero si otterrebbe dalla 3.2 delle
(12) (beninteso cogli attuali valori di R, R,) sostituendo a V
I’ espressione 2 gz 4 ', ed a V, la V. Pero I’ equazione
suddetta riesce pilt semplice se si assume per piano z=~0
il piano orizzontale p, passante pei punti superficiali di ve-
locith nulla. Questi punti esistono e si trovano negli angoli
C, D se essi sono angoli vivi, quali appunto li abbiamo sup-
posti. In tal caso le V superficiali essendo date senz’altro da.

V =}2gz, I'equazione del pelo sara evidentemente

R, +R, + VR, +R)—4 L

dove & & la solita depressione, ma misurata dal piano p.
Fra 8 e 3, corre la relazione



432 P. ALIBRANDI

Lungo !’ asse mediano Oy si ha

sh™¥ \
Rlﬂg:l/ _147+w2 VTM R

Chry

Quindi, posto brevemente

si riesce facilmente alla formola

p—)

Ay 1

Ora sia 7 la minima altezza apprezzabile coi mezzi di
misura che si adottano ; allora pel valore A determinato dal-
I’ equazione

AYA 1= = __°
"+ g N+ Stg
2 4a
2
si avrd sensibilmente z— ;; , ciod I’ ordinata del piano p..

Ottenuta A, si passerid a calcolare la corrispondente y me-
diante la

Y= gizArg‘Th(Atg2 )

Con ¢=:0,10, ¢ = 0,50, 8 =0,02, n = 10,0005 si otter-
rebbe circa A ==2,10 e quindi y = 0,26. A tal distanza da
O su Oy si pud dunque rilevare praticamente H,.

Lungo le due pareti A C, BD coplanari alla luce si ha

2sen?—0—c ra
ww-2tg271'
1+cos~—

R1+R2'—
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Sostituendo in (16) e dicendo brevemente

X wCe

tg 9g" tg 5, = T
si riesce all’ equazione
yo— VB
4 yIr—1

Qui perd giova avvertire che non & possibile, slmeno in
pratica, rilevare H, sul pelo di fianco alla luce, quivi esi-
stendo un punto intersezione col piano p,. Difatti I’ ordinata
'
29
dinata del pelo in B. In questo senso almeno sarebbe prefe-
ribile che le formole empiriche della portata si riferissero al
carico H, voglio dire all’ altezza di p, -sulla soglia, anziche
al carico H,, altezza di p, sulla soglia, come ordinariamente
si suole. Si avrebbe inoltre il vantaggio di risparmiare lu te-
nuta in conto della velocity di arrivo. I ultima formola
scritta ci da il mezzo di trovare la minima distanza x a cui
poter misurare H senza dover arrivare in D (o in C). Allo
scopo si cominciera dal risolvere in I' I' equazione

ey 2
Y
dopo di che si avra

2a we
ac_vn—alctg(I‘tg2—a).

di p, & compresa fra 0, ordinata del pelo in D, e &, or-

Coi dati numerici gid indicati si ottiene I'=23,24 e fi-
nalmente x = 0,26, ciod il rilievo dovrd farsi a m. 0,16 dal
bordo pilt prossimo.

Vedemmo che in un caso pel resto uguale, ma a contra-
zione laterale perfetta, quest’ ultima distanza doveva esser
0,22 epperd maggiore. Cid non pud destar meraviglia : il let-
tore sa oramai che I’ esatta misura di H si ottiene sempre
per @ =a, la quale a & infinita se la contrazione laterale &
perfetta.
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Se teoricamente parlando la contrazione laterale & per-
fetta soltanto quando @ & infinita, in pratica lo & quando
Yinfluenza delle pareti CE, DF & trascurabile. Per vedere
a qual valore minimo di a cid accade, porremo a confronto
le portate elementari di due strisce uguali poste alla stessa
profonditd z, ed appartenenti I’una ad una bocea quale la
considerata al § 2 e laltra ad una come le attualmente stu-
diate, ma pel resto uguale alla prima. Sceglieremo in ambe-
due i casi p, per piano di carico, cioé quello passante pei
punti del pelo dove il liquido & in quiete. Nel caso piu sem-
plice vedemmo che la componente v & data da v=—7V ¢ *sen?.
Dunque sul piano della bocca sarda v—=—7V senf. Ora la
portata A ¢ uscente da una striscia 2c¢ Az, di altezza Az &
in valore assoluto

4
Aq:?Azoj vde=2cV Az

o

sen’ B d B

°\w:=|

Ag==cV,Az, .

Invece nel caso della fig. 2 la portata della striscia 2cAdz
equivarrebbe evidentemente a

Aq’:?avoAz0=2aVoAzoth—2,

dove V, non differisce praticamente dalla omonima della for-
mola precedeate.
Cost abbiamo il rapporto

é_qj,—-%_atovin_c
Agq mec ®4a’

Il secondo membro & sempre >>1, e precisamente il coef-
fictente d’efflusso cresce al diminuire di a. Ma si potra tra-
scurare l'influenza delle pareti longitudinali se il sopra scritto-
rapporto non supera per es. 1,004, cioé se quell'influenza non.
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. . . 1
arriva a cagionare un incremento nella portata del - per

2
°l» Ora si ha

da mwe 1 /me\ 2 [wel
E?tg42:1+§(ﬁ)+§5(47¢)+""

Ponendo cid uguale ad 1,004, se ne ricava

;L; —0,11 circa
donde a = 17,13 c.

L’influenza di CE, DT sard dunque praticamente nulla
se la larghezza del canale uguaglia o supera, in cifra tonda,
7 volte quella dello stramazzo.

Noi ponemmo gia

V,-=0)2gz,,
trattando 6 come funzione di z,; 6 =1 solo per z,=—=2 e per

z, = H. Sara utile vedere qual sia il valor medio generale 6,
di 6. Esso o tale che la portata ¢ dello stramazzo & espressasda

H
wec — web — 5 \8%
q:*ﬁ2 Q[Vngodzo: 30HV29H21—(E)2§
§

La formola comune & ¢=2pcHY2g¢H con g coeffi-
eiente d’efflusso. Ora anche se la soglia & sul fondo, p oscilla
poco attorno al valore 0,40, e cosi anche si potrad tenere me-

diamente % =0,20. Allora le due espressioni di ¢ danno
luogo all’ equazione
%?1 mecl,=2>X04c¢,
donde
604 .
b, = 091 % = 0,84 circa,

Serée VI. Vol. VIII 29
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Cosl certamente § & minore dell’ unith nei punti interni
della sezione liquida in A B, cosa che potevasi prevedere.

Un’ espressione di 6 soddisfacente alle condizioni estreme
e media sarebbe la seguente

z,— & z,— 3 ’2
H—5 \H—3

/

§=1— 0,97

il cui valor minimo & 0,76 o corrisponderebbe alla orizzon-
tale mediana della sezione suddetta *).

Le formole che danno le velocith pel caso contemplato
nel presente paragrafo sono abbastanza complicate, come s’ e
potuto vedere. Si semplificano pero nell’ ipotesi di una luce
strettissima. Allora, essendo & piccolissimo, possiamo scrivere

le (7):

Rf=VmLFW(1+~ ke, ),RF=W:+ﬂ{1 ko )

ot e
e quindi
— 2k
R1+R2:2V“42+P|2 ? Ri_Razu_T:%‘i'
V“l -+ ‘vl
Perlochs (8) e (9) divengoro
e Ri+R 2V 4R
r=lg =l
R,— o,
B —arccos —' - — — arccos ———— .
2 Vo 4,2

1) La relativa piccolezza degli scartamenti di 6 dall’ unitid rende, se
non andiamo errati, il nostro metodo preferibile a quello di assumere come
dato, sul piano della luce A, la componente di velociti Vi, (qui sarebbe
v) normale ad A. Con questo dato sarebbe facile trattare anche il pro-
blema idrodinamico pit generale, cioé dipendente da 3 coordinate, se-
guendo la via tenuta dal Boussinesq (Essai sur la théorie des caux cou-
rantes-Noles complémentaires). Se non che il forte ostacolo & I' ignoranza
in cui ci si trova cirea il supposto dato, la legge di variazione delle V.
Sarebbe bensi ovvio stabilire il valor medio delle medesime, ma 1 assu-
merlo a luogo delle V, variabili condurrebbe a risultati illusorii, attese le
enormi differenze che corrono fra il detto valor medio ed i valori estremi,
massimo ¢ minimo, di V.
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. v
Posto ora, secondo il consueto, lg VQ per « cd aretg -

per §, avremo

v kY
2y’ + £,
EV, o« EV, f,
U == — T PV == e —
2 m12+ ?1, ! 2 ul’ + 51’

Poiché o, e B, sono i due primi membri delle (13), si ha
sen? = - 8t =

27
(Chzzzz.f_cossz)
a a

3 cr
a4+ =

ciod a dire, per facile riduzione:

a
3 e el
a4 Fi= .

E si otterra

V=220 =
2V onTY s TF
o
wX ny
kY, sen kV, Sh a
U = —— 3 m‘&‘;“ Py ) "'"“‘“é‘” y ?
Chrr;——c §— Ch —Z — cos
Lango I'asse O« si ha
Vo Y, Tha kY,  ma
R e i B 1
1 ~—=cos -~
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Luugo I'asse O y si ha

sh Y
kV, @ h VOCoth =y

on ™Y _ =72 2a
a

Pero in immediata vicinanza della bocca queste formole
non sono piu valide, mentre allora & & dello stesso ordine di

grandezza di Ja® P}

4. Utilizzazione delle formole per certi easi piit eomuni.

Girando la fig. 2 di 90° e riguardando in prima appros-
simazione O y come pelo libero, salvo poi a determinarlo me-
glio mediante le V ivi calcolabili, potremmo cercare di ap-
plicare la teoria ad uno stramazzo ¢ipo (contrazione soppressa
sui fianchi) e con altezza di traversa (A C) finita o no. Ma
preferiamo por termine qui ai nostri calcoli accennando solo
brevemente come il poco finora esposto possa venir utilizzato
pel caso piu generale in cui anche la soglia sia in parete sot-
tile vale a dire elevata sul fondo del recipiente o canale
donde ha lnogo 1’ efflusso a stramazzo, libero ed a contra-
zione perfetta o imperfetta su tutti i lati: caso per la cui
analisi diretta occorrerebbe I'’uso di tre coordinate.

Nel moto permanente (qui sempre supposto) il pelo li-
bero (p) & una superficie di flusso, vale a dire dove la com-
ponente normale di velocita & nulla. Il pelo libero taglia la
lace A presso a poco secondo la retta z —3, conservando i
noti significati dei simboli. Consideriamo un momento la su-
perficie di flusso (p’) infinitamente vicina al pelo libero e che
passa per la retta z, =203 4 d z, tracciata su A. Fra le due
superficie (p, p’) scorre un velo liquido, il cui spessore in A
& dz,. Nei casi fin qui trattati lo spessore del velo fu rite-
nuto costante dappertutto, come era ammissibile, fino a di-
stanze infinite a monte di A. Nel caso perd della soglia so-
prelevata sul fondo I’ ipotesi diverrebbe decisamente erronea.
I filetti liquidi 8’ avviano da ogni parte del campo verso lo
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sbocco convergendovi non soltanto planimetricamente, ma an-
che altimetricamente cioé con moti ascensionali. Ne deriva
che la distanza fra le due superficie (p, p’) cresce a misura
che si risalisce la corrente stratiforme o velo liquido verso a
monte. Per la continuitd quindi le velocita diminuiscono in
proporzione maggiore di quella che si verificava quando la
convergenza dei filetti era soltanto planimetrica. Con le ve-
locitd vanno di pari passo le ordinate z del pelo libero: sie-
ché tal superficie tende ad avvicinarsi al piano z=0 piu ra-
pidamente che nel caso della soglia giacente sul fondo. Dun-
que se, avendo la soglia elavata, ma le restanti condizioni
(luce, larghezza 2a) pari, noi applicheremo le regole gia tro-
vate per determinare sul pelo la curva, a monte della quale
la chiamata allo sbocco & praticamente nulla, od anche se ap-
plicheremo la regola per determinare la larghezza minima
che deve avere il canale affinchd la contrazione sui fianchi
8i possa chiamare perfetta, riusciremo certo a risultati ine-
satti, ma l'errore non sara dannoso, anzi giovevole, in quanto
che portera ad eccedere in sicurezza, non a difettarvi. Per
meglio dire, applicando le precedenti regole si avranno deter-
minazioni del confine della chiamata ecc. relative a mezzi di
misura pit precisi di quelli supposti. Ad es., riferendoci ad
un risultato numerico sopra ricavato, s2 pel caso della soglia
alta sul fondo e dove abbiasi ¢=0™10, a==0m50, =002
noi ci atterremo a rilevare il carico H a 16 cm. di distanza
dal lato verticale della luce (su O x) oppure il carico H, a
26 cm. a monte della luce stessa (su O y), potremo star tran-
quilli che, per quanto dijende dall' ubicazione, i rilievi sa-
ranno affetti da errori méinori di mezzo millimetro.

Cosi i criterii esposti possono servire a dare, nel senso
detto, norme di buona attendibilith anche pei comuni effluasi
a stramazzo in parete sottile, lo studio diretto dei quali of-
frirebbe difficoltd analitiche forse insormontabili.

Roma, R. Scuola d’ Applicazione per gl’ Ingegneri.




