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SUR UNE NOUVELLE CLASSE DE SURFACES. 

( 2  ~'me P A R T I E ) .  

Par M. Ileoroes Tzitzoioa (Bucarest). 

Pidunanza del I~. m a r t o  I9o 9 . 

Dans la premiere partie de ce travail ' ) j'ai &udi,~ les surfaces S dont la cour- 
bure totale est proportionnelle d la quatrik,le puissance de la distance d'un point fixe au 
plan tangent. 

J'avais mis alors en &'idence deux propri&~s curieuses de ces surfaces d~finies par 
une propri&~ essentiellement m&rique, 3. savoir, de conserver cette dbfinitiou m&rique 
apr~s une transformation aJflne et apr~s une transformation duale. J'ai m&ne donn6 
dans la Note cit6e (pages I84 et 185) l'origine de ces propri&6s. 

Depuis, je me suis pos~ un autre probl&ne: re,nplacer la d/finition m/trique des 
surfaces S par une d~finition ab~ne. La propri&~ que j'avais dbmontr~e indiquait la pos- 
sibilit6 du probl6me, que j'ai r~ussi ',t r~.soudre. 

Je retrouverai tout d'abord les r6sultats de la premi+re Note par une re&bode 
plus exp~ditive, plus g~n~rale et mieux appropri~.e ~l la question. J'ajouterai la recherche 
des surfaces S de r&,olut[on. Je donnerai ensuite la d6monstration du th+or~me que 
j'ai en vue. 

L Consid~rons une surface quelconque rapport~e '2t ses lignes asymptotiques (u, v). 
Alors, les coordonn~es x, y, ~ d'un point mobile sur la surt:ace, que je suppose des 
foncdons de tt et v continues et admettant des d~riv~es partiei[es au moins jusqu'au 
troisi6me ordre pour tout point ordinaire de la surface, sont des solutions iin~airement 
ind~pendantes d'un syst&lae de la forme 

0'0 O0 bOO 

( i )  ~-~ --- a ~-~ -1-- ~-~ 
c~O a,,~O b,,~ 0 

On peut ajouter '~ ce svst~me l'~quation suivante 

0'0 ,00  b, O0 
(2) o , , o v  _ a U +h0, 

t) iroir ces Rendiconti, t. XXV (Ier semestre 19o8), pp. t8o-I87. 
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a', b', b &ant des fonctions de u et v continues pour tout point de la surface dont le 
plan tangent ne passe pas par l'origine. 

Or, le syst~me des ~quations ( i )  et (2) d6finit, non seulement la surface donn&, 
mais aussi toutes celles que l'on ell d6duit par des tratlsformations aflines laissant l'ori- 
gine invariable. 

On peut dire alors que le syst6me (z) et (2)est  naturellement adapt6 pour l'&ude 
des propri&6s affines des surfaces, en particulier pour cdles des surfaces S. 

u. Nous allons construire maintenant un syst~.me analogue au pr6c6dent pour une 
surface polaire r&iproque de celle que nous venons de consid6rer, par rapport ~i une 
sphere de rayon I e t  avant son centre A l'origine. 

Puisque, d'apr~s une propri&~ connue (que l'on pourrait d'ailleurs d~'montrer ici 
directement), sur la nouvelle surface les courbes 06 v) sont aussi des asymptotiques, 
il en suit que les coordonn&s ~, ~, [ v&ifient un syst&ne de la forme 

3 ~ o, 03 o, e9 co 

0,~ = = ~8~. + ~ 
3~ co , O co o3 co 

(3) O,,Ov - -  ~ ~ + ~ ' ~  + ko, 

e3'co __ ~,,03,o ~,, o~o 
Ot ' ~ -  ~5~ + Oi---," 

Si l'on tient compte des relations 

o~x c3~, ,.0~ _ ~o~.v 03, ~ x + . ~ y + ~ = i ,  ~ +  ~i,,+.o~u--o, 0 v + ~ + ~  =o, 

que l'on d6rive successivement eta utilisant les 6quations 0 ) ,  (2) et (3), on trouve 

(4) o: - -a - -2b ' ,  ~ = - - b ,  o ~ ' - - ~ a ' ,  [~ '~---b ' ,  k - - h ,  ~ " - - ~ a " ,  ~ " - - b " ~ 2 a ' .  

On peut appder le systhme (3) adjoint  du syst&ne O )  et (2). 
8. Cherchons maintenant ~l l'aide du syst~me ( I )  et (2) les conditions n&essaires 

et sutfisantes pour que la surface donn6e soit une surface S. Or, la courbure totale 
est donn6e par 

o x 

D '~ O v O u H~ F~ 
K - -  ~ H "  - -  H *  ' - -  E G  ~ 

l'expression entre deux barres indiquant un d&erminant r6duit ~ sa premiere ligne; 
la distance p de l'origine au plan tangent par 

Ox 
0 u 

P -  H 

Donc on a, si la surface est S, 

.od_  ox' 
K OuO.v  O u  Ov 

- -  ~ - -  const. 
P~ I 0x  0 x  * 

I x Ou ~v  
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et en tenant compte de (2), on d~duira 

x Ox Ox 
0u  O - -  const, b. 

En prenant la d~riv~e logarithmique par rapport ~ u et v, on trouve 

i Oh ~ Oh 
( s )  a + b' a' V' , - -  b O u '  + - - h  Ov 

off j'ai suppos8 implicitenlent b =)~ o, ce qui est 16gitime, autrement le syst~me ( I )  et 
(2) dffinira un r~seau plan. 

Or, les conditions d'int6grabilit6 des 6quations ( I )  et (2) donnent, entre autres, les 
relations suivantes 

I C~b I C~b 
a - - b '  b " - - a ' - -  

- -  b O u '  h Ov 

et alors les (5) conduisent /t 
a '  - -  O~ b'  - -  O~ 

qui sont ainsi les conditions ndcessaires et suffsantes pour qlt'1,ne surface soit S. On 
constate en mdme temps que les surfaces a ffines d'une surface S sont aussi des surfaces 
S, et on volt des relations (4) qu'il en est de mdme des s1,@tces duales. 

Si on laisse de c6t+ les surfaces rt}gl+es et en tenant compte des conditions d'in- 
t+grabilit~: et des relations a' = b' - -  o, le svst6me des ~quations (x) et (2) devient 
(voir [a Note cit~e, p. I86) 

8 2 0  I 0 b 0 0  I (~0 

Ou'=b-J  01--501-5 + h 0v 
0'0 

(I) 0 u 0 v  - -  bO 

~ 0  x ~0 i Oh O0 
8 - 0 -  I, 

et son syst~me adjoint sera 

O u ' - -  b OuOu b Ov 
O" to 

(II) O l ' I~ V - -  h 

c~'o, I 0co x Ob O~ I 
O r ' - -  b Ou T b O r ' O r '  

b &ant une solution de l'~quation 

O ~ log b h 2' 
(6) a u O v  = I 

4. Nous aUons chercher '3. l'aide des ~quations pr~c~dentes les surfaces S qui sont 
en mfime temps de r~volution. 

On pourrait &udier la question directement et introduire ~ - - ~ ( x ' +  y ' ) d a n s  
l'~quation aux d~riv~es partieUes du second ordre que v~rifie K comme fonction de x 
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(I ' )  

et de y et obtenir une ~quation diff&entielle ordinaire du second ordre pour la fonction 
q~. Mais, l'int~gration de cette derni~re ~quation n'est pas ais&. Aussi je pr~'f~re l'&udier 
it l'aide du svst~me (I). 

I1 s'agit de choisir la fonction h, %rifiant l'~quation (6), de mani~re que }.e syst~me 
(I) admette trois intt~grales li&s par une relation de la forme 

x' + ) , ' =  2f(a[). 

Si l'on prend les d&i%es successives des deux membres par rapport ~i u et .'t v 
et si l'on tient compte de (I), on obtient, entre autres, les ~galit& suivantes 

2 z f '  (Z) - -  4f(z~) = f ' "  (Z) kc~ u ]  ' 

t <V 2 z~f' (;0 - -  4 f ( z )  - -  f ' "  ( ( )  \ 0  v l  " 

Or, les premiers membres et par const~quent aussi f " ' ( ; O  ne peuvent pas &re 
nuls (autrement la surface se r~duirait :i un c6ne de r~volution); il faut donc avoir 

O< O< 
- -  I~1 Itll ~ .  I 

Ou c3 r '  

et en rempla~ant u par m u  et b par rob, on peut r~duire m '/i &re ~gal ~t I. Alors, 

~. est une fonction de u o r- v, et la deuxi~me ~quafion de (I) prouve que b aussi est 
une fonction seulement de ~ - -  u + v, laquelle d'apr~s (6) %rifle l'~quation suivante 

(7) I, h" = b" + h, - 

Maintenant, h &ant une int6grale de cette ~quation, il s'agit d'int6grer le syst}me 
correspondant (I). A cet effet, je fais le changement de variables suivant: je pose 
0c - -  u -31-- v, } = u ~ v et le syst~me (I) de,dent 

l o'o 
0 ~ ' =  2b c3~ + _ 0 

c~O h ' - - l O 0  

O 0 h' _~h_+b i c3 0 b 

Les deux premieres s'int~grent s~par,Sment et donnent 

O - - B e  '' ~ -  + B,e , O - - B e  a ,b -.i--A, 

A ~tant une fonction de ~, et les B des foru:tions de 9. Par comparaison entre les 
deux expression de 0 on d~duit 

j , b .  
B, = B, B~ = const. - -  C, ,  A --- C, Pi-+'a:' 

et alors introduisant l'expression qui r~sulte 

fh t - -Xd '~  / ha 
0 - - B ~ '  '~ + C, ~'+' 
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dans la derni~re ~quation de (I'), on trouve pour B l'~quation 

h ' " - -  I - -  2h ~ 
B" - -  B, 

41 ? 

off le facteur de B e s t  constant en vertu de ['6quation (7) que v~rifie b. Je suppose 
cette constante positive et alors on a 

B "  -J- k 2 B  - -  o, 
d'ofl 

B - -  C~ cos k ~ ~ C~ sin k ~, 
et par consequent 

['~'-,, J--PhLlds f h-;-~+ 
0 :  C acosk~e  ~ ~-Jr C~sink~e  ~ -Jr C e +' 

est l'int~grale g~n~rale du syst~me (1'). On  d~duit les solutions Iin~airement ind~pen- 
dantes suivantes 

/ '6 ' -L '~ /%'-JSa h2 
x --- cos k ~, e a - ; r  , y - -  sin k ~ e " -IF' f bl~-i 

, , : ( - - e  , 

qui donnent une double infinit~ de surfaces de r~volution, parce que d'apr~s (7) b d~pend 
de deux constantes arbitraires. Nous avons r~solu le probl~me de la recherche des sur- 
faces S de r~volution et m6me un plus g6u~ral. En effet, par une transformation affine 
on en d6duit les surfaces dont les sections faites par des plans parall~les sont des co- 
niques homoth&iques et ayant les centres en ligne droite, et r~ciproquement. Un cas 
singulier de ces surfaces s'obtient lorsque les coniques homoth&iques sont des paraboles. 
Ce cas a &~ implicitement exclu de notre calcul en supposant la constante k diff,~rente 

de z~ro. Si l'on suppose k - - o ,  l'int~grale g~n6rale de (1') n'a plus la forme donn~e 
plus haut, parce que les deux exponentielles qui y entrent deviennent 6gales. Si on 
recommence l'int~gration, on trouve l'int~grale g~n,~rale suivante 

O - - e  =b 

et on en tire la surface 

( f h,4  x ) x :  V +  d~ e J ~h , y __ f~e~, ~ , ~ _  e~, ,~ 

couple par les plans ~ . - -cons t .  suivant des paraboles homoth~tiques. 
5. J'ai d~montr~ aussi que, en dehors des surfaces de r~volution, les normales 

d'une suffice S n e  peuvent pas appartenir ~t un complexe lin~aire. En effet, si ~, ~, T 
sont des param~tres directeurs de la normale et si ['on suppose l'~quation du complexe 
r~duite, on devra avoir 
($8) ~y - -  ~x - -  roT, m = const. 

l 'on suppose de plus 
~x -i t- ~y --~ "fZ --- I, 

alors x, ~,, T sont des solutions du syst~me ([I) et en d~rivant successivement (8), en 
tenant compte de (I) et (lI), on trouve finalement 

h O T  O'f  " -  o, m ha-- ~ - -  o. 
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Or, h ~tant different de z~ro, "I' ne pouvant pas ~tre constant (autrement un calcul 
simple prouverait que la surface se r6duit ',t un plan), il faut que l'on ait m - - o ,  ce 
qui prouve que la surface S e n  question est de r~volution. 

6. Je reviens maintenant ~ la question et je consid~re une ligne asymptotique 
u - - c o n s t ,  d'une surface S, et en chaque point de cette ligne je m~ne la tangente ,4 
l'autre ligne asymptotique .v = const, qui y passe. Tomes ces tangentes forment une 
surface r~gl~e R,, d6finie par les ~quations 

c~x toy 0~ 
(9) x , - - x + t ~ - - ~ ,  Y ' - - Y +  Ou'  Z ' - - Z + t 0 7 ~ '  

ot~ x ,  y, ,  Z, sont, le long de R,, des foncdons de v e t  de t. 
L'~quation du plan tangent en un point (v, t) de R, est 

X ~x c)x I - -  x Ou ~-~ + btx - -  o, 
i 

en r~duisant toujours le d&erminant ~ sa premibre ligne, ou 

X ~ ; ' +  bt X 
~x ~x 

- - x  0 .  X -- ' -  O. 

Ce plata de~ent pour t - -  c~ 

X O X x  

et l'on volt qu'il passe par l'origine. Ainsi donc, toutes les surJaces R, ont pour de've- 
loppables aumptotiques des c~tnes ayant tous l'origine polw sommet. 

Un caicul analogue prouve que l'on a la m~.me propri4t6 pour les surfaces r6gl6es 
R, d6duites des lignes asymptotiques v = const., de la m~me mani4re que les R, ont 
4t6 d6duites des courbes u - - , o n s t .  

7. Je vais d6montrer maintenant que la propri&6 aJfine que nous venons de trouver 
pour les surfaces S, caract6rise ces surfaces. 

Supposons qu'une surface d6finie par le syst6me (1) et (2) ait pour les surfaces 
R, et R, qui correspondent ..t ses lignes asymptotiques des d6veloppables asymptotiques 
r6duites ~ des cdnes de m4me sommet, qui sera pris pour origine. Le plan tangent en 
un point quelconque (v, t) d'une surface R,, qui reste d4finie par les 6quations (9), a 
pour 6quation 

X Ox c)x Ox O~x I 
- - o , ,  + to,-V l = o 

ou, en tenant compte des ~quations ( I )  et (2), 

X O x O x ( O x  )l -- x Ou ov + t b'o-~ + bx = o ;  

et en d~composant le d~terminant, on a 

X--x Ou b + t X - - x  ~ O v + h x = o ,  
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qui pour t - - o o  devient 

X ~ x  b ,~X hx  (~o)  - . ,  ~ ~ +  = o .  

Conlme I o~x 3 x  x o~u 3 ne peut ~tre constanmlent nu[ pour la surface consid6r6e, autre- 

ment elle se r6duirait ; i u n  c6ne, il r6sulte que le plan asymptote ( i o )  de R, ne passe 
par l'origine que si l'on a l , ' ~  o;  de nlOme, si on considhre les surfaces R~, on tire 
a ' ~ o .  Les identit6s a ' =  b ' -=  o prouvent bien que la surface consid6r6e est une sur- 
face S. 

'S 8. Le th6or~me pr6c~dent appliqu~ aux surfaces r%l~es prend une autre forme. 

Remarquons en effet que dans ce cas les surfaces R, ,  par exemple, se r~duisent ',t la 
surface consid6r6e elle-m?:me, et que les surfaces R~ sont les quadriques osculatrices le 
long de chaque g6n6ratrice de la surface. Le th&or~me pr6c6dent devient alors: Une 

surface rdglde est une surface S si sa ddveloppable asynptotique se rdduit ~ un c6ne et si 
tonics les quadriques osc,latrices ont le sommet de cc c~ne pour centre. 

Ce qu'i[ y a de remarquable c'est que, si une surface r~gl~e poss~de seulement la 
propri~t~ ah~ne d'avoir sa d~veloppable asymptotique r~duite ~. un c6ne, eUe pent aussi 
~tre d~finie, comme les surfaces S, par une propri~t~ m~trique, 'A savoir, le rapport 

�9 O f  K : p  4 envLsaoc plus haut reste constant le long de toute g~n~ratrice de la surface, mais 
il varie d'une #n~ratrice ~ une autre. 

En effet: supposons la surface r~gl~e d~finie par 

x = a + l l~. v = b + ,n u, ." = c + n zl, 

a, b, c, I, nl, n, ~tant des fonctions d'un param~tre t. On a alors 

K iI' I a'l ~ 
p ~ - -  la I a ' + 1 ' , , I  ~ '  

off les accents d~signent la d~rivation par rapport A t. Cette expression est ind~pendante 
de u si l'on a 

la l l ' l - - o .  

Or celle-ci est la condition pour que les plans asymptotes passent par l'o,'igine. 
Si l'on ~crit que le m~me rapport est aussi ind~pendant de t, on retrouve les surfaces 
S r~gl~es donn~es explicitement au S 8 de la premiere partie de ce travail. 

Enlqn j'ajoute que i'on peut donner pour les surfaces S rt~glC:es une propri~t~ ca- 
ract~ristique ~ l'aide des lignes flecnodales de ces surfaces. Mais sur ce point je me 
r~serve de revenir ~ une autre occasion. 

Bucarest, le 26 f~vrier 19o 9. 

G. TZlTZlklCA.  


