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SUR UNE NOUVELLE CLASSE DE SURFACES.

(2™ PARTIE).

Par M. Georges Tzitzéica (Bucarest).

Adunanza del 14 marzo 1909.

Dans la premiére partie de ce travail ') j'ai ¢tudi¢ les surfaces S dont la cour-
bure totale est proportionnelle & la quatritine puissance de la distance d’un point fixe au
plan tangent.

Javais mis alors en évidence deux propriétes curieuses de ces surfaces définies par
une propriété essentiellement métrique, 4 savoir, de conserver cette définition métrique
aprés une transformation affine et apres une transformation duale. J’ai méme donné
dans la Note citée (pages 184 et 183) lorigine de ces propriétés.

Depuis, je me suis pos¢ un autre probleme: remplacer la définition métrique des
surfaces S par une définition affine. La propri¢té que j’avais demontrée indiquait la pos-
sibilitt du probléme, que jai réussi & résoudre.

Je retrouverai tout d’abord les résultats de la premiére Note par une méthode
plus expéditive, plus génerale et mieux approprite 4 la question. J'ajouterai la recherche
des surfaces S de révolution. Je donnerai ensuite la démonstration du théoréme que
yal en vue.

1. Considérons une surface quelconque rapportée 4 ses lignes asymptotiques (u, v).
Alors, les coordonnées x, y, 7 d’'un point wmobile sur la surface, que je suppose des
fonctons de » et v continues et admettant des dérivées partielles au moins jusqu’au
troisitme ordre pour tout point ordinaire de la surface, sont des solutions linéairement
indépendantes d’un systtme de la forme

o’ 9 a b
our au + ov
® 30 _ .30 .0
v’ ou Tt ov
On peut ajouter & ce systtme I'équation suivante
3 YL
(2) auav—acﬁ—'—‘ba—v}*—he’

1) Poir ces Rendiconti, t. XXV (1*" semestre 1908), pp. 180-187.
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a'y, V', b étant des fonctions de # et v continues pour tout point de la surface dont le
plan tangent ne passe pas par lorigine.

Or, le systtme des ¢quations (1) et (2) définit, non seulement la surface donnée,
mais aussi toutes celles que I'on en déduit par des transformations affines laissant lori-
gine invariable.

On peut dire alors que le systeme (1) et (2) est naturellement adapté pour I'étude
des propriétés affines des surfaces, en particulier pour celles des surfaces .

2. Nous allons construire maintenant un systéme analogue au précédent pour une
surface polaire réciproque de celle que nous venons de considerer, par rapport 4 une
sphére de rayon I et avant son centre 1 ['origine.

Puisque, d’aprés une propriété connue (que l'on pourrait d’ailleurs démontrer ici
directement), sur la nouvelle surface les courbes (#, v) sont aussi des asymptotiques,
il en suit que les coordonnées £, m, { vérifient un systtme de la forme

az(:)_ a(x)
Sw T au‘H‘av
o w
€) duov au'H‘ Y +k
o'w ,,aw

s =" 5u ¢ a v’
Si l'on tient compte des relations
o L — ya( ox a)’
vty =1, au+ 8u+ u= % a—'u+ +Z8v
que Pon dérive successivement en utilisant les équations (1), (2) et (3), on trouve
(4) a=a—2V, f=—b o'=—a', P'=—b, k=h 1'=—a", B"'=b"—24".
On peut appeler le systeme (3) adjoint du systtme (1) et (2).
3. Cherchons maintenant 4 P'aide du systtme (1) et (2) les conditions nécessaires

et suffisantes pour que la surface donnée soit une surface S. Or, la courbure totale
est donnée par

o’x ox Ox
D" dudv dun dv s .
KZ_HEZ— T , H*=EG — F?,

Pexpression entre deux barres indiquant un déterminant réduit & sa premitre ligne;
la distance p de lorigine au plan tangent par

ou 0v
b="—pg -
Donc on a, si la surface est S,
o’x Jdx OJxf
K oudv Odu Jv .
F:—— 3% o« = const.

X

ou ov
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et en tenant compte de (2), on déduira

Ox 9 _ const. b
ou dvl o
En prenant la dérivée logarithmique par rapport 4 « et v, on trouve
, 1 0h , , 1 0h
(s) a+b——7cﬂ: a4 b =% 50

ol j’ai supposé implicitement b 4 o, ce qui est légitime, autrement le systeme (1) et
(2) définira un réseau plan.

Or, les conditions d’intégrabilit¢ des équations (1) et (2) donnent, entre autres, les
relations suivantes

a—-b':—l—a—h b"——a':LQ-k
h ou’ h ov
et alors les (5) conduisent 4
@ =o0, b =o,

qui sont ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une surface soit S. On
constate en meme temps que les surfaces affines d’une surface S sont aussi des surfaces
S, et on voit des relations (4) qu’il en est de méme des surfaces duales.

Si on laisse de core les surfaces réglées et en tenant compte des conditions d’in-
tégrabilit¢ et des relations o' = & = o, le systéme des équations (1) et (2) devient
(voir la Note citée, p. 186)

5@ = T suon T 5
o*h
M ouov = b8

3'h 1 09 _x_ah_a_g
a‘?“‘h—éﬂ"' h dv dv

et son systtme adjoint sera
0’w I 0how 1 do

9w’ h oudun b ov

0’w
(ID) dudv ho
oo I 0w 1 0h de
v " ow T havav’
h étant une solution de Iéquation
o’logh _ I
(©) oudv —_b__I;’_'

4. Nous allons chercher & l'aide des équations précédentes les surfaces S qui sont
en méme temps de révolution.

On pourrait étudier la question directement et introduire z = 9(x* -4 y*) dans
I'équation aux dérivées partielles du second ordre que vérifie 7 comme fonction de x
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et de y et obtenir une équation différentielle ordinaire du second ordre pour la fonction
9. Mais, l'intégration de cette derniére équation n’est pas aisée. Aussi je prétére I"¢cudier
4 Paide du systeme (I).

Il s’agit de choisir la fonction b, vérifiant Péquation (6), de maniére que le systéme
(I) admette trois intégrales lies par une relation de la forme

2 2
x4y =2f/Q)
Si 'on prend les dérivées successives des deux membres par rapport & u# et & v
et si 'on tient compte de (I), on obtient, entre autres, les égalités suivantes

2 Q) — O ="®(53)
2/ (0 — /@ =1"Q(F) -

Or, les premiers membres et par conséquent aussi f'’’'(3) ne peuvent pas étre
nuls (autrement la surface se réduirait 4 un cdéne de révolution); il faut donc avoir
oz _ 9%

ou  oduv’

et en remplagant » par mu et h par mhb, on peut réduire m & &tre égal 4 1. Alors,

; est une fonction de u - v, et la deuxi¢me équation de (I) prouve que b aussi est

hY
une fonction seulement de « = u -4~ v, laquelle d’apres (6) vérifie I'équation suivante

@) hh' =h" 4+ b — 1
Maintenant, b étant une intégrale de cette équation, il s’agit d’intégrer le systéme

m =1,

correspondant (I). A cet effet, je fais le changement de variables suivant: je pose
a=u-+2v, f =u—uv et le systtme (I) devient

F9 _ b 4136, b

57~ 2h sat2?
, 06 h—196
(I) 0xdB ~ 2k a_(s

FO _ K 4194 b,
8¢ — 2h dx 2

Les deux premitres s’intégrent séparément et donnent
b1 b2 h'—
0=Be) » "4 Bl =" g=Be » 4 4,
A étant une fonction de a, et les B des fonctions de B. Par comparaison entre les
deux expression de 6 on déduit
ef f’—z da
B, = B, B,=const. = C, A=C,e "+

et alors introduisant P'expression qui résulte
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dans la derniere équation de (I'), on trouve pour B I'équation
B b= =2k B
- 47 o
ot le facteur de B est constant en vertu de ['équation (7) que vérifie h. Je suppose
cette constante positive et alors on a

B" +k¥B=o,
B=C,coskf 4 C sinkf,

d’ou
et par conséquent
[‘L—l , h'—1, J‘
b= C, coskfpe’ * - C sinkpe N + C el

est 'intégrale générale du systeme (I'). On déduit les solutions lintairement indépen-

dantes suivantes
b, by h2

x=coskie y=sinkpe #7, ="

qui donnent une double infinit¢ de surfaces de révolution, parce que d’aprés (7) b dépend
de deux constantes arbitraires. Nous avons resolu le probleme de la recherche des sur-
faces S de révolution et méme un plus général. En effet, par une transformation affine
on en déduit les surfaces dont les sections faites par des plans paralléles sont des co-
niques homothétiques et ayant les centres en ligne droite, et réciproquement. Un cas
singulier de ces surfaces s’obtient lorsque les coniques homothétiques sont des paraboles.
Ce cas a ¢&té implicitement exclu de notre calcul en supposant la constante  différente
de zéro. Si 'on suppose k = o, lintégrale générale de (I') n’a plus la forme donnée
plus haut, parce que les deux exponentielles qui y entrent deviennent égales. Si on
recommence lintégration, on trouve l'intégrale générale suivante

0= 5 [ (p*_;_f] 4h da)-]-Cz{j—}-C}]

et on en tire la surface
b3 b —1 B'—1
: 4h TR —p #" _ S5
A:(ﬂ‘—}—fb—,_'—_—ldae o, y=pe ¥, z=¢ ?
coupée par les plans 7 = const. suivant des paraboles homothétiques.
5. Jai démontré aussi que, en dehors des surfaces de révolution, les normales
d’une surface S ne peuvent pas appartenir 4 un complexe linéaire. En effet, si «, 8, v

sont des parametres directeurs de la normale et si 'on suppose I'équation du complexe

réduite, on devra avoir
(8) ay — Bx =my, m = const.
Si T'on suppose de plus

xx+ By +yi=

alors «, B, y sont des solutions du systéme (II) et en dérivant successivement (8), en
tenant compte de (I) et (II), on trouve finalement

oY _ oy _
mhé—u.—o, mh(%._
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Or, h ¢tant différent de zéro, y ne pouvant pas étre constant (autrement un calcul
simple prouverait que la surface se réduit & un plan), il faut que l'on ait m = o, ce
qui prouve que la surface S en question est de révolution.

6. Je reviens maintenant 4 la question et je considére une ligne asymptotique
# = const. d’une surface S, et en chaque point de cette ligne je méne la tangente A
Pautre ligne asymptotique v — const. qui y passe. Toutes ces tangentes forment une
surface réglée R , définie par les équations

_ ox ay
(9) xl_x—l—té-u, —y+t +t8u

ou x,, ¥,, %, sont, le long de R, des fonctions de v et de &
L’équation du plan tangent en un point (v, ¢) de R, est

ox 0x
X—x 3u afu+h“

en réduisant toujours le déterminant 4 sa premiére ligne, ou

. 0x 8x ox |
'X——.\ -87 +lt a_l; X| = 0.
Ce plan devient pour ¢t = oo
9% J—o
ou |

et l'on voit qu’il passe par l'origine. Ainsi donc, toutes les surfaces R, ont pour deve-
loppables asymptotiques des cdnes ayant tous Uorigine pour sommet.

Un calcul analogue prouve que 'on a la méme propriété pour les surfaces réglées
R, déduites des lignes asvmptotiques v = const., de la méme maniere que les R, ont
¢t¢ déduites des courbes # = eonst.

7. Je vais démontrer maintenant que la propriété affine que nous venons de trouver
pour les surfaces S, caractérise ces surfaces.

Supposons qu’une surface définie par le systtme (1) et (2) ait pour les surfaces
R, et R, qui correspondent i ses lignes asymptotiques des développables asymptotiques
réduites 4 des cones de méme sommet, qui sera pris pour origine. Le plan tangent en
un point quelconque (v, t) d’une surface R, qui reste définie par les équations (9), a
pour ¢quation
6 x 90X o’ x
'St 5w av+ dudv|

ou, en tenant compte des équations (1) et (2),

~ 0x Ox ,0x .
X—x 32 a'u+t(b v—}—bx)__
et en décomposant le déterminant, on a

g—; a"+t]X—x 5 b’%q-hx

X —x—

X —x

:O,
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qui pour t = co devient

ox ,,0x
10 X—x =— ¥V hx| = o.
(10) ( oun ov +
| dx Ox . - .
Comme 'x 3. 5g| D€ peut ére constamment nul pour la surface considérée, autre-
u ov

ment elle se réduirait 4 un cone, il résulte que le plan asymptote (10) de R, ne passe
par lorigine que si l'on a &"==o0; de mdme, si on considére les surfaces R,, on tire
a'=o0. Les identités 4’ =" =0 prouvent bien que la surface considérée est une sur-
face S.

8. Le théoréme précédent appliqué aux surfaces reglées prend une autre forme.
Remarquons en effet que dans ce cas les surfaces R, par exemple, se réduisent 4 la
surface considérée elle-méme, et que les surfaces R, sont les quadriques osculatrices le
long de chaque geénératrice de Ia surface. Le théoréme preécédent devient alors: Une
surface réglée est une surface S si sa développable asymptotique se réduit & un céne et si
toutes les quadriques osculatrices ont le sommet de ce cdne pour centre.

Ce qu'il v a de remarquable c’est que, si une surface réglée posséde seulement la
proprict¢ aftine d’avoir sa développable asymptotique réduite 4 un cone, elle peut aussi
étre définie, comme les surfaces S, par upe propriété métrique, A savoir, le rapport
K:p* envisagé plus haut reste constant le long de toute génératrice de la surface, mais
il varie d’une génératrice 4 une autre.

En effer, supposons la surface réglée définie par

x=ua-4 lu, v==>b-4 mu, I=c¢- nu,
a, by ¢, I, m, n, ttant des fonctions d’un parameétre t. On a alors
K 1
pr e T oa T
ol les accents désignent la dérivation par rapport 4 t. Cette expression est indépendante
de u si lon a

la I I|=o.
Or celle-ci est la condition pour que les plans asymptotes passent par Iorigine.
Si Pon écrit que le méme rapport est aussi indépendant de ¢, on retrouve les surfaces
S réglées données explicitement au § 8 de la premiére partie de ce travail.
Enfin j’ajoute que I'on peut donner pour les surfaces S réglées une propriété ca-
ractéristique 4 l'aide des lignes flecnodales de ces surfaces. Mais sur ce point je me
réserve de revenir 4 une autre occasion.

Bucarest, le 26 février 1909.

G. TziTtztica.




