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Uber  ganze t r anszenden te  Zahlen.  

yon 

ER~s~ ZER~LO in Ziirieh. 

Das Problem der ,,ganzen transzendenten Zahlen", wie es neuerdings 
yon Maillet*) u. a+ behandelt wurde, kommt darauf hinaus, einen Bereieh 
won r~ellen oder komplexen Zahlen zu definieren, welcher die folgenden 
Eigensehaften besitzt: 

L Summe, Differenz und Produk~ zweier Zahlen yon $ ist wieder 
eine Zahl yon $. 

H. Jede reelle oder komplexe Zahl ist Quotient zweier Zahlen yon {~. 
HI. Jede ganze rationale (bzw. algebraisehe) Zahl ist Element yon $. 
IV. Keine nieht-ganze rationale (bzw. algebraisehe) Zahl gehSr~ zu {~. 

Da es bisher noeh nieht gelungen ist, einen Bereieh won dieser Besehaffen- 
heir zu konstruieren, so liegt die Vermutung nahe, als ob es deswegen 
nieht ging% weft die vier aui~gestellten Postulate miteinander im Wider- 
spruche st~inden. Im folgenden soll nun gezeigt werden, da6 es sich so 
nieht verhKl~, indem die Existenz solcher Bereiehe ~ auf die Wohlord- 
hung des Kontinuums zurfickgefiihr~ wird. 

Zu diesem Zwecke wird nach einem zuerst won G. Hamel**) und 
It. Lebesgue***) benutz~en Yerfahren auf Grund einer beliebigen Wohl- 
ordnung Q eine ,,algebraisehe Basis" der reellen und komplexen Zahlen 
definier~, d.h. ein System H won Zahlen ~ zwisehen denen keine alge- 
braisehen Beziehungen bestehen, welche aber alle fibrigen Zahlen alge- 
braisch auszudrfieken gestatten. Es wird sodann gezeig~, dab jede Zahl 
einer eindeutig bes~immten,,Hauptgleiehung" geniig~, n~imlieh einer in H irre- 
duzihlen und primitiven algebraisehen Gleichung, deren Koeffizienten ,ganz- 
zahh'ge" Polynome der ~ sind, d.h. solche mi~ ganzen rationalen Zahlen- 

v) Hierfiber vgl. H. Blumberg, Arch. Math. Phys. (3) 20, p. 53--57. 
**) G. Hamel~ FAne Basis aller Zab_len und die unstetigen LSsungen der Funktional- 

gleichung f(~ 2 c- y) ~-- f(x)-{- f(y). M~tlL Ann. 60, S. 459, woes sich abet nut um 
41~a~-~ Beziehungen handelk 

**~) H. Lebe~%c,ue, Sur les transformations ponctuelles transforman~ Ies plans en 
plans, At~i Ac+ Torino 1906--1907. 
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koeffiz~enten. Werden nun zu {~ aUe diejenigen Zahlen gerechnet, fiir 
welehe der Anfangskoeffizient der Haupfgleiehung ~-1 ist, so l ~ t  sieh 
zeigen, dab ffir diesen Bereich {~ aUe vier Beclingungen erfliUt sind. Jeder 
Woh]ordnung ~ des Kontinuums entspricht also eine Basis H und damit 
ein System @~ yon ,,~-ganzen" Zahlen, zu denen (nach ]II) jedenfalls auch 
alle ganzen algebraischen Zahlen geh~ren, zugleich abet auch aUe Basis~ 
zaMen ,~ selbst sowie alle gauzzahligen Polynome der q, w~ihrend aUe 
rational-gebrochenen Polynome der ~ mit  ganzzahligen Koeffizienten als 
,nicht ganz" zu gelten h~tten. 

w  

D i e  Basis. 

Die Gesam~hei~ ~ der reellen und komplexen Zahlen sei in beliebiger 
Weise ,,wohlgeordnet", d. h. nach G. Cantor so geordnet, dab die Menge 
wie jede ihrer Teilmengen ein erstes Element entb~ilt. Eine solche Wohl- 
ordnung ~ kann stets und zwar auf eindeutSge Weise definiert werden, 
wenn jeder nicht verschwindenden Untermenge van ~ eines ihrer Elemente 
zugeordnet ist, sie existiert also auf Grand des ,rkuswa~laY;.oms"*), und 
die Gesamthei~ aller mSglichen f~ is~ e/ne Menge yon der MEchtigkeit ~,  
sofern c die des Kontlnuums bezeichnet. 

Ffir das Folgende geniigt es, eine bd/eb/ge Wohlordnung Q van 
zugrunde zu legen. Dann entspricht jeder (reelIen oder komplexen) Zahl a 
als ,,Abschni~t" eine bestimmte Un~ermenge ~(a) yon ~, n~mlich die Ge- 
samtheit der dem Element a in Q vorangehenden Elemente, sowie der dure2a 
diese Zahlen bestimmte K5rper ~(a). 

Nun kann es vorkommen, dab elne Zahl a yon den vorar~ehende~ 
,,algebraisch abhgngig" ist, n~imlich einer algebraisehen Glei~chung genfig~ 
yon der Form 
(1) f(x, ~) ~- f(x, ~1, ~ , ' "  ", ~,) = O, 
in welcher aUe Koeffizienten dem K5rper ~ angehSren, d.h.  ganzzah]ige 
rationale Fnnktionen van endlich vieten' dem a vorangehenden Zahlen 
ill, fl~, "" ,  fl, sind und der Koeffizient der hSehsten Potenz yon x nicht 
versehwindet. Insbesondere efffillen aUe algebraischen Zahlen diese For- 
derung, weft der natfirliche Rationali~tsbereich ~ in jedem K~rper ~(~) 
en~halten ist. 

Geniigt dagegen eine Zahl ~ ]w/net Gleichung yon der FOrm (1)~ ist 
,yon den voraugehenden unabh~ugig~ so heifle ~ eine ?BasiszahV, mad 

*) E. Zermelo, Beweis. da~ jede Menge wohlgeordnet wexden l r ~ .  
Ann. 59, S. 514. Derselbe, Neuer Beweis ffir die MSglict~eit der Wolilordnung. ~r 
Ann. 65, S. 107. 

28* 
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die Gesamtheit a/let Basiszahlen H wird als die zu ~ gehSrende ,,Basis" 
bezeichnet. So ist mindestens die ers/e in ~ vorkommende transzendm~ 
Zahl sine Basiszahl. Die aus endlich vielen Basiszahlea 7 gebfldeten Poly- 
nome mit ganzen mtionalen Koeffizienten bflden dann einen Integrit~ts- 
bereich ~ und ihre Quotien~en den ,,BasiskSrper" ~ .  Alle diejenlgen 
Bssi~zaMen, we2che einem gegebenen Elemente a in ~ vomngehen, bilden 
den ,BaslsabschnitY' H(a). 

Is~ clagegen a keine Basiszahl, sondern yon den voraagehenden ab- 
h~ingig, so gentig~ a, wie wir zeigen wollen, mindestens einer Gleichung 
der Form 
(2) r  7) - g(x,  7 ,  7,) = 0, 

wo 71, 7~,'" ", ~, zu H(a) geh6ren, d.h.  a ist  algebraisch abldingig yon end- 
]ich vielen (vora~3ehenden) Basiszahl~. 

:Nach dem bekannten, ftir wohlgeordne~e Mengen giiltigen Induktions- 
verfa.hren gen/igt es, den Satz zu beweisen ftir eine Zaht a unter der 
Vorausse~zung, dab seine Gfil~igkeit ffir alle etwa vorangehenden Zahlen fl 
bereits geslchert sei; denn unter den Zahlen ~, ffir weleh~ er ungRlt[g 
w~e, mtiB~e es in ~ eine erste % geben, und ftir die vorangehenden w~re 
er gtiltig, also aueh ftir % gegen die Annahme. 

Es gentige also x = a einer algebraischen Gleichung 

(1) f(x,#)~f(x, s  #~ , . . . ,  #,) = 0 

und jede cler Zahlen ~ ,  welche nicht selbsg Basiszahl ist, geniige einer 
Gleichung 

g (x, _= 7 , . - - ,  73  = o ,  

wo wieder alle Basiszahlen 71, 7~, '"  ", ~h, well sie den fl~ vorangehen, 
dem Abschnib~e H(a) angehSren. Ist sin fl~ selbst eine Basiszahl, so ge- 
nfig~ sie ebenfalls einer solchen Gleichung (2)~, n~mlieh x - / ~  = 0~ wo 
#~. gleiehfalls zu H(a) gehSrt. 

Um nun die v GrSBen fl~, #~,.. . , /$, aus den v + 1 Gleiehungen (1), (2)z 
zu eliminieren~ ka4an man etwa folgenderma~en verfahren. 

Die Gleichung (1) kSnnen wlr auf die Form bringen 

' ( la)  f(x,  #) =-- Aox" + A~x"-~ + - - . + A , =  O, 

wo jeder Koeffizien~ A e =  Ae(fl) ein gsa~zzuhhges Polynom in fit, #~,'" ",/$. 
is~ und A~(fl)=~ O. Ebenso kSnnen wit uns in (2)z alle Nenner fortge- 
sehat~ denken und diese Gleichungen s'~,m~heh als irreduzibel vorausse~zen 
in dem dutch 7~, 7~, "" "~ % bestimm~en K~irper ~. Daun geniigt jeder 
Gleiehnng (2)~ ein System konjugier~er Gr6t~en flz~ #S~ fl~", " " ,  deren ele- 
ment~e symmetrisehe Funl~ionen (als Koeffizienten yon #~(x) dividier~ 
dnreh den Anfangsl~oeffizienten bz0 + 0) rational sind in ~,. Ersebz/~ man 
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nun in A e jede der Gffiflen fll~ fl~ "" "~ fl, dutch ihre siim~lichen konju- 
gierten, in allen Kombinationen~ so en~stehen die Wer~e Ar Ar Ae";..~. 
und genfigen sRmt]ich einer Gleichung 

. . . .  o, 

deren Koef-fizien~en als ganze, ganzzaMige symme~rische Funk~ionen der 
Wurzelkombinationen fl wieder rational sein mfissen in ~. Der in [, irre- 
duzible Faktor yon Ge(x), welchem x = A e genfigt,, sei Ce(x), sodaB 
wir haben 

Hier ist in Co(x), da A 0 + 0  , aueh jede andere Wurzel yon 0 ver- 
schieden, weil sonst das konstante Glied versehw~inde und die Gleiehung 
reduzihel w~re gegen die Annahme. Ersetzt man also in ( la)  jeden Koefii- 
zienten A e dutch seine konjugierten und multipliziert die en~stehenden 
Polynome dutch atle Kombinationen~ so entstehl eine Gleiehung 

~,(x) - -  (Ao~ ~ + A , ~  ~-~ + . . . ) ( A ; x  ~ + A, '~  ~-~ + . . . )  . . . .  O, 

welche ffir x ~- ~ effiill~ is~ deren Koefflzienten in bezug aaf x ats sym- 
me~ische Funktionen der Ar Ae~ . . .  wieder dem KSrper tt a~gehSren, 
und deren Anfangskoeffizien~ als eine Potenz der Norm AoAo'.do". .  �9 sicher 
yon 0 verschieden isk Es geniigt also a in der Ta t  einer Gleieh~mg yon 
der Form (2)~ und die behau10te~e AbE4ngigkeit is~ bewiesen. 

Dagegen kann zwischen endlich vielen ~asiszahlen allein niemals eine 
algebraische Gleichung der Form 

F( I, . - - ,  = o 
mi~ gan.zzah]igen Koeffizienten bestehen, ohne dug aUe Koefllzienten ver- 
schwinden. Denn sons~ w~re die in der WoMorclnung /etzte unter den ~ 
z.B. ~,, welche nich~ identisch herausf~Ut, algebraisch abhrmgig yon den 
vorangehendeu, entgegen unserer Definition. Jede solche algebraische Re: 
la~ion zwisehen Basiszahlen mit ganzzahligen Koeflizienten muff daher 
identisch bestehen, also auch ffir w~TlIdirliche Werte der Ver~nderliehen 
~ ,  �9  ~,. 

w  

Die Hauptgleichung. 

Jede reelle oder komplexe Zaht ~, mag ~i~ zur Basis H gehSre~a oder 
nieht, geniigt naeh dem oben Bewiesenen mindestens einer atgebraisc~mn 
~leichung der Form 
(2) g(~, ~) ~- g(x, ~1, ~ , ' "  ", ~,) ~- 0, 
in weleher g ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten'is~, ~ ,~ , , o - . ,  ,/, 
Basiszahlen sind und der Exponen~ der hiichsten vorkommend~a P6te~z 
yon x mindestens -~ 1 ist. 
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Unter allen Gleichungen dieser Form (2), denen a gentig~, gib~ es 
sieher solche yon ~ r i g s t ~  G r ~ z ~ l  n ~ 1. Under allen solchen Glei- 
ehungen n ~ Grades gib~ es wieder solche, in denen die D i ~  des 
Koeffizienten yon x ~ in bezug auf die ~, d. h. die hSchs~e Exponenten- 
summe eines nich~ verschwindenden Gliedes ~ . . . ~  mSglichs~ klein 
is~, mimlich m ~ 0. Under allen diesen Gleiehungen veto Grade ~ und yon 
der Dimension m des Anfangskoeffizien~en muB es endlich eine solche 
geben, in weleher die Summe der absolut genommenen (ganT, zahligen) 
ZaMenkoeffizienten dieses Anfangskoefllzienten mSglichst klein und zwar 
s ~ 1 ist. 

Die so eharak~erisierte Gleichung n ~ Grades 

(3) ~(x,, ~) -~ Cox" + C,x"- '  + . - .  + C. = 0, 

in weleher alle C o ganzzahlige Polynome in den Basiszahlen ~ sind und 
C O die kleins~ Dimension m in den */ und die minimale Koeffizien~en- 
summe s besitz~, ist dann, wie wir beweisen wollen, irreduzibd im Kgr- 
per ~ ,  prim#iv im en~spreehenden Integri~iitsbereiche ~ und endlieh 
dutch die Zahl a, die ihr gentigt, bis auf das Vorzeiehen aller Glieder 
eindeutig bestimm~. Sie werde die zu a gehSrige ,,Hauptgleiehung" genannt. 

W ~ e  (3) in ~ reduzibel, z.B. 

= v ( x ,  z (x ,  

so wiixde a einer Greichung derselben Form (2), aber yon niedrigerem Grade 
n ' <  n geniigen gegen die Annahme. 

W~iren aUe Koeffizienten Cr teilbar dureh ein ganzzahliges Poly- 
nora T(~) yon der Dimension �9 > 1, also 

so mtig~n diese n -t- 1 Beziehungen, da die Basiszahlen, wie oben gezeigt, 
algebraiseh unabhiingig shad, in den s~mtlichen vorkommenden ~ identisch 
gel~en, und r g e n f i ~  der Gleichung 

('3)' Co'X  + + . . .  + e:, = o, 
in welcher die Dimension m' yon Co" , wieder gegen die Annahme, den 
Wer~ hiitCe m' ~ m --  v < m. 

Ebensowenig kSnnen alle Zahlenkoeffizienten der C o dutch eine und 
r ganze Zah/ r > 1 teilbar vein, weil dutch Division mit r a u e h  
die Koeffizienhmsumme s yon C o um den Fak4or r verkleinert wfirde im 
Widerspruche mit der Definition yon s. Somi~ ist (3) in der Tat irredu- 
zibel und primi~iv im Bereiehe der ~. 

:Es sei jekzt (2) eine bdie]oige Gleiehung der be~aehteten Form, wel- 
chef a genfig~, und (3) die ~oeben gewonnene irreduzible, so wiirde bei 
der Division yon g(x, ~) dutch ~(x, ~/) ein Rest e~(x, ~) sida ergeben, der 
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in bezug auf x yon niedrigerem als dem ~ Grade w~re und ~ r  x = a 
ebenfalls den Weft 0 snn~hme, also wieder zu einer Gleichuag der For~  ($) 
yon niedrigerem Grade ftthrte, entgegen unBerer Definition. Der Res~ muB 
also in x identisch verschwinden, aber such wegen der vo rausgese~u  
Unabh~ngigkei~ der Basiszahlen identisch in den ~, und wit haben 
(4) k(~) g(: ,  9) = ~(x, 9) *(~, ~), 

wo ~P(x~ ~) wieder ein Poly~om derselben Form is~ und k(~) ein nicht 
versehwindendes ganzzahliges Polynom in den V. Es is~ also g(x, 9) in 
bezug auf x immer ~eilbar dutch ~(x, y), and g(x, ~) kann nut dann 
irreduzibel in ~ oder yore Grade n sein, wenn such ~(x~ */) ~ ~(~) yon x 
unabh~ngig isk 

In diesem Falle erhalten wir sus (4) clutch Koeffizien~envergleiehuag 
das System der Gleiehungen 

(5)~ k(9) ~ (9) = I(~) C~ (~) 0 = 0, 1, 2,-. -, ~), 
welche ebenfalls in den ~ wieder identisch bestehen mfissen. Nun gelten 
uber auch fiir Polynome mehrerer Ver~nderlicher die bekann~en Zero 
legungsgesetze.*) Setzen wir als% unbeschadet der Allgemeinheit, die 
Polynome k(V ) und l(~) als ~eilerfremd voraus (wir kSnnten sonst dutch 
jeden gemeinsamen Teiler dividieren), so ergibt sich, dab slle :B e dutch t(9 ) 
und alle C e durch k(y) teilbar sein mfissen, 

~(~) = ~(~)~*(~),  c~(~) = ~(9)0 / (9 )  ~r  ~ - o , ~ , - . - , , .  
Da abet nach dem oben Bewiesenen ~p(x, 9) in ~ primitiv sein mu~, 

so ist k(~l) jedenfaDs ~ + 1, sad g(x~ ~) kann nur dann ebenfal!s primi~iv 
sein, wenn such 1(9 ) =_ 1 ist~ d.h.  es ist in diesem FaUe 

g(~, 9) = + ~(~, ~), 
und die ,,Hauptgleiehung" is~ in der Ta~ durch die Eigenschaften der Irre- 
duzibilit~ und PrimJtivifiit bis auf das Vorzeiehen v/ndeut~g bes~immk 

w  

Der Integritiitsbereich. 

Eine Zahl a woden wir dann und nur da~n sls ,,9-ganz" dem B ~  
reiche ~ zurechnen, wenn in der zugehSrigau (irrecluziblen und primi~iven) 
,Hauptgleiehun~' der Koeffizient der hSchsten Po~enz yon x den Wer~ 

1 ha~, wenn also diese Gleichung die Form annimmt 

(3)* ~(x, 0 ~ +  e 1 ~ - '  + . .  - + c , =  o, 
wo die Koeffizienten CI, C~ , . . . ,  O,, s~mfiich Polynome der B ~ z a h l e ~  
mi~ gamzzahligen Koeffizie~uten seiu soUen. 

*) VgL H~ Weber, Lehrbuch tier Algebra, kleinr A usg~be, w 20. 
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Wir beweisen zuniichs• dab diese Bedingung immer dana erFtillt is~, 
weun ec irgendei~r Gleiehmag der Form genfig~ 

(~)* a(x, ~) - -  x '~ + .B~x~ -~ + . - .  + B,~ = o, 

in welcher der Anfangskoeffizient ~ 1 ist und alle fibrigen ganzzahlige 
Polynome in den .2 sind. 

In der Tat haben wir in diesem Falle, wie im vorigen w 2 bewiesen, 
die in x und ~ identisehe Beziehung 
(4) k(*2) g(x, ~) = ~ (x, ~) ~(x, ~), 

we q0(x, ~ ) =  0 die zu a" gehSrende ,,Haup~glelchun:, bedeutet. Es mul~ 
also k(~) ein ,Te,Te~' des rechtsstehenden Produktes sein, und da qo(x, *2) 
,,primiidv" ist, zugleich auch ein Teller yon ~p (x, *2), auf Grmad des verall- 
gemeinerten ,Gau~schen Satzes" fiber primitive Funktionen.*) 

Somit haben wit naeh Division mit k(*2) 

(4)* g(x, ~) = ~(x, V)-~(x, .2), 
we aueh ~(xl ~) ein ganzzahliges Polynom in x und ~ mit dem Anfangs- 
koefllzientea ~o(~) ist, und dutch Yergleiehmag der hnfangskoeffizienten 

identisch in den ~, also beide Fal~oren reehts unabhiingig yon r~ and = _+_ 1, 
d. in a geniigt in der Tat der gestellten Bedingung (3)*. 

Auf Grund .dieses Hilfssatzes lassen sich jetzt fiir den Bereich ~ alle 
vier im Eingang aufges~ellten Forderungen als erfiillt naehweisen. 

I. Es seien a und fl irgend zwei *2-ganze Zahlen und ~(x, ~ ) =  0, 
Z (x, ~) ~ 0 die entsprechenden ,,Hauptgleiehungen a. Ferner sei 7 ~ q (a, fl) 
ein beliebiges ganzzahliges Polynom yon u, fl, z. B. 7 -~ a _+ fl oder ~ -~ aft 
und 7~ 7 , " '" die Ausdriieke, welehe entstehen, indem man a sowohl wie 
fl durch flare s~mtlichen ko~jugierten Gr51~en ~, a'~ a"~ . . . ,  fl, fl'~ f l " , . . .  
ersetzt (n~mlich dutch die s~mtliehen Wurzeln der irreduziblen Gleichungen 
r = 0 und Z-~ 0). Dann genfigen alle diese Werte ~ der Gleiehung 

(5) ( x -  ~ ) ( x -  r ' ) ( x -  ~'~) .... o 

mit dem Anfangskoefllzienten 1, w~rend  alle iibrigen Koeffizienten als 
ganze~ ganzzahlige symmetrische Funktionen der Wurzeln yon ~(x, *2) ~ 0 
mad g ( x , ~ ) ~ - 0  wieder ganze, ganzzahlige rationale Funktionen flarer 
Koeflizienten and daher ganzzaklige Polynome in den *2 sein miissen. 
Also geniig4 auch 7 einer Gleichung (2)* und geh5r~ nach unserem Hilfs- 
sa~e z u  {~,~. 

IL Is~ a eine be~/e~e reelle oder komplexe Zahl und flare ~Haup~- 
gleichung a yon dot Form 

(3) ~(x, ~)  --- C o ~ +  c ~ - ~ +  �9 �9 �9 + c . ~  o, 

�9 ) H. Weber, a. a, 0~, w ~0, 5. 
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so geniigt 7 ~ Coa der Gleichung 

(6) ~," + q~,"-~ + . . . + e .  Co"-~=- O, 
welehe die Form (2)* hat, w~hrend C O der Gleichung x- G o ~- 0 von tier 

~' der Quotient zweier gleiehen Besehaffenheit geniig~. Somit is~ a ~-~o 

*2-ganzen Zahlen. 
HI. IV. Ist a eine algebraische Zahl und die entspzeehende in ~ irre- 

duzible und primitive Gleiehung 

(7) f ( x )  _ aox'  + a l x " -  l + . . . + 0 

mit ganze~ rationalen Koeffizienten, so ist f(x) im Falle a o ~ 1 yon der 
Form (2)* und a in der Tat ,*2-ganz". Um aber aueh das Umgekehrte 
(IV) zu beweisen, zeigen wit, dab f(x) noch im Bereiehe der ~ irreduzibel 
und primitiv, also (7) mit der ,,Hauptgleichung" identisch isf~ 

Nach dem oben Bewiesenen ist niimlich aueh bier wie in (4) 

= v) v(x,  .2), 
wo ~(x, *2)~-0 die Hauptgleichung yon a bedeutet. Es ist also wieder 
k(*2) Teller des reehtsstehenden Produktes und, da ~(x~ *2) primitiv: auch 
Teiler yon V(x, *2)= k(~)~(x, .2), d. h. wir haben wie oben 

f ( x )  = *2)rp(x, 
Hier miissen die Koeffizienten yon x reehts und links fibereinstimmen 
und zwar, wegen der Unabh~ngigkeit der Basiszahlen, identisch in den ~, 
also auch dann, wenn man die .2 s~.mtlich durch 0 ersetzt. Somit wird 

f(x) = ~(x, .2)~(~, ~) = ~(~, 0)~(~, 0). 
Es wiire also f(x) in ~ zerlegbar gegen die An~ahme~ aul~er wenn einer 
der beiden Faktoren rechts konstant und der andere yore m ~ Grade ist. 
Das letztere kann bei -~(x, 0) nicht tier Fall sein, well sonst auch ~(x, *2) 
yore m t~ Grade in x w~e  und dann ~(x, *2) konstant gegen die DetOnation 
der Hauptgleichung. Also mfissen q0(x~ 0) und r *2) yore m ~ Grade 
sein und ~(x, *2) ----- l(.2) konstant. Alle (ganzzahligen) Koeffizienten yon f(x) 
sind dutch l(~) teilbar, also l(~) yon den *2 unabh~ngJg und selbst eine 
ganze Zahl und zwar, well f(x) im natiir]ichen Integrit~tsbereiche primitiv 
ist, ~- _ 1, & h. f(x) = -{- r (x, *2). Somit ks.~, der Anfangskoeffizient dex 
]Jauptgleichung nut dann =k i sein, wenn a ebae ganze algebraisehe Zahl ist. 

Unser aus der Basis H abgeleiteter Integrit~ksbereich {~ besitzt dem- 
naeh alle im Eingange des Artikels gestellten Eigenscha~%en. Er ~enthiilt 

1. alle /~as/s~ah/e~ V, 
2. alle gan~en rationalen Funktionen der .~ mit ganzzahIigen Koeffi- 

zienten, darunter alle gan#e~ rationalen Zahlen, 
3. aUe ganzea algebraisct~ Funkfionen dex ~ mit ganzzahligen Koefii- 

zienten~ darun~er aUe ga~zen algebrai,~en Zahlen. 
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Dagegon schlieB~ er aus 
1. alle rationalen gebrochenen Funktionen der ~ mi~ ganzen rationalen 

Koeffizienten, darunter die rational-gebrochenen Zahlen, 
2. alle algebraisch gebrochenen Ftmktionen der ~ mi~ ganzen rationalen 

Koeffizienten, darunter alle algebraisch gebrochenen Zahlen. 
Jede bdiebige reelle oder komplexe Zahl isi darstellbar als Quotient 

zweier ~-ganzen Zahlen, ja als Quotient einer ~-ganzen Zahl und eines 
ganzzahligen Polynoms der 7. 

Ob eine vorgeleg~e transzendente Zahl zum Integrit~tsbereiche gehSr~ 
oder nicht, h ~ n ~  wesentlich yon der zugrunde gelegten Basis H und 
dami~ auch yon der gew~hl~en Wohlordnung ~ ab. Dutch geeig"ne~e Wahl  
tier letz~eren wird man jede beliebige transzendente Zahl ~ (z. B. die ZaM e 
oder z) zu einer ,,ganzen" machen kShnen, indem man sie z.B. in der 
Wohlordnung an die Spitze steltt; ebeuso auch ein beliebiges System 
transzendenter Zahlen, sofern diese nur unter sich algebraisch unabh~ngig 
shad. Desgleichen wird man r willk~irlich aueh zu einer ,,EinheW ~ machen 
kSnnen, d .h .  zu einer Zahl, welche gleichzeitig mit ihrer Reziproken 
,,ganz ~' ist. Man braach~ zu etiesem Zwecke nur  die (ebenfaUs transzen- 
dente) Zahl ~ = ~ - b  ~-~ in die Basis aufzunehmen~ da in diesem Falle 
beide GrSl~en ~ and a~ -~ derselben Gleichung genfigen 

x~-- ~x ~ - 1, 

welche yon der Form (2)* is~. 
Unsere Definition der I n t e g r i ~  ist auch nich~ bestimmt, die Zahlen 

ihrer inneren Natur nach zu charak~erisieren, sondern soll vorl~ufig nur 
die Widers~ruchsk~igkeit der an einen solchen Integrit~sbereich zu steUen- 
den Forderungen erhErten. 

Z l i r ich ,  den 28. Dezember 1913. 

I~ach~rag  (April 1914). 
Die auf die ,H~up~glelchung" bez/iglichen Beweise kann man formal etwas ab- 

lm]~en, wenn man den (bier ira Eingang des w 8 eingeffihr~n) ,,GauBschen Satz" 
schon auf die Formei (4) des w 2 anwendet unr dutch Division mi~ dem ,,Teller' k(~]) 
den S~tz gewinn~: 

Ist g(~ ~) ein ganzzahliges Polynom, d~ fiir x ~ ~ verschwlndet, und ~(x~ ~) ~- 0 
die zugeh~irige Hauptgleichung, so is~ ste~s g(x, ~]) algebraisch teilbar dutch ~(x,~), 
r h. iden~ch in ~ und 

~o auch ~ ein ga~7~htiges Potyaom ist. 


