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Uber ganze transzendente Zahlen.
Von

ErnsT ZerMero in Ziirich.

Das Problem der ,ganzen transzendenten Zahlen“, wie es neuerdings
von Maillet*) u.a. behandelt wurde, kommt darauf hinaus, einen Bereich &
von reellen oder komplexen Zahlen zu definieren, welcher die folgenden
Eigenschaften besitzt:
L Summe, Differenz und Produkt zweier Zahlen von & ist wieder
eine Zahl von @.
II. Jede reelle oder komplexe Zghl ist Quotient zweier Zahlen von .
IIL. Jede ganze rationale (bzw. algebraische) Zahl ist Element von &.
IV. Keine nicht-ganze rationale (bzw. algebraische) Zahl gehort zu &.
Da es bisher noch nicht gelungen ist, einen Bereich von dieser Beschaffen-
heit zu konstruieren, so liegt die Vermutung nahe, als ob es deswegen
nicht ginge, weil die vier aufgestellten Postulate miteinander im Wider-
spruche stinden. Im folgenden soll nun gezeigt werden, daB es sich so
nicht verhilt, indem die Existenz solcher Bereiche & auf die Wohlord-
nung des Kontinuums zuriickgefiithrt wird.
Zu diesem Zwecke wird nach einem zuerst von G. Hamel**) und
H. Lebesgue***) benutzten Verfahren auf Grund einer beliebigen Wohl-
ordnung Q eine jalgebraische Basis“ der reellen und komplexen Zahlen
definiert, d. h. ein System H von Zahlen %, zwischen denen keine alge-
braischen Beziehungen bestehen, welche aber alle iibrigen Zahlen alge-
braisch auszudriicken gestatten. Es wird sodann gezeigt, daB jede Zahl
einer eindeutig bestimmten ,Hauptgleichung® gentigt, ndmlich einer in H irre-
duziblen und primitiven algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten ,ganz-
zahlige” Polynome der 7 sind, d.h. solehe mit ganzen rationalen Zahlen-

¥ Hieriiber vgl. H. Blumberg, Arch. Math. Phys. (3) 20, p. 53—57.

**) G. Hamel, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Losungen der Funktional-
gleichung f(x + ) = f(z)+ f{y). Math. Apn. 60, S. 459, wo es sich aber nur um
dineare Bezichungen handelt.

%) H. Lebesgue, Sur les transformations ponctuelles transformant les plans en
plans. Atti Ac. Torino 1906—1907.
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koeffizienten. Werden nun zu @, alle diejemigen Zahlen gerechnet, fiir
welche der Anfangskoeffizient der Hauptgleichung + 1 ist, so liBt sich
zeigen, daB fiir diesen Bereich , alle vier Bedingnngen erfiillt sind. Jeder
Wohlordnung Q des Kontinuums entspricht also eine Basis H und damit
ein System @, von ,y-ganzen Zahlen, zu denen (nach III) jedenfalls auch
alle ganzen algebralschen Zahlen gehoren, zugleich aber auch alle Basis-
zahler 7 selbst sowie alle ganzzahligen Polynome der %, wihrend alle
rational-gebrochenen Polynome der z mit ganzzahligen Koeffizienten als
Haicht ganz® zu gelten hitten.

§ 1.
Die Basis.

Die Gesamtheit & der reellen und komplexen Zahlen sei in beliebiger
Weise ,,wohlgeordnet, d. h, nach G. Cantor so geordnet, daB die Menge &
wie jede ihrer Teilmengen ein erstes Element enthilt. Eine solche Wohl-
ordnung Q kann stets und zwar auf eindeutige Weise definiert werden,
wenn jeder nicht verschwindenden Untermenge von € eines ihrer Elemente
zugeordnet ist, sie existiert also anf Grund des ,,Answahlaxioms“¥), und
die Gesamtheit aller moglichen Q ist eine Menge von der Machtigkeit 2¢
sofern ¢ die des Kontinuums hezeichnet.

Fir das Folgende geniigt es, eine beliebige Wohlordnung Q von €
zugrunde zu legen. Dann entspricht jeder (reellen oder komplexen) Zahl «
als ,,Abschnitt“ eine bestimmte Untermenge € (&) von €, nimlich die Ge-
samtheit der dem Element « in Q vorangehenden Elemente, sowie der durch
diese Zahlen bestimmte Korper R(«).

Nun kann es vorkommen, daf eine Zahl o« von den woramgehenden
nalgebraisch abhingig® ist, nimlich einer algebraischen Gleichung gentigt
von der Form
(1) f(x: ﬂ) E’f(xa Bis Byy s ﬁv) =0,
in welcher alle Koeffizienten dem Korper &, angehéren, d. h. ganzzahlige
rationale Funktionen von endlich vielen' dem « vorangehenden Zahlen
Bis Bzs -+, B, sind und der Koeffizient der hiéchsten Potenz von x niché
verschwindet. Insbesondere erfiillen alle algebraischen Zahlen diese For-
derung, weil der natiirliche Rationalititsbereich R in jedem Korper £()
enthalten ist.

Geniigt dagegen eine Zahl 4 keiner Gleichung von der Form (1), ist g
»von den vorangehenden unabhingig¥ so heiBe 7 eine ,Basiszahl®, und

*) E. Zermelo, Beweis, da8 jede Menge wohlgeordnet werden kanm. Math
Apn. 59, 8. 514. Derselbe, Neuer Beweis fir die Moglichkeit der Wohlordnung. ‘Math,
Ann, 65, S, 107.

28%*
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die Gesamtheit aller Basiszahlen H wird als die zu Q gehdrende ,Bagis®
bezeichnet. So ist mindestens die erste in Q vorkommende franszendente
Zahl eine Basiszahl. Die aus endlich vielen Basiszahlen % gebildeten Poly-
nome mit ganzen rationalen Koeffizienten bilden dann einen Imfegritits-
bereich J, und ihre Quotienten den ,Basiskdrper” $,. Alle diejenigen
Basiszahlen, welche einem gegebenen Elemente « in Q vorangehen, bilden
den ,Basisabschnitt* H(«).

Ist dagegen o keine Basiszahl, sondern von den vorangehenden ab-
hingig, so geniigt «, wie wir zeigen wollen, mindestens einer Gleichung
der Form
@) 9(a, ) = g(2, my, M55 -+ 1) = 0,

WO 7y, N, 5 7, 20 H(e) gehoren, d. b. « ist algebraisch abhiingig von end-
lich vielen (voramgehenden) Basiszahlen.

Nach dem bekannten, fiir wohlgeordnete Mengen giiltigen Induktions-
verfabren geniigt es, den Satz zu beweisen fiir eine Zahl « unter der
Voraussetzung, dafl seine Giiltigkeit fiir alle etwa vorangehenden Zahlen g
bereits gesichert sei; denn unter den Zahlen «, fiir welche er ungiiltig
wire, miite es in Q eine erste ¢, geben, und fiir die vorangehenden wire
er giiltig, also auch fiir ¢, gegen die Annahme.

Es geniige also # = « einer algebraischen Gleichung

(1) f(x7ﬁ)3f(x; ﬁx:ﬁz:"‘;ﬂw)=0

und jede der Zahlen §,, welche nicht selbst Basiszahl ist, geniige einer
Gleichung
@h 9:(% ) = 9,(®, my, M, -5 1) = 0,
wo wieder alle Basiszahlen v, %y, ---, 1, Weil sie den f; vorangehen,
dem Abschnitte H(x) angehtren. Ist ein 8, selbst eine Basiszahl, so ge-
niigt sie ebenfalls einer solchen Gleichung (2),, nimlich z — g, =0, wo
B, gleichfalls zu H(«) gehort.

Um nun die » GroBen §,, §;, -+, B, aus den » + 1 Gleichungen (1), (2),
zu eliminieren, kann man etwa folgendermaflen verfahren.

Die Gleichung (1) kénnen wir auf die Form bringen
‘(1a) flz, )= 4o+ 4z~ +-- -+ 4,=0,
wo jeder Koeffizient A = 4,(f) ein ganzzahliges Polynom in 8, 8,,---, 8,
ist und A4,(8) 4= 0. Ebenso kénnen wir uns in (2), alle Nenner fortge-
schafft denken und diese Gleichungen siimtlich als irreduzibel voraussetzen
in dem durch 7, 7, - - -, 1, bestimmten Korper f,. Dann geniigt jeder
Gleichung (2); ein System konjugierter Grofen §,, 8, 8,7, - - -, deren ele-
mentare symmetrische Funktionen (als Koeffizienten von g,(z) dividiert
darch den Anfangskoeffizienten ;o< 0) rational sind in f. Ersetzt man
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nun in 4, jede der Grofen B, B;, - -, B, durch ihre simtlichen konju-
gierten, in allen Kombinationen, so entstehen die Werte 4, 4, 4, - -~
und gentigen simtlich einer Gleichung
G, (z)=(@—A4)(z—A4)z—4)--- =0,
deren Koeffizienten als ganze, ganzzahlige symmetrische Funktionen der
Wurzelkombinationen § wieder rational sein miissen in f,. Der in I, irre-
duzible Faktor von G, (z), welchem z = A4, geniigt, sei ®,(2), soda
wir haben
®,(4,) =0.

Hier ist in &y(z), da 4,4+ 0, auch jede andere Wurzel yon O ver-
schieden, weil sonst das konstante Glied verschwinde und die Gleichung
reduzibel wiire gegen die Annahme. Ersetzt man also in (1a) jeden Koeffi-
zienten 4, durch seine konjugierten und multipliziert die enistebenden
Polynome durch alle Kombinationen, so entsteht eine Gleichung

O(xz) = (42 + 4,2* 1+ - Y4y + 4 r 1 ) e =0,
welche fiir z = « erfillt ist, deren Koeffizienten in bezug anf 2z als sym-
metrische Funktionen der 4, 4, --- wieder dem Kérper f, angehdren,
und deren Anfangskoeffizient als eine Potenz der Norm 4,4, 4,”- - - sicher
von O verschieden ist. Es geniigh also « in der Tat einer Gleichung von
der Form (2), und die behauptete Abhingigkeit ist bewiesen.

Dagegen kaun zwischen endlich vielen Basiszahlen allein niemals eine
algebraische Gleichung der Form

Fng, mgy -y 1) =0
mit ganzzahligen Koeffizienten bestchen, ohne daf alle Koeffizienten ver-
schwinden. Denn sonst wire die in der Wohlordnung Jefzfe unter den 7,
2. B. 9,, welche nicht identisch herausfallf, algebraisch abbingig von den
vorangehenden, entgegen unserer Definition. Jede solche algebraische Re-
lation zwischen Basiszahlen mit ganzzahligen Koeffizienten muf daher
identisch bestehen, also auch fir willkirliche Werte der Verinderlichen

Ny s Yee
§ 2.

Die Hauptgleichung.

Jede reelle oder komplexe Zahl o, mag sie zur Basis H gehren oder
nicht, geniigt nach dem oben Bewiesenen mindestens einer algebraischen
Gleichung der Form
)] 9(@n) =9, 1, %, 1) =0,
in welcher g ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist, 5,,%5,--, 9,
Basiszahlen sind und der Exponent der héchsten vorkommenden Polenz
von x mindestens = 1 ist.
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Unter allen Gleichungen dieser Form (2), denen « geniigt, gibt es
sicher solche von wiedrigster Gradzahl n 2> 1. Unter allen solchen Glei-
chungen #%*" Grades gibt es wieder solche, in denen die Dimension des
Koeffizienten von 2* in bezug auf die 4, d. h. die hochste Exponenten-
summe eines nicht verschwindenden Gliedes nange - - - % moglichst klein
ist, ndmlich m > 0. Unter allen diesen Glemhungen vom Grade # und von
der Dimension m des Anfangskoeffizienten muB es endlich eine solche
geben, in welcher die Summe der absolut genommenen (ganzzahligen)
Zahlenkoeffizienten dieses Anfangskoeffizienten moglichst klein und zwar
s> 1 ist

Die so charakterisierte Gleichung n** Grades
3 (@)= G+ Cz»~'+---+ C,=0,
in welcher alle C, ganzzahlige Polynome in den Basiszahlen % sind und
O, die kleinste Dimension m in den % und die minimale Koeffizienten-
summe § besitzt, ist dann, wie wir beweisen wollen, #rredusibel im Kor-
per R, primitiv im entsprechenden Integrititsbereiche J, und endlich
durch dle Zahl «, die ihr geniigt, bis auf das Vorzeichen aller Glieder
eindeutig bestimmt. Sie werde die zu ¢ gehdrige ,Hauptgleichung” genannt.

Wiire (3) in R, reduzibel, z. B.

oz, 9) = 9= 1) 2(2, 1),

so wiirde « einer Gleichung derselben Form (2), aber von niedrigerem Grade
n' < n geniigen gegen die Annahme.

Wiren alle Koeffizienten C,(y) feilbar durch ein ganzzahliges Poly-
nom 7(y) von der Dimension r > 1, also

C,(n) = I(n) C,'(n),

so miiBten diese » 4 1 Beziehungen, da die Basiszahlen, wie oben gezeigt,
algebraisch unabhiingig sind, in den simtlichen vorkommenden v identisch
gelten, und ¢ geniigte der Gleichung
3y Clzn+ C/a»r +---+ C, =0,
in welecher die Dimension #' von Cy, wieder gegen die Annahme, den
Wert hitte m'=m —z << m.
. Ebensowenig konnen alle Zahlenkocffizienten der C, durch eine und
dieselbe ganze Zahl r > 1 teilbar sein, weil durch Division mit » auch
die Koeffizientensumme s von €, um den Faktor r verkleinert wiirde im
Widerspruche mit der Definition von s. Somit ist (3) in der Tat irredu-
zibel und primitiv im Bereiche der .

Es sei jetzt (2) eine belichige Gleichung der betrachteten Form, wel-
cher « geniigt, und (3) die soeben gewonnene irreduzible, so wiirde bei
der Division von g(z, 4) durch @(z, ) ein Rest w(z, %) sich ergeben, der
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in bezug auf x von niedrigerem als dem n*® Grade wire und fiir £ =«
ebenfalls den Wert O anniihme, also wieder zu einer Gleichung der Form (2)
von niedrigerem Grade fiihrte, entgegen unserer Definition. Der Rest muf
also in z identisch verschwinden, aber auch wegen der vorausgesetzten
Unabhiingigkeit der Basiszahlen identisch in den %, und wir haben

4) k(ﬂ) g (3:) "7} = q>(a:, "7) 1[1(.'1:, ’Z))

wo 3 (z, ) wieder ein Polynom derselben Form ist und k(y) ein nicht
verschwindendes ganzzahliges Polynom in den %. Es ist also g(z, %) in
bezug auf 2 immer teilbar durch ¢(z, ), und g(x,%) kann nur dann
irreduzibel in R, oder vom Grade » sein, wenn auch (2, %) =(y) von
unabhiingig ist.

In diesem Falle erhalten wir aus (4) durch Koeffizientenvergleichung
das System der Gleichungen
(5)@ k(%) BQ (1) = L(m) 09(47) (0=0,1,2,---,m),
welche ebenfalls in den % wieder identisch bestehen miissen. Nun gelten
aber auch fiir Polynome mehrerer Verinderlicher die bekannien Zer-
legungsgesefze.*) Setzen wir also, unbeschadet der Allgemeinheit, die
Polynome k(%) und I(y) als teilerfremd vorans (wir konnten sonst durch
jeden gemeinsamen Teiler dividieren), so ergibt sich, daB alle B, durch )
und alle C, durch %(y) teilbar sein miissen,

B,(n) =1(n) B*(n), C,(n)=k(n)CF(y) far ¢=20,1,---,m.

Da aber nach dem oben Bewiesenen (2, 7) in J, primitiv sein mus,
so ist %(n) jedenfalls = + 1, und g(z, %) kann nur dann ebenfalls primitiv
sein, wenn auch [(%) = 4 1 ist, d. h. es ist in diesem Falle

9@ n) =+ 9(z, ),
und die ,Hauptgleichung® ist in der Tat durch die Eigenschaften der Irre-
duzibilitif und Primitivitét bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmd.

§ 3.
Der Imtegrititsbereich.

Eine Zahl ¢ wollen wir dann und nur dann als ,5-ganz® dem Be-
reiche &, zurechnen, wenn in der zugehdrigen (irreduziblen und primitiven)
»Hanptgleichung” der Koeffizient der hichsten Potenz von z den Wert
-+ 1 hat, wenn also diese Gleichung die Form annimmt
) oz, ) =2"+ Cz*~1 ...+ C,=0,
wo die Koeffizienten C,, C,, ---, C, simtlich Polynome der Basiszahlen
mit ganzzahligen Koeffizienten sein sollen.

*) Vgl. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, kleine Ausgabe, § 20,
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Wir beweisen zunichst, daf diese Bedingung immer dann erfilllt ist,
wenn « irgendeiner Gleichung der Form geniigt
@* g(& ) =2z"+ Bg"~'+.--+ B, =0,
in welcher der Anfangskoeffizient — 1 ist und alle iibrigen ganzzahlige
Polynome in den 4 sind.

In der Tat haben wir in diesem Falle, wie im vorigen § 2 bewiesen,
die in z und % identische Beziehung
(4) k() g(z,n) = @(, ) ¥(z, 1),
wo @(z,n) =0 die zu « gehdrende ,Hauptgleichung® bedeutet. Es mub
also k() ein ,Teiler” des rechtsstehenden Produktes sein, und da ¢(z, %)
»primitiv¥ ist, zugleich aunch ein Teiler von ¥ (z, 1), auf Grund des verall-
gemeinerten ,GauBschen Satzes” iiber primitive Funktionen.¥)

Somit haben wir nach Division mit %(7)

(4)* 9(x, m) = 9(z, ) (=, 1),
wo auch P(z;%) ein ganzzahliges Polynom in z und % mit dem Anfangs-
koeffizienten By(n) ist, und durch Vergleichung der Anfangskoeffizienten

1 = Cy(n) B,(n)
identisch in den 7, also beide Fakioren rechis unabhingig von 4 und =41,
d. h. « gentigt in der Tat der gestellten Bedingung (3)*.

Auf Grund dieses Hilfssatzes lassen sich jetzt fiir den Bereich &, alle
vier im Eingang aufgestellten Forderungen als erfiillt nachweisen.

I Es seien ¢ und 8 irgend zwei 7-ganze Zahlen und ¢(z,%) =0,
1(z, n) = O die entsprechenden ,Hauptgleichungen®. Ferner sei y = ¢(e, §)
ein beliebiges ganzzahliges Polynom von «, 8, 2. B. y = a + § oder y =
und ¢/, 7, - - - die Ausdriicke, welche entstehen, indem man & sowohl wie
f durch ihre simtlichen konjugierten GriBen ¢, &, &”,---, 8,8, 8",
ersetzt (ndmlich durch die simtlichen Wurzeln der irreduziblen Gleichungen
@ =0 und y=0). Dann geniigen alle diese Werte y der Gleichung
®) @—n)E—y)@—y")---=0
mit dem Anfangskoeffizienten 1, wihrend alle iibrigen Koeffizienten als
ganze, ganzzahlige symmetrische Funktionen der Wurzeln von ¢(z, ) =0

.und %(#,%)=0 wieder ganze, ganuzzahlige rationale Funktionen ihrer
Koeffizienten und daher ganzzahlige Polynome in den 7 sein miissen.
Also geniigt auch o einer Gleichung (2)* und gehort nach unserem Hilfs-
satze zu ©,.

Il Ist ¢ eine belichige reelle oder komplexe Zahl und ihre ,Haupt-
gleichung” von der Form

@________ ‘P(x,n)EC’o.a;”-{- Car—t4 ... 4 C,=0,
* H. Weber, a. a. 0., § 20, 5.
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so geniigt y = C,e der Gleichung

Q) 7+ Gt + GG =0,

welche die Form (2)* hat, wihrend C, der Gleichung z — C,= 0 von der
gleichen Beschaffenheit geniigt. Somit ist o= C’L,, der Quotient zweier
n-ganzen Zahlen.

1L IV. Ist « eine algebraische Zahl und die entsprechende in R irre-
duzible und primitive Gleichung
(0 @) =aq"+ a2 +---+a,=0
mit ganzen rationalen Koeffizienten, so ist f(z) im Falle gq,—= 1 von der
Form (2)* und ¢ in der Tat ,5-ganz“. Um aber auch das Umgekehrte
(V) zu beweisen, zeigen wir, dal f(z) noch im Bereiche der 7 irreduzibel
und primitiv, also (7) mit der ,Hauptgleichung® identisch ist.

Nach dem oben Bewiesenen ist nédmlich auch hier wie in (4)

k() f(z) = g(z, m) (=, 7),
wo ¢@(z,9) =0 die Hauptgleichung von & bedeutet. Es ist also wieder
k(n) Teiler des rechtsstehenden Produktes und, da ¢(z, n) primitiv, auch
Teiler von v(z,n) = k(n)¥(x, ), d. h. wir haben wie oben
@) = oz 7) (2 9)-
Hier miissen die Koeffizienten von # rechts und links tibereinstimmen
und zwar, wegen der Unabhingigkeit der Basiszahlen, identisch in den 4,
also auch dann, wenn man die 5 siimtlich durch O ersetzt. Somit wird

(@) = o(z, 1) ¥(z, ) = 9(z, 0)%(2, 0).
Es wire also f(2) in R zerlegbar gegen die Annahme, auBer wenn einer
der beiden Faktoren rechts konstant und der andere vom mf*® Grade ist.
Das letztere kann bei y(z, 0) nicht der Fall sein, weil sonst auch ¥(z, %)
vom m'® Grade in z wire und dann ¢(z, 7) konstant gegen die Definition
der Hauptgleichung. Also miissen ¢(z,0) und ¢(z, %) vom m* Grade
sein und ¥ (z, 1) = I(n) konstant. Alle (ganzzahligen) Koeffizienten von f(xz)
sind durch I(y) teilbar, also I(7) von den % unabhingig und selbst eine
ganze Zahl und zwar, weil f(«) im natiirlichen Integrititsbereiche primitiv
ist, =+ 1, d. h. f(z) = + @(x,7). Somit kann der Anfangskoeffizient der
Hauptgleichung nur dann + 1 sein, wenn « eine ganze algebraische Zahl ist.
Unser aus der Basis H abgeleiteter Integritatsbereich &, besitzt dem-
nach alle im Eingange des Artikels gestellten Eigenschaften. Er enthilf
1. alle Basiszahlen 1,
2. alle ganzen rationalen Funktionen der 3 mit ganzzahligen Koeffi-
zienten, darunier alle ganzen rationalen Zahlen,
3. alle ganzen algebraischen Funktionen der v mit ganzzahligen Koeffi-
zienten, darunter alle ganzen algebraischen Zahlen.
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Dagegen schlieBt er aus

1. alle rationalen gebrochenen Funktionen der 5 mit ganzen rationalen
Koeffizienten, darunter die rational-gebrochenen Zahlen,

2. alle algebraisch gebrochenen Funktionen der # mit ganzen rationalen
Koeffizienten, darunter alle algebraisch gebrochenen Zahlen.

Jede beliebige reelle oder komplexe Zahl ist darstellbar als Quotient
zweier #-ganzen Zahlen, ja als Quotient einer 7-ganzen Zahl und eines
ganzzahligen Polynoms der 7.

Ob eine vorgelegte transzendente Zahl zum Integrititsbereiche gehiort
oder nicht, hingt wesentlich von der zugrunde gelegten Basis H und
damit auch von der gewihlten Wohlordnung Q ab. Durch geeignete Wahl
der letzteren wird man jede beliebige franszendente Zahl o (z. B. die Zahl e
oder =) zu einer ,ganzen machen konnen, indem man sie z B. in der
Wohlordnung an die Spitze stellt; ebenso anch ein beliebiges System
transzendenter Zahlen, sofern diese nur unter sich algebraisch unabhingig
sind. Desgleichen wird man o willkiirlich auch zu einer , Einheit* machen
kénnen, d. h. zu einer Zahl, welche gleichzeitig mit ihrer Reziproken
pganz® ist. Man braucht zu diesem Zwecke nur die (ebenfalls transzen-
dente) Zahl ¢ = @ + @~ in die Basis aufzunehmen, da in diesem Falle
beide GroBen o und w~' derselben Gleichung geniigen

?—oz+1,
welche von der Form (2)* ist.

Unsere Definition der Integritéit ist auch nicht bestimmt, die Zahlen
ihrer inneren Natur nach zu charakterisieren, sondern soll vorliunfig nur
die Widerspruchslosigkeit der an einen solchen Integrititsbereich zu stellen-
den Forderungen erhiirten.

Ziirich, den 28. Dezember 1913.

Nachtrag (April 1914).

Die auf die ,,Hauptgleichung* beziiglichen Beweise kann man formal etwas ab-
kiirzen, wenn man den (bier im Eingang des § 3 eingefithrien) ,,GauBschen Satz*
schon auf die Formel (4) des § 2 anwendet und durch Division mit dem ,,Teiler* &(x)
den Satz gewinnt:

Ist g(x,n) ein ganzzahliges Polynom, das fiir # = o« verschwindet, und ¢(z,7) =0
die zugehorige Hauptgleichung, so ist stets g(z,7n) algebraisch teilbar durch ¢(w,1n),
4. h. identisch in 2 und %

(42} g n) = ¢z, 5 Bz, 1),
wo auch P ein ganzzahliges Polynom ist.



