
Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico 
in poliedri archimedei e loro polari. 

(Di G:OVANSI SANSONE, Zona di Guerra.) 

I n  due Note del prof. L. BIANCHI della R. Accademia dei bincei (~) sono 
state studiate te divisioni regolari detlo spazio iperbolico in poliedri regolari 
e alcuni gruppi di sostituzioni lineari corrispondenti a tall divisioni. Gon- 
seguentemente in due miei lavori pubblicati negli Annali della R. Scuola 
Normale Superiore di Pisa (**), analogamente a quanto si opera netlo spazio 
euclideo, ho determinato i gruppi di sostituzioni lineari propriamente discon- 
tinui di cui il poliedro fondamentale ~ una piramide, una doppia piramide, 
un poliedro regolare dello spazio iperbolico. Lo scopo propostomi nella pre- 
sente Nota ~ di completare le ricerche con lo studio delle divisioni regolari 
dello spazio non euclideo in poliedri archimedei o nei loro polari. La natura 
delle nuove (tivisioni ha reso la ricerca dei poliedri che possono effettuarle 
pifi laboriosa in confronto alle precedenti; la determinazione aritmetica dei 
gruppi corrispondenti ad alcune di queste divisioni, propriamente dei gruppi 
di cui i coefficienti delle sostituzioni che li compongono appartengono a un 
campo quadratico imaginario, ~ stata da me fatta con i metodi gi~ adoperati 
nei precedenti lavori. 

Nel n. ° 1 provo l'esistenza di 15 tipi di poliedri semiregolari nello spazio 
non euclideo, nei n. ~ 2, 3, 4~ provo che esistono solo 2 poliedri archimedei 
a vertici impropri, cubo-ottaedro, icosidodecaedro, e un poliedro a vertici 
propri, cubo tronco, che effettuano la divisione regolare dello spazio iper- 
bolico; nel n. ° 5 do la costituzione aritmetica del gruppo corrispondente al 
cubo-ottaedro. 

(*) L. B[ANCHI, Sulle divisioni regolari delto spazio non euclideo in poliedri regolarL - -  

Sui gruppi di sostituzioni lineari corrispo~denti alle divisioni dello spazio non euclideo in te- 

traedri e ottaedri regolari. Atti Accademia Lincei, 1893-1909. 
(*~) G. SANSONE, Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico in poliedri regolari e in 

tetraedri. - -  Le dlvisioni regolari dello spazio iperbolico in piramidi  e doppie piramidi.  An- 
nali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, anuate 1911-1917. 
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Nel n. ° 6 assai semplicemeute provo l'esistenza di soli cinque poliedri 
polari degli archimedei utilizzabili per le divisioni in esame, doppia pira- 
mide triangolare, rombo-ottaedro, rombo-dodecaedt'o, poliedri polari del rom- 
bicubo ottaedro e de[ cubo simo; nei n? 6, 7, 8 determino la costituzione 
aritmetica dei gruppi corrispondenti alle pr ime tl'e di quest 'ultime divisioni. 

ESISTENZA NELLO SPAZIO IPERBOLICO DI :[5 TIPI DI POLIEDRI ARCHIMEDEI. 

1. Dicesi poliedro archimedeo quello che ha angoloidi eguali contenuti 
da farce regolari di pifi sorta. La rappresentazione BELTRAMI-KLEIN dello 
spazio iperbolico S eutro una sfera timite S' db~ uu modo semplice di co- 
struire tutti i poiied, ri P archimedei di S. hffatti P deve avere in questa 
rappreseutazione per imagiue un poliedro a farce piane con angoloidi tutti 
di egua[ numero di spigoli, ed ~ chiaro, c h e l a  discussione elementare ordi- 
naria per classificare i poliedri archimedei nei 15 tipi (~) rimane immutata 
in questo caso. Risulta da tale discussioue che chiamaudo con n i i  numero 
degli spigoli di ogHi angoloide contenuto da ~ farce a latere, ~ farce b latere, 
y farce c latere, ecc., con v e f rispettivamente il numero dei vertici e delle 
farce del pbliedro, i valori che possono assumere n, ~, ~, ~5. . .  ; a, b, c , . . .  ; 
v, f sono i seguenti :  
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Denominazione del poliedro 

pt'isma regolare a farce laterali quadrate, 
tett'aedro-tronco, 
cubo-tronco, 
dodecaedro tronco, 
ottaedro4ronco, 
icosaedro-trouco, 
cubo-ottaedro-tronco, 
icosidodeeaed ro-trouco, 

rom bicubo-ottaedro, 
cubo-ottaedro, 
icosidodecaedro, 
rombicosidodecaedro, 
cubo-simo, 
dodecaedro-simo. 

(~) V. ad esempio : R. BALTZSR, Eleme~ti di matematica. Parte 5 a, Stereometria. Tradu- 
zione proL L. CREMONA, pp. 121-127. 
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Ad ognuno  dei precedenti  sistemi di valori, fissata la lunghezza dello 
spigolo del poliedro, corr isponde hello spazio ordinario uno e un  solo poliedro 
regolare archimedeo P ' ;  il poliedro P '  ~ inscrivibile in una  sfera. E chiaro 
allora che se nello spazio S' si prellde un  poliedro regolare archimedeo P '  
col eentro nel centro O della sfera limite e tutto interno a questa  s f e r a  o 
al mass imo inseritto in essa, il poliedro ob{ettivo ~ esso stesso archimedeo 
e regolare. Inversamente  si abbia un  p01iedro archimedeo P regolare di S~ 
il poliedro imagine P '  in S' ammettert~ un gruppo G finito di movimenti  
(sostituzioni lineari sopra una variabile complessa), che riporta P '  in s~; il 
g ruppo G per  le ricerche di KLEIN sui gruppi  finiti di moviment i  ~ il tra- 
sformato pet" mezzo di una  sosti tuzione lineare y di un  gruppo ~" relativo 
a u n  poliedro regolare ordinario inscritto in S', quindi  se t rasformiamo G 
e il poliedro P '  con 7-' ,  G si muta  in r e P '  in un  poliedro esso stesso 
archimedeo regolare con centro nel centro della sfera limite. Segue quindi :  
Esistono hello spazio iperbolico 15 tipi di poliedri arvhimedei regolari, e in 
ogni tipo si hanno infiniti poliedri dif[erenti per l'ampiezza dei diedri che 
variano in modo continuo fra limiti determinati. 

II cubo-ottaedro e l'icosidodecaedro con vertici propri e angoli diedri retti 
sono i soli poliedri archimedei regolari a vertici impropri che effettuano una 
divisione regolare dello spazio iperbolico, 

2. Se si vuole che a t torao al poliedro P cli S collocando aderenti  per 
le facce al tret tanti  poliedri eguali a P e cosi di seguito indefini tameute ne 
risulti r iempito una  e una sola vo l t a  l~) spazio S, bisogna aggiungere la 
condizione aecessaria e sufficiente che l 'angolo diedro di P abbia per misura 
7~ 
..... con n intero qualunque.  Facihnente  si prova che il poliedro P non pub 
n 

avere angoloidi con 5 spigoli;  testa perci6 da esaminare i poliedri regolari 
archimedei  con, angoloidi tutti  trispigoli o tetraspigoli. Ci occuperemo ora 
dei poliedri P con vertici tut t i  a distanza iniinita; nel seguente n. ° 3 stu- 
dieremo i poliedri P con vertici tutt i  a distanza iinita. 

Si consideri  in tanto  la rappresentazione conforme di S entro una  sfera 
limite ~ con la quale le rette e i piani di S hanno  per imagine i circoli e 
le sfere ortogonali  a ~;  per ot tenere in )2 un poliedro archimedeo regolare, 
basterfi, inscrivere in esso un  ordinario poliedro archimedeo regolare P con 
i vertici tutt i  trispigoli o tetraspigoli,  e per i circoli di intersezione delle 
facce di  P - c o n  ~ eoadurre  le sfere s normali  a Z; il poliedro rt a facce 
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sferiche che le sfere s limitano internamente a ~ effettuer~t una divisione 

regolare di E se i suoi diedri hanno per misura - -  con ~ intero. Ora le sfere 
n 

s hanno i loro eentri nei vertici del poliedro P '  eircoscritto a E polare di P, 
onde gli angoli diedri d i n  relativi a uno stesso vertice g sono i supple- 
menti degli angoli piani raechiusi dai ragg[ ehe da V vanno ai vertiei della 
faceia p di P '  tangente a ~ nel plmto V. Geometrieamente la faeeia p si 
eostruisee nel seguente modo. Siano V V , ,  VV~,  VV~,  (VV,) gli spigoli 
d i p  useenti da V , p  ~ il poligono ehe sul piano tangente a }/ in V vi de- 
terminano i piani tangenti a }2 in V~, V~, V~, (V,). II poligono p t~ simile 
at poligono T,', T~, T~, (T~) polare del poligono V,, V~, V~ (V~) per rispetto 
al eerehio c passante per V,, V.,, V~, (V~). In questa similitudine al punto V 
eorrisponde il eent~o O' d i e  (e la eongiungente VO' passa per 0); quindi 
it poliedro n effettua una divisione regolare d i ~  allora e allora soltanto 

A A A A A A A 
ehe gli angoli T~OT,;  T~OT,;  T~OT, (T~OT~; T~OT,; T, OT~; T, OT~) 

77 
abbikno per misura 7: . . . .  Esamineremo separatamente quando si pre- 

n 
senta questa circostanza sia che n abbia vei'tici trispigoli o tetraspigoli. 

Se [I ha tutti i vertici trispigoli, siccome esso si ottiene da un poliedro P 
con una faccia a latera e due b latere, oppure con una faccia a latera, una 
b latera e una c tatera, i diedri dell'angoloide di vertice V debbono avere 

7 ~  7~ 77 ~ 77 
per misura rispettivamente ~2" ~ - '  ~- ;  oppure ~-2' ~3-' 6- ;  in ogni easo 

/ x ,  / ~  / x ,  A 
uno solo degli angoli T, OT~, t'~OT~, T~OT~ ~ retto, sia ad es. T, OT~. 
Ora si consideri in un punto V~ arbitrario del quadrante di c determinato 

dall 'angolo T, 0 T~ (v. fig. 1) la tangente a c, e dai punti  T, e T~ ehe questa 
/ \  

tangente determina sui lati dell'angolo T~ 0 T~ si eondueano le ulteriori tan- 
genti  T, L, T~ M a c; T, L e T~ M sono parallele, il lato V, V, passa quindi 
pet" 0', eio(~ ta faeeia V V, -V, di P dovrebbe passare pet" il eentro 0 di ]~, il 
ehe ~ assurdo. Quindi non esis~e ness~s~ poliedr 0 archimedeo regolare a ver- 
tici trispigoli che effettui la divisione regolare di ]~. 

Nel caso the [I sia relativo a un poliedro P con vertici quadrangolari, 
i diedri di n debbono essere, come facilmente si prova, retti, cio~ deve aversi 
(v. fig. ~): 
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ossia, come si vede subito geometricamente, ~ V~ I~ IT, ~ uu rettangolo, ov- 
veto ogai angotoide di / '  deve avere due facce opposte a latere e due op- 
poste b latere, ci5 si ha soltanto per il cubo-ottaedro e l'icosidodecaedro. 
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/ 

4¢ 

Fig. 1. 

Coacludeado: Esistono due soli poliedri archimedei a vertici impropri 
che effettuano la divisione regolare deUo spazio iperbolico ; essi sono il cubo- 
ottaedro e l'icosidodevaedro regolare con angoli diedri retti. 

~O 

| 

t 

Fig, 2. 

Nel n. ° ~ daremo la struttura aritmetica del gruppo propriamente dis- 
coJltinuo avente per campo fondameutale uu cubo-ottaedro. 
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7~ 
I1 cubo tronco a vertici p ropr i  co~ angoli  solidi aventi per  m i sura  -2. 

se essi sorto format i  da  u n a  faccia di 8 lati e u n a  di 3 Iali, e per  m i s u r a  

se format i  da due facce di 8 lati, ~ l 'unico poliedro archimedeo regolare 

a vertici propri  che effettua una  divisione regolare di S. 

3. La costruzione di m i  poliedro a rch imedeo  regolare di E a vertici 

propri  pub effet tuarsi  nel seguente  modo. Cons ider iamo un  ordinar io  po- 
liedro archimede0 P regolare interno a Z e le sfere s normaH a )2 ognuna  
delle quali  passi per i vertici di P appar tenenf i  a una  stessa faccia. Il po- 
liedro n a facce sferiche clle le s l imitano in t e raamen te  a E  ~ un  poliedro 

regolare a rch imedeo  a vertiei propri  di Z. 0 r a  se il poliedro n effet tua una  
divisione regolar6 di v, esso deve avere i suoi angoloidi tr ispigoli;  se tall 

angoloidi sono formati  da una  faccia a latera, e due b latere i diedri pos- 

, con n intero n ~ - 2 ;  oppure  ~3-' . 3 '  sono avere per  misura  -2- 2 '  n 

77 
- - ;  se iuvece ogni angoloide ~ formato  da una faccia a latera, una  b latera,  

77 7~ 77 
una  c latera i diedri dell 'angoloide debbono avere per  misura  ~ ,  -:~, ~ - ;  

7~ 7~ 77 
oppure  ~ - ,  ,-~-, -~-. 

Le seguenti  considerazioni  ci pe rme t t e r anno  di vedere per ognuno dei 
poliedri da esaminare  quali  siano fra i precedent i  sistemi di valori quelli 
che possibi lmente possono assumers i  come misura  degli angoli diedri del 

poliedro. 
f ,  

Siano r e r '  due  circonferenze concea t r iche  e r in terna  a r ,  C un 
punto  in terno  a r (v. iig. 3). Sia HK.  il d iametro  di r per C ed L M l a  
corda  per C or togonale  a H K  e A B,  D E  Siano due corde di r per C tali 

c h e 0  sia in terno ali 'angolo D C B ,  e gli angoli D C 0 ,  B C 0  acuti  o uno 
al pifi retto. Consider iamo il cerchio r (~) passante  per A B or togonale  a r '  
e i punti  P e Q in cui la ret ta  0 C  incontra  t'.(:); ~ subito visto allora che 
il cerchio r (~) or togonale  a r '  passante  per i punt i  D e E passa anche  per 
i punti  P e Q. hffatt i  i punt i  0 e C sono di egual  potenza rispetto a r (~) e 
r (~), quii~di 0 C ~ l 'asse radicale di r (~) e r(~); ma 0 C incontra  r (~) nei punti  
P e Q, essi sono percib di r °). Sia~lo ora 0 (~)e0  (~) i centr i  di r (~) e r (~), 
0 (~) 0 (~) ortogot~a[e a 0 C, e se N ~ ii loro punto d ' incontro,  N ~ i! cerltro 
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del cerchio or togonale  a t' passante  per  L e d  _Mr. Si ha pure  che 0 (~) b il 
pun to  in cui il d iametro  di r normale  a D E  incont ra  O(~)N. Sia ora E ~ D  ' 

una  corda di I" per  C e ]1 raggio C D' in te rno  all 'angolo D C O, ~ : 1~" D' :~  1~" 1) 

e D C B ~ D' C B ;  ch iamando  con 0 (') il centro del cerchio 1 "(') or togonale 

a r passante  per  i punt i  D' e E '  ~ N 0 '') :> N 0 (a), quindi 0 <~)/~ 07 ) ~ 0 (~ P 0 (~) ; 

ma gli angoli 0 ¢~) P O (~), 0 (~~ P O (~) sono i supplement i  degli angoli ) . 'e  ;~ for- 

°,', / °" '  / I 

r ~p 

H 

Fig. 3. 

mati  r i spet t ivamente  dai due cerchi ['~> e r ('), F (~) e r (~), quindi ) , :>), ' ;  con- 

c ludiamo perci5 che se l 'angolo D C B  diminuisce,  diminuisce anche Fan- 
golo )~ dei due  cerchi  ['~) e F (~). 

Ana logamente  sia A B  una  corda di una  sfera E di centro O, :~, ~, ~' 

tre semipiani  con origine A B tall che O. sia in terno sia all 'angolo a~  

che all 'angoto :¢ ~'. Dai cerchi di in tersezioue dei piani :¢, ~, ~' con Z si fac- 
ciano passare le sfere s, s~, s~ normal i  a una  sfera E' concentr ica  a Z ed 
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A A A A 
es te raa  ad essa ;  segue allora che essendo ~ ~ ) ~ ~' ~ anche  s s, ) s s~. Tanto  
in questo caso che nel p receden te  si ~ t ac i tamente  definito per  angolo di 

due cerchi  (sfere) or togonal i  a un cerchio r '  (sfera E') la porzione di piano 
(spazio) es te rna  ai due  cerchi (alle due sfere) e in te rna  a c' (Z'). 

Consider iamo ora un  poliedro a rch imedeo  inscri t to in una  sfera E di 
cui uno  spigolo sia A B, e sia ~ il piano di una  delle facce del poliedro 
passante  per  A B ;  ~l, K~,... gli altri piani delle facce del potiedro seganti  

il piano ~ lungo uno spigolo del poliedro. Per  i cerehi  di intersezione dei 
piani ~, t31, [~.~, t ~ , . . ,  con E si conducano  le sfere s, s , ,  s~ , . . ,  normal i  a u n a  

A / ' \  
v.  ~ evidente che s e a d  es. :¢ ~, ~ ~. ~ sfera Z' concent r ica  di v e d  es te rna  a ~., 

anche  s s, ~ s s . ~ .  Inihtti  se per A B conduc iamo due semipiani  [~',, ~'~ 
A A A A A A 

aventi  per origihe A B e tall che ~, ~'~ = ~ ~ ; :~ ~'~ = :¢ ~, ~ :¢ ~', ) :¢ [~'~ ; con- 
ducendo  ora dai cerehi di intersezione di [~', e ~'~ con Z le sfere's'~ e s% 

m A ,  
normal i  a Z' ~ anche ss ' ,  ~ 8 s ~  per  l 'osservazione gi~ p remessa ;  ma  
A A / \  A A A 
s s ,  = s s , ;  ss'~ = ss~ quindi  s s ~ )  s s~ c. v. p. Da cib segue che se dai ver- 
tici appar tenent i  a u n a  s tessa faceia di un poliedro P inseritto in una  
sfera ~. conduc iam0 le sfere s or togonali  a u n a  sfera Z' eoncentr iea  di ~ e d  
es te rna  a essa, gli angoli  che le s fo rmano  tra loro, considerat i  come si 
avanti  detto, sono t ra  loro nelle stesse relazioni di eguagl ianza e disugua- 

gtianza che i diedri  del poliedro P. 
Cib premesso,  in questo paragrafo noi e samineremo i poliedri  P genera- 

tori di H i cui angoloidi  siano format i  da una  faccia a la tera  e due facce b 
l a te re ;  cominc iamo anzi  dal considerare  il caso che P sia un  pr isma retto 
regolare a facce laterali  quadrate .  Se le due basi di P sono triangolari ,  allora 

gli spigoli laterali  di [I debbono avere  per  misura  :: - -  con n ~ 3  e quetli 

alle basi ~ - .  Un  tale poliedro non pub esis tere;  per  vederlo basra rappre-  

sentare  n i n  ~ in guisa che uno dei vertiei della base sia il centro della 
sfera limite. Supponiamo allora t he  la base di  n abbia un  n u m e r o  n di 
lati _~ 5; in questo caso gli angoli solidi alia base di n debbono avere per 

7~ 7~ 
misura  ~ - ,  i laterali  ~ - .  I centri  delle sfere s facce laterali  d i n  sono in 

un piano diametrale  e i vertici di un  poligono regolare di n lati, chia- 
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mando con 1 la loro d is tanza  da  0 eentro  di ~2, it raggio di una~ sfera s 
f 

~ / 2 s e n - -  e i l  raggio d i Z ,  1 - - ~ s e n  ' = • 
n n 

Ora la congiungente  i eentri  di due  sfere una  faeeia laterale di H e 

i 'al tra base  di [I ~ or togonale  al piano ~ ehe da 0 proieLta uno spigolo della 

base  di P,  ma  l 'angolo ehe la eongiungente  0 col eentro  di una  faeeia laterale 

forma con :¢ g - - ,  ne segue ehe i eentri  delle sfere basi  d is tano da 0 di 
n 

e t g - ~ .  Se r g il i'aggio di una  sfera base,  le d~.e equazioni  
n 

1 - -  2 sen ~ ~ ergO. z: 

7 ~  

1 2 sen ~ -t- r ~ + \/~ sen = 
(1) 

espr imono r i spe t t ivamente  ehe le sfere basi  sono ortogonali  a 32 e l 'angolo 
7 g  7 ~  

di una  sfera base  e una  laterale  ~ ~ - -  El iminando r fra le (1) si ha per sen --n 

l 'equazione : 
7 ~  7~  

6 sen'  -- - -  6 sen ~, - -D- I --=- 0 
'7'~ J t 

da eui 

o ~ 3 +_ \/:i  
s e l l  ~ . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . .  

n 6 

Faci lmente  si veritica c h e l a  (2) non 5 soddisfat ta  da valori interi di n ;  

segue (luindi the  al prisma retto regolare a facce laterali  quadra te  non eor- 

r isponde nessun poliedro a vertiei propri ehe effettui rata divisione regolare 

di Z- 
lgsaminiamo ora se es is tono poliedri regolari  tron('hi a vertiei propri  

cite effe t tuano una  divisione regolare di 32. [ndicheremo con A r u n  ordinario 

poliedro regolare a rehhnedeo ,  o re  f r appresen ta  il mimero delle Neee  del 

poliedro 1)lat, onieo 1)r ehe genera  At; le faeee a latere e 2 b latere le indi- 
eheremo r i spe t t ivamente  con f~, e f,~; Pr  ha  tu t te  le sue faeee f~ 5 latere e 
i Ioro piani eoineidono con i piani delle faeee 2 b  latere di Ae, anzi f.~ si 

ot t iene da fb eons iderando  il pol igono regolare di 2b lati di eui b lati sono 

Am~ali di Matematica, Serie  III, Tomo  XXVIII .  L6 
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sovrappos t i  ai b lati di f~. Si osservi  ancora  che essendo  a - ~ 2  b, il d iedro 
ehe due faece 2 b latere d i n  fo rman o  tra  loro ~ mindre  del d iedro fo rmato  
da una  faeeia a la tera  e un a  02 b latera.  I nd i ehe remo  aneora  con 0 il eent ro  
di A r e Pr e r il raggio della sfera eireoseri t ta  ad A r. Noi abb iamo da ri- 
solvere il s eguen te  p r o b l e m a :  Costruire ,  q u a n d o  ~ possibile,  u n a  sfera }2 di 
cent re  0 e raggio r ' >  r in modo  ehe e o n d u e e n d o  dai vertici di ogni  faeeia 
L ,  f~ di A r le sfere s , ,  s~ or togonal i  a Z, due  sfere s~ si tagl iano sot to 

7g 77 
angolo  --'n u n a  s, tagli le s~,, ad iaeent i  s0tto angolo  -2-" 

Le sfere s~ segano  Z in eerehi  r i eui p iani  d e t e r m i n a a o  un  pol iedro 
P' f  omote t ieo  di Pr r i spet to  ad 0 ;  osse rvando  allora ehe u n a  sfera ortogo- 
hale a Z e a u n a  sfera s~,. deve avere il suo eent ro  su  u n a  faeeia di P r 
eone lud iamo elm i eenh'i  delle sfere s, sono i vertiei di P'r e tall vertiei es- 

-}  

sendo esterni  a }2 lo sono anehe  pet" r ispet to  ai eerehi ['. C0ns ide r i amo ora 
una  faeeia p~ di P ' r  e i suoi  b vertiei P, Q, R , . . .  I piani che d a O  pro ie t tano  
P Q, Q R , . . .  pas sano  per  gli spigoli di Af. Ch i aman d o  con r~, a~, 0 '  il raggio, 
l ' apo tema  e il eentro di p~ ~ pet" l 'osservazione fatLa r,, maggiore  del raggio r 
di r ;  se da P eondue i amo  le tangent i  P A  e. P B  a r ,  la sfera s, ehe l)a il suo 
eent ro  in P ha  per  raggio P A  ed ineont ra  la sfera s~ passan te  pet" r in un  
cerchio passan te  per  i pun t i  A e B ; m a i l  p iano  di ques to  eerehio passa  anehe  
pet" O, esso ~ qu ind i  il p iano  0 A B , e h e  con gli ana loghi  relativi ai vertiei  
Q, R , . . .  de te rmina  sul p iano  della faeeia f~ il po l igono f~;  dovendo  la 
s tessa eosa veritiearsi per  il pol igono P, Q, R , . . .  dedue i amo  subi to  la eostru- 
zione di r tissati i pun t i  P, Q, R , . . .  (v. tig. ~). Sia t il eerchio inseri t to 
a p ~ ;  P ,  Q', R' i pun t i  di con ta t to  di t con i lati d i p ~ ;  P ,  Q,  R" 
i pun t i  medi  degli arehi  P'  Q', Q' R',  . . .  In P "  si tiri la t angen te  a t e ehia- 
m a n d o  con A e B i punt i  ehe essa ha in e o m u n e  col eerehio di eentro  0 
e raggio O'P, il eerehio ~' h a p e r  raggio O'A. Se L e M sono i pun t i  in 
eui p ineon t ra  PQ,  per  L e M passa  un  altro eerehio r '  in tersezione di 
con un 'a l t ra  sfera s'~ e t ' angolo  dei due eerehi r e r ' ,  e s sendo  v or togona le  

s a s~ e s,~, ~ eguale  al l 'angolo di tall sfere, eio~ te - - .  
n 

Poss i amo  allora fae i lmente  stabilire la r 'elazione che lega il n u m e r 0  °2 0 
7~ 

misura  della sezione no rma le  del diedro di Pr  e ~ -  Sia N i! p u n t o  in eui 
n 

il raggio O' Q' ineont ra  la t angen te  al eerehio r nel  p u n t o  L, b O'N eguale  
a O ' P  eome  s i  deduce  subi to  dal confi 'onto dei due  t r iangol i  re t tangol i  
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0' A P, 0' L N. Col  t r i a n g o l o  r e t t a n g o l o  L Q' N si c o n s i d e r i  

r e l a t i v o  a[  c e r c h i o  r ' ;  

O r a  d a  

s i  h a  : 

A A 7¢ 
N ' Q ' N = 2 0 ;  N ' L N ~ - . - -  • 

It  

7~ 
N N '  : 2 L N s , e n  ~ ---~ 2 N Q' s e n  0, 

N Q ' s e n  0 = LxV s e n  2 n  ' 

\\\{ 

i , ;'., ',', ' , ' . .  ', • / .V,, 
\ < ,~ ~', ", ' .  \ .)~/4 

, , ' \  , , / ,  ',,,, 
_ , , \  '~ ,, ', ~ , , , ~ ( / , "  

" , - ,~ - - - - - . tL , '  ; ~ z ~ ;  - '  

Fig. a,. 

l'analogo L Q'N' 

(2) 

(3) 

1Yla L N = P A = ~r~ (r,, - -  a - j ;  N Q' = r~ - -  a~, q u i n d i  : 

r ~ - - a " s e n O  ~ s e n  2 n  
¥ r b 

(~) 

0 r a  e s s e n d o  ab : rb c o s  ~ ,  e - -  i - -  c o s  b -  ~ 2 s e n  ~ -b- '  Ia  (4~) di-  
) 'b 

v i e n e  : 

f 2 s e n  s e n  0 = s e n  • 
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I n v e r s a m e n t e  se esiste un  pol iedro pla tonico P ' f  per  il quale  iI n u m e r o  b 
dei lati d{ ogni faccia e la misura  ~2 0 delia sezione norma le  del suo diedro 
soddis fano  alia ([), essendo n u n  conven ien te  n u m e r o  iutero,  al lora eos t ruendo  
su ogui  faecia di P ' r  il cerchio r net m o d o  su ind ica to  e la sfera Z di cemtro 0 
passan te  per  i cerchi r ,  il pol iedro lira[taro dalle sfere s~ passant i  pe r  i 
cerchi  r e or togonal i  a )2 e dalle sfere so con cent ro  nei  vertici di P ' r  e nor- 
mali  a ~, ~ uu  pol iedro A r a vertici  propr i  pe r  il quale  due  sfere s~.~ se si 

7g 
tagliarm fo rmano  un  angolo  aven te  per  m i s u r a - - ,  e u n a  s~ ~ o r togona le  

n 

alle s~ adiacent i .  
Sia ad esempio  f = 6 ,  qu indi  b = i ~ ,  ciob P~ ~ un  cubo.  Si ha  allora 

0 -  47' sen 0 =  ~/~ e la (l) d iv iene :  
t 

7~ 7~ 

sen 8 sen ~it ' 

quindi  ,Jr-= ~. Ne com: lud iamo:  Esis& Jtello sp . z io  i},er6olico ,,tn c,.bo lro~wo 

5"¢ 
c~ vertical p ropr i  con c~ngoli solidi aveuti 'per ,ntis~tr~ (- se format[ da due 

facce di, 8 lcdi, e angoli  solidi retti se [brmati  dot uuct facci(t eli 3 !at[ e rata 

eli 8 lati. 

La cos t ruzione  d[ tale poliedro pub effettuarsi  nel  seguen te  modo.  Suite 
cong iuugen t i  il centro  0 di un  cubo cot] i eentri  delle faeee si p rendano  

dei puut[  O' distant[  da 0 di ~/~,5 + 1 e sul[e cong iungen t i  di 0 con i vertici 

i punt[  0" dis tant[  da 0 di ~/3 ~ / x / ~ - i .  Le 6 sfere con centro nei punt[  O' 

di raggio ~/~- e le 8 sfere con centro  nei punt [  0" e raggio ~/~2 (~/ff-- l) sono 
or togonal i  alia sfera di cent ro  0 e raggio I e vi d e t e rmin an o  i n t e rnamen te  

u n  eubo- t roneo a vertiei p ropr i  i eui diedri  h a n n o  per  misura  N o • Si 

ome t tono  per  brevitfi le verifiehe. 
Si d h n o s t r a  ehe l ' equazione  ([) n o n  pub  veri t iearsi  pe r  i valori  f = ~ ,  

8, t~, 20. 
r: 1 i 

Ad esempio  nel caso f =  4 ~ b = 3, s e n ~  =-2- . ,  sen 0 = v/~ e la ( I )d i -  

viene : 
1 

sen ~ = X/-~" (5) 



in  poliedri archimedei e loro polari, 121 

1 
Ora si ha  sen 4~ --~/~2 > ~ '  sen 6 - -  2 :> ~ '  s e n - 8 - = ¥  2~/~ < ~ / - ~ '  

eio~ la (5) non si verifiea per valori interi  di n. 
Pe r  l 'ot taedro,  il dodeeaedro ,  l ' ieosaedro la (I) diviene r i spe t t ivamente :  

---~ ~ [ • b) sen - -  I - - ~  c) sen 7: a) s e n i n  ~--~, 2 n  2 ; 2 n - -  2 ~ g  

e n essuna  di esse pub verificarsi con n inter  o. Resta  per tan to  dimostra to  
che fra i poliedri con una faccia a lateral e due b latere il cubo tronco a 

verlici propri  ~ il solo che possa ef[ettuare una  divisione regolare dello spazio 

iperbolico. 

Nello spazio iperbolico non esistono cubi-ottaedri tronchi n~ icosidodecaedri 

tro)~chi i cu, i diedri abbia, no per misura, .... con n iulero (*). 

~+. Si consideri  un  ordinar[o cubo-ottaedro-tronco P ehe per con lodit~ 
r i fer iremo a una  terna di assi coordinat[  ortogomtli avente l 'origine nel 
centro 0 di P, essendo gti assi w, y, z ortogonali  a tre facce ottagonali  di P 
(v. iig. 5); suppor remo  ancora  che una  faccia ot tagonale  di P dist{ da 0 

di 3 -  ~/~. Se dai vertici di ogni faccia ottagonale,  esagonale,  quadrangola re  

di P facciamo passare  le sfere s~, s ~ , s ,  normal i  a una  sfera E d i raggio r 
e cent~o 0 che contenga  t ) nel suo interno,  si ot t iene in E un  cubo-ot taedro 
t ronco n a facce sfer iche;  se n opera  una  divisione regolare di E 8 neces- 
sario e sufticiente per  t 'osservazione premessa  nel  n. ° 3 che due sfere s, e s~ 
siano normali ,  che una  s, tagli le s~ adiacent i  secondo angoli aventi  per misura  
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..~-, una  s~ le s~ adiacent i  secondo angoli aventi  tutti  per  misura-~-- op- 

7~ 

pure  -5- " 

II punto  A ~ ( 1 ;  ~ / ~ - - t ;  3 - - ~ 2 )  ~ un  vertice di P. Per  A passano tre 
sfere s~, s , ,  s, di centro  0 , ,  0~, O, e raggio r~, r~, r~; ponendo  

Os:~_ (0, O, ds); O~-~(d6, d,, d~); O,~___(d,, O, d,), 

(~) Essi sono i soli poliedri archimedei a vertici triangolari con 1 faccia a latera, 1 b la- 
tera, t c latera. 
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a v r e l l l O  : 

* s  - - "  r = ;  " 3 d~ - -  r ' "  r6 = r,  ~ = 2 d ]  - - r  ~; 

e d 'a l t ra  pa r te  ~: 

o ,  o .  --= d', + (d,  - -  d,):', O, O~ = ~ d~ + (a .  - -  a,)=; { 
b,  O~ = 2 (d,  - -  d~)' -t- d].  1 

(6) 

(7) 

Fig .  5. 

T e n e n d o  c o n t o  che le s fere  s~, s~, s,  p a s s a n o  pe r  A si ha s u b i t o :  

o. ( a -  4 ~ ) < = 6 < =  ~ ( ~ - 4 ~ ) <  = ,"  + 0 5 -  s 4~) 

Pes  l ' o r togana l i tg  delle s fere  s, e s~ si ha, : 

ovve ro  pe r  le (6) e (7): 

m a  dalle  (8) si h a :  

= r 6 

d ,  d6 --= r 2 ; 

(s) 

(9) 
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e sos t i t uendo  nel la  (9) 

r ~ - -~/6  ( '~--  ~2) r ~ - ( I ~ - - S  ~ ) = 0 .  ( t o )  

T e n e n d o  conto di ques t ' u l t ima  le (8) d h n n o :  

~ , -  r (* + 4°2); 

Ora le sfere s~ e s~ si d e b b o n o  tagl iare  con u n : a n g o l o  aven te  per  
7~ 

sura  -~ ,  cio~ deve essere :  
2 

e dalle (6 e (7): 

,~ d~ .... r ~ - -  ~ ( a ~  - -  r ~) ¢~. a~ r '9 ,  

mi- 

e dalle (11) si ha  int ine:  

ovvero-: 

1-~ (3  + ¢ ~ )  = l - ~ - , 

3 ~  - J~ ~ / =  ~.3 - 3 o  ~/~2, 

t h e  ~ assurda .  
Non esiste percib nessun cubo.ottaedro tronco che possa  ef[ettuare u n a  di- 

visione regolare di }2. 

A n a l o g a m e a t e  sia P u n  icos idodecaedro- t ronco  di cen t ro  O (v. fig. 6) ri- 
ferito a una  te rna  di assi or togonal i  con origine in 0 di cui l 'asse z sia 
no rma le  a u n a  faccia di 10 lati di P e i[ p i ano  x ~  norma le  a uno  spigolo 
di tale faccia. [ s imboli  E, r, Slo, s6, s , ,  r,o,  ?~, r , ,  0~o, 06 ,  O, conserv ino  
il soli to signilicato.  Se esiste un  icos idodecaedro- t ronco  che divide regolar- 
men te  ~ dovvemo suppor re  necessa r i amen te  che una  sfera s, sia o r togona le  
alle s~ adiacent i  e tagli le s~ adiacent i  secondo  un  angolo  avente  per Inisura  
7~ 

-~-, che una  s~ e u n a  s~0 se si tagl iano formino  un diedro avente  per  

mi su ra  ~ - o p p u r e - 5 - "  P r o v e r e m o  che scelto P,  nel  nos t ro  caso con le 

apo teme  delle facce di 10 lati eguali  ad 1, c o m u n q u e  si seelga Z le condi- 
zioni p recedent i  non  possono  verificarsi. Infat t i  al pol iedro P appar t i ene  il 
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ver t ice  A di c o o r d i n a t e :  

ove ~ 0 ind ica  la m i s u r a  del la  sez ione  n o r m a l e  del  d i ed ro  di u n  d o d e c a e d r o .  

~ 4  

1 

Pig. 6. 

1 
sen  0 

s e n  

I cen t r i  0,0,, 0o,  O~ del le  3 sfere  che  p a s s a n o  pe r  A a l )b iano  
v a m e n t e  le c o o r d i n a t e :  

0 , o ~ ( 0 ,  0, d,o); 0~_=_- d~; , d ~ { a n g - 5 - ;  

a l lo ra :  

r~o == (?,o r ~ , ,~ = d i- t a n g  ~ . . . .  ... t-fang-" 0 

ed a l l e o r a :  

. . . . . .  ~ 72 . ,  

0 ~ 0 6 = ( d ~  --d,)'-' (t -~- tang ~ 0 ) + d ~ l a u g  5 

" ( ) 7~ i -  (d~, t a n g  0 - -  d,,,) -~, O~ 0,o-:= d',i I -t- t ang  °" 5 

O, 0,o = d'~ ÷ (d, t a n g  0 - d,o)". 

vispetti- 

do l ang  0); 04 ~=_ (d, ,  O, d,  t a n g  O), 

-r'~; r i:=,/2,( I t--tang'~O) - - r  ~, (l~) 

(13) 
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Tenendo conto che le sfere s,o, s~, s, passano per  A si ha:  

= 2 d~(xo -% yo tang 5 -% z tang 0) = 2d ,  (Xo + zo t a n g O ) =  2dlo Zo 

--  Xo -% Yo -% z; -% 

!(1~) 

Essendo le due sfere s, e s~ ortogonali  si ha:  

~2 
O, O~ = r ,  ~ -% r~,  

e pet' le (12) e (13): 

r ~ -% wo ~ -% y~ -% e~ --~ 2 r cos 0 (xo + Zo tang 0) Xo -% Yo tang -~ + zo tang 0 = 

~ 2 r D  
COn : 

D = c o s 0  (Xo -% Zo tang 0) Xo-%yotang~- t -zotangO = 
!5 

10 ' 

e !e (15) d iven tano:  

r D  D D 
d l o  ~ - " d 4  -~- r O; d~ --~ r Zo ~ ~o -q- Zo ttttlg (15) 

Xo -% Y0 tang ~- - -  Zo tang 0 

M a i l  diedro formato dalle sfere s, e slo ha per misura ~-, deve essere 

allora : 

O, O1o = r~-~- r,~o -%r, r,o, 

ow, ero per le (12) e (13): 

2d,  d,o t a n g O = ~ r  ~ d~o--r~)[cos~ 0 

da cui pet" ]e (15): 

- [ D  - -  (Xo + (D 
L 

r'), 

Zo tang 0) ~ cos ~ 0] = i 

=~cos"O[zo(Xo-%ZotangO)-D~tang0}  ~. I (16) 

Annali  di Matematica, Ser i e  I l I ,  T o m o  X X V ] I I .  17 
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Ma avemlos i  : 
17 v / o - -  3 5  

zo (xo ,-I- zo tang  0) - -  D ~ t ang  0 = l) ~ - -  (Xo + z0 tang  0) ~ cos ~ 0 - -  tO ' 

la (16) d iv iene :  

[ ] - -  z0 = 4~ cos ~ 0 Zo (Xo + ~o t a n g  0) - -  t ang  0 , 

ovvero so s t i t uendo  : 

che ~ a s su rda .  

Quindi nessun icosidodecaedro-tro~co pub e/fettuare una diviaio~e regolare 
di ~. 

COSTI[TUZIONE A R I T M E T I C A  DEE G R U P P O  P R O P R I A M E N T E  DISCONTINUO 

AVENTE PER P O L I E D R O  F O N D A M E N T A L E  UN C U B O - O T T A E D t l O  A VERTICI  I M P R O P R I .  

5. Si cons ider i  il g ru p p o  G O o t t e n u t o  a m p l i a n d o  con la r i f less ione 

z ' =  Zo il g ruppo  G di sos. t i tuzioni a d e t e r m i n a n t e  D----__+ t, 

z ' =  (~a . -~  l ~ - 2 i a l ~ / ~ ) z + @ b + i b ,  j~) 
+ +_ 1 + 

P r o v e r e m o  the  G O ha  per  pol iedro  f o n d a m e n t a l e  u n  cubo-o t t aedro  a 

vert ici  impropr i .  Le sos t i tuz ion i  e l l i t t iche di G O se D = 1 ,st h a n n o  se a ,  = - -  d~ 

e (4, c~ +__ 1)-+-(4 d ~ t) in valore  a s so lu to  mino re  di ~, ma  e o r r i s p o n d e n d o s i  

net  due  t e rmin i  del ia  s o m m a  i segni  -5- e i segni  - - ,  ques t ' u l t [ma  eondi- 

zione non  pub verifiearsi.  Se D = - -  1 si h a n n o  sos t i tuz ion i  ell i t t iehe a n e o r a  

se a,  = -  d, e ~ (a -5 -d)  in va lore  a s so lu to  m i n o r e  di 2, qu ind i  a- t -d-----0,  

eio~ le sos f i tuz ion i  el l i t t iehe di G O h a n n o  pe r iodo  2, onde  se dne  sfere (piani) 

d i  r i t lessione di G O si t ag l iano ,  esse sono  or togonal i .  

T r o v i a m o  ora  l ' e sp res s ione  ana l i t i ea  delle r i f lessioni  di G °. 

Se D - =  1 un  m o v i m e n t o  di 2 ~ specie di G O ~ u n a  r i f less ione se ha  per  

e sp res s ione  ana l i t i ca  : 

[ ( ~ a  __+ l ) - + - 2 i a ,  ~/~2lZo-~-ibi ,/~ 
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le corr ispondent i  sfere di riflessione hanno  per equaz ione :  

{~ - -  c,, ] -+- "~+ 
+ : =  

COIl 

(4, a ~ 1) ~ + 8 a~ + ~ b, c, = l.  (18) 

f piani di riflessione si hanno  per c, = 0, quindi dalle (18) a = a, = 0 ,  

con b, intero qualunque.  

COIl 

b, 

Se D = - - 1  le riflessioni di G o hanno  per espressione analit ica:  

[ i (~a  + l) + 2a .~ t2  1 ' _ . Zo-4-2 ib  

(4,a--+-_ 1) 3 + 8 a ,  + 8 b c  1 ,  (19) 

e le corr ispondent i  sfere di riflessione hanno  per  equaz ione :  

4 a + _ l l  ' l a!.__/" + ' 1 " 

I piani di riflessicne si hanno  per c = 0, quindi  a = a.  = 0, hanno  perci5 
per  equazione : 

; - -  b, "z - -  

con b intero qualunque .  
Ora il poliedro determinato  dai ~ piani di riflessione: 

~ . = 0 ;  ~-----1; - , = 0 ;  

e da l le  10 sfere di riflessione: 

/ ' 1 " 2  

I 

a, = !; a = 0 ;  b , = - -  1 ; (18)], 

a = - -  1; b, = - -  2; (18) I , 

(t7) 

hanno  percib per equaz ione :  
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)( 
- -  , ~ 2  

~ - ~  + ~ - ~ }  +~" - s~ 

, [c, = 1 

, [c=_ 1; 

e = l ;  

l ~ 1 I-o=_2; 
[ 

( i ~ )  ~ ( ~)~[ 

; a = O ;  c t ,=O;  b = O ;  (~0)] , 

ct . . . .  1; ct,=--O; b = ~ l ;  (~0)], 

a = O ; a , , = - - l ; b = - - l ;  (20)], 

i t = l ;  a--~-- l ;  c t ~ : - - l ;  b . . . .  2; (20)], 

[ c = ~ ;  a - - l ;  c t , - - - - 1 ;  b = - - l ;  (°20)], 

a = l ;  a ~ = - - l ;  b=- - l (~20) ] ,  

a , = O ;  a---O; b,== O; (18)], 

[c,= l; a , =  l; a=O;,b~=--2;  (18)] , 

6 un eubO ottaedro ll,, a diedri retti e i cui vertici impropri hanno per coot- 
dinate (v. tig. 7): 

v, =_ (0, 0, 0); E ~ (l, 0, 0); 

-.[ ~ ~ o~ 

( ~ )  ( ~ )  
~-(~I ~ ) ,3¢~,  ° ; 

(, ~ )  (~ , o); 
' ,  ' o); V,o-~(½ o, o); v, ~ ( '  ' o) 

Si osservi che nessuna sfera (piano) di riflessione penetra in u,, lungo 
uno spigolo essendo il periodo delle sostituzioni ellittiche di Go due. 

Proveremo ora ehe nessuno dei vertici E ( i = l ,  % . . . ,  l l)  5 interno a 
una sfera eli riflessione. 

Infatti perch~ i vertici V,, V~,..., V,, siano interni a una sfera (17) do- 
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vrebbero verificarsi in numer i  interi  r ispet t ivamente le d iseguagl ianze:  

8a~-i-(~a+__ l ) ' ~  l, 

8 (~, - -  a ,) :  ÷ (~ a ± tfi < 1, 

8 ( ~ , - - a , )  ~ -I-[~ ~,--l-(4,a ± 1)1~'<',, 

8 a-7-+ ~ c~ ÷ (1, a +__ < 1, 

. I ~  2 , \  / ~  ) 

*4 ,5 

7 
Fig. 7. 

I 1 ~ 8 ( ~ c , - - 3 a ~ ) 2 +  4c~-~-3(~a+__1) ~ 9 ,  

[ [< 8 (e~ - -  3 a,) ~ -~- ~ c, + 3 (4~ a ~ 1) 9, 

8 ( e , - - 3 ~ , ) ~ +  2 e , - + - 3 ( ~ ± 1 )  -<9 ,  

[ [< 8(2c~ - -  3 a ~ ) ' +  2 c , + 3 ( ~ a ~  l 9, 

- [ I < o (e~ - -  o~ a~) ~ _~_ ~ e, -+- (~ a +_- t) 1, 

(o, - -  ~ a~) ~ -~- ($ a ± l ) - ~ <  I, 

[ 'V 
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Detle pre.cedenti diseguaglianze le prime quat tro e la 9 a e 10 a avendo 
nel 1 ° membro in uno dei termini il quadrato  di un numero dispari e l 'altro 
termine pari sono manifestamente impossibili ;  per la 5% 6 ~, 7% 8 a disegua- 
glianza osserviamo ehe e s sendo  il 2 ° termine del t ° membro dispari ~ ne- 
cessariamente eguale ad 1, onde il 1 ° termine deve essere eguale a 0;  si 
deduce allora che c, deve essere multiplo di 3, ma allora il 20 termine della 
diseguaglianza ehe g il quadrato della somma di due numeri  multipli di 3 
non pub essere eguale a 1; infine per l 'ultima deve aversi. 

< = ~ a ,  = - - ( $ a  ± l) 

eguaglianze, che non  sono possibili in numer i  interi. 
Analogamente  pereh~ i vertici V~, V , , . . . ,  1/-1, siano interni a una sfera 

(~0) deve aversi r ispet t ivamente:  

(¢e---4~ct ± 1) °" -+- 8 a ~ <  1, 

(4 ,c - -¢a .± 1) ~ + 8 (~ ÷ a , )~< l, 

(~ a ± 1)' ÷ 8 (o ÷ a , )~< 1, 

o - -  3 (4, c~ ____ 1) - F 8  (9 o-t- 3 a.,)'-'< 9, 

[ , c - - 3  ( , a ~  1)]=+ 8 (2 c + 3 a,)-~ < 9, 

1 - -  1 :+  ( c +  3 a') 2 < 9 '  ~o 3 (&a___ 1) 8 

- -  T S (e @ 3 e~,)~ << 9, 8 o - - 3 ( ~ a + ! )  ~ ' 

[ ~ e - - ~ g  ± l ] :q-  8 (o -t- a,)~% 1, 

[ 2 c - - ,  a ±  I] 'q- 8 ce~ < 1, 

1 
G 

Esse non possono sussistere come si prova ripetendo parola a parola 
il ragionamento  precedente.  

Ora i 24, movimenti  di D specie ehe riportano n,~ in s~, formano un 
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S a n s o n e :  Su l le  d i v i s ion i  regolari  dello spazio  iperbolico 

di cui la I ~t sos t i tuz ione  rappresen ta  l ' identi tf i ,  le successive 9 sos t i tuz ioni  
i 9 mov imen t i  a per iodo 4~ di Go,, le altre 8 sost i tuzioni  gli otto mov imen t i  a 
per iodo  3 di G,~ ed iniine le ul t ime 6 sost i tuzioni  le sei rotazioni  a per iodo 
2 di G. . ;  n e s suno  di quest i  ven t iqua t t ro  movimen t i  ad eccezione dell '  iden- 
tit~ ~ di G2 

[ 2~ mov imen t i  di 2 ~t specie che r ipor tano  r:t,~ in s/~ si o t t engono  mol- 
t ip l icando i moviment i  del g r u p p o  G~, per  la r i t lessione:  

z' = - -  z,, -}- 1, 

che non g di G °. Ef fe t tuando  il prodot~o il 3 ° e 4 ~° coeffieiente delle espres- 
sioni anal i t iche dei ~24, mov imen t i  si e ambiano  nei loro eoniugat i ;  si veriiica 
aIlora che aneh 'ess i  nou a p p a r t e n g o n o  a G °. Segue  quindi  che G O ha  p e r  

poliedro [ondamen ta le  u u  cubo ottaedro ~ verlici  impropr i .  

ESISTONO ~) I)IVISIONI REGOLARI DELLO SPAZIO IPERBOLIGO 

(iON POLIEDRI POLARI,1)EGLI ARCHIMEDE[. 

6. [ poliedri  ill esame h an n o  facce eguali  COil angoloidi  regolari  di 
vacio n u m e r o  di spigoti. Essi si possono  aneora  d is t r ibui re  in 15 tipi e eor- 
r i spondono  alle soluzioni  d~ eui al n. ° I s eamb iando  v con f, le facee a la- 
tere con gli angoli  solidi di a spigoli, eee. Pet' le nos t re  r ieerehe in te ressano  

solo i pol iedr i  i eui diedri  h a n n o  per  misu ra  = - - c o n  m intero,  il ehe, come 

si ~ gi~ detto,  por ta  di eonseguenza  ehe gli angoloidi  dei poliedri  in esame 
possono  essere so l tan to  t r iangolar i  e quadrangolar i ,  e i rcostanza ehe avviene 
sol tanto  per  i poliedr[ eo r r i sponden t i  alle seguent i  so luz ioni :  

J~ 

3 I 

4 3 

3 

5 

3 

l 3 

1 

3 

1 3 

b v 

4~ l( 

-b 38 
I 

t 

Denominaz ione  pol iedro 

Doppia  p i ramide  t r iangolare  

Rombo. o t taedro  

Polare  r o m b i e u b o o t t a e d r o  

Rom 1)o dodeeaedro  

Polare  eubo simo. 



i n  p o l i e d r i  a r c h i m e d e i  e loro  p o l a r i .  i33 

O g n u n o  di tali pol iedr i  ha  vertici  quad rango la r i ;  se effet tua qufndi  u n a  
divis ione regolare  dello spazio iperbol ieo ha  re t t i  tut t i  i diedri  eoneor ren t i  
nei vert iei  quad rango la r i  (vertiei impropr i ) ,  sono di eonseguenza  retti  tu t t i  
i diedri  del pol iedro e perei~ i suoi  vertiei t r iangolar i  d e b b o n o  esser  propri .  
1~ subi to  visto ora ehe ad o g n u n a  delle p reeedent i  soluzioni  eor r i sponde  un  
pol iedro  a diedri  retti. Sia infatti  P un  ord inar io  pol iedro  a reh imedeo  di 
eentro  0 e spigolo l di eui il polare  sia un  pol iedro eo r r i sponden te  a u n a  
delle 5 soluzioni  preeedent i .  Si eons ider ino  le sfere s avent i  il loro eentro  
nei vertiei  di P e di raggio 1~/2; o g n u n a  d i  tall sfere passa  per  il eentro di 
u na  faeeia quad ra t a  di P. Ora tu t te  le s eosl eos t rui te  sono normal i  alia 
sfera ~ di eent ro  0 t angen te  alie faeee quad rango la r i  di P,  e ogni  s ~ nor- 
male  alle altre sfere s adiaeenti .  

I1 pol iedro  a faeee sferiehe in te rno  a Z e d  es terno  alle s ~ un  pol iedro 
dello spazio iperbol ieo a diedri  retti  e avente  le earat ter is t iehe di eui le pre- 
eedenti  soluzioni.  Nei n? 7, 8, 9 da remo  la eost i tuzione a r i tmet iea  dei g rupp i  
delia dopp ia  p i ramide ,  del rombo-o t t aedro  e del rombo-dodeeaedro .  

GRUPPO DELLA I)OPPIA PItlAMIDE. 

7. Nella nota  ~2 a del mio l avoro :  ¢ Le divisioni regolari  dello spazio 
iperbolieo in p i ramidi  e doppie  p i ramidi  ,, (*) si d imos t ra  ehe il g ruppo  G O 
delle sos t i tuzioni  : 

z" - -  y--z-+ ~ ' : :  y Zo + ,~ ; ~ 8 --  ~ ~ ,( - ~ 1 ,  

con ~, [~, 7, 8 interi  del eampo (1, i) ha per  pol iedro fondamerl ta]e  una  doppia  
p i ram[de  t r iangolare  a diedri  retti  fo rmata  dai 4~ piani  (v. fig. 8): 

;~ - -0 ;  :==1"  -,~--0- r , = l ;  

e dalle due  sfere:  
(~-- 17 +-~,-' ~-~,~ - 1 ,  

+ h-(.t+ .... I)-' ....i- ~ ~ = t ;  

tale poliedro ha  le eara t ter is t iehe  della I a soluzione del n. ° 6. 

(~) Annal i  R. Scuohe Normale Superiore di Pisa, 1917. 

Am~ali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. 18 
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v " ( - t ~  - _ _  

n 

/ /  

. f  

Fig. 8. 

G R u P P O  ROMBO-OTTA EDRO. 

8. Si consider ino tut te  le sosti tuzioni di 1 a specie a de te rminan te  1 

~ ;) z '  - -  

e le altre di 1 a specie a de te rminan te  2 

2 y z  ~ 2 ~ '  
~ . - + - ~ $ ÷ , - ~ 0 .  _ r - -  (rood. 2); 

con :¢, ~, "5 ~ iateri  del campo (1, i). P roveremo subito che esse formano un  
gcuppo G. 

Infatt i  da :  
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si deduce  ehe se :  

~ + - 8 ~ [ ~  d-7- : -O (,nod. 2); 

anehe  : 

a' -~ 8 8' (mod. ~) ; 

e qu indi  : 

b) 

Ana logamen te  da : 

:,.' + ~' := ),' + y' ~ 0 (,nod. 2); 

""' 8' 7' (mod.  2) ; 

si ha aneora  ehe se sono vere le a) ~ anehe :  

Y ~ ' : = ~ 7 '  (rood. ~); ~ " + 3 ~ ' = - ¥ ~ ' + ~ - 7 '  (rood. 2); 

eio~ son.o vere le b). 
Cosi pu re  d a :  

2y;  8 2:;'; 2 D "  

si ha aneora  ehe se sono vere le a) g a n c h e :  

~ . ~ . ' + ~ , [ ~ ' ~ 3 ~ ' - ~ - ~ , '  (mod. 2); ~ } ' ~  ~(' (mod. 2); 

eio~ sono vere le b). 
Si prova  infine ehe mol t ip l icando u n a  sos t i tuz ione  fl~ p e r  u n a  sost i tu-  

z ione ct, se ne ha  u n a  del t ipo .%; segue quindi  ehe le sos t i tuz ioni  date  
fo rmano  gruppo ,  anzi ehe :  

Dhnos t r e r emo  che il gruppo G ampliato con lc~ riflessione Y == z,, ha per 

poliedro fondc~mentcde un  rombo-oth~edro. 

Se D = 1 le sos t i tuz ioni  ell i t t iche det  g r u p p o  si h a n n o  per  ~ + 8 - -  0, =~ 1, 
ma  esseado  ~ 3 = 1 (rood. 2), ~ solo possibile ,¢ + 8 =--0, e qu indi  le eorri. 
s p o n d e n t i  sos t i tuz ioni  ell i t t iche h a n n o  il per iodo  2. A n a l o g a m e n t e  per  D = 2, 

le sos t i tuz ioni  el l i t t iehe si h a n n o  per  (~¢ + 8)~/2 reale in valore assotuto  mi- 

A + D B + C ~-: 0 (rood. 2). 
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nore  di o, ma essendo :¢ + 8 ~___ 0 (rood. 2), segue the  la c i rcostanza in esame 
si p resen ta  se ~ + 8 ----- 0, eio5 anehe  per  D =- o. le sost i tuzioni  ellittiehe h a n n o  
periodo 2. Ne eone lud i amo  ehe se due sfere (pian O di r if lessione di G0 si ta- 
gliano, sono ortogonal i .  

Se D ~ 1 le riflessioni di G o h a n n o  per  espress ione  anal i t iea :  

C O I l  

! 

Z = 
(n, -j- i o...) z. + i b, 

2 i o, z,, + {a., - -  i a.,)' 

b, ~ c, (rood. 2), " ' a-~ +a . , - [ -  O~b, e, = 1, 

e le co r r i spouden t i  sfere di u n a  riflessione h a n n o  per  equaz ione :  

[ piani di riflessione si h a n n o  per  e, = 0 ,  quindi  dalle (~1): 

a , - - _ + l ;  a . , = 0 ;  c , = O ;  b , = 2 1 ;  ( l i n t e ro .  arbi trar io) ,  

a , = 0 ;  a , = - + - [ ;  c ~ = 0 ;  b , = 2 m ;  (m in te ro  arbitrario),  

essi hanno quind i  per  equaz ione :  

con 

Se D == 2 le r i i lessioni di G o h a n n o  per  espress ione  anal i t ica :  

- , ib,  

Z 

i xt e, Zo (a,  - -  i a , ) '  

b , = c ,  (rood. 2); 2 ( a . ~ - ~ - ( ~ ) 4 - b , c , - ~ l ,  (23) 

e le co r r i sponden t i  sfere di r i t lessione h a n n o  per  e q u a z i o n e :  

1 

Dalia 2 a delle (0.3) segue t h e  c, ~ u n  n u m e r o  intero dispari ,  qu indi  pe r  
D = 2 non  si h a n n o  piani  di riflessione. 

Si eonsider i  del p r i sma  de t e rmina to  dai ~ piani  di r i f iessione:  

----0, . ; ~ 1 ;  ~ O, ~ =  1 
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la porzione esterna alle ~ sfere di riflessione': 

~2 

! 
( i  - -  1)  ~ + - #  _ 

2 '  

i 

' (  )) 
( c , - - l ;  b ~ = - - l ;  c t , = 0 ;  a . , = l ;  (2~)) 

( c , = i ;  b , = - - l ;  a t - - - - l ;  a~=:0 ;  (2/})) 

- - 1 ;  b , - - - - 3 ;  a , - - - - l ;  - c t ~ = l ;  ( 2 ~ ) ) .  

iv0 

'T 
j c¢~! , I 

..... : 7"  

: ) 

Fig. 9, 

Si ottiene un ottaedro P (fig. 9) che ha tutte le caratteristiehe della 
2 a soluzione del n. ° 6. 

]~ chiaro che nessuna sfera (p iano)d i  riflessione pub attraversare P 
lungo uno spigolo, essendo le sostituzioni ellittiche di G O a periodo 2. 

I vertici di P sono: 

V ~ ( I ,  I, l • , V ~  0;0; 1 I ; V.~= O; I, 1 • - • ; V . ~  1; O; ; 

~ _  g ;  1; ) - ;  v ~  O; -~; ; v~=-- ~ ,  ~ ;  --  • 
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e noi  p r o v e r e m o  ehe n e s s u n o  di essi pub esse re  in fe rno  a u n a  sfera  di ri- 
f lessione. Infat t i  pereh~ i vert iei  V,, V , , . . . ,  V~ s iano  in te rn i  a u n a  sfera  

di r i f lessione (22) d e b b o n o  ver i f icars i  in n u m e r i  in ter i  r i s p e t t i v a m e n t e  le di- 

s eguag l i anze  : 

( ~ c , -  c~2F +- (~0 ,  o~- a , )  ~ ~ - ~ <  I, 

a:~ + (~ ~, ÷ al)  ~ ÷ ~ ~ < t, 

(~ o1 - -  a2) ~ + a~ -~- ~ o~ < 1, 

(c ,  - -  a.~) ~ -~- a~ +- c~ < 1, 

( c , - -  a~) ~ q-  (%) c, -t- a,)" -5  c, ~ < 1, 

c~q-  (~, q - a , ) : +  0, ~ < 1 ,  

(G, - -  c~) ~ + (~, +- a , )  ~ < 1. 

Le p r ime  ot to sono  impossibi l i  e s s e n d o  1c11~ 1, pe r  l ' u l t ima  d o v r e b b e  

avers i  o l - ~ -  c~1 = a2 e la s e c o n d a  delle (21) d iviene  : 

2 0~ .-~- 2 b~ 0, =- 1,' 

ehe ~ a s su rda .  
A n a l o g a m e n t e  pereh~ i vertiei  V,, V ~ , . . . ,  V~ s iano in te rn i  a u n a  sfera  

(~2-~) deve  avers i  r i s p e t t i v a m e n t e :  

(0, - -  a~) ~ -~- ~ (0, + al)  ~ + e~ < l, 

ag ÷ ~ (c, ÷ a d '  + c~ < I, 

r ,2 ~2~ 

Le pr ime  4~ sono  impossibi l i  e s sendo  l e, ] ~ 1 ; dalla 5% 6 a, 7 a, 8 a dise- 
guag l i anza  si ha  c~ ----- l e 1 %  2 a,~ =- 0 o p p u r e  l - -  ~ a~ = 0 ,  eib ehe non  pub 
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essere ;  per  l 'u l t ima,  a v e n d o  c , -  ~ a~ e c1-+-2 al la s tessa  parit'h, deve es- 
sere c, ~ 2 a~ ~ - - ~  a , ,  e la s econda  delle (23) d iventa  : 

4 a ~ - - 2 a t  b~ --=- 1, 

che n o u  pub essere.  
I m o v i m e u t i  di 1 a specie che r i p o r t a n o  P in s~ fo rmano  un  g ruppo  G~ 

ed h a n n o  per  espress ione  anal i t ica :  

~ - ,  --~ ? , 

I;  l - ~ - i  ; 
• 2 1; 

-l) 
-- 1 i)) ; 

2 

l + i  ; 
2 

1 

Jg ] ;  + i  

e n e s s u n o  di essi, ad eccezione dell ' identi th,  ~ di G °. 
I m ov im en t i  di 2a specie che ripol/tano P in s~ si o t t engono  amp l i an d o  

G~ con la r if lessione z ' ~ -  Zo + 1; essi h a n n o  pe r  espress ione  anal i t ica :  

(i  - - i ;  ~ i  

- -F-2 ' Y . ~2 ' N- 
j .  - - ~ + i  ' - - l + i ] ;  

, ~ 1; ~ ! 

, ~ . 2 , 02. . 

I ;  ~1-~-~ ' 1; - - l -~ - i2  ' 

e ne s suuo  di essi appar t i ene  a G °. Segue  che G O ha per  poliedro fondamen-  

tale Un rombo-ottaedro. 
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G R u P P O  ROMBO-DODECAEDRO, 

9. Si consider ino tutte le sosti tuzioni di 1 a specie a de terminante  1: 

COIl 

( 

~ - I - ~ - - ~ y ~ O  (rood. ~), 

e ~, 3, Y, ~ interi del campo (l,  i). Si prova facilmente che tali sostituzioni 
formano un gruplJo G. Cosl a d e s .  si ha :  

"/; ~ t Y ;  - ~ - y t ) ;  ~ - ( ' + ' ~ ' }  ~2C; ' 

e da :  

~-k~_----~+7~_-O (rood. 2); ~ ' + 8 ' ~ _  ~ ' - ? l " - ~ O  (rood. 2), 

segue : 

cio~ : 

y~'==,{'[t (mod. 2); ~ £ + ~ ' ~ = - ~ '  + :~f  (mod. 2), 

A - J r - D ~ B - t - C ~ O  (rood. 2). 

In generale  si ha :  

f)~ X ~ , ~ £ ~  X f l ~ ~ ;  fl~ X ~ = f ~  ~ ( ~ .  

Si ampli  il gruppo G con la riflessione z '=-z0 ; si ha  un  gruppo G °, che 
noi proveremo ha per poliedro fondamenta le  un rombo-dodecaedro.  Infatti 
dalla condizione ~-+-~ ~ 0 (rood. 2) si trova subito che se una. sosti tuzione 
a,  o ~ ~ ellittica ha il periodo 2, onde se due sfere (piani) di riflessione 
si tagliano sono ortogonali.  

Un movimento  ~, ~ una  riflessione se ha pet" espressione anal i t ica:  

z' -- (a., - f  i a~) z,, +- 2 i b, 
ic ,  z o ÷ ( a ,  - - i a ~ ) '  
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c o n  : 

bl 4- c~ ~_~ 0 (rood. 2) ; a~ 4- a~ 4- ~ bl c, ~--- 1 ; (~5) 

e le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione: 

- -  ~2 c , ]  + ~ + °2 < ]  + ~ = ~T ,  " (o26) 

I piani di riflessione si hanno per o1 = O, quindi dalle (~5): 

c t , = ± l ;  a , = O ;  b 1 = 2 1 ;  ( l  intero arbitrario); 

a , = O ;  a ~ = ± l ;  b l=o2m;  (m intero arbitrario); 

hanno ciob per equazione: 

~ ---=-- O2 l ; ",~ := 2 m. 

Un movimento ~ ~ una riflessione se ha per espressione analitica: 

°2 (a~ -4- i a~) Zo 4- i bl Z t 
i c, z0 + °2 (a~ - -  i a~) ' 

c o n  : 

bi 4- c, = 0 (umd. O2) ; 4 (a ~, 4- a~) 4- b, c, -~- 1 ; (O27) 

e le corrispondenti sfere di riilessione hanno per equazione: 

Non vi sono piani di riflessione perch~ pet" la o2a delle (27) si ha che c, 
/~ dispari. 

La porzione di prisma interna ai quattro piani di rillessione (tig. 10): 

~ = 0 ;  ~ = $ ;  : ~ = 0 ;  -~=O2; 

ed esterna alie 8 sfere di ritlessione: 

~ -  - ~ + ~ =  1, [a,==~,.~=O; b , = c , = . l ;  (°28)1 , 

- - ~  "~4-~ = 1, c t ~ = l ;  ( ~ , : 0 ;  c ~ = I ;  b ~ = - - 3 ;  (O28 , 

Annati  di Matematica, S e r i e  I I I ,  T o m o  X X V I I I .  19 
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~ - q - ( ' n - - ~ ) ~ + - : ~ :  1, [ a ~ : O ;  c ~ : - - l ;  c , : l ;  b,--~---3; (28)1, 

- - 1  4 - ' t , - -  = ~ ,  a ~ =  a , =  = , : -  , , 

- - 1  -F "~-- ~--  ~2 ~, a , ~ : ~ ;  a ~ : - - 3 ;  c , ~ l ;  b ~ : - - 3 ;  (~6 , 

- -  "~--I d-~ =72~, a,,=--l; c t , = - - ~ ;  c ~ = l ;  b;-------l; (26 , 

~ - - g  + .t,--! = o2-~_, , a._,=3; a , = - - 2 ;  c , = l ;  b , = - - 3 ;  (26) ; 
l 

forma un roanbododecaedro  P di cui la ~' soluzione del n. ° 6. 

/ / /  

Fig. 10. 

Proveremo che G o ha per  poliedco fondamenta le  P. 
Si osservi  che essendo le sost i tuzioni  ellittiche di G O a per iodo ~, nes- 

suna sfera (piano) di riflesstoue pene t ra  in P lungo uno spigolo. 

P roveremo ora che i vertici di P non possono  essere interni ad alcuna 

sfera di riflessione. [ veriici di P sono :  

v,-~(o, o, t); v~_=(% o, J); ~5~(e,  ~, 1); v , ~ ( o ,  % 1); 

v,=--(l, o, o); v ~ ( %  t, o); ~5~(1, % o);  v ~ ( o ,  1, o); 



in poliedri archimedei e loro polari. 14~3 

V~_= 3 ;  3 ;  3 ; V~o~ 3 ;  3 ;  3 ; V"--= ' 3 '  3 ; 

,) V , ~  ' 3 '  3 ; V~( I ,  1, 0); V ~ o c .  

Perch6 i vertiei V1, G , " - ,  V,~ s iano in te rn i  a u n a  sfera (26) d e b b o n o  
essere  soddisfa t te  in n u m e r i  inter i  r i spe t t ivamen te  le d i seguagl ianze :  

N 
(+ c~ - -  a , ) '  

(+ c,  - -  a~)'  

a~ 

( !  c~ - a~) '~ 

(+ c, - -  a ~ y  

(2  ~, - -  a~) ~ + 

(4 c~ - -  3 a~) ~ 

(8 c, - -  3 a2) ~ 

(~  c, - -  3 as ) '  + 

(8 c, - -  3 as)'  + 

d-a~ + 4 c ~ <  1, 

+ ( 4 c ,  q- a,)~ + ~ c ~ %  1, 

d-a~ < 1, 

+ ( 2 ~ , +  a,) ~ < 1 ,  

(4 c, -1- a , ) '  < 1 ,  

( 2 c ~ +  a , y  < 1 ,  

(8c, + 3 a , )  ~ + ~ c ~ %  9, 

(8 c~ + 3 a~) °" q-  4 c~ % 9, 

(2 c,~ + a~) ' < l.  

Le pr ime 4~ diseguagl ianze non  possono  suss is tere  essendo I c, I :~. 1; la 
5% la 6% la 7 a e la 8 ~ non  possono  suss is tere  pereh6 dovendos i  annul la re  
ne[ 1 ° m e m b r o  o g n u n o  dei t e rmin i  ne segui rebbe  ehe a~ e a~. d e b b o n o  essere 
n u m e r i  pari eon t r a r i amen te  alla 2a eguagl ianza  (25); dalla 9 a, |0% 11% 12 a 
segue c, ~- 1, ed avendo  a, e a~ differente pari t~ uno  dei pr imi  due te rmini  
del 1 ° m e m b r o  deve essere eguale a 1, l 'altro annul lars i ,  in ogni easo i nu- 
mer i  -~ o 8 d e b b o n o  essere mult ipl i  di 3 e ei6 6 a s s u r d o ;  da l l 'u l t ima perch6 
si verifiehi segue : 

--a1~2=2Gi~ 

cio~ a~ e a~ sono  pari,  il ehe n o n  pub  essere. 
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Analogamente  
sfera (028) deve avevsi r ispet t ivamente:  

pereh~ i vertiei 17I, I ~ , . - . ,  V~, siano interni  a una  

¢(c, - -  a,d~ + - ' ~ a ~ + c ~ < l ,  

(< - -  a~) ~ + ¢ (0, -4- ct,) '~ + c ~, "<1,  

(e, - -  ~ ct~)" + -~ ct~ < 1, 

4,(e, - -  a~)~ + (c, + ~ a , )  ~ < 1 ,  

(c, - -02ct~)° '+:~(c ,  + ct,) ~ < 1 ,  

~,a ,~+ (e, +02ct,) ~ < 1 ,  

,Z~ (e, - -  3 %)~ -+- ~ (c, + 3 a,) ~ + c~ < 9, 

$ (02 c, - -  3 a~) ~ -4- z~ (c, + 3 a,)" -/- c~ < 9, 

-~ (c, - -  3 a~)" q -  & (~ c~ -4- 3 ct,) "~ -+- c, ~ % 9, 

~ (o~ c, - -  3 ao.)" -4- & (02 c~ q -  3 ct,) ~ -+- c~ ~ 9, 

(c, - .  02 a~)' + (c, 4 -  °2 ct,)" < l.  

Ancora le prime ~ non possono sussistere essendo ]c, I ~  1 ; la 5 a, 5 a, 
7 a, 8 a non possono sussistere pereh~ dovendosi  annul lare  ognuno dei ter- 
mini del 1 ° membro segue ehe c, 6 pari eont rar iamente  alia 2 a eguaglianza 
delle (27); per la 9 ~, 10 a, l l  a, !2 a essendo c, dispari  segue c, = 1, e quindi  
per la possibili th di e iaseuna di esse deve verifiearsi r ispet t ivamente  in nu- 
meri interi uno dei s is temi:  

l l q - 3 a , = 0 ,  { l - ~ 3 a ~ - - ~  0, 2 - k - a a , = 0 ,  0 2 q - 3 a , =  0, 

e eiaseuno di essi non pub verifiearsi in humeri  interi. 
lnfine per l 'ul t ima deve avevsi c,--=-2a= = -  2 a , ,  cio~ c~ pari, ei5 che 

si ~ visto non pub essere. 
I movimenti  di 1 a specie ehe r iportano P in s~ formano un gruppo G=,; 

essi hanno  per espressione anal i t iea :  

O; .; O; 1 ' 10; ' O; l q - i  ' 

( ( l -~ -2 i )  i; ( l - - ~ i )  i ) .  (l  i ; - - ( ~ q - i ) ) .  ( : ;  ( 1 - - 2 i )  i ) .  
i ;  - i ;  ' . 7 i ;  ' ; -(t+ 0i ' 



i,n poliedri archimedei e loro polari. 11<5 

( 2 + i ;  
1; - - (  2 0  ; 1; - - ( l + i ) ] '  ; - - ( 0 2 +  / ) ) '  

( i~ i I+--~\ t l-2! ' l+ i \ .  
1 i l + i / '  t i - i  1--Q' 

[ .... ; . . . .  
,i . 1 + ~ ; - ; 1 - - + ~  / 

' 1 _2 -1-_i l ;  
\ i T i ;  i T T I  l+~; l + ~ t  

l - - i  ' 1 - - i  . 1 - - i ;  1 - - i  

1 ~ +  ' i i + ~  ; 
\i-----7; - - i -  l - i ;  1--.~l 

l,+*.i (i 
-<; - 'T ' }  ÷'; ' + ' /  • ' 1 1 + 2 i ] ;  

\ fTT; ~ + i l  + i ;  i-~7/ 

l ;  _ ~ o . + i )  7 ,  , _ , 

i ;  l - - i  ; - - 1 ;  l @ i  ; 1; - - ( 1 - I - 2 i ) ] ;  

di cui la 1 <~ sosti tuzione rappresenta  Pideniit/t., le successive 9 sosti tuzioni 
i 9 moviment i  a periodo 1< di G~,, le successive 8 sosti tuzioni gli 8 movi- 
menti  a periodo 3 di G~,, ed infine le .ultime 6 sostituzioni le 6 rotazioni a 
periodo 2; nessuno di questi  o_~ moviment i  ad eeeezione dell ' identit 'h appar- 
t iene a G °. 

Moitiplieando ora il gruppo G., per la riflessione: 

z'--~--zo +~==(-; i ;  2i) ; i Zo 

che non  appar t iene a Go si o t tengono altri ~1< movimenti  di 2a specie che 
r ipor tano P in s~. Osservando che effet tuando i prodott i  il terzo e quarto 
coefficiente di ogni sost i tuzione si cambiano nei loro coniugat i  moltiplicati 
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pet" i, ne s e g u e  ehe le sos t i t uz ion i  di G~, t h e  r ido t t e  a d e t e r m i n a n t e  1 non  
h a n n o  il 3 ° e _~o eoeff ie iente  in te ro ,  mol t ip l i ea te  pe r  la r i f iess ione  z' = - -  z0 -t- 2, 

e o n s e r v a n o  il 3 ° e _~o eoeII ie iente  non intero,  ei r e s t a n o  a l lora  da  e s a m i n a r e  

del le  n u o v e  quel le  ehe p r o v e n g o n o  dai  p r o d o t t i :  

÷ i  ) " ' 

i ;  - - - 1 - -  ; - 1; 1 - - i  ; 

1; - - l - + -  , O; = i ;  - - ( 1 + i )  ; 

e n e s s u n a  delle sos t i tuz ion i  r a p p r e s e n t a t a  di tall  p rodo t t i  a p p a r t i e n e  a G °. 

R e s t a  p e r t a n t o  d i m o s t r a t o  che G o ha  pe r  po l i ed ro  f o n d a m e n t a l e  u n  r o m b o -  

d o d e c a e d r o .  




