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Der ,, mittlere Fehler und die Kiiniglich Preussische Landestriangulation. 
Von Herrn Professor Dr. Wittstein. 

w e n n  in geodatischeo Arheiten von deni ,, ntittleren Fehler 
eines Winkels" ocler ,,einer Richtung'* die Rede iat, s o  sollte 
nian bei fliichtiger Ansicht der Sacbe glauhen, dass  clieaer 
Ausdruck einen so beetimmten und ein fiir allenial fest- 
stehenden Begriff hezeichne, dass  Verschietlene, nelche diesen 
Aosdruck gehrauchen, darunter ein untl dasselhe vcrstehen 
niiissen. Aber leider ist dieses keineswegs der Fall. Wir  
werden unten den Nachweis fiihren, dass hei Triangulationen 
der genanote Ausdruck n i ch t w e n i g e r a I s v i  e r verscttie- 
clene Bedeutungen zuliisst, welche sorgfiltig unterscliieden 
merden mussen, wenn man nicht i n  die griissteri Witler- 
Rpriiche verfallen will, und da diese Unterscheitliing bisher 
nirgends ausdriicklich hervorgehohen zu seiri scheint, so  
diirfte damit wohl eine n&here Eriirterung derselben an dieser 
Stelle ihre Rechtfertigung finden. Einen besondcren Anlass 
geben uns  aber die Publicationen der Kiiniglich Preussischen 
Landestriangulation aus den Jaliren 1866 und 1867. Be- 
kanntlich hat schon der erste Band dieser Piihlicationen vom 
Jahre 1866 sich keiner heifalligen Beurtheilung zu erfreuen 
gebabt; der nurtniehr erfolgte Band vom Jahre 1867 gieht 
wiederum Material, um dieses Urtlieil iiher die Arheiten der 
Kiiriiglich Prenssischen Landestriangulation vollattf zu unter- 
stiitzen. lnshesondere bieten die pag. 29-3 t dieses  Barides 
in Betreff des  ,,mittlereo FehlersL' eitie solche Fulle voti Ver- 
worrenheiten und Widerspriichen, wie wir u n s  tiicltt erinnern 
auf dem engen Raunte voo zwei Driickseitert jcnials veieirtigt 
gefuoden zu haheo. Wir halten uns verpflichtet int lrtteresse 
der Wisseoschaft die Sache aufzudecken, rind gehen i t n s  der 
Hoffnung hin , dass die  Laridestriangiilation selbst unseren 
Beweisfiihrungen heistimnten werde. 

Die veriiffentlichten Winkelntessungea s i n t l  griissterttheils 
niit einem 1 5  ziilligen Ertel ' schen Kreise t int1  Z u n i  geririgeren 
Theile mit eiuem 8 ziilligen Universal-lristriinierlte VOII  Pis tor  
und Martins ausgefihrt. Ueher das  Verhiltnihs dieser heiden 
lnstrumente sagt  die Vorretle zu den1 Bande von 1866: , ,Da 
bei friiheren Triangulationen sich ergeben hatte, dass das Ge- 
wicht von 2 Beobachtungen niit den1 Ertel 'schen Kreise dew 
Gewichte von 3 Beobachtungen niit deni 8 hiilligen Unirersal- 
lostruiueote gleich zu achtert, s o  wurden die Objecte auf 
jeder  Station mit ersterem lnstruiiierite regeliuassig 24 nial, 
niit letztereni 36 nial eingestellt." Worauf diese Anoahme 
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beroht, ist uns unhekannt; ein Beweis fiir dieses ohne allen 
Zweifel sehr wichtige Element wird nicht heigebracht. Da- 
gegen wird in deni Bande von 1867 pag. 29-  31 nachtraglich 
diese Annahnte HUS den daselhsf mitgetheilten Messuogen zu 
stiitzen gesucht. Es hat  niintlich ails cler Kustenvermessnng 
der niittlere Fehler einer Richtung f i r  den 15z611igen Ertel 

Untgegertd von Berlin der ntittlere Fehler einer Richtung fur 
dert 8ziilligen Pistor = O"281 sich ergeben, und i n  diesen 
Zahlen erhlickt die Landestriangulation ,, eirten ahermaligen 
Beweis, wie d i e  S i c h e r h e i t  e i n e r  3 6 m a l i g e n  B e -  
o b a c h t u n g  m i t  d e n 1  8 ~ 6 1 1 i g e n  T h e o t i o l i t e n  m i n -  
d e s t e n s  d e r  v o n  2 4  B e o h a c h t u o g e n  m i t  d e m  1 5 -  
zii I I i  g e  n E r t e l ' s  ch e n  K r  e i  s e  g l  e i ch k o m m  t." Sehen 
wir riarh, wie dieser Schluss iiherall m8glich war. 

Zunscltst muss  hemerkt werdert, d a s s  der bier angegehene 
mittlere Fehler O"281 keineswegs von alleni Vorwurfe frei ist. 
Die Landestriangulatiort gelanat n%mlich zu dieseni Wertbe 
nur (laclurch, dass sie von den.jenigen Fehlern, welehe zu 
deni mittleren Fehler eoncurriren , den griibsten ausschliesst. 
Ein solches Verfaliren . welches den Grundanschauungen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung schnrirstracks widerspricht, ist 
aber  liereits l ingst  von anderen Seiten hinreichend charakte- 
risitt,  so  dass wir u n s  nicht claliei aufhalten wollen. Wir 
halten i i n s  deshalb einfach an die ohigen Zahlen, indem 
tv i  r d en S p ii ren (1 er La n d es  t ri a n gii I a t i  on wei t er nac h geh en. 

Da rtitch der Vorrecle 1866 ,,alle Ausgleichungen niit 
griisster Strenge nach den von Bessel ertheilten Rechniings- 
v n rs c h r i f t  en d 11 rc h ge fi h r t" si :i d , zu e i n er r i c h t i ge n A usgl eic hu n g 
aher ohne allen Zweifel auch die Ansetzung des  richtigen 
Veihlltnisses der verschiedenen hei der hlessung angewandten 
lostruntente gehikt, s o  erschien e s  zurtkchst geboten nach- 
zuselien, \vie Besse2 den i n  Rede stehendert Fall behandelt. 
Ein solcher Fall findet sich i n  der That in der  ,,Gradniessung 
i n  Ostpreiisseit" p. 136- 138. Nach der daselhst gegeherteri 
Vorschrift muss, weiin das  Gewicht einer Beobachtung, deren 
niittlerer Fehler O"339 i s t ,  ztir Einheit atigenomnteri wird, 
d a s  Genirht  einer Beohachtung, deten niittlerer Fehler O"281 

- - O"339 uncl ails den neu ntitgetbeilten Messuttgen in der 

ist. = (-)% = 1,455 pesetzt werden, oder niit anderen 

Worten:  e s  s i n d  i n  A n s e h u n g  d e s  G e w i c h t s  2 4  
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B e o  Iia ch t u n  g e  n m i t  d en i  8 z 6 I 1  i  g e  ii P i s  t o r 61 e i c h  
3 4 , 9  B e o l i a c h t u n g e i i  n i i t  d e n i  1 5  z i i l l i g e r i  E r t e l  
z u  s e t a e n .  Dies ist aber beinahe vallkoninien genau tlan 
Entgegengesetzte (lessen, was die Landestiiangulation fnlgert ! 

Wir haben in dieser Rechnung den mittleren Fehler einer 
Ricbtung i n  denijenigen Sinne genonimen, wie ihri auch Bessel 
a. a. 0. iiininit, nanilich als  den niittleren Fehler rler einzelrien 
Beobachtung, d. h. der einzelnen Einstellung iind Ablesung 
(ein andercr ,,mittlerer Fehler einer Richtung" koniiiit i n  der 
Gradmessuiig i n  Ostpreussen iiberall nicht vor), uric1 haben 
natiirlich vorausgesetzt, dass  auch die Landestriangulation, 
clem Beispiele Bessers folgend, den niittleren Feliler i n  dieseni 
Sinne aufgefasst habe. Marr kann alier tler Sache eine noch 
etwas gunstigere Seite abgewinnen , weno man annimmt, 
dass die Landestriangulation sich von tlem Wortlaute der 
Aassel'schen Vorschrift emancipirt und, indeni sie dem 
Geiste derselben treu blieb, den oben gegehrnen niittleren 
Feblern eine andere Bedeutung untergelegt habe, namlich als 
niittlere Fehler der durch Ausgleichung auf der Station be- 
rechneteri wahrscheinlichsten Richtungen. Es seien E iind 
& die niittleren Fehler der einzeliien Beobarhtung reap. niit 
deni 1 5  ziilligen Ertel und tlerii 8zGlligen Pisfor; wit dem 
ersten lnstruniente is t  jede Richturrn, 21 nial uttd mit dem 
zsei ten 36 nial eingestellt; daiin sind die mittlereri Fehler tler 
durch Ausgleichuiig airf der Statioii lierechneteii rvahrscbeio- 

lichsteri Richtuiigen resp. -- und -. Dime Werthe 

sollen hehuls der hititerher vorzunehnienclen hosgleichung 
d e s  Dreieckssystems gleich gross sein. 

6 i 
Y'Z  v3s 

R'un ist a h  

niithin finclet die geforderte Gleichheit our 11 e i o a h  e statt, u n d  
es scheint in der That hierauf der Ausclruck ,,miridestens", 
den die Landestriangulation i i i  ihreiii oben angefiihrten aher- 
maligen Beweise g e h u c h t ,  Bezogen werilen zu miissen. 
Aber um dieses ,,lwinahe" ist e s  dach auch eine heclenkliche 
Sache. Stellt man rianilich die Frage, wie vie1 Einstelluiigen 
anf jedes  Ohject mit dem 8zijlligen Yistnr, statt der ohigeo 
36, hgtten gemacht werden sollen, daiiiit die geforderte 
Gleichbeit der letztgeriannten iiiittlereri Fehler wirklich ein- 
trete und ueriot diese Zahl voriibergebeod X, s o  hat  man 

woraus mit Zuziehiing iles Obigcn folgt x = 24,7.  Mit 
anderen Worten: e s  s i n d  i n  A n s e h u n g  d e s  G e n i c h t s  
21,7 B e o h a c h t u n g e n  In i t  d e n 1  8 z i i l l i g e n  P i s t o r  
g l e i c h  2 4  B e o h a c h t u n g e n  m i t  d e r n  1 5 z ~ l l i g e n  E r t e l  
zu s e t z e n ,  und e s  is t  deninach ein niebr a ls  kiihner Ge- 

brauch cles Wortcs ,,niiiidestens", wenn, wie ohen angefiibrt 
uorclun i s t ,  36 Beobachtiingen iiiit dem crsten lristrumente 
m i  II d e s  t e n s 24 Beobachtungen niit dem zweiten Iiistru- 
Inente glcichkonimen sollen! Ohnehin muss aher in solchem 
Falle ein Resnltat, welches nur durch ,, niindestens" ansge- 
driickt werden kann, geradezu f i r  werthlos erklart werden. 
Es koninit darauf an g e n a u  zu wissen, wie viele Beob- 
achtungen mit den beiden lristrumenten einander gleich zu 
setzen sintl,  weun da ton  ein ernstlicher Gebrauch gemacht 
wertlen soll. 

Bis hierher haben wir unsere Voraussetzungcn der Lan- 
destiiangulation SO giinstig wie nitiglich angenommeo, indem 
wir den gegelieneri mittleren Fehlern O"339 und O"281 die 
beiclen eiiiLigen niiiglicheii Deutungen uriterlegten, bei welchen 
iibeihaupt an einen Scttlriss von der  Art, wie ihn die  Lan- 
destriangulation beabsichtigt ha t ,  gerlacbt werclen kann. I n  
heicleri Fsllen ist. \vie sicli geLeigt hat, d a s  richtige Resultat 
weit ierschieden, i a  zum Tlieil sogar d a s  gerade Gegentheil 
von demjenigen, was die Lantlestriangulation hehauptet. und 
dcr vovgehliche Beweis ierfiillt tleinnach vollstindig in Nichts. 
Eine iiorh weit bedenklichere Gestalt niiiimt aber  die Sache 
an, wenn niiin, was wir bis  hierher nicht gethao haben, auf 
den Uisprnng der obeo gegebeneo niitllereo Fehter eingeht 
uiitl die Frage strllt, was deiiti fijr mittlere Fehler dies scicn;  
clenn da wird sich zeigen, class von den ohigen Schliissen 
gar nichts stehen Iileibeii kann. Der ntittlere Fehler O"339 
i r i  cler Hiisteitterniessring ist eiitstantlen aus  tler Ausgleichung 
eiries D~eier lssystenis  ntit 3 1 1 Fcltlern uiid 86 Bedingungg- 
glcicliurigen; tler niittleie Fehlcr O"281 der Laotlestrian~tilatioo 
atin cler Aiisgleichting eirirs Dreieekssystenis niit 13 Pehletn 
urid 5 Bedingun~s~le ich i inge~i  (wo, wie schon ohen lienierkt, 
rtach der Ansgleichung bei Bestinimung d e s  mittleren Fehlers 
der griihste Fehler ausgeschlossen wurcle). Ein niittlerer 
Fehler d i e s e r  Art, tl. ti. also der mittlere Fehler eirier aus  
der Ausqleichung cles Dreieckssystems sich ergehenden Ricb- 
tung, ist aber offerrbar w o  Griind aus  verschieclen von den 
beiden oben aiifgefiihiten Arten von niittleren Fehlern; e r  
enth#lt euiii grossen Theile paoz andere Elemente, die  a u s  
der Natur des  auszugleichendeo Dreiecksnetzes hertorgehen, 
und iiuc uoch zii einein kleinen Theile die  Fehler deci In-  
struiiierits i n  s ich ,  uiid kann deinnach in keitier Weise a l s  
ein Maass f i r  die Giite tles bei der l lessuog angecvandten 
Instrunients dienen. Ein Schluss von cler GrGsse d i e s e s  
mittleren Fehlers auf d a s  Gewicht, welches den Winkelbeob- 
achtungeii mit eirieni gewisr;en lnstrumenfe Iieigelegt werdeo 
miisse, wPre genau ebenso ungereinit, wie wenn etwa Jemaod 
- in eineni bekannten Bcispiele - e s  unternehmen wollte, 
aus  Lange, Breite urid Tiefe des  Schiffes das  Alter cles 
Schiffskapitains zu Iierechnen ! 
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Man sieht hieraus, wie rvir schon im Eingange andeute- 
ten, welche Fiille van Verworrenheit auf dieser kleinen Stelle 
sich zusamniendrangt, und welche Unklarheit hei der Kiiniglich 
Preussischen Landestriangulation i n  Betreff des Begriffes des  
mittleren Fehlers berrscht. Dies ist nm so hedauerlicher hei 
einem Institute, dem so tveitgreifende Befuuqnisse anvertraut 
sind und dessen Arbeiten nicht ignorirt rverden kiinnen. Auf 
welche Weise aber  die Landestriangulation d a s  angenommene 
Verhiiltniss der beirlen Theodoliten, niit welchein offenbar der 
Werth der ganzen Ausgleichung tler hetreffenden Dreiecks- 
ketten steht und Gllt,  in der That zii recfitfertigen rvissen 
wird, d a s  baben wir npch zu er.warten, untl hrechen clamit ah. 
Docb wollen wir zuw Schluss noch einnial die tlrei Arten 
d e s  mittleren Feblers, denen \vir his hierher begegnet sintl ,  
~usan~mens te l len  und denselhen noch eirie vierte Art hinzu- 
fiigen. Wir  werden dahei wie Iiisher, uni hestinimter sprechen 
zu kiinnen, die von Struve und Bessel eingefiilirte Beohach- 
tungsform voraussetzen, ohmohl e s  nur geringer Modificationen 
bediirfen wird, um auch auf andere Beabachtungsfornien iiher- 
zugeheo. 

Es seien in einer Triangulatian X, ,y, 2 ,  . . . die zu 
beobachtenden Richtungen , und die Anzahl derselben = m. 
Ferner sei  jede Richtung T ninl eingeschnitten, es hahen sich 
dadurch ergehen fiir x die r Werthe a, a', a",. . ., fiir y die 
T Werthe 6, b', b', , . . , f i r  z die r Werthe c, c', c",. . . etc., 
and e s  sei  das  arithmetische Mittel aus  a, a', a'',. . . = A, 
aus  6, b', b",. . . = B, a u s  C, c', c",. . . = C etc. Endlich 
se i  die  Anzahl der Bedingungsgleiehungen d e s  Dreiecks- 
systems = n. 

Yon dem ,,mittleren Fehlcr einer Richtung'l kann i n  
dieser Triangolatian auf folgende vier Arten die Rede sein. 

I) Der mittlere Fehler einer urimittelhar beobachteten 
Richtung a, a', elc., d. h. eiiier einzelnen Einstellung und 
Ahlesung, welcher = E sei, ist unter allen Umstfodea eine 
C o n s  t a n t e ,  welche Beohachtungen dieser Art nach ihrer 
Giite charakterisirt, und nur ahhiingig vou den Fehiern des  
Instruments, sotvie von den1 Einflusse des Beohachters und 
der hegleitenden Umstlnde iler Benl)achtung, welche wir 
dario mitbegreifen. Er  w i d  am natiirlichsten gefunden durch 
wiederholte Bcohachtung einer und derselben Richtong, uricl 
amar mit desto griisserer Sieherheit, je mehr solcher Beoh- 
achtungen gemacht werden, obtvohl in cler Praxis sehr hald 
eine Grenze einzutreten pflegt, vnn welcher alb der iiiittlere 
Fehler stehend wird. In einer Triangulation F i n d  aher die  
Beobachtungen der einzelnen Hichtungen i n  cler Regel riicht 
zahlreich genug, uni a u s  den Beohachtungen einer Richtong 
einen. hinreichend zuverlassigen Werth von 6 zu bestiinmen j 
man kann indessen die Gesaiiiiiitheit aller Richturigen d a m  
verwerthen wie folgt. 

Da unter den Werthen u ,  a', or',. . . sowie 6, b'. b",.  . . 
uricl c ,  c', c", . . . etc. j e  r-1 Bedingungsgleichungen he- 
stefien, s o  hat man 

wo rvir durch den Index ani Summen7xichen die Anzahl 
der Glieder andeeten, aus denen die Sriinme sich ZII- 

sanimensetzt. 
N u n  werden die i n  diesem Ausdrvcke enthaltenen ver- 

sehiedenen Werthe von g2, tvelche gleicb sein sollten, i n  ,der 
That nicht gleich sein, s o  lange r klein ist. Man erhalt aber 
nach einetn bekaiinten Satze eirten sehr zuverl5ssigen Werth 
von g2, wenn nian ii i  den vorstehenden Werthen die Sunimen 
aller Zihler untl aller Nenner iiiniirit uiid niithin setzt 

wo der Zahler je tz t  auch die  Glieder (8- (C-C)~, etc. 
uni fa ss t. 

Die ,,Gratlmessung in Ostpreuosen ' I  pag. 136 weicht 
von cler hier Refuridenen Gleichung ( I ) ,  soweit mall a u s  deni 
daselbst gegehenen Beispiele schliessen kann,  insafern ab, 
als  sie als Nenner mr setzt. 

Man kann wiinscheo, der miihsanien Bildung der Quadrat- 
somrnen, welche die Gleichung (1) fordert, uberhohen 211 sein. 
Dies geschieht (lurch eine schon vie1 gebrauchte Formel 
(siehe z. B. Kustenrermessung pag. 353), welche die Sumnie 
der Fehlerquadrate durch die Sunime der ahsolut genoninienen 
Fehler selbst ersetat. uncl welche nian gew6hnlich auf Encke 
zuriickfiihrt, ohwohl sie sich schon in einer Abhandlun, van 
Garrss (Zeitschrilt fiir Astronomic, M5rz und April 1816) 
findet.") Bezeichnet nanllich allgemein a irgend einen Be- 
abaclitungsfehler :ind p die Anzahl cler Beohachfangsfehler, 
l int1 wird die Wahrseheielichkeit d e s  Beohachtungsfehlers oc 

proportional der Function .--I a gesetzt, wo h eine Con- 
stante hedeutet, s o  l i s s t  sich leicht betveisen, (lass die 
Ails tl r ii c ke 

2 2  

I-- 

*) Wir eelien dabei I o n  dem Erginzungsgliede, welchee man 
durcli clas Vorzeichen & iinrner dninit verbiinden findet, vcillig 
~ 1 ) .  gleichwie wir ouch den1 Auadrucke (1) kcin eolchee 
Ergiinzangsglieti beigefiigt hrben (wvelches eieh gleichfnlls 
hei Gnvss a. a. 0. findet). 111 der That sind alle hier 
anfgefilhrten Werthe der rnittleren Fehler nur  die w a h  r -  
s ch e i n 1 i ch 8 t e n  Wertlie derselben, denen nmn deehnlb 
ihren wnhrsehcinlichen Fehler wit dern Vorzeichen & ale 
Erganznngsglied hinzufiigen kann.  Die numerische Berech- 
n n n g  dicws Erginznngsgliedee erscheint una aber fiir die 
Praxiq seiir eiitbelirlich. 

19 * 
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fiir hinreichend grosse Werthe von p gleiche Wertlre an- 
nehnien, vorausgesetzt, dass in  dem zweiten dieser Aueclriicke 
die Wertbe von OL be i  der Suinmirung ohne Voraeichen ge- 
nomnien merdeii. Daraus aber folgt weiter, dass wenn v 
irgeod eine Zal i l  bezeichnet, auch d ie  Ausdriicke 

unter denselben Voraussetzungen gleiche Werthe annehnien, 
und  m i tb in  kann man statt (1) fiir die niimerische Rechnung 
hequemer setzen 

c m ). ( A - 4  
nl Vr (r- I 

E = 1,2533 - 

wo die Werthe von A - a  wiederum our i n  ihrei i i  ahsoluten 
Betrage zi i  nehmen sind. 

2) Der  mittlere Fehler einer durch busgleichung auf der 
Station berechueten wahrscbeinlichsten Richtu i ig  A, B ,  etc., 
welcber = E~ sei, w i rd  durcb d ie  Beziehutlg gegeben 

vernioge eines bekannten Schlusses , von rvelchem schon 
oben Gebrauch gernacht worden ist. W l b r e n d  deninach der 

mitt lere Fehler 6 eine Constaute darstellt, welche durch wie- 
derholte Beohachtungen nur u m  desto zuverlassiger bestimmt 
wird, zeigt dagegen der mitt lere Fehler die benierkens- 

werthe Eigenscbaft, dass er durch Haufung der Beobachtungen 
auf jeden beliebigen Grad von Klei i theit  hiuab, und  dem Ver- 
schwindeu so nalie wie niaii w i l l  gehracht werden kann. 

Durch Einsefzuog der Werthe (I) uiid (2) wi rd  hieraus 

C m r  (A - Q)" &f = 
rnr (r - I )  

und  

(3) 

3) Der mittlere Fehler einer aus den auf  den $1 a 1' ionen 

bestimmten rvahrscheinlichsten Richtungen '4, H, etc. durch 
Ausgleichung nach den Bedingungen des Dreiecksaystems 
sich ergebendeo definitiven Richtui ig x, y, etc., welche = E~ 

sei, w i r d  diirch die Gleichuiig gegeben 

I l iese Formel ha t  Gauss zweimal bewiesen, n l m l i c h  i n  
dcr Theoria conib. obs. § 38 und i n  dem Supplelventum 
theoriae etc. 9 16. 

Fiir d ie  nuinerische Rechnung bequemer folgt daraus 
vermi t~els t  der obigeo Umformung 

wo die Werthe von 2 - A  wieder nur in  ihrem absoluten 
Betrage au nehmen sind. 

Die ,, Kiistenvermessung" pag. 353 weicht hiervon ah, 
indein sie i n  (5) els Nenner m-1, i n  (6) a lsNenner  m setzt. 
D ie Landestriangulation folgt diesem Vorgange. Beide Be- 
stinimiingen gelren den hier in Rede stehenden mitt leren Febler 
zu klein. 

4) Der niitt lere Fehler eioer aua den unmittelbar be- 
obachteteii Richtungen a ,  a', etc. durcb Ausgleicbung nach 
allen vorhandenen Redingungen s ich ergelenden de6oitiven 
Richtung X, y 1  etc., welcher = 63 sei, w i rd  gegebeo durcb 

wie nian sofort airs Analogie der Gleichung (5) findet.. Diesem 
mitt leren Fehler, (lessen numerische Berechoung wir uns n icht  
elit inern irgentlcvo gefunden zu hahen, l iegt offenbar d ie  ldee 
aum Gninde, nian hnhe ails deri unmittelhar heobachteteo 
Riclit i ingeri 0 ,  a', etc. durch Ausgleicliung sowohl  i iacb den 
BedingunKen auf jeder Station, als auch nach den Bedingungeo 
rles Dreieckssystems i n e i n e r R e  c h  n u n g d ie  definitiveo 
Richtungen .q y, etc. gefunden, wahrend man sonst d ieVer -  
einfachung sich erlauht, zuerst aus den Bedinguogen a u f  jeder 
Station die den Stationen entgprechenden wabrscheinlichsteo 
Richtcingen A, B ,  etc. u n d  darauf aus diesen durch d ie  
Bedingungen deN Dreieckssystenis die definitiven Richtungen 
x, y,  efc. zu berechiien, was in dem Resultate der Aus- 
gleichurig bekanntlicb auf  dasselbe hinausl luft .  Der  i n  Rede 
stehende mittlere Fehler euthalt demnach d ie  Gesammtheit 
aller Feblerquellen , welche eioe Triangulat ion darbietet, in 
sich, und  die Berecbnung desselhen di ir f te desbalb keinesmegs 
so  i iberfl i issig sein wie man d ie Sache gew6bolicb ansieht. 

Es i s t  leicht, diesen ni i t t lerei i  Fehler E~ durcb die vorigea 
auszudriicken. Man hat  ni imlich 

( z - a ) !  = ( A - ~ z ) ~  + 2 ( ~ - - . 4 )  (A-U) + (z--A)I 

u o d  die Summe hiervon l l s s t  s i ch  scbreiben 
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A m p  h i t  r i  t e .  
a. d -- 

9"l 11'117'"40s91 +5'42' 6"3 
9 .0  13 57,58 4-5 55 1 1 9 3  

l e t i s .  
8"9 1Ih57"47'77 +10°10'41"7 
8 . 7  55 51,05 21 2996 
8 . 8  53 54,30 31 4991 

und da  Zr (A-u), wo bier A--a mit Riicksicbt auf Vor- 
zeichen genontmen werden niuss, den Werth Null hat ,  so 
folgt durch Einsetzung in (7) 

Z , , , , ( A - U ) ~ +  r Z,(z-_A)* 
m (r-1) + n E,2 = 

S a t u r n. 
a d Durcligangszeit - -- Mitte der Anoen. 

1866 April16 14h33m38'56 -12'17' 14"8 3'06 
21 32 33,15 12 1099 3,06 
2 3  31 38,44 7 2019 3 ,23  
24 3 t 20,93 5 4497 3,31 
25 31 3,60 4 2997 3,04 
26 30 45,94 -12 3 591 3,09 

Mai 5 2 8  8,05 -11 50 3090 3,11 
6 27 50,68 49 997 3,14 

H e b e .  

Es ist demnach entweder 

oder 
m (r-1)eP + n @ 
m (r-1) + n 

631 = r .  (9) 

was zu suchen war. 

Die mittleren, Fehler iz2 und E~ i u  3) und 4) sind iibrigens 
otTenbar gleichfalls (wie 6 )  C o n s t a n t e n , welche die Giite 
der Triangulation charakterisireo, uod deren Werthe mit um 
so gr6sserer Zuverlassigkeit gefuoden werden, je griisser resp. 
d i e  Anzabl der Bedingungsgleichungen p i  und m(r-I)+ n ist. 
Nur siod es eiitweder gar nicht, otler oicht ausscbliesslich die 
Fehler des  Instruments, aus  denen E* und E~ sich zusammen- 
eetzen, wghrend E und nur von den Fehlern des  Instruments 
abbangeo. Das ganze Verbaltniss wird an] deutlichsten uber- 
seheu, wenn malt die Grenzfiille hetrachtet, wie folgt. 

1866 Man14 
18 

1866 Marz 14 
16 
18 

1866 April13 
15 
16 
21 
22 
23 
24 
2 5  

Nimnrt man r = 1 d. h. wird jede Richtuog o m  Einmal 
beobachtet, 60 erscheinen s und c1 unter der unhestinimten 
Form 8 oder die Werthe dieser mittleren Fehler konnen 
nicht bestimmt werdeo. Dagegen die  Werthe von e2 und E~ 

fallen zosammen, und jeder dieser mittleren Fehler enthllt in 
diesem Falle nicht nur die gesammten Fehler des  Instruments, 
sondern aucb die  gesammten Fehler der  Dreiecke in sich. 
Der mittlere Fehler e, hat  hier seinen grossten miiglichen 
Werth. 

Niinnit man an, d a s s  r iiber alle Grenzeo hinaus wachse, 
so geht 6 in den wahren Wertb d e s  mittleren Fehlers  iiher, 
wlhrend sl verschwindet. Der Werth von s, wird in dieseni 
Falle ganz frei von den Fehlero des  Instrunieots und nur 
noch abhangig von den Fehlern der Dreiecke, und deninach 
erlangt dieser mittlere Fehler hier seinen kleinsten m8gliclien 
Werth. Der Ausdruck f i r  5 in (8) endlich geht iiber in 

a ls  seinen Grenzwerth fi ir r = m, welcher inimerhin aucb 
schon f i r  eioe massige Zahl, rvie r = 24,  als Naheruogs- 
werth gebraucht werden kann. Unter allen Untstlnden ent- 
steht dieser mittlere Fehler q, aus dem Zusainmenflusse 
sammtlicher Fehler einer Triangulation und Bildet derr eigeot- 
lichen Tntal -Ausdruck fiir die  Giite der Triangulation. 

H a n n o v e r ,  iiii Ju l i  1867. Witt stein. 

8m5 
8 . 8  
8 .8  
8 .8  
9 . 0  
8 . 5  
9 . 0  
8 .9  

H y g e a .  
13"38"39'34 

37 6,83 
36 20,89 
32 30,77 
31 45,37 
31 0,46 
30 15,62 
29 31.49 

-16"27' 13"l 
18 3475 

-16 I 4  1090 
-15 51 393 

46 1895 
41 2994 
36 4295 
31 5390 

1866 Juni 20 8"'7 18'125m44'80 
23 8 . 6  22  51,13 

Juli 10 8 . 7  6 11,99 
11 8 . 8  5 16,68 

M e l  p o m  o o e. 
1866 Juli  I1  8'"8 191' 3"'29'37 

13 8 . 8  1 26,76 
16 8 . 8  18 58 24,92 
18 8 .8  56 25.61 

- 5'22'34"8 
33 3093 

- 7 8 5497 
16 291 

- 9' 4' o"9 
53 1194 

-10 I 2  2394 
25 2790 

26 8 . 8  28 47194 27 090 I 2 3  8 . 8  51 39;97 -11 1 5898 


