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3. Zur Elektronentheorie
der Dispersion und Absorption der Metalle;
von D. Enskog.

I. Einleitung.

Die Durchfihrung der kinetischen Theorien hat an-
erkanntermaBen bedeutende Schwierigkeiten zu iiberwinden,
die zum Teil in der Weitlaufigkeit der Rechnungen und zum
Teil in der Unzulinglichkeit der zu Gebote stehenden mathe-
matischen Hilfsmittel wurzeln. Unter gewissen beschrinkenden
Annahmen konnen sie indessen mit relativ einfachen Opera-
tionen zu einem ersten AbschluB gebracht werden. Ein be-
kanntes Beispiel ist Maxwells zweite Gastheorie, ein anderes
H. A. Lorentz’ Elektronentheorie der Metalle. Den verein-
fachten Rechnungen entsprechen vereinfachte Resultate, die in
einigen Fallen auch qualitativ von der Wirklichkeit abweichen.
Die grofie Bedeutung, die diese Theorien schon durch ihre
Einfachheit haben, ist jedoch ohne weiteres klar, auch wenn
man im Besitz einer allgemeineren, der Wirklichkeit niher
kommenden wire.

Die erste mit befriedigender Strenge durchbgefiihrte Elek-
tronentheorie der Metalle ist die von H. A. Liorentz.}) Er wendet
die von Maxwell und Boltzmann entwickelten statistischen
Methoden auf stationdire Zustinde an. Die Giiltigkeit der
Theorie wird durch die Annahmen beschriinkt, daf die Elek-
tronen -und die Metallmolekiile einander wie vollkommen
elastische Kugeln abstoBen, daB es gestattet sei, von den
Wechselwirkungen der Elektronen abzusehen, und daB man
die Masse eines Metallmolekiils so groB gegen die eines Klek-

1) H. A. Lorentz, Proc. Amsterd. 7. p. 684. 1905; The Theory of
Electrons p. 266—273. Leipzig 1909.
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trons ansehen kann, daB die Geschwindigkeit der Elektronen
zu vernachlissigen sei.

Spatere Verfasser haben — mit Ausgangspunkt in
Lorentz’ Theorie oder sonst — die Elektronentheorie weiter
entwickelt. So haben J. J. Thomson, J. H. Jeans und
H. A. Wilson die elektrische Stromstirke bei nach einer
Sinusfunktion oszillierenden Feldstirke berechnet. Die Er-
gebnisse dieser Arbeiten sind zum Teil unrichtig. Sie sind
korrigiert von Ishiwaral) und Bohr.?) Ishiwaras Ab-
handlung enthalt eine ausfithrliche Besprechung u. a. der von
H. A. Wilson angewandten Methoden, und in der von Bohr
findet sich eine sehr reichhaltige und wertvolle Diskussion der
auf dem Gebiete erschienenen Arbeiten.

Isbhiwara steht auf dem Boden der Lorentzschen
Grundannahmen. Bohr verallgemeinert die Theorie insofern,
als er ein beliehiges Wechselwirkungsgesetz zulifit, die Ge-
schwindigkeit der Metallmolekiile nicht von vornherein gleich
Null setzt, und die- Wechselwirkungen der Elektronen, von
denen auch keine speziellen Voraussetzungen gemacht sind, in
Betrachtung zieht. Die Metallmolekiile miissen jedoch die
Voraussetzung erfiillen, daB ihre , Figenschaften im Mittel in
allen Richtungen gleich sind*, auch wenn duBere Krifte wirken.
Das bedeutet z. B., daB ihre Geschwindigkeitsverteilung eine
vollig symmetrische ist, was eine nicht kleine Beschrinkung
der Allgemeinheit heiBt. Die Beschrankung scheint freilich
hier nicht unzuliissig zu sein, wie auch nicht die Lorentzsche,
daB man von ihren Geschwindigkeiten ganz absehen kann.
Andererseits werden unter gewissen Bedingungen die Bohr-
schen Voraussetzungen auch von den Kraften erfiillt, die
zwischen einem bewegten Elektron und einem Dipol oder
einem kleinen Magneten wirken, obgleich diese Kriifte ja nicht
zentral sind. — Bohr erhilt als Grundgleichung eine Integral-
gleichung, die sich in verschiedenen Fillen nach Fredholms
und anderen Methoden behandeln 148t. Die allgemeinen Resul-

1) Jun Ishiwara, Proc. Tokyo Math.-Phys. Soe. (2) 6. p. 56
bis 65. 1911.

2) Niels Bohr, Studie over Metallernes El theorie (Diss.) Kopen-
hagen 1911.
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tate enthalten gewisse, nicht analytisch formulierte Funktionen,
die in einigen bestimmten Féllen berechnet sind. In anderen
kdnnen aus ihr qualitative Schliisse gezogen werden.

Die Theorie der metallischen Dispersion ist nicht viel
bearbeitet. Drude?!) hat Formeln fiir Absorptionsindex und
Brechungsindex aus einer von ihm abgeleiteten Differential
gleichung zwischen Stromdichte und Feldstirke abgeleitet.
Die Gleichung ist durch rohe Mittelwertbildung erhalten, und
wie ibre Kolgerungen nur in dem speziellen Falle richtig,
daB die Molekille und Elektronen einander verkehrt nach der
fiinften Potenz der Entfernung abstoBen oder anziehen. In
diesem Falle haben aber auch nicht die Wechselwirkungen der
Elektronen oder der Metallmolekiile oder die Geschwindig-
keiten der letzteren irgend eine Einwirkung auf ihre Richtigkeit;
das folgt aus Maxwells Grundgleichungen der Diffusion.

In dieser Arbeit wird eine Integralgleichung zwischen
Stromdichte und Feldstirke abgeleitet, die bei beliebig rasch
verinderlicher Feldstirke gilt (die man als konstant wihrend
eines ZusammenstoBes ansehen kann). Als spezieller Fall
ergibt sich fiir eine nach einer Sinusfunktion oszillierende
Feldstirke ein Ausdruck, der in den betreffenden Fillen mit
denen von Bohr und von Ishiwara gleichbedeutend ist.
Die Maxwellschen Grundgleichungen der Elektrodynamik
werden herangezogen und liefern Formeln fiir die Abhingig-
keit der Brechungs- und Absorptionsindizes von der Wellen-
lange und der Eigenschaften der Metallmolekille und Elek-
tronen, welche Formeln mit den Beobachtungen verglichen
werden. Die Resultate werden mit Benutzung relativ elemen-
tarer Operationen direkt aus den bekannten von Maxwell
und Boltzmann abgeleiteten Formeln der kinetischen Gas-
theorie abgeleitet. KEs ergeben sich in dieser Weise u. a.
auch die quantitativen Resultate, die Bohr in bezug auf
Elektrizitits- und Wirmeleitung erhalten hat. Der Ausgangs-
punktist weniger allgemein als der Bohrs, er umfaBt jedoch alle
Fille, wo dieser seine Berechnungen zu Ende gefithrt hat. Wir
wollen die Voraussetzungen in der Folge sogleich niher angeben.

1) P. Drude, Physik. Zeitschr. 2. p. 161—165. 1900; Lehrb. d. Optik
p. 365—368. Leipzig 1900.
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11. Entwickelung allgemeiner Grundformeln fiir stationiire und nicht-
stationiire Vorgiinge.

1. Voraussetzungen und Hilfssdtze aus der kinetischen
Gastheorie,

KEs sei das Metall aus zwei Molekiilgattungen zusammen-

gesetzt, den Elektronen und den Metallmolekiilen. Sie sollen,
wenn sie sich nahe kommen, aufeinander lings ihrer Ver-
bindungslinie Anziehungs- oder AbstoBungskrifte ausiiben, die
nur von dem gegenseitigen Abstand abhingen. Ihre gegen-
seitigen Abstinde werden im Mittel so groB angenommen, da
man erstens von der Zeit, wihrend welcher ein Molekiil merk-
lichen Kraftwirkungen von einem anderen unterliegt, und
zweitens von den Fillen, wo drei oder mehrere Molekiile in
Wechselwirkung treten, absehen kann. Diese Annahme ist
freilich in der Elektronentheorie bedenklich, aber es ist bis
jetzt nicht mit Erfolg versucht worden, die Theorie von ihr
loszumachen.
- Die Lage der Molekiile beziehen wir auf ein rechtwink-
liges Rechtssystem. In einem anderen ebensolchen Koordinaten-
system denken wir uns von Origo aus die Geschwindigkeits-
vektoren der Molekille aufgetragen. Die Endpunkte dieser
Vektoren nennen wir die Geschwindigkeitspunkte der betreffen-
den Molekiile. Die Koordinaten eines Geschwindigkeitspunktes
sind mit den Geschwindigkeitskomponenten des Molekiiles
identisch. :

Im ersten Koordinatensystem sei ein Element do ab-
gegrenzt und es seien z, y, z die Koordinaten eines zu diesem
Element gehorigen Punktes. Im Geschwindigkeitsraume sei
dw ein Element mit den Koordinaten §, 9, & Wir betrachten
die Elektronen, die sich zu einer bestimmten Zeit ¢ in do,
wahrend deren Geschwindigkeitspunkte sich in do befinden.
Thre Anzahl, die wir als sehr groB voraussetzen, sei gleich

fEnLoy 2 tldodo =fdodo.
Die Zahl der Metallmolekiile, die zu do und dw gehoren, sei
FEn &z y 2z t)dodo = Fdodo.

Anstatt f(&, n, &, 2, y, 2, t) schreiben wir auch £, anstatt
&, n, &, ey zt): [/ usw. Auf die Elektronen sollen
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auBer den Wechselwirkungen mit anderen Molekiillen auch
anBere Krafte wirken, die fiir alle betrachteten Klektronen
gleich sind. Sie konnen zum Teil von § #, { unabhingig
sein; die Komponenten dieser Kriifte, auf die Masseneinheit
bezogen, nennen wir X, ¥ und Z. Auberdem werden auch
magnetische Krifte zugelassen.

Wir betrachten ein Elektron, das mit einem Metallmolekiil
zusammenstBt. Die Geschwindigkeitskomponenten des ersteren
seien vor dem StoBe &, %, { und nach dem StoBe &, v, ¢,
die des Metallmolekitls bzw. &, 5, { und &', 9/, {» Durch
das Metallmolekill sei eine Ebene gelegt, die zur relativen
Geschwindigkeit ;s des Elektrons gegen das Metallmolekiil vor
dem StoBe senkrecht ist. Verlingert man die relative Bahn,
die das Elektron vor dem StoBe beschreibt, geradlinig weiter,
so wird sie die genannte Ebene in einem Punkte treffen, dessen
Abstand vom Mittelpunkt des Metallmolekiils gleich & sei.
Man denkt sich diesen Punkt durch eine gerade Linie mit
dem Mittelpunkt des Molekiils verbunden. Um den StoB voll-
stindig zu bestimmen, braucht man nur noch das Azimut e
der Verbindungslinie, von irgendeiner Nullrichtung aus ge-
rechnet, anzugeben. Als Nullrichtung wihlen wir die Schnitt-
linie zwischen der genannten Ebene und einer anderen Ebene,
die durch den Mittelpunkt des Metallmolekiils parallel der
Relativgeschwindigkeit und der X-Achse gelegt wird.

Es seien X, H , H die Komponenten der magnetischen
Feldstarke, ¢ die Lichtgeschwindigkeit, ¢ die Ladung und m
die Masse eines Elektrons. Die X-Komponente der magnetischen
Kraft pro Masseneinheit auf ein Elektron ist dann

4 ;

em Y ]{: - gﬂy) ’
und die anderen Komponenten ergeben sich durch zyklische
Vertauschung.

Die obigen Voraussetzungen erlauben uns die Resultate
der kinetischen Gastheorie anzuwenden. Wir fiigen noch die
beschrinkenden Annabmen hinzu, dab man die Wechsel-
wirkungen der Elektronen und die Geschwindigkeiten der
Metallmolekiille vernachlissigen darf, Die erste dieser Be-
schrinkungen muB man als einen entschiedenen Mangel der
Theorie bezeichnen.
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Wie in der kinetischen Gastheorie bewiesen wird, muB jetzt
die Funktion f der folgenden Differentialgleichung geniigen:

of | .9F o af
e 4y [X+m(n]iz—§11y) x+ .

m s
= "F/— fF)gbdo, 1
l [ [ #i=rBigsdn avas.)

Durch die Punkte sind jedesmal zwei Glieder angedeutet, die
aus dem zuniichst vorhergehenden durch zyklische Vertauschung
der Koordinaten und Komponenten gebildet werden konnen.

Das erste Glied der linken Seite gibt den ganzen Zuwachs
vor f pro Zeiteinheit an; die drei nichsten, mit negativem
Vorzeichen, den Zuwachs durch die Wanderung der Elek-
tronen im Raume, die drei letzten, ebenfalls mit negativem
Vorzeichen versehen, denjenigen durch die Wanderung ihrer
Geschwindigkeitspunkte im Geschwindigkeitsraume. Die rechte
Seite stellt den Zuwachs durch die ZusammenstdBe der Elek-
tronen mit den Metallmolekiilen dar.

Der Kiirze halber bezeichnen wir die Differentialoperation
der linken Seite symbolisch mit D und das Integral der
rechten mit a. Die Gleichung nimmt dann die Form an:

(1 a) Df=a.

Wir bezeichnen ferner mit N, die Zahl der Metallmolekiile
pro Volumeneinheit und mit r die absolute Geschwindigkeit
der Elektronen, die zu dw gehéren. Es ist dann

In @ kann man den obigen Voraussetzungen zufolge ¢ mit » und

[Fdo, = [F do,

mit N, vertauschen. KEs ist mithin:

o0 2x

@) a=AflrJuf(f'_f)bdbda.

1) L. Boltzmann, Wien. Ber. (2) 66. p. 324. 1872; Gastheorie L
p- 114. Boltzmann setzt voraus, daB die duBeren Krifte nur von
2, ¥, % und ¢ abhiingen, aber man erkennt ohne weiteres, daB die Glei-
chung begtehen bleibt, wenn nur die Krifte gleich sind fiir alle Elek-
tronen, die sowohl zu do als zu dw geboren. Vgl auch R.Gans, Ann.
d. Phys. 20. p. 293. 1906.
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Im Falle des Gleichgewichts hat f die Form:

(3) [=f=4e",
wo 4 und A von &, # und £ unabhingig sind. Ks ist ferner
bekanntlich:

3m

4 b= et
h\e Sm \Y
(5) A=N(7> =A7(4f:aT> ’

wo 7' die absolute Temperatur und ¢ die Bewegungsenergie
eines Elektrons bei der absoluten Temperatur 1° bedeutet.
Ist p der Druck der Elektronen senkrecht gegen eine Fliche,
so gilt:

(6) p=sNaT ="
Aus (5) und (6) findet man:

3 3 \%e 5,
(5a) A=E(4M) cp T-"%,

In der kinetischen Gastheorie wird ferner bewiesen, daB

E=g4 " [2(5 — Eeos & + Yo —E—EFsin2deose] Y

m + m,

m, ist die Masse eines Metallmolekiils, # — 29 die Richtungs-
verinderung der Relativgeschwindigkeit bei dem StoB. % kann
als Funktion von 4 und g bestimmt werden. In unserem Falle
verschwindet m gegen m;; § =0 und g =7. Die Gleichung
nimmt folglich die Form an:

(7) §F=§—2§&cos?d + 2)r? — F2cos I sin Fcoss.

Durch Integration ergibt sich daraus unmittelbar:

2x
@) f(g'_g;,de=_4mos.23-§.

@
Durch Erbhebung von (7) ins Quadrat und darauffolgende Inte-
gration nach & ergibt sich
(9) f(g'z — EYds = 4n(r? — BEYsin® & cos? &

0

1) L. Boltzmann, Gastheorie I. p. 159.
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und daraus durch die einer Drehung des Koordinatensystems
um die z-Achse entsprechende Koordinatentransformation?):
(10) f(gw,'—,gu)de=— 127 5in2 & cos? & « £ 4.

0

2. Brmittelung der ¥Funktion f.

Beim Gleichgewicht ist, wie gesagt, f gleich £, (8). Wir
nehmen an, daf sie auch sonst angenihert durch £, dargestellt
werden kann., 4 und & seien Funktionen von z, y, z und &4

- Um einen genaueren Ausdruck abzuleiten, machen wir
den Ansatz

(11) f f0[1+§ (f'c + +§Z wtz( + +§’7 "’)U:cy +"‘]
und suchen die unbekannten Funktiomen ¢ und 4 so zu be-
stimmen, daB (1) befriedigt wird. Bei der Einsetzung in (1)
wollen wir nur Glieder der ersten GroBenordnung beibehalten.

Es sind, wie gesagt, die spateren Glieder innerhalb der
Parenthese von (11) klein gegen dem ersten. Wir nehmen
ferner an, daB man bei der Bildung der linken Seite von (1)
die Differentialquotienten der Glieder mit ¢ in bezug auf
& g und {, und daB man alle Differentialquotienten der Glieder
mit v vernachlissigen darf. Es wird mithin

» x x ay ; £
2 Dr= L Dft 850 80 g[S G

Nach (3), ()und (5a) folgt
16f, 1084 ,8h 13p 5 8T | hr* 8T
_—t e = —
f, 8t 4 ot 8t p at 2T 9t T ot
Lof _106p 5 6T | k6T
fo Oz p Oz 27 do T bz’
Lof
OE = 2hE usw.

Wir erhalten folglich

folop 5 8T, bt 0T
Tpet 2T ei T T 6t

1 ap 5 0T hrt 0@,
(12) +E[2 5L —enX— gl + 7 ax"'“”}Jf“

+§2‘9"’f ook 8 [+ ]

1) L. Boltzmann, 1. ¢. p. 164.
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Es folgt ferner aus (2) und (11):

oo 2

a=rlp6 [ [& - godods +.
00

2z

+ap . (r) (§ — EYbdbde + .

RE:

€7 — En)bdbds + .
Q

C%X C%S

+,, (1)

Setzt man

o
4z N, rfcoszr‘}édb = 0 (r, &),
0

122N, 7 [ cos? & sin? # b db = 6, (r, X)),
0
so ergibt sich mithin nach (8), (9), (10}:

1 2
?;—a:"_g'@l'(px (gz__’;) u:m:—
— 57] . (_;)2 . wxy —

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten von &, §% usw. in (12)
und (14) erhalt man:

(13)

(14

18) G+ Org, =20 X =L S (5 - hrt) 5, 8 61),
16) 24— ¥y, = V== g |7 gt + 5| BOL,
(1) vy == 0+ 5] 6,

(18) 1op _ 5 0T _ 0; pT-" = konst.

p 0t 27 ot

Addiert man die drei Gleichungen (16), so folgt
34647 B¢
(19) Ter T QJ
Die drei unbekannten GrroBen fallen hler ganz fort; d. h. die
Gleichungen sind voneinander nicht unabhingig und reichen

zur Bestimmung der Unbekannten nicht aus.
Die Gleichungen (18) und (19) enthalten Beziehungen
zwischen den Parametern. Die Entwickelungen zeigen nur,

+ o+ G
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daf sie notwendig sind, damit die angenommene Form von f
die Gleichung (1) befriedige. Die Befriedigung bleibt bestehen,
wenn man eine beliebige Funktion von r addiert, denn da r
bei den StoBen ungedndert bleibt, fallt sie bei der Bildung
von a ganz fort, sie dndert aber auch keine der erhaltenen
Resultate. Addiert man eine in bezug auf £ und 7 ganze
rationale Funktion von & # und r mit beliebig viel Gliedern,
148t es sich zeigen, dafBl die Koeffizienten aller Potenzen von
£ und % mit Ausnahme der der nullten verschwinden miissen.
Wir diirfen daher diese Beziehungen als richtig oder noch
besser als notwendige Bedingungen der Giltigkeit der bei der
Auflésung von (1) gemachten Annahmen ansehen. Die erste
ist ja nichts anderes als Poissons Gleichung.

Die Funktionen von ., v,, und v, koénnen nach dem
Gesagten gewissermaBen willkitrlich gew#hlt werden. Ks miissen
indessen auch die Gleichungen

ffdw:N:fﬂ)dco;
f%mr“‘fdco =NoeT=f~%m7‘2f},dw

befriedigt werden. Aus der ersten dieser Gleichungen folgt
nach (11)

1

gfrz fo [wxm + Q)Uyy—*- ’lpz:-l dw =10 ’
und aus der zweiten

1

s [ [t vy, + w]do = 0.
Es werden diese Bedingungen erfiillt durch

(20) wzz+ Wyy-‘- ,lpzz= 0.
Aus (15), (16), (17), (19) und (20) folgt jetzt

1
g, =e=0ut [eou {MX—N_P +1 (_5 _W)al] dt

p ox T\2 0w
= +0€_@1‘t,
@Y, __ 1 [r8T dw)__ 1 [40e o o
Veu= " @, | T8 T x| 36,8z by 8x]’

. a‘py 0@ .
o= = g; G0 * e
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Die Integrationskonstante C ist eine Funktion von r, =z,
y und z. Wenn von irgend einem Augenblick an

so muf hiernach ¢, nach einer Exponentialfunktion von ¢ gegen
Null abnehmen. Die Relaxationszeit, d. h. die Zeit, wihrend
welcher die Funktion um das e-fache verkleinert wird, ist

(21a) G =+

und folglich im allgemeinen von » abhingig. Bei Werten von r,
die iiberhaupt vorkommen, ist sie sehr klein, und das letzte
Glied von ¢, kann daher fortgelassen werden. Die Weglinge,
die ein Elektron der Geschwindigkeit » wahrend dieser Zeit
beschreibt, sei kurz als die Weglinge bezeichnet.l) Sie ist

r

(21b) 20) = g,

und folglich auch eine Funktion von r. In dem Falle, daB
die Molekiile einander wie elastische Kugeln abstoBen, wird 4
konstant und, wie wir sehen werden, gleich der ,,mittleren Weg-
lange*. Im Falle des von Maxwell behandelten Kraftgesetzes
wird wiederum J konstant.

Es seien u, v und w die Mittelwerte von &, % und ¢
Es ist

1 4
= Wf§zf0(pxdno = %fr‘*ﬂ)cpmdr.

Der zweite Ausdruck folgt aus dem ersten durch die Sub-

stitation
do =2grdrdé

und darauffolgende Integration nach & von — r bis + ». Wir
substituieren fir » die neue Veranderliche

(22) Cz=rVh.
Nach (3) und (5) folgt jetzt

—_ ”17_. 8 - . ad =2
(23) w= 3%1,([(;(/1 z*e 2 dz.
v

1) Vgl J. C. Maxwell, On strains and stresses ete. Sc. Papers 2..
p. 681; vgl. auch N, Bohr, L c. p. 33.
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Wir nehmen den spezielleren Fall an, daf man d¢, /0t
vernachlissigen darf. Da & eine sehr kleine GriBe ist, kann
man dies immer tun, wenn der Zustand nicht sehr rasch ver-
anderlich ist. In diesem Falle ist nach (15)

1dp 1 ar
%”*W[QhX p6w+—T(4—h )6:::}

Wir setzen ferner

8 xte-"dx
K (T, N, [
( ( ) 3]/7rf @1
24) { "
- 8 28e—"dx
\ ]12 - 3V7_r o,

und erhalten so
@5)  Zhu= [2hX——

oder
x_18p , 5 8T _ 1 K, 8T
2h _ET'I'WT ——K,[wzu—}_Tax]

Daraus folgt
(26) 7. = 15 |20 + 1 (K. — & 1) 57

Die 1 lassen sich daraus nach (21) bestimmen.

Wiren die Geschwindigkeiten um die Geschwindigkeit,
deren Komponenten #, v und w» sind, nach Maxwells Gesetz
verteilt, so wiirde

f=foe?”““’t+" =f[1+2hud + .2
sein, wenn die kleinen Glieder hoherer Ordnung vernachlassigt
werden. Das gibt den Wert ¢ = 24 u. Der richtige Wert (26)
scheidet sich im Falle konstanter Temperatur hiervon durch
einen Faktor, der eine Funktion von » ist. Wie wir finden
werden, wird dieser Faktor jedoch im Falle des Maxwellschen
Kraftgesetzes konstant und gleich 1.1)

1) Es folgt daraus, da die Grundformeln der Diffusion, die mit
Voraussetzung dieser Geschwindigkeitsverteilung von J. Stefan (Wien.
Ber. (2) 65. p. 323, 1872) und P. Langevin (Ann. chim. phys. (8) 5.
P- 245. 1905) abgeleitet sind, keine strenge Giiltigkeit beanspruchen
konnen. Die Ubereinstimmung im beziiglichen Falle zwischen Langevins
und Maxwells Wert erklirt sich aus dem oben Gesagten.
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3. Entwickelung allgemeiner Grundformeln fiir quasistationére
und rasch verdnderliche Zustdnde.

Man kann jetzt, wo die Funktion f° gefunden ist, die ver-
schiedenen Mittelwerte berechnen, mit denen die Beobachtungen
zu tun haben. Bezeichnen wir mit ¢, die X-Komponente der
elektrischen Stromdichte und mit £ die der Feldstirke, so ist

. ro - e’

= Ne'w, X= m ~Ew,
und es folgt aus (25), wenn der Zustand in der angegebenen
Weise stationdr ist
. Ne? . |,
LT o Ky [EI— 2e hp Ox 4 kT Ox

m Op bm 0T Ne K, 0T
T 2n T T b

Mit Beriicksichtigung von (4) und (6) findet man

1 ap 5 2 K\ o 8T
Ne dx 3 3 A

. Net? - |
@7 = 2¢ .Al{ﬂx_

z m

e "8z
Das elektrische Leitvermigen ¢ hat somit den Wert

Nt

(28) o="2

W 1°

Die letzten Glieder innerhalb der Parenthese von (27) haben
den Charakter eingeprigter elektromotorischer Krifte nicht-
elektromagnetischer Art.

Die X-Komponente des Wiarmeflusses nennen wir ¢ . Nach
der gewdhnlichen Definition ist

0

gzzf.ljmgrzfa’m = 27;"'-1‘7’6]‘; p, dr

u

(o]
Nm 2 .
= —75 '7Tff([3 28e—7dz.
n* 3 ]/ T x
0
Setzt man

- ] 80~ s
(29) K=o f e

so folgt hieraus nach Beriicksichtigung von (26) und (24)

28y N pow— N, KK, - K? 0T

B0 .= Y K on
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Ist « gleich Null, so wird hiernach

9 == l% .
Dabei ist
(31) = 4N T K K, — K;?

Im K,
und bedeutet nach iblichen Definitionen das Warmeleitver-
mdogen.

Man kann die gesamte kinetische Energie der Elektronen
in zwei Teile zerlegen: die Energie der geordneten Bewegung
und die der ungeordneten. Die erstere ist nichts anderes als
die magnetische Energie des den Strom umgebenden Feldes,
nnd ist direkt als solche wahrnehmbar. Es ist folglich die
X-Komponente des Warmeflusses

2= 4m [E[E— 0 + (1 —of + ¢ — wPlfdo
oder

0. =4m [~ 2ug)fdo,

wenn man die kleinsten Glieder vernachlissigt. Den Mittelwert
von £ konnen wir gleich einem Drittel desjenigen von r?
setzen und es folgt

. =9, — § Vel
oder

,_ 2 K-K 8T
(82) 9 =5 Kl~-NwT-u—-lW—

Das Verbiltnis zwischen 4 und ¢ wird endlich nach (31)

und {28
8 4 KK -K o T

(33) ® = ? - .v_._ja:z.— . —e'_{ -
Der Koeffizient von 7' wird hiernach — worauf ich schon
frither hingewiesen habel) — keine Konstante, sondern im

allgemeinen eine Temperaturfunktion, die dann auch nicht von
den individuellen Kigenschaften der Metalle villig unabhingig
ist. Die GroBe N, fallt immerhin ganz fort.

Hat man es mit einem verdrderlichen Felde wie z. B.
Wirme- oder Lichtstrahlen zu tun, so geht man vom Aus-

1) D. Enskog, Phys. Zeitschr. 12. p. 539. 1911.
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druck (21) von ¢, aus. Sieht man von den Verinderungen
des Druckes und der Temperatur ab, so wird nach (28)
und (21):

w ¢
. Ne? 8 2 __ _
o= gz [ e eme e a B gz g,
U —o0

oder nach der Substitution s =¢—1¢

[~ 8 e, .. .
zz=~—é—-—év;_t»ffz4c # =01 E (t—s)dzds

(34) <
o fann o
wOo
(35) b (s) = 3VnJ}4e Ry

ist. Wenn man E, als konstant annimmt, erhilt man einen
neuen Ausdruck der Leitfahigkeit:

(36) a=N”fw@a.

72

Man findet durch Integration nach s und Beriicksichtigung
von (24), daB dieser Ausdruck mit (28) identisch ist.

Die Maxwellschen Grundgleichungen lauten in Vektor-
schreibweise, wenn & wie gewohnlich die elektrische Feld-
stairke, ® die elektrische Verschiebung, § die magnetische
Feldstarke bedeutet, und wenn man die Permeabilitit gleich 1
setzt .

4 |,
curl©=7[1+—67},
199
¢ 0Ot
© wird leicht eliminiert, wenn man die erste der Gleichungen

nach ¢ differentiiert und von der zweiten den Curl nimmt,
Man findet dann, wenn man voraussetzt, daB

curl € = —

] div@ =0
18t, ,
47 |ai ’D
2 = | — .
Vi€ et [at 8t2]

Annalen der Physik. IV, Folge. 28. 48
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w2 ist der Laplacesche Operator, und *€ ist der Vektor,
dessen Komponenten 7*€,, V*€, und v*€, sind. Setzt man

D= C+B,

wo P die Polarisation bedeutet und von den gebundenen Klek-
tronen der Metallmolekille abhiingt, so folgt schlieBlich

2 (5 ’
1 %€ Ne*fq) (t—s)ds]|

47
87 V€ - R T Bl [ Fr

wo @' fir 0& /9t geschrieben ist.

Diese Gleichung entspricht der sogenannten Telegraphen-
gleichung in Maxwells Theorie. Sie enthélt zwei abhiingige
Verinderliche € und . Zur Bestimmung von P als Funktion
von & sind bekanntlich von Lorentz, Planck und anderen
Differentialgleichungen in bezug auf ¢ aufgestellt. Die Glei-
chung (37) muB mit einer solchen zusammengenommen werden
und bestimmt dann & und § als Funktionen von 2, y, z und ¢.
Kann man von den gebundenen Elektronen absehen, so wird
PB =0; die Gleichung nimmt dann eine einfachere Gestalt an
und enthilt nur die eine abhingige Verinderliche € Man
konnte ein Metall, wo solche Elektronen ganz fehlen, als einen
idealen Leiter bezeichnen.

Bei einem in diesem Sinne nicht idealen Leiter kommt
vielleicht ein Umstand hinzu, auf den eine kiinftige Theorie
Riicksicht nehmen muB. Die Krifte zwischen den Metall-
molekiilen und den Elektronen sind hier als vom Felde und
anderen Parametern unabhiingig vorausgesetzt. Sind sie elek-
trischer Natur, so mogen sie in naher Beziehung zu % stehen.

Wir nehmen versuchsweise als Lisung von (27) an

(38) Ey=a;‘"(‘- ),

was einer ebenen Welle der Frequenz » entspricht, die sich
in der X-Richtung ausbreitet. In diesem Falle kann man
immer schreiben

E +4aP = (0, —i128)E,,
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wo i= }/—1 ist und &, und £, von w abhingig, aber in bezug
auf ¢ und die Koordinaten konstant ist. Der Wert, den &,
fir @ =0 annimmt, ist die Dielektrizititskonstante.

Man findet

0o =}

. Y X
—0,.5 . — lw(t_icw) ~ (0, +iw)s — E, @®
fe Ey(l sids=ae e~ (6, ds 6 e’
0 0
und folglich nach (34)
i, =0,-4,
wo
[vo]
5 = Ne'® 8 e~ P dx
39 ° m 3Ya) Gitie
0
0o . 00 .
_Ne s [ [ OestemTdx o atem s
= P 3]/7—‘ @11 + &)2 @12 + 0)2 )
0 0

und wie E, eine komplexe GriBe ist. Ihr Grenzwert fiir @=0
ist nach (28) und (24) gleich o. Das Integral der rechten
Seite von (37) wird mithin iw¢,-E, und es folgt als not-
wendige Bedingung der Liosbarkeit von (37) durch (38), daB

— 0?1 = — we,—2il)+ i dawao,

sein muB. Ist w eine gegebene reelle Zahl, so muB folglich
v eine komplexe Grifle sein. Wir setzen

{40) v =n(l — ix)

und erhalten durch Gleichsetzung der reellen und der imagi-
niren Bestandteile

o0

{ Ne? 8 zte-2dx
2002 _ 1) — — JYer | FemFax

!n (22— 1) &, +4m m 3}/;f X

0

(41) N
2. _ - 2z Ne» 8 O, zte-*dx
nix = o + @ @ m 3Vn 6.2 + o

(1}

JppoT—

48*
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Wir setzen
oc
7 = 1 8 2te—- 2 dx
0 K, 8]/7; 6,2 ’
0
o0
1 8 ste—?dx

(42) Lo=g=- 3V?zf 6 + o’

0

_ 1 8 O, ate-dy
Ko)— ’XT * 31/;11 f @12 + 2
0
Es ist dann L, = K, = 1, und 7, ist im Falle des Maxwell-
schen Kraftgesetzes dieselbe GroBe wie ¢ in (21a). Nach
(28) wird dann
limr(?—1)=—¢ + 407,

m=0

(1Y)

lim ;[nzx — Ly =o0.

w=0 2

Der zweite dieser Grenzwerte stimmt mit dem, der sich aus
Maxwells Theorie ergibt, iiberein. Die erste Gleichung zeigt
aber, daB diese Theorie fiir die GroBe nZ(x*—1) auch bei
unendlich langsamen Schwingungen einen unrichtigen Wert
ergibt.

Die Gleichungen (41) konnen wir jetzt in der folgenden
Weise schreiben:
(48) { n’(xz—;l)=e-ea,+4nato-Lw‘,

wrx=_¢{,+o1r K,,

wo 7 = 2m/w die Schwingungsdauer ist. Als Werte von &,
und [, sind die beziiglichen GroBen einzusetzen, die sich aus
der Dispersionstheorie der Dielektrika ergeben. Nach dieser
verschwindet (, auBerhalb der Eigenschwingungsgebiete der

gebundenen Elektronen. Die zweite der Gleichungen wird
folglich zur Priifung der Theorie besonders geeignet.

III. Anwendung auf besondere Kraftgesetze.

Wir wollen die abgeleiteten Ausdriicke in einigen Fiillen
niher berechnen. Nehmen wir an, daB ein Molekiil und ein
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Elektron einander mit Kriften abstoBen (oder anziehen), die
proportional irgend einer Potenz ihrer gegenseitigen Entfernung
sind. Ist R diese Entfernung und ¥(R) die Kraft, die sie
aufeinander ausiiben, so schreiben wir demnach :

K
W(R) = 2

wo n eine positive, reelle Zahl ist. Es gilt dann nach Max-

well})
e (a)

9 = ae :
1 - of — 2 (},—)1z—1
X ¢ n—1 o

0

wo ¢ der Winkel in (7) ist. ¢(«) ist die positive, reelle
Wurzel der Gleichung

1— 92 _ 2 (»g—)n—l - 0’

n—1\a

und ¢ mithin eine Funktion von . Die GroBen 4 (18) und «
héingen miteinander folgendermaBen zusammen:

1 1 1 2
o [ e
wo k= K/m ist. Als Spezialfall hiervon ergibt sich, wenn
die Molekiile und Elektronen einander wiewollkommen elastische
Kugeln abstoBen:

YR)= nlilllo konst. (——E ) )

1

= . PO
b=« 812, I3 —'3121

wo s5,, die Summe der Radien des Molekiils und des Elek-
trons ist. Wir setzen

L=

[A“;>=4nfcoszﬁad(/.,

0
(44) ! .
[ AN = 4 nfcosz & sin? i o de.
0

1) Vgl. L. Boltzmaan, Gastheorie I. p. 157.
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Diese GroBen sind dann in jedem Falle konstante Zahlen,
die bei AbstoBung und Anziehung nach derselben Potenz nicht
gleich sind. Ist n =5, so fallen sie mit den von Maxwell
berechneten Integralen zusammen. Im Falle einer Anziehung
nach der fiinften Potenz sind sie aus zwei weiteren Annahmen
auf Boltzmanns Veranlassung berechnet. Bei elastischen
Kugeln ist _
sin & = L. «,

8.
wenn b < s, ist, und "
sind =1,
wenn b > ¢, ist. Ks ist folglich
(45) 40 =7, A==7T .
Nach (13), (24) und (29) wird
2 __n=6_ n-b

Ql — A(lx)kﬁ—_l.‘n/ih 2{n-1) _zn—l’

0, = 3‘4<2n)k717,]v1 BTG L gt

- 4 2n
(46) k= T3 5—m - (n - 1) ’

8Ym AP k"~ N, R

- 2n -
K,=-2"_.K,

n—1.

' 2nBn—1) -
K3=_’W'A1’

folglich im Falle elastischer Kugeln:

Il

- N, 8,3 %
O, =0,=""100 = 2
l( ! B Vi ‘ Y
41V h
) e
3Vn
| K,=2K, K,=6K,,
wo [ die mittlere Weglinge bedeutet. Es folgen von ¢, A und »
Werte, die mit denen von Lorentz und Bohr und mit der
Diffusionstheorie von Maxwell tibereinstimmen., Aus (27) und

(32) folgt
- 1 dp n—>5 .__oizi.iagi
lzz—.a[Ex—Ne'—a?_*-S(n—l) e az]’

n+1 aT
P -NaT--u-——}LFa?.

(48)

\q; %
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Das der Temperaturgefille proportionale Glied von Z, ver-
schwindet, wenn =z = 5. Es kommt daher in Maxwells Dif-
fusionstheorie auch nicht vor.

Die Grofe 7, (42) wird
3n+5
T[ 2 (n ~T)]
Ty= -

2 n—>a

A(n)kn—l . V. IZ— 2(n—1) T 2n
1 1 n—1

3n -+ 5
3Vn I[2(n—-l)_J e
I 17

2n
r(E)
folglich im Falle elastischer Kugeln:
- ! 1 3m
(50) To=gVrh= N, 5,2 l/’n .

und im allgemeinen nach (28)

m

(1) Tg ="+ g0

wo v der mit A| multiplizierte Faktor in (49) bedeutet. Man
findet

.o . __ 45z
{fur n=23: 1/_-..1_2@,,
(51a) s =D5: w=1,
. 3n
gy N =Q00! 7 ry

Man sieht aus (49), daB r, mit der Temperatur der GriBe

b—n
1  p2e-1

1

proportional wichst oder abnimmt. Es ist von der Anzahl
der Elektronen ganz unabhingig.

Die Grofen L, und K, (42) wollen wir nur fiir die Fille,
wo n=3, n=>5 und n=00 berechnen. Da sie von w in der-
selben Weise wie die Integrale abhiingen und ihre Grenzwerte
fiir w =0 gleich 1 sein sollen, so braucht man nur diese Inte-
grale in ihrer Abhingigkeit von @ zu bestimmen und durch
die Grenzwerte der so erhaltenen Funktionen zu dividieren.
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Ist zuerst » =5, so wird nach (46) @, von = unabhingig.
Nach (24) und (49) ist foiglich

1
=5, (vgl. (21a))
und es folgt

1
Lw = Km = 1—;———1_‘;—2“&')—,7
oder nach (43)
n et —1) = — ¢, +—47’”’“?,
(52) 14 1w

=Lty T+ T et
Diese Formeln sind mit denen von Drude identisch; die letz-
teren gelten aber auch nur in diesem speziellen Falle.

Ist = = 8, so wird

0 - 8 . 1 _ 1Y 1
V7 3yn K T
o0

1 2e—:"dx
Loaop—5 P
0
o0
1 2®e—"dx
K,oo P P

WO

g = (22 T
“\18) e’

ist. Im Falle elastischer Kugeln wird

- ze—7dx
-B- C/Df ~g+eg ’
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wo

ist.
Das Integral

J “'f%"ig;_ﬁz

wird nach der Substitution 224 §2=y? oder 224 f2=1y
leicht auf das Fehlerintegral (wenn m gerade ist) oder auf den
Integrallogarithmus (wenn m ungerade ist) zuriickgefithrt. Man
findet

Vil - (o gal.
o i e v
Vo

hfc],J“ =,

S = [1—ﬂt+wwf’eww} 1@y,
I
limJ; =1, lim(/-5%) =

2
=0 p=o0

Der letzte Grenzwert folgt aus der Reihenentwickelung?)
N SRS
uef;e dx——-l—"li-l‘?—...‘*‘..
Es wird endlich

J6= 3;/71 [1 _%ﬂz+%ﬂ4_ §-ﬂ5eﬁ2fe“m’dz],

Es folgt mithin

1) Vgl. Janke-Emde, Funktionentafeln usw. p. 19. Leipzig 1909.
2) 1. e. p. 8l
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1. wenn n = 3:
L= [1—sgr 4+ 4p0 = ypoer [osaa],
g ’
631 Kk.=".0@,
wo

15%. 7
| B = Toiye o

2. im Falle elastischer Kugeln:
f Lo=1—2+ 48 [e-7dz,
I3
(54) Kw =@ (ﬂZ)’
wo
4
B = o 7,2 w?

ist.

Mit Anwendung der Tabellen in dem oben zitierten Werk
von Jahnke und Emde habe ich die Funktion X, berechnet.
Es ist nach den dortigen Bezeichnungen:

f% e-odzr = — Bi(—f?)
I

Diese Funktion findet man dort fiir Werte von 42 von 0 bis 15.
Der letzte Wert ist indessen relativ weniger genau als der
von 3% =14, und es scheint zudem, aus dem Verlauf der @ (82)-
Kurve zu beurteilen, als wiire die letzte Ziffer wenigstens um
eine Einheit zu hoch. Dieser Wert ist daher nicht benutzt
worden.

Des leichten Vergleiches der Verhaltnisse bei den drei
verschiedenen Kraftgesetzen wegen habe ich in jedem Falle
1/L, nebst den zugehdrigen Werten von 72 w® berechnet.
Nimmt man die erstere als Ordinate und die letztere als Ab-
szigse, so wird die Kurve im Falle =5 eine gerade Linie
mit dem Neigungswinkel 45° gegen die Abszissenachse. Die
Kurven schneiden in allen- Fillen die Ordinatenachse im Ab.-
stande 1 von Origo.

Die Zahlen sind in der folgenden Tabelle gegeben. Ihre
Bedeutung geht unmittelbar aus den Rubriken hervor.
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,‘ Elastische Kugeln [ n=3
g 2@, , anf1 s g 15%m 1 2
1Tt @ —-— = SN = o =
‘ : 4 | Ko O 16828460~ 2O (HY
l | I
0,1 ' 0,9201 |  0,0785 1081 | emel | 21,74
0,2 | 0,8597 " 0,1571 1,168 : 13,80 | 11,63
0,3 | 08100 | 0,2356 1,28¢ | 9,204 ' 8,230
0,5 | 0,7308 r 0,3927 1,368 5522 | 5,474
0,7 | 0,6688 0,5498 1495 3,944 4,272
1,0 | 0,5964 | 0,7854 1,677 | 2,761 ‘ 3,353
15 | 05084 | 1,178 1,967 1,841 . 2,623
2 | 0,445 1,571 2,25 1,380 ‘ 2,25
8 | 0357 | 2,35 2,80 0,920 1,87
5 1 0,259 3,927 3,86 \ 0552 | 1,54
10 0,156 l 7,854 6,40 ,’ 0,276 ! 1,28
14 | o119 | 11,00 8,4 ‘ 0,197 | 1,20
Die Kurven sind in Figg. 1 und 2 dargestelit. Fig. 1

bezieht sich auf den Fall elastischer Kugeln und Fig. 2 auf
den Fall, wo n=38. Die punktierten Geraden sind die ent-
sprechenden Kurven fiir den Fall, wo »=25.

Z (Ql
Kw n‘?x
f,,
10 :
4
70 I
/,I //
7 a 1
// /
5 7=,
. [ A
/7/
3
2
o
1
0 1 2 3 & 5 7 10

Fig. 1.

2 2
®7 W
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Zz fQZ
A nx
| e
: /// //
/ o’
v ] ,’/ /,//
| ,///4
: SWaY.
V57
IR %
)4
4 %//
3 ’,';/ _—
2
1
0 1 2 3 % 5 7 10 R
Fig. 2.

Die Kurven sind in den beiden ersten Fillen merklich
konkav gegen die Abszissenachse. Um die Grofe der Kriim-
mung zu beurteilen, bilde man die Grenzwerte der Grife

1
d(??;) _
d(’o %)
fir 72w’ =0 und =co. Man findet leicht
hm OPEY)=-—1,
21 3! 41
P = ?—{—73{— .
Im Falle elastxscher Kugeln ist
4D
D‘_?[mm*
und folglich
lmD =+ =1213; limD = "= 0,687.
7 le:=0 romi=o00

Die letatere Zahl ist die Richtungstangente der Asymptote
der Kurve. Die Asymptote trifit die Ordinatenachse im Ab-
stande § von Origo.
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Ist » = 8, so wird

D= 1628 2[PE) + 8 Vi)
1577 gl e

und
limD =2 . 1% _1087; limp=2.1% <0724,

2 2
72 w*=0 15? 7200 =00 15

Die Asymptote schneidet die Ordinatenachse im Abstande 2
von Origo.

In Figg. 1 und 2 sind nebst den Kurven auch ihre
Asymptoten und die Tangente im Punkte 7,2w? =0 aufge-
tragen. Die Richtungsderivierte nimmt demnach léngs der
Kurve im Falle elastischer Kugeln auf die Halfte, und im
Falle n = 8 auf zwei Drittel des anfinglichen Wertes ab.

IV. Vergleichung mit den Beobachtungen.

Die Konstanten n und # sind fiir viele Metalle in mehr
oder weniger ausgedehnten Gebieten des Spektrums gemessen
worden. Die meisten Beobachtungen gehéren dem sichtbaren
oder dem ultravioletten Spektrum an. Sie zeigen, daB in diesen
(Gebieten weder e, noch , zu vernachlissigen sind. Im ultra-
roten Gebiet, das von unserem Gesichtspunkte aus das grofite
Interesse bietet, liegen nur Messungen von Ingersoll vor.})
Ingersoll hat seine Werte mit den KErgebnissen anderer
Beobachtungen zusammengestellt und so die Kurven von =
und # fiir Wellenléingen zwischen 0,23 4 und 2,25 u gewonnen.
Auf Grund dieser Daten ist die folgende Tabelle berechnet.

Die Tabelle gibt die gemessenen Werte von » und x, nebst
den daraus berechneten von ¢ z/n?x fiir die drei Metalle Silber,
Kupfer und Nickel wieder. Ist ¢ der spezifische Widerstand
des Metalles, so wird
9-10%

L4

Als Werte von ¢ sind hier angenommen

Ag: 0=10,016; Cu: ¢ =0,017; Ni: o = 0,10.

1) L. R. Ingersoll, Astrophys. Journ. 32. p. 265. 1910.



o
nx
2000

1000 -

200

0

758 D. Enskog.
( Ag ! Cu J\ Ni
i (u) Ll, ‘ gt { gt g1
n nx —s | n ”x 2 n nx 2
] n°x ’ nex n-x
| .
'2,25 0,20{0,72 }15,4 356 }1,03}11,7 330 3,95 [ 9,20 | 186
2,00 | 0,25 068 13,7 | 403 ‘ 3,70 | 8,54 | 190
1,75 | 0,38 0,55 | 12,8 | 485083 9,46 393 3,45 7,76 | 196
1,50 | 0,44 (045 | 10,7 | 584 ! 3,21 | 7,00 | 200
1,25 | 0,64 0,37 | 8,88 | 714|056 7,28 | 541 2,92 | 6,15 | 209
1,00 | 1,00 024 | 6,96 | 1120 2,68 | 5,26 | 217
0,870 | 1,320,203 | 6,07 | 1320 (/0,35 | 8,85 | 1140 || 2,45 | 4,80 | 222
0,750 | 1,780,168 | 5,16 | 1620 2,19 | 4,36 | 236
0650 | 2,370,154 4,32 1820 | 0,44 | 3,26 800/ 1,91 | 3,93 | 260
0,589 | 2,880,177 | 3,64 | 1720 0,62 | 2,63 | 637] 1,79 | 3,33 | 296
0,500 | 4,00 | 0,169 | 2,94 | 1890 1,54 | 2,97 | 328
0,395 | 6,40 | 0,155, 1,91 | 2500 | b i
0,332 | 9,07| 0,41 | 0,65 2340‘
0,316 | 10,01 | 1,13 | 0,43 | 1220 |
0,293 | 11,65 (1,57 | 0,97 361‘ .
0,226 | 19,58 || 1,41 | 1,11 | 271 ! i
| i ‘ | i
Fig. 8 stellt fiir Ag die Kurve von o t/n’% als Funktion von
1/A* dar. AuBerhalb der Eigenschwingungsgebiete der ge-
I
= pt
<X
7
A
7
2
w
Eams
02 03 10 2,0 30 &0
Fig. 3.

bundenen Elektronen ist £, zu vernachléssigen; die GroBe oz /n?x

wird mithin gleich 1/K,,.

Da 1/A* proportional »? ist, so

X
N



Llektronentheorie der Dispersion u. Absorption der Metalle. 759

diirfen wir dieselbe Form der Kurve erwarten als in Figg. 1
oder 2.

Dies ist auch der Fall mit dem den lingeren Wellen-
lingen entsprechenden Teil der Kurve. Sie verlduft beinahe
geradlinig und ist gegen: die Abszissenachse konkav. Der
Grenzwert von oz/n’x fiir 1/A% scheint indessen wenigstens
hundertmal zu groB zu sein.

In diesem Gebiet kann daher an?x bei passender Wahl
der Konstanten ¢ und z, durch die friither abgeleiteten Formeln
(43), (32), (53) oder (54) dargestellt werden. Nennt man die
elektrisch gemessene Leitfahigkeit ¢,, so wird

1. wenn n = 3:

6=-21: 7 — 2,107 Sek.

l

100’ "0
c= 1‘:;0 5 7,=1,3.10715Sek.
3 n =Q0
a=%; 7,=1,9.10"15 ,

o,/ ist dabei gleich der Ordinate des Schnittpunktes der in
den drei Fillen gemiB Figg. 1 und 2 in verschiedener Weise
ausgezogenen Kurve. <z, ist aus der Neigung der Asymptote
berechnet.

Bei etwas groBeren Werten von 1/i% biegt die Kurve um,
und etwa im Gebiet des Griinen befindet sich ein Minimum.
Dies ist ein Zeichen dafiir, daB hier £, nicht zu vernachlissigen
ist, und daB hier auch die gebundenen Elektronen eine be-
trichtliche Absorption ausiiben. In der Tat befinden sich anch
die zwei hellsten Linien des Emissionsspektrums von Silber
eben im Griinen bei A =0,547 p und 4= 0,521 g. Das
Minimum ist deshalb nur, was man von vornherein erwarten
konnte.

Bei Kupfer sind die Werte zu wenige, um eine gute Vor-
stelluing vom Verlauf der Kurve zu geben. Letztere steigt
auch hier im Ultrarot, um im sichtbaren Spektrum wieder zu
sinken. Bei Nickel, auf das, des Metalles ferromagnetischer
Eigenschaften wegen, die Theorie sich nicht bezieht, verlduft
die Kurve in regelm#Biger Weise, gegen die Abszissenachse
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schwach gekriimmt, dieser Achse beinahe parallel. Ist die
Permeabilitit als eine reelle GroBe anzusehen, d. h. kommt
keine Hysterese vor, so ist einfach ¢z /n?x mit p zu multi-
plizieren, um 1/Z,, zu erhalten. Die Permeabilitit ist indessen
freilich selbst eine Funktion von o, was den Verlauf der
Kurve beeinfluBt.

Nach Meier!) kann man die Dispersion und Absorption
des Quecksilbers im sichtbaren Spektrum, wo er seine Messun-
gen gemacht hat, ohne Bezugnahme auf gebundene Elektronen
durch Drudes Formeln darstellen. Ich habe aus seinen
Beobachtungen die Werte von o z/n?x berechnet. Sie finden
sich in der folgenden Tabelle, und die Kurve ist in Fig. 4
aufgetragen,

| 1 T
1 T
(w) 1 n n ntx
0326 | 944 | 06798 2,257 8,65
0,361 L1811 0774 2,711 5,38
0398 | 681 . 0,921 3,166 4,28
0,441 L 514 1 1,011 | 3,424 3,99
0,468 . 457 1,149 | 8,684 3,46
0508 387 | 1312 | 8916 3,10
0589 | 280 | 1,624 4,406 2,58
0,868 ' 224 1,719 4,697 2,59
gz
nn
10
7 %
Vs
5 //
4 CY
3 Zall
e
2
k i z
- 2
¢ 1 2 3 4 5 7 104
Fig. 4.

1) W. Meier, Ann. d. Phys. 31. p.1017—1049. 1910.
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Es scheint eher, als hitten die gebundenen Elektronen
ein Absorptionsgebiet bei etwa 4 = 0,600u. Das Spektrum
des Quecksilberdampfes hat hier auch leuchtende Banden. Das
kann man inzwischen aus Meiers Beobachtungen nicht sicher
entscheiden. Fiir 7, findet man den Wert

7, = 0,46 . 10~15 Sek.

Uben die gebundenen Elektronen eine betrichtliche Ab-
sorption aus, so ist dieser Wert wahrscheinlich zu klein.
7, wird dann, wie es auch der Ausdruck (50) erwarten laBt,
nahe dieselbe GroBe wie bei Silber haben.

Fiir Quecksilber kann man die Gréfe r, auch in véllig
anderer Weise berechnen. Nach Messungen von 8. Koch?)
ist die Reibungskonstante des Quecksilberdampfes bei 380° C.

177 = 0,000656 g cm™!sec™!. Man findet daraus mnach der

Formel 2)
5 = 5m, _ 5m ‘/ZR T
16 (28,2 Vmkh 64sh V a M’
wo m, die Masse eines Quecksilbermolekiils, ¥, das Molekular-

gewicht des Quecksilbers und R die universelle Gaskonstante
ist, daB

]Vl 3122 = 92.10"cm™1!.
Es ist ferner
Z;— = 4,4.10™7 (Reinganum),
‘:*; = 5,4.10" (Mittelwert aus den besten Beobachtungen)

und folglich nach (50)
7, = 1,5.1015 Sek.

Die Ubereinstimmung zwischen den beiden Werten ist auffallend.

Aus den beiden optisch gemessenen GroBen o und 7,
kann man mit Kenntnis von ¢ die GroBe N berechnen. Nimmt
man z» =co an, so wird nach (51) und (51a) fiir Silber

Sn [y 3w 7
N=22, _ 9 2% %
8 e , 8 ¢ ,

— e .1, 120 — - €'+ 1,
m m

1) Vgl. A. Winkelmann, Handb. d. Phys. 2. Aufl. 1. p. 1404.
2) D. Enskog, Phys. Zeitsehr. 12, p. 59. 1911.
Aunalen der Physik. IV, Folge. 38. 49
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Mit Anwendung des Planckschen Wertes

¢ = 4,7.10710 elektrostat.. Einh,
findet man
N=1,1.10%,

Die GroBenordnung dieses Wertes steht mit den aus der
Elektronenabgabe beim Glithen berechneten in guter Uberein-
stimmung. Der Wert zeigt, daB nur ein kleiner Teil der
spezifischen Wirme des Silbers den Elektronen zukommen.
Aus Plancks Wert 0,62.10% von Avogadros Konstante
findet man nimlich

N, = 6.10%,

Sind die freien Elektronen als von den Molekiilen abdissoziierte
Valenzelektronen zu betrachten, so wiren sie demnach nur ein
relativ kleiner Bruchteil dieser Elektronen.

Berechnet man aber N aus der elektrisch gemessenen
Leitfahigkeit, so erhilt man einen 120mal gréBeren Wert,
Dieser ist mit der gemessenen spezifischen Wirme von Silber
in keiner Weise vereinbar.

Es sei hierbei kurz auf einen anderen Fall der Nicht-
iibereinstimmung der Elektronentheorie mit den als bekannt
angenommenen Tatsachen hingewiesen. Die Hallkonstante ist
bekanntlich etwa gleich — 1/¢.Ne. Bei Wismut bat man
den Wert

— 10 elektromagn, Einh, = — 10

c?

elektrostat. Einh.

gefunden. Es ist folglich

Ne' = 3.10° elektrostat. Einh. = 1 Coul.
und
N =0,6.10%,

Dieser Wert gehort einer ganz anderen GréBenordnung
an als der frither bei Silber gefundéne. Man kann indessen
auch die Leitfihigkeit berechnen. Da das Atomvolumen von
Bi etwa 3 mal desjenigen von Hg ist und man annehmen darf,
daB s, bei beiden Metallen nahe denselben Wert hat, so kann
man nach dem fritheren

2 1 —1
N s’ =10"cm
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setzen. Da auBerdem

o= 2Ne e’ !
T a8k m
3aT

ist, so findet man hieraus
o= 0,4.101%,

Der wirkliche Wert ist aber 0,75.10!¢ und folglich etwa
2000mal groBer. Nimmt man bei Wismut dieselbe Proportion
zwischen der optisch und der elektrisch gemessenen Leitfihig-
keit an wie bei Silber, so wiirde die erstere Lieitfahigkeit etwa
das geometrische Mittel zwischen der elektrisch gemessenen
und derjenigen, die sich aus dem Halleffekt ergibt, sein.
Man kann daher sagen, daB die Elektronentheorie gut
imstande ist, die optischen Konstanten aus anders bekannten
molekularen Grofen quantitativ zu berechnen. Das ist aber
nicht der Fall in bezug auf die elektrischen. Sei es, daB die
Widerspriiche in irgend einem grundwesentlichen Mangel der
Elektronentheorie oder nur in unrichtiger Auffagsung irgend
eines Krgebnisses derselben liegen, so muB es eine der wich-
tigsten ibrer nichsten Aufgaben sein, sie zu beseitigen.

Stockholm, im April 1912,

Q“‘

(Eingegangen 16. April 1912.)





