Zur Theorie der Transformation quadratischer Differential-
ausdricke und der Krimmung héherer Mannigfaltigkeiten.

Von

A. Voss in Dresden.

Fast gleichzeitig haben die Herren Christoffel®) und Lipschitz,
freilich von sehr verschiedenen Gesichtspunkten aus und in verschie-
dener Allgemeinheit, sich mit der Theorie der homogenen Differential-
ausdriicke beschiftigt, iiber welche bereits Riemann, wie aus dessen
spiter verdffentlichten Werken hervorgeht, ein fundamentales Theorem
gekannt hatte. Insbesondere hat Herr Lipschitz unter den allge-
meinsten Voraussetzungen die Beziehungen untersucht, welche statt-
finden, wenn ein homogener Differentialausdruck von % unabhingigen
Variabelen 2 durch Einfiihrung von » neuen Variabelen y, fir welche
m willkiirliche Gleichungen ¢, = const bestehen, in einen anderen
transformirt wird. Herr Lipschitz hat sich dabei vornehmlich der-
jenigen Analogien bedient, welche sich aus einer Verallgemeinerung
gewisser der Variationsrechnung angehbrigen Transformationsprineipien
Lagrange’s ergeben. Ich habe die Transformation eines quadratischen
Differentialausdruckes im Folgenden durch directe Rechnungen bewerk-
stelligt, und wie ich glaube, die Integrabilititsbedingungen in einer
vollstindigeren Form ausgesprochen, als dies bisher geschehen war.**)

Diese Betrachtungen bilden den ersten Theil der vorliegenden
Arbeit. Im zweiten Theile (§ III.—VI.) habe ich auf Grund der ent-
wickelten Formeln versucht, die Theorie der Kriimmuong im gewdhn-
lichen Raume, wie sie von Monge und Gaunss entwickelt worden
ist, wenigstens in ibren Hauptgesichtspunkien auf mdglichst natur-
gemisse Weise fiir hthere Mannigfaltigkeiten zn tGbertragen. Es ist

*) Christoffel: Die Transformation der homogenen Differentialansdriicke
zweiten Grades. Crelle’s Journal Bd. 70.

*¥) Von Herrn Beez ist nenerdings der Fall m — n ebenfalls direct unter-
sucht worden, Schldmilehs Zeitschrift Bd. 24

Mathematische Annalen. XVL 9



130 A. Voss.

dies freilich schon von Herrn Lipschitz auf Grund von Analogien
geschehen, welche die analytische Mechanik darbietet; doch schien es
mir im geometrischen Sinne erwiinscht, die Kriimmungstheorie von
diesen ginzlich loszulbsen.

Anmerkung:

Die vbllige Coincidenz meiner Betrachtungen mit den Vor-
stellungen, welche Herr Lipschitz in einem Theile seiner aus-
gezeichneten Arbeiten entwickelt hat, ist mir in Folge verschieden-
artiger Bezeichnung erst deutlich geworden, als es mir gelang,
das von demselben auf pag. 292 Crelles Journal Bd. 71 ausge-
sprochene Theorem iiber den Zusammenhang zweier quadrilinearen
Formen direct zu beweisen. Ich verweise hier auf die Arbeiten
des Herrn Lipschitz:

1) Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen
von % Differentialen.
2) Entwickelung einiger Eigenschaften der quadratischen Formen
von % Differentialen. Crelle’s Journal Bd, 71. Erste Mit-
theilung pag. 274, zweite Mittheilung pag. 288,
3) Fortgesetzte Untersuchungen in Betreff der ganzen homo-
genen Functionen von # Differentialen. Crelle’s Journal
Bd. 72.
4) Ueber ein Problem der Variationsrechnung etc. Crelle’s
Journal Bd. 74.
d) Ausdehnung der Theorie der Minimalfiichen. Crelle’s Journ.
Bd. 78.
6) Beitrag zur Theorie der Kriimmung. Crelle’s Journal Bd.
81, p. 230, sowie Généralisation de la théorie du rayon
osculateur d'une surface, ebenda, pag. 295.

Nach Aufstellung des Begriffes der Krimmung eines Normal-
schnittes, der Hauptkriimmungshalbmesser und des Kriimmungsmasses
einer Fliche, behandle ich insbesondere die Frage, die meines Wissens
bisher noch nicht aufgeworfen worden ist, unter welchen Umstinden
in einem Raume Schaaren von Ebenen oder Kugeln vorhanden sein
konnen. Es kann dies, allgemein zu reden, nur dann stattfinden,
wenn eine mehrfach in Differentialen lineare Covariante verschwindet.
Ein hervorragendes Beispiel fiir diesen Fall bilden die Mannigfaltig-
keiten constanter Riemann’scher Kriimmung. Piir diese bleibt die
Monge’sche Definition der Kriimmungslinien in Giiltigkeit, sowie der
Gauss’sche Satz von der Unverinderlichkeit des Kriimmungsmasses
bei beliebigen Biegungstransformationen.

Im § V. habe ich die Theorie der Developpabelen behandelt,
namentlich gezeigt, dass im Raume von drei Dimensionen das Ver-
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schwinden des Gauss'schen Kriimmungsmasses einer Fliche bedingt,
dass dieselbe nach Analogie der Developpabelen des gewthnlichen
Raumes aus geoditischen Linien des Raumes zusammengesetst ist. Auch
bei beliebiger Zahl! der Dimensionen bebdlt das Verschwinden des
Gauss’schen Kriimmungsmasses eine interessante Bedeutung.

Endlich habe ich eine Transformation des Kriimmungsmasses,
welche die vorhergehenden Betrachtungen erginzt, sowie eipe Er-
weiterung des Begriffes der Hesse’schen 'Determinante angegeben,
durch welche die letztere die Eigenschaft erhilt, bei beliebigen Trans-
formationen eine Covariante zu sein.

§ L
I einer Mannigfaltigkeit von % Dimensionen M,, deren Punkte
durch die Coordinaten x,, z,, - + - «, dargestellt werden, sei das Quadrat

der Entfernung ds zweier unendlich naher Punkte 2, z 4+ dz ausge-
driickt durch die Gleichung:

(D ds* = Ty du;day,™)

in welcher die ¢;; = ¢;; beliehige Functionen der z sind, deren De-
terminante nicht verschwindet. Ueber die gpadratische Form

(2) F= Zt?{k XiXk

zu welcher ds gehdrt, sollen keine weiteren Voraussetzungen gemacht
werden. Um in Uebereinstimmung mit bekannten geometrischen Vor-
stellungen zu bleiben, wird es sich allerdings empfehlen, die Form F
als definit vorauszusetzen; doch kommt, ausser wo dies ansdriicklich
hervorgehoben ist, diese Eigenschaft im Folgenden nicht in Betracht.
Wird nun darch #» — m Gleichungen zwischen den 2:

3) P1=0, =0, 1= 0,

welche durch das System der s independenten Variabeln:
Ups Uyy - » " Up

identisch befriedigt sind, so dass die Gleichungen;

Gw; 0
e == ()
<4) ém,k 3ua 2
Py, ox, ox dp;, dz,
5 e —— - T e O u. 8. w.
() 2 oxbE, ou, Ou, + 02, ou,ou, ’

fiir alle:

*) Hier, wie tberall im Folgenden, beziehen sich vorgesefzte Summations-
zeichen immer gleichzeitig auf alle dicjewigen Imdices, welche doppelt unter den-
selben auftreten.

9%
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=1,2,---n—m,
r,s=1,2,.--m
bestehen, eine m-fache Mannigfaltigkeit B, ans der M, ausgeschieden,
so ist das Quadrat des Lingenelementes in dieser:

(6) ds? = Z?a” dus d“z
mit der quadratischen Form:

(7) (D = Zars U,g U[
wobei:

@ = o= Sty 5 0%

Setzt man ferner.

aaat rt + %rg = 2a
(9) aul au.y aut risy
2(7””; acmk 6("zk o
- - =, = 2Cnki,
A ox, o1,
wobel WeZen @ == Gir,y Curi = Cimi, die ersten Indices vertauschbar
sind*), so ist:
dx; oz‘zk dx, oz, o,
= YV 4 i ST A AT
(10) Urst Zczl P, o 0'“‘ +2 mki Gu, aut ou,

Ferner sei die Determinante der ¢ durch 0, ihre ersten Unterdeter-
minanten durch p,z, die Determinante der a,; durch A, die ersten
negativen Unterdeterminanten derselben durch e; bezeichnet. Setzt
man noch:

o9;
(11) ———696: Vrr == Qix,
oz 9z, 0%
ou, Uy Ouy i
. . . :
(12) D— 9% _fd_.'q_ .. 90
0 ullt 0 u7/t 0 u”[ : :
AT s q1n
I
]
q"d G2 an :

ferner:

o, aq> bo; o
(13) bij— E — . Vinn == E”a}"‘ Q}':u = C-’L“ Qim

und fihrt man fiir die # — m-rethige Determinante der b, die Be-

*¥) Von den Herren Lipschitz und Dedekind sind diese Bildungen durch
a,,, bezeichnet. Vgl. Riemann’s Werke, herausgegeben von Weber, insbeson-
dere die Erljuterungen von Herrn Dedekind.
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zeichnung A” ein, so hat man die, vermdge der Gleichungen (4) und

der bekannten Relation
1
¥ 2 rxcu==[kl],

in welcher das Zeichen (%] fir k= [ den Werth 1 haben soll, sonst
aber gleich Null zu nehmen ist, leicht zu erweisende Gleichung:
(14 D = AN

Hieraus geht hervor: So lange die Determinanten D, 8, wie voraus-
zusetzen ist, wicht verschwinden, kimnen auch A und A" nicht ver-
schwinden.

Wir fithren ferner ein System von (n—m)n Grossen 2;;, in wel-
chen der erste Index § von 1 bis # — m, der zweite } von 1 bis »
gehen soll, durch die folgenden Gleichungen ein:

Eb}l l;l = (i,
(15) Eb}d lﬂ = a1,
ijn—mlﬂ == Qun-mi-

Werden die Unterdeterminanten der &;; durch &, bezeichnet, so erhilt
mwan als Auflésung der Gleichungen (15):

(16) A”Aj; = Zé{j(_{,z,

also auch:

7 iy = Xhyeqn

und zugleich die folgenden Identititen:

(18) A" Z’AJ;A,'['C”' _ 68;;,',

o9;

(19) Dk FE =11,
Q) o5,

(20) letc.m -27—7; =0,

Setzt man endlich noch:

_ ox, be, bs,

1) Crts=2('mkt 5—7;; "Zm_( 5“, >

also nach (10):
2‘ va, By
(22) Cik L. = Urty — Crts,

ou, OU,0U

ferner:

. o, oty
(23) 22% Tuou,
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50 hat man aus den »n Gleichungen (22) und (23) als Werthe der zweiten
Differentialquotienten der z nach den u:

7 ox
(A> d x .B;-z;l;L N z(artm Crtm)&unﬁ

du du,

wobei noch die aus (5) folgende Gleichung:

Fo; oz, oz,
) =B = 2ie, e
zu bemerken ist.

Man kann der Formel (A) eine andere Gestalt geben, welche fiir
die folgenden Differentiationen ein wenig bequemer ist. Dazu ist es
nbthig eine Identitdt abzuleiten, welche auf der Betrachtung der mig
beliebigen Grossen u;, v, geriinderten Determinante:

(25) A = — Zyium,
hervorgeht.

Man erhilt nimlich durch geeignete Multiplication und Reductxon
mit Hiilfe der Gleichungen (4), (10)

/) ” . ox, dx
A D= — Agr—m1A E sV, hjr gy + A7 G _2_ U Vn 5 m— €'
Uy, 0%,
und wenn fiir D? aus (14) sein Werth d7—7—1AA” eingesetzt wird:
1 WY dx, oz
26) — E . —— L e
( ) 3 VrsUr¥y Ur Vs Jrfbx‘f’Aéur@s Tu, Tt €' n'
also zundchst durch Gleichsetzen der Coefficienten der Producte w,v.:
5 _ }_ — _l S 1 6‘7"r 8.’6&
("7) E) Ves = 5 , ljr%a _]L‘K s 57"7,' ’gum’ Coi ny
ox; fwy . .
ferner, wenn u, = ¢4, ?7; =, genommen wird, durch Vergleichung

der Coefficienten von v,:
5 S Yrs axi g”ck ox ;.
(28) e ,'T ctkr ‘&; ’M = 6 ljrjm 'ﬁ Cirr
72
1 R oz,
-+ N } emn—n':' pqn-
n-

2
Fihrt man den durch (28) bestimmten Ausdruck fiir die C,,, in die
Gleichung (A) ein, so ergiebt sich, wenn man noch (‘)7) zur An-
wendun(r bringt:

€5, 2 4 Vi [33
(B> W == ,Qrtj X'J e "Zarlmemn =

2 Y Ox 6".’17}‘
—“—- C
YarCinn 75— au‘ )
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in welcher Formel zur Abkiirzung gesetzt ist:

1 09 oz, oz,
(29) Qr.'j = Drij + S 3.’51 Vmn “87:: —iﬁ Cow'w' = s

Die Werthe der Q. spielen im Fo]genden eine wichtige Rolle. BSie
erscheinen besonders bemerkenswerth, weil sie bei beliebigen Transfor-
mationen der Variabelen x in ein System von n neuen Variabelen y,
also bei teliebigen Transformationen der M,, absolute Covarianten sind,
d. h. ohne jeden Factor in die entsprechenden Formen dbergehen, die
aus den y gebildet sind. Man kann, obwohl bei der weiter unten
hervortretenden Bedeutung der Q,,, dieser invariante Charakter zu er-
warten steht, dies auf folgendem Wege erweisen.

Es sei die bei Zugrundelegung der Variabeln y gebildete Function:

3% azq;k 59”1 'Y’mn 33/, 53/_,_ c,.
oY, U Ou, oy, O ou, ow,

’
Qstj=

, dx, dx e s .
WO ¢} = E Chr ﬁ ayf und die ", ¥, die entsprechenden Deter-
T

minanten und Unterdeterminanten der ¢i; bedeuten. Bezeichnet man
die Transformationsdeterminante:

[ om %% |
oY 2y, ‘s
. S
3-271 . axﬂ !
' oy, £y, |
durch T, so ist:
07 =14¢",

ferner hat man aus:

éx, Oz,
T‘) Z?mn Oy Uy == 27:,‘ n L = - Vpil,
Y, 03/”‘
/m n -S- 'Y,,‘ e cy,{ 0!,/,”_
0z, 7

, o, aszk dx, 0oz, ox,
Citm = 'ka -yl oy c/tks T AT TR T
Y 09,09, . 0Y;

Berlicksichtigt man noch die Gleichungen:

br, N8z oy,
A = T AR,
ou, cY OY,
ory e, 0y, 0y 27 0%, &Y
cuxa“'t ayl’ 8‘}]’“ a’“’t Eus Eyk Z’u‘au, ’

so findet man leicht, wenn die Werthe der .., cin eingesetat
werden;



136 A. Voss.

%t} = etstyy
wie gezeigt werden sollte,

Da die Gleichungen &,;7%=10,; bestehen, so sind auch die b;
covariante Formen. Dagegen siid die i;; nicht covariant, doch findet
die sebr einfache Beziehung statt, dass bei beliebigen Transformationen
der m, die neuen Grdssen 1;; mit den alten durch die Formeln:

ox
= D Ny
. o= 2 54,
verbunden sind,
Wir entwickeln endlich noch einige Formeln, die in den folgenden

Rechnungen besonders hdufig zur Anwendung kommen werden, nimlich
die Werthe der Differentialquotienten der p,; und 4.

Da:
Ya
E —;\—" s = (R3],

a(%) Cpe = — 27“‘ 73%; 3_:1-[»
%) o= 5 Gz, Bu

o,

so ist

oder, wenn mit y,, multiplicirt und nach s summirt wird:
0y 4 llt ax
<3O) a—yé - ?//ul'yah : ”—‘r : >

b’

ou,
wobel man noch, wie aus (9) hervorgeht, setzen kann:
OCus

(31) T, = Cims + Crsn-

Eine ganz analoge Formel gilt auch fiir die Differentialquotienten der
a,:, wihrend aus (30) wird:

€ 1 ca,
KYs mn kA
(32) o A = + KE Zemkenh 5?1»‘

du,

Die Differentialquotienten der 4;; bestimmt man aus den Gleichungen
{(19) und (20), d. b. aus dem folgenden System:

pt de 4 D (b
= A PN
ox, + jt Bu 7z, 0,
3 al_)l a(pn-m_i- (amn wY 0
gu, 0%, Z ou, \ oz, )T
ol; ox de, dx, 2
e TR Yn &z,
2 au‘ Cin aul +2’ljl aa;k aut 11(3/,, S a — O,

a1, 0¢a
Zau Cin Bu +2 i T, 6,“ 2)u +2}'-"c"‘au Oty =0,
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so dass also:

24, 2 (29
aut = —2)'.11 liTW (_87;) AZ il Coed * Cun sz; i
0xk E a"l?r Gcml
lekehh 5 a_ubj “7u, 2,
wobei die aus (A) sich ergebende Relation:

E iiCin é}—uo—ujq—' E:’Ijlclthlj ' 2

zur Anwendung kommt, um die zweiten Differentialquotienten der z
zu entfernen.

§ 1L
Herleitung der Integrabilititshedingungen.

Die Formeln (B) kann man als eine Reihe von partiellen Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung ansehen, welche bestehen miissen,
wenn die Massbestimmung in der M,,, wie sie dureh die Form & ge-
geben ist, aus der allgemeineren Massbestimmung in einem hdheren
Raume M, mit der zugehdrigen Form F hergeleitet werden kann.
Zum Bestehen der Differentialgleichungen (B) sind die Integrabilitits-
bedingungen erforderlich, welche durch die Bedingung der Vertausch-
barkeit dritter Differentialquotienten sich ergeben. Es muss daher fiir
alle », s, p sein

1 ggrs] 7 09 5 2] J}, N ¢ 1 31'- 2.’1:‘.
0 Fuy T ow L Gwy | 7O T
[4 > r s

+ N ¢ 1 Pant axi 5-77k l

Ao\ A Fnkbika oo TR

ou, } & P ou, ou, [

27 ox
- au { X Ursa €mn a u }
o,
+ : 0’!4 { Uspui bmn au’n } =0,

Der Uebersichtlichkeit halber bilden wir diese drei Differenzen geson-
dert. Zuniichst hat man, wenn man die zweiten Differentialquotienten
aus § I. (B) ersetzt, und § 1. (31) beachtet:

.) aQra) P a‘pt ?)3.’.81_ ?_2{ 0 Tmn ¢ a‘c 0""(‘
& ou, dx, 00U, CU Fr, fu, ) & R Gu cu’

4 = fd
(72 7%
+ : axkamm au [an }-zl Z‘arm«emn OM“] *
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Multiplicirt man mit i;;, und addirt man dann
Ry, oz

]I‘ —_— [ n .

s ot Dbk gager Gu Y

1 0"31‘ ax]: axm,

+ 2§ Ajidgn Ty Q5 Cirn '%*P‘ a.

q
1 2 oxA
+ A ljzeq}y le imn T Qn] Q g s
so entsteht:

: ,, i op &z, 1 oz
(3) — It ’ _2 ? £ 1,;'14 + = 2"-;' ©£qn' c”‘li}TZ Ain, quz Qs

0w, Gu, 2u cu,

~

1 27 az, oz, ox,
+ K3 40805 ‘Zu—,,' Q.. clkmw Pu
£2
+ E o [ Yun , 08 0%,
{m 8up g Ckm Ju, Ou,

1 27
+ N Z'z‘harsmemn -Bnpj~

Ferner findet man nach gehtriger Entwickelung:

ax/; ’ i 1 ax};
(4) - 2 au {A @rsmCrn —37”-} + E a—up ["A— QspmCumn —agn—]
=—x : lﬂleﬂm (“srm wpi T Dspm rn;)

+ 1 2"1 e 0%, a ox; ETA
A hnCiknCrn aun' srm aup — Uspm a—ur)

1 EN ,
— A [ ‘—-‘aun’ [S rm p]a;

WO

= oa
(O) [3"”?"}9]4 - a::m - :pm — 2 G {aorm Qo pn— Aspo Cwr’ ru}
2

Ebenso findet man:

~

Sl ¢ f1 0, ) ax; o,
(6) S’au { YVanCiin a?l' au f+23u {6 VYrnaCirn bu é)u_}
1\ oz, i,
b ) 2, Vmh Citan ljl (Qrsj ‘ahu; - Q:pj 71;’-_)
41 Z ZA EA VER
FN Enn’ _a-u‘; Vin Cikn \ Qspu ‘au—r — Qsrm *a'?;)

1 ox; dx oz .
+?2ymh~a‘f au; a_u: [lkml]o,
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wo, analog wie bei (5):
aclk ac'kr Yom' ;-
() [lkmi), = _%‘m_ — 5 _—2 :S'm (€res Cimm' — Cirs Cimm)

gesetzt worden ist. Fihrt man den aus (4) bestimmten Ausdruck
rechts in (3) ein, so entsteht:

9%y75 %5 992545 1 ’ o,
(4) ou,, = 5’:’_ == ry Eljllim CmCon Pty {Qpyi Ry — Qg Q)

1 2 e,
+? l;h “Z_n‘(asrmgzﬁpj - asmernj)

1 3-'5,' 3.17,
'y _S_ Vam Ay €iii (Qrs_J “a—u;* - Q.vpj 7!‘7

1 Jo, oz, dx; duy
& & Vmh Gy Y gu u, ou,

[Lkmile.

Addirt man jetzt die Gleichungen (4), (6) und (A), so entsteht:

€, 0%
0= 2 ljllimclm '% 31&: (qui Qrpi - qu: prj)

em' n a Ly

— & 7u. [srm'pla

ox, ox; Oz, . ox o
] k- h
+ E—,\—' S - Ukmileegn 7 -
ou, ou, ow, U, %,
2

Z
~—"— und Sum-
7y,

Endlich entsteht hieraus durch Multiplication mith,,,

mation nach kb die wichtige Formel

(B) [Srtp]a - 2 Ail lim Clin (thj Qrs) b Qrti Qap))
ox; om bx;p B, o o
+2> Tu, 7u, bu, Bu, LW

so dass die vorhergehende Formel dadurch erfiillt wird, dass alle Coef-

J

Die beiden Formeln (A) und (B), zu denen man noch (4) und (6)
hinzanehmer kann, stellen in einer vollstindigeren Form die Be-
dingungen der Integrabilitit dar, als sie bis jetzt gegeben wurden.
Die Gleichungen (B) sind zuerst fiir den Fall m = » von Riemann,
dann von den Herren Christoffel und Lipschitz, und spater von
Letzterem fiir ein beliebiges 7 in Gestalt einer Identitit zwischen
zwei quadrilinearen Covarianten entwickelt. Insbesondere hat Herr
Lipschitz gezeigt, — wie dies auch frither schon von Riemann

. bz :
ficienten der e, ——— verschwinden.
"
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behauptet worden war — dass das identische Verschwinden der Aus-
driicke [{kmi], die Bedingungen dafiir ausspricht, dass die quadratische
Form Fin eine solche mit constanten Coefficienten, also das Quadrat
des Langenelementes in der M, in die Form Xdz? transformirt wer-
den kann¥), Die Formeln (A) sind bislang fiir den allgemeinen Fall
noch micht entwickelt worden; sie entsprechen den bekannten Differen-
tialgleichungen fiir die £, F, G, welche Gauss in seinen disquisitiones
generales circa superficies curvas gegeben hat,

Es verdient der Umstand hervorgehoben zu werden, dass in (A)
und (B) die Q. ; nur in den Verbindungen XQ,; ;5 vorkommen. Aber
die letzteren Grossen, welche der Kiirze halber durch [, bezeichnet
werden sollen, sind nicht von eimander unabhiingig. Denn es gelten

die Relationen:
o0x;
2 rpqh Ein au: =O7

8%-
§rr9h—axh = s

in Folge deren jede n reihige Determinante, welche aus » Reihen von
Cogts Tpge v - - Tagn; Tpgeny Tage, o o5 Tprgry -+ Tprgrn gebildet ist
und # — r ganz willkiirliche Reihen enthilt, verschwindet, sobald
n —r < m ist, dagegen fiir » — 1 = m gleich der Determinante der
gleichnamigen Q,,1, - - + Qp4s wird, multiplicirt mit einem von den Q
unabhiingigen Factor. Sonach verschwinden die simmtlichen % < m
rethigen Determinanten, welche sich aus den T ilden lassen.

Die Zahl der Gleichungen (B), welche von einander linear unab-
hingig sind, ist, wie aus den bereits angefithrten Untersuchungen bekannt

ist, le— m? (m*—1). Die Gleichungen (A) gestatten dieselben Redue-

tionen, wonach ihre Zahl zunichst 4o M (m*—1) sein wiirde.

Aber es bestehen, worauf hier noch aufmerksam gemacht werden
soll, noch andere lineare Relationen zwischen den Gleichungen (A).
Differenziirt man némlich die Gleichungen (A) oder (B), und ersetzt dabei
wieder die zweiten Differentialquotienten nach § I. (B), so erhilt man
weitere Bedingungen der Transformirbarkeit der Form F in &, die
Transformationsrelationen des Herrn Christoffel. Diese Relationen
werden im Allgemeinen mehr als vierfach linear in ersten Differential-
quotienten der z werden, doch kann man aus ihnen Gleichungen zu-
sammensetzen, welche zeigen, wie die Formeln (A) und (B) sich zum
Theil gegenseitig bedingen. Die betreffende, etwas umstindliche Rech-
nung mége wenigstens an der Formel (B) angedeutet werden.

*) Journal von Crelle 70, Seite 89 ff.
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Wir bezeichnen die linke Seite der Gleichung:

. dx; 9%, 0%, oz
(8) [rimpa 2 [Ekhi) — —a—“'p- —a'uf —5;1

ou,

- 2 clb(rpml FCeri — Drma r:pl) =0

durch H,yp, ihre einzelnen Theile der Reibe nach durch (a), (b), (c).
Wir differenziren (8) nach w, und fiigen zu derselben die analogen
Gleichungen hinzu, welche entstehen, wenn man die Buchstaben p, g, 7
eyklisch (also in g, 7, p; 7, p, g) vertauscht. Es entspringen nun aus
(a) Glieder mit zweiten Differentialquotienten der a,,; diese heben
sich gegenseitig auf. Ferner Glieder mit ersten Differentialquotienten,
diese lassen sich zu einer sechsgliedrigen Gruppe:

1 aaarm’ da, gm’
33 o (- 2)
aa‘mpu

o (S Py 4]

zusammenziehen. Ersetzt man hier die Differenzen nach der Formel
(5), so entspringen Glieder von der Form «:

1 oz, o0x, 0x, 0=,
+ > erwtnpn [[zum]c - e e T

+ clh(rqm 1 r:rh ~— lra’i raqh)]

und von der folgenden

1
— Af E €in Ampn’ (a'u-m' Qrgy — Qsgm’ rri) G s

welche letzteren sich gegen eine dritte bei der Differentiation von (a)

auftretende, aus den Factoren i’%"— entspringende, Gruppe aufheben.

Wird jetst am zweiten Term (b) von H die Differentiation ausgefithrt,
so zerstoren sich die Glieder mit zweiten Differentialquotienten der
¢ir;, von den zweiten Differentialquotienten der z; kommen ebenso
nur die Glieder

-Z[UJ&@] ox, %, | a@_ﬁ+3xk ok, }
4

ou, 0u, Iou du, OU, ou, 0z, 0%

und ihre cyklisch entsprechenden in Betracht. Ersetzt man hier die
zweiten Differentialquotienten der z, so entsteht die Gruppe §:

ox; 3 2
_2 {kht)e -— f’ﬂ‘ xk f',,;,+ azk r”‘“")’

ou, §u,
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sowie die Groppe y:
oz, ox, oz, O
+2[lkhz]c {W aul auln __: Asgm'”

endlich eine Gruppe von Gliedern, welche fiinffach linear in ersten
Differentialquotienten der x sind. Die letztere hebt sich aber identisch
auf, wenn die aus der cyklischen Vertauschung folgenden Glieder hin-
zugezogen werden.

Es ist endlich noch (¢) zu differenziren. Dabei entspringt aus der
Differentiation von ¢, die Gruppe 9:

dxy
= D) Crntennd) o ComeTors — ot T,

wihrend die ibrigen Terme sich zu der sechsgliedrigen Gruppe &:

Sl () (S i) ]

vereinigen. Indieser sind die Differenzen nach Formel (A) zu ersetzen. Nun
folgt aus I. (27), wenn man mit ¢,, multiplicirt und nach r summirt:

— )=} S b1 - o+ & 2 - Cun Ot

und darch Multiplication mit 4;,

e ln— - lercrt ¢ ﬂ }’om;

1 1 ow;
rpqs =35 E ljr —851— Vam Cre rpq!'
™

Hieraus entspringt dann die Gleichung:

ar or
E rrmh € ( Asqh - A_&ph_)
o, 0'149
ox;
= -S. Frmn € zl( gs¥ au rpsl' au; )

dx; fxp dz
- rrmm [l ]" 7:_] 4 i
> Ty T,

mn
+ E Cih—x (rnp)l asqm — Vaonk xpm) rrmk'

oder:
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Trigt man diese Werthe der Differenzen in der Gruppe ¢ ein, so
entstehen drei neue Gruppen, von denen die erste sich mit der Gruppe
8, die zweite mit B aufhebt, so dass also nur eine Gruppe %:

€ . v
E (233 mA" (asqm' rn‘ql — Qspwm’ ra'ql) Cema -

bleibt. Endlich heben sich die Gruppen «, 7, % gegen einander auf.
Bezeichnet man jetzt die auf Null reducirte linke Seite der Gleichung
(A) durch J,4p, so folgt die identische Gleichung:

8H, ¢H ¢H

rsmp_ g PSmg gam r
: =
Oy Ju, Oy,

+ 2 % mn (@mpn Hrsm o + Carm Hypunet+ trmw Hysw p+ aapm'qun’r
+ tgmu Hpomr + Gsgm Hrw p)
— 2 i (Trmn Fsip + Vpm Irgte + Tomi Spsir + Fera Jpmig
+ rthqmlr + rtthrmlP) = 0.

Eiue ahnliche, weniger einfache Identitit, welche die J, H gleich-
falls linear und die Differentialquotienten der J in cyklischer Ver-
tauschung enthalt, ergiebt sich durch eine analoge Behandlung der
Gleichung (A). Werden also die Relationen B = 0 bereits als dentisch
fiir alle Werthe der w erfiillt vorausgesetzt, so liefert die obige Gleichung
cine Reihe weiterer linearer Relationen fiir die Gleichungen (A) und
wmgekehrt.

Indem ich mir vorbehalte, die allgemeinen Gleichungen (A), (B)
anf Grund der voransgeschickten Resultate weiter za untersuchen, wende
ich mich schliesslich zu dem speciellen Falle, wo nur eine einzige Glei-
chung @ — O worliegt, wobei statt Q,e1, Ay einfach Q,,, 4, zu setzen
sein wird. Die Gleichungen (A) nehmen dann eine bedeutend ein-
fachere Gestalt an. Um diese zu erhalten, setzen wir:

atp 397 ymn_ —
(9) ba o, 8 = U
(10) 2 An ln Cnn = ;] "

Da ferner:

oU 1 09 09 O

*, 2 0z, ax} 3._
ou,

—

o] -

D)

2o o2, 09 i UZ St 9%, 1

= 3z, 0z, Ou, 0%, 8 = Px 0z, ou, E?

m t4

so wird:
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aQrS — 897 "5 Y Crim ?ﬁ{_ﬁ?"‘cl + v 99) a:%‘xk:
0, Ox, Eu, 8 ou, o, i 0z, 0w Ouu,

27 1
+ —A— ArsmCmn Bnp

Ry /v U t 39 o9 . Yh
+2“(7“(‘-Z Gu, 2 oz, 0%, 0 8|’

ou,
oder:
Yaun dz; Sy
VU VU Z z, o, { PR T Z‘us}

Uu
a* P 1
+2 dw, Ou, 0u, 0%, N
,
+ Q. V’U Zimi o¢ oz

T
0.73‘ Ou

<) 1
_>_ = Uy €mn By
+ AI/U rsm “mn np

Hieraus folgt:
Q Qo ée,, 0%
g~ =tLo, S, e 0

4 Vo bz, ou,
ou, ou,
ciy
Q , mn 0%
P e [ 0u
+ AV— ; Qrsm Bnp - apxm nr) Cun s
. cay o,
- I/U E lm '{h Citm (er au - Qsp )
Cunw 0Ty eipn L ’ dp ( dx; a am,)
5 . T T
AVT cu, TR DrTgp N\ TGy, AT

:c,- oz, c‘.z'k
aVU 2;/ i gy Wi
Man kann nun die erste und dritte Differenz zu:
ox; O te,,
_—_21"“1 { o a i au,}{am" ’"Tﬁﬁ}’
welches identisch Null ist, die zweite und vierte dagegen zu:

E (a'srm an — a’psm Qnr) Cmn

INZS
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zusammenziehen und erhilt so die Gleichung:

s .9
(11) aﬁ- 4 yps == AV— Z(Gram np " Ap s nr)cmn
ou, ou,

1 Yma g 0% oz,
i > 7z, 7%, Bup b, - (kmi,
von der weiterhin eine wichtige Anwendung zu machen sein wird.

An Stelle der Gleichung @ — O kann man auch eine andere Be-
. stimmungsweise der M,_, einfiibren, welche im Folgenden ihre geo-
metrische Erliuterung finden wird. Wir betrachten die z, - - - 2, als
irgendwie bestimmte Functionen der # — 1 Variabeln « und -fiihren
n Grossen p durch die folgenden n Gleichungen:

Zcik Z—Z pe =0
Zcikpz‘pk =1

ein. Aus den Gleichungen (12) erhilt man:
| 0y ) g%, |

Do g 20, |

[4) 205.'191' =, oxy dwp  |°

; 20” Fu_ 'Zc"k'au,,_l

n—1

(12)

| A &y

Da ferner:

oz ] v o, Sv oy,
oz e id ’ ! -S.L'xk—,-_—"' cnk"—’_
1

: 0, o4 [ oU dand ou

} . . :

\ ox oz, | o ‘ o' oy \T o

| R— 1 ... = i C1k =" L cnk'a—"_—
| o,y Otyy | 1 OUn—_1 #a1
‘E 2“3?.’1 <0 Zas?’m, oy T Ua

so 1st:
ix, 0x,
92 (21);“.' = AZ“X: o Yai + 62“:1; [+ 57 ’u_“' €En'ny
oder, da @?==0A zu nehmen ist,
1 1 oz, odz,
(13) Z(Pt‘“-‘)z =% 2“: o Yei + '520‘”.0‘" T, ou, [

Differenzirt man ferner die Gleichungen (12), so erbilt man:

Mathematische Anpalen, XVIL ) 10
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g Zzy,

2 0%, ¢z
A nph 2 (Qm.s +pzclzk auk l)lmn au

aczk axl
— By Zp‘ wra

oder, wenn man nach (13) die Producte der p,p; eintrigt und wieder
einen identisch verschwindenden Theil fortldsst:

0 —E Yz OF
19 = Yo g = D BT

Will man zu den Formeln (4), (B) ﬁbergehen , S0 ist zu setzen:

_58} == Ecik_pi, zk = Pk, =X i Pr Cix = 1)
g .
so dass:
29 oQ ot
(15) Vau: a;r’ = , —/A (ast‘QO'p — Qspa Qm'r)

de, 0%, oz
+2ps aﬁ T, 7 T w, [Phkm,

o; 8:6, aﬁ ox,

(16) [srqpl. = (R QR — Qg Rp) +20u bd cu, o,

§ IIL
Kriimmung einer Mannigfaltigkeit.

Herr Lipschitz hat zuerst die Lehre von der Krimmung der
Flichen auf die allgemeine Vorstellung der Massverhiltnisse einer
Mannigfaltigkeit von % Dimensionen tibertragen, fir welche die Haupt-
formeln in den beiden vorhergehenden Paragraphen durch directe Be-
trachtungen entwickelt sind. Herr Lipschitz hat sich dabei der-
jenigen Analogien bedient, welche durch Begriffe, die der analytischen
Mechanik angehiren, an die Hand gegeben werden. Ich werde im
Folgenden zeigen, dass man, von den geometrischen Betrachtungen aus-
gehend , auf demen die Lehre von der Kritmmung der Flichen im ge-
wihnlichen Raume berult, genaw zu derselben Verallgemeinerung der
Fliichenkriimmung gelangt, wie sie von Herrn Lipschitz bereits ent-
wickelt ist,

Im gewthnlichen Raume von 3 Dimensionen gilt bekanntlich das
Folgende. In jedem nicht singuliren Punkte P einer Fliche existiren
zwei Haupttangenten, deren winkelhalbirende Tangenten die Rwhtungen
der Krimmungslinien bestimmen. Ferner gilt fur die Kriimmung eines
(Normal)schmttes die Formel

&4

é
2

1_—_
e

b

&y
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wo 0 die Entfernung eines unendlich benachbarten” Punktes P’ auf
dem (Normal)schnitte von der Tangente derselben in P, ds die Linge
des Elementes PP’, o den Kriimmungshalbmesser bedeutet, und die
Maxima resp. Minima von ¢ entsprechen den Richtungen der Kriim-
mungslinien. Ferner schneiden sich unendlich benachbarte Normalen
der Fliche nur dann, wenn ihre Fusspunkte einer Kriimmungslinie
angehtren, und bestimmen durch die Linge der auf ihnen entstehen-
den Abschnitte die zugehorigen Hauptkriimmungsradien (Fliche der
Centra). Endlich sei hier noch an den Ausdruck erinnert, welchen
Gauss als Kriimmungsmass der Fliche bezeichnet hat, dessen In-
varianteneigenschaft bei beliebigen Biegungstransformationen in den
vorliegenden Untersuchungen eine wichtige Rolle spielt.*)

Wenn diese Begriffe anf ein Gebiet von mehr Dimensionen unter
Voraussetzung ganz willkiirlicher Massverhiltnisse iibertragen werden
sollen, so erscheint es naturgemiss, an die Stelle der geraden Linien
des gewihnlichen Rawmes die geodiitischen Linien der M,, also an Stelle
der Haupttangenten osculirende geoditische Linien zu setzen.

Dabei tritt dann der fiir die hoheren Mannigfaltigkeiten charakte-
ristische Umstand ein, dass neben der Mannigfaltigkeit der osculiren-
den geoditischen Linien noch eine Reihe von Mannigfaltigheden von
hiher beriihrenden Curven dieser Art vorhanden sein wird. Die genauere
Untersuchung derselben, die fir das Studium der allgemeinen Metrik
im Raume von n Dimensionen vermbge einer Reihe covarianter Be-
ziehungen, die nach Analogie bekannter geometrischer Gesichtspunkte
sich von selbst darbieten, von fundamentaler Bedeutung sein dtirfte,
habe ich im § VI. zundchst auf die Betrachtung der Beriihrung dritien
Grades ausgedehnt, hoffe aber, bei einer andergn Gelegenheit dieselbe
in verallgemeinerter und vereinfachter Gestalt wieder aufnehmen zu
kbnnen.

Ich wende mich nun zunichst zor Betrackiung der geoddtischen
Linien der M,.

Die geoditischen Cuarven der M,, in welcher das Lingenelement
durch die Gleichung

ds = 1/20;1; d.’.B,-d.’L‘k

*) Ueber die Unverinderlichkeit des weiter unten als Kriimmungsmass einer
Fliche bezeichneten Ausdruckes bei Biegungen in gewissen Riumen hat bereits
Herr Lipschitz auvsfilhrlich gehandelt, weshalb ich anf diesen Punkt nicht
weiter hier einzugehen bLranche. Es ist indessen zu beachten — woranf Herr
Beez zuerst anfmerksam gemacht bhat (Schldmilch’s Zeitschrift Bd. XX u, XXI)
— dass Transformationen, bei welchen die sammtlichen «,., ungeindert bleiben,
bei hoheren Mannigfaltigkeiten im Allgemeinen nicht mehr eine wirkliche Biegung
derselben anzeigen.

10*
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ausgedriickt wird, sind bestimmt durch die Bedingung:
V=0,

- dz;, diz,
V=‘/dt]/26"’“7?W'
Hierpach sind die Differentialgleichungen derselben, wenn noch:

dz; day, 1
Z“"‘ dt at =

gesetzt wird, d. h. wenn die Variabele ¢ die Linge der geodiitischen
Linie vorstellt:

# 7 4% dm,
(1) TE = Dy g

Demnach sind die Coordinaten z, einer geoditischen Linie, welche

wo:

vom Punkte %, (%) ausgeht:
1}

@ m—ae () = (Do B S 22 4

Soll dagegen in der M,,, welche durch die Gleichungen ¢, — O -
* @u—n = 0 bestimmt wird, eine geoditische Linie construirt werden,
S0 wn~d zu setzen sein:

iz, N v, dz; day 09 Vs
(3) ar =—2°*'“T dt 7;+21f z, 87
mithin:
dz, 2 ¥, 4z, dz, co;y
) wmat o t(50) 8 S (an ity Pmm)

Andererseits ist die Gleichung der geoditischen Linien in der M,
deren Coordinaten etwa die Uy - - Uy, sind:

d u"

= $# & Ay, duy

B ws=w" +t( r )0+72(aiksT—er)o+

Sieht man die z als Functionen der w an, so hat man demnach aus
(d) die mit (4) identische Gleichung:

6) =2+ 23“% (: (d% )o+§2(a”“% %‘;‘— ddutk_)o]
+1 S v (4a) (), +-

Durch Vergleichung der Potenzen von ¢ in (4) und (6) findet man:
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Yo 0% da, 89 ¥,

®m =3 (w55 W)Q‘Hf“a‘{ 5

oz, e, du duy &z, du, du,

=(22ukTaf'* Tdt +2 duyou, dt dt )o°

Man bestimmt endlich die Coefficienten 1;, wenn man die Be-

dingung ausdriickt, dass die z, in (4) die Gleichungen ¢; = O erfiillen

miissen. Bildet man daher die Gleichungen ¢;[#, ---2,] =0, in

welcher alle Coefficienten der Potenzen von { verschwinden miissen,
so ergiebt sich durch das Verschwinden des Coefficienten von #2:

82931' da:" m + A _()_TZ_ _&_l‘ a_(pi — Cirg - y.?l d.’l: dxk 3(;), O
ox, 0z, dt 7 & om Jks 7§ dt “at ax‘
woraus:
09, ¥4 ) du, du
(8) 2’11' Exi 5 =2 Qunsdit g5~ a7

Setzt man diesen Werth in (7) ein, so erhilt man wieder die Glei-
chong § 1. (B).

Soll nun eine geoditische Linie in der ;== 0 osculiren, so muss
9 Q. dusdu, =0
sein. Wenn nur eine einzige Gleichung @ = 0, also in der M, eine
Fliiche gegeben ist, so bestimmt die Gleichung (9) eine quadratische
M,_, von Ricktungen auf der Fliche @, welche als Ricktungen der
vom Punkte x ausgehenden Hauptiangentencurven aufsufassen sind. Da
nun die Massverhiltnisse in der durch ¢ = O bestimmten M, ab-
hingen von dem Lingenelement:

ds? = Ea,-k (lu,- dug B

so werden die Gleichungen:

(10) Zlays— 12} du, =0,

welche auf die Determinantengleichung

kll) Q— —AQ“ L dl,.__l——lgzln—l 1=0
{ an—ll—’lQn-u st Op—1n—1— A Qn—ln—l |

fihren, die Axen der Mannigfaltigkeit der Haupttangentenrichtungen,
d. h. die Richtungen der Krimmungslinien bestimmen. Wenn man
einem aligemein anerkannten Sprachgebrauche folgt, so kann man in
Riicksicht auf die bekannten Eigenschaften der Gleichung Q = 0 sagen,
dass die Richtungen der Kriimmungslinien in der Tangentenebene der
Fliche gegenseilig auf einander senkrecht stehen.

Es fragt sich jetzt, ob die Wurzeln der Gleichung n — 1'** Grades
(11) gleichzeitig als Werthe der Hauptkrimmungshalbmesser von



150 A, Voss.

Normalschnitten aufgefasst werden kénven. Wir gehen wieder zu dem
allgemeinen Falle von 2 — m Gleichungen ¢; = 0 zuriick. Um die
Kriimmung eines Normalschnittes zu erhalten, welcher dem Punkte P
entspricht, hat man die mit 2 multiplicirte Entfernung eines unendlich
benachbarten Punktes P’ von einer geoditischen Linie gleicher Rich-
tung in der M, durch das Quadrat des Bogenelementes zu dividiren.
Jene Entfernung ist aber der Abstand von zwei gleich langen Elemen-
ten geoditischer Linien gleicher Richtung, von denen die eine in der
M,, die andere in der durch die ¢; =0 bestimmten M, verliuft.
Gemessen in der M,, ist dieselbe bis auf unendlich kleine Grossen

dritter Orduung:
1 . o9, 29, 14
3! [2 bd g P 3x,_:l :

Bezeichnet man den in der Klammer enthaltenen Ausdruck durch
¥, so hat man zur Bestimmung desselben die Gleichungen:

1 Cy; 09, vy, . Q du, du,
2 oz, o, a“—z mi TgE Tdt
3 adw, du
D s G =7,
mithin:

(12) ZQM nj Qm‘ n's lik 1]l Cni dum dun dun’ dum’ = V-
Demnach ist:

[5Y
(13) i = Zl:; — [Zanj Qm'n'i lik ljl Cui dun dumdun’ du’m']% .
¢ Za’mn dundum

Wird wieder nur eine einzige Gleichung vorausgesetzt, so tritt ein
Factor, welcher die ;; enthilt, ganz heraus, die Quadratwurzel lisst
sich ausziehen und man erhdlt als Kriimmungsmass eines Normal-
schnittes:
1 1

% ¢ VT Zondv,dn,

Die Gleichung (14) lehrt, dass n der That den Richtungen der Kriim-
mungslinien Mazima resp. Minima der Krimmungshalbmesser ent-

sprechen, und dass fiir A = =% die n — 1 Wurzeln 04y Osy " Ont

147}
die Haupthriimmungshalbmesser vorstellen.

Auf die Bebandlung des Kalles, wo mehrere Gleichungen ¢ = 0
gegeben sind, werde ich hier nicht weiter eingehen, Wird die
quadratische Form F als definit vorausgesetzt, so kann eine Haupt-
tangentenrichtung vur dann stattfinden, wenn in (12) alle Coefficien-
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ten der ¢,; verschwinden, d. h. wenn die #» — m quadratischen Glei-
chungen

erfiillt sind.

2Qy s Atk Al = 0

§ IV.
Mannigfaltigkeiten constanter Krimmung.

Von besonderem Interesse wiirde es sein, wenn auch bei unserer
verallgemeinerten Betrachtung die Richtungen der Kriimmungslinien
die Eigenschaft bewahren, dass ihnen zugehdrige unendlich benach-
barte geoditische Normalen der Fliche ¢ = 0, welche in der M, ge-
zogen sind, sich schneiden und wenn zugleich die Abschnitte auf
diesen Normalen als Kriimmungshalbmesser der Fliche gedeutet werden
kénnten. Es ist evident, dass dies stattfindet fiir dasjenige System
von (krummen) geoditischen Normalen einer Fliche, welches in einem
Raume betrachtet wird, dessen Linienelement in ein solches mit con-
stanten Coefficienten transformirt werden kann*). Indem ich die Unter-
suchung der unendlich benachbarten geoditischen Normalen einer
Fliche einer anderen Gelegenheit vorbehalte, werde ich hier zunichst
eine Frage behandeln, die mit den vorigen Betrachtungen im engsten
Zusammenhang steht, ob ndmlich in einem beliebigen Raume iiberhaupt
Flichen constanter Kriimmung, also nach gewdhnlichem Sprachgebrauch
Ebenen und Kugeln, existiren kinnen.**)

Die erforderliche Bedingung hierfiir ist

¢)) Q.= Ka,, ’/_U’

wo K eine Constante. Fithrt man diesen Werth vou Q,, in die Glei-
chung § II. (11) ein, so ergiebt sich die Bedingung:

b Yiun qu 3.1:, axk 2‘.17[ . q o
2) 2 g Fa Tu, (lkmil, = 0-

& ox, Ou,

Es scheint indessen nicht unmittelbar ersichtlich, ob diese Bedinguny
auch hinreichend ist. Auch geht nicht direct aus dem Vorigen hervor,
welches die zu losenden Differentialgleichungen sind, die eine Mannig-

*) Von Interesse scheint es hierbei, dass man die Bestimmung der Hanpt-
kriimmungshalbmesser lediglich durch algebraische Rechnungen und Differen-
tiation bestimmen kann, dagegen nicht erforderlich ist, die Differentialgleichungen
zu integriren, welche die M, in eine im Riemann’schen Sinne ebene verwandeln.

*+} Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass diese Mannigfaltigkeiten
constanter Krimmung nicht mit solchen zu verwechseln sind, welche im Rie-
mann’schen Sinne conmstantes Krimmungsmass besitzen. Die letzteren sind im
Folgenden als M. constunter Riemann’scher Krimmung bezeichnet.
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faltigheit constannier Krimmung liefern, und in welchem Umfange
sie eine solche bestimmen. »Ich werde daher die Bedingungen (1) auf
einem anderen Wege untersuchen, bei dem freilich zunichst die Vor-
theile der Symmetrie verloren gehen. Dabe; wird sich allerdings er-
geben, dass die Bedingungen (2) vollkommen hinreichend sind. Um die
Bedingungen (1) oder:

29 ox; oz,

) Z oz 0%, Ju, Ou,
oz
-—-2 UL o Cikh Bu +Karsl/U
in eine einfachere Form zu bringen, setzen wir voraus, dass:
4 =2y — Y@ Xy -+ L) =0
sei und dass die » — 1 unabhiéingigen Variabelen z, - - - 2,—; die Stelle der
%y + * - Un—y einnebmen. Dann ist —aa g’m =0, wenn ¢ oder k gleich
%
. iz, ., 0x; .

n ist, sonst aber gleich — T g ferner ist u — 0, ausser in

den Fillen ¢ == und ¢ =r, in welch letzterem der Quotient den Werth
eins hat. Mithin wird aus der Gleichung (3):

- iz,
) - 87%? = 2 (?hn 2 Vat

iz, —
> (cnnh au au + Cnsh a + Cnrkh 0 + Crsb) + arsK VU

0.17

Dabei soll zur Abkiirzung:

1 o9 . 1 amn
2'5}’“ W=qh—2§ (?’Izn—,z?}u au,)
gesetzt werden. Der Index ¢ (sowie spiter £) soll dabei nur von 1
bis # — 1 gehen, wihrend Indices wie A, % - - - alle Werthe von 1 bis
n in den Summationen *) annehmen. Fir das Bestehen der Differential-
gleichungen () sind die Bedingungen der Integrabilitit erforderlich,
welehe durch Bildung der dritten Dlﬁ'erentxalquotlenten erhalten werden.
Es ergiebt sich nun — abgesehen von solchen Gliedern, welche durch
Vertauschung von 7 mit p in der Differenz:
&z, Fz,

©) Tupu,ou, G buge =
sich aufheben —

*) Der Buchstabe n ist dberhaupt in dem Folgenden kein Summationsindex.
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— ki th(acmzh axn amn acurb bw,‘ amn

8u,au,3up= ou, oOu, 0u, oz, Ou, 0y,

acﬂuk acnrb axh

94 0¢, .4
+5u, au+au 5a, T s, 8u+6u)
n azzn
+2 a (cnnh—a—u_ -+ cnrh) ?ﬁr
iz,
E(Cnnh a“ au + nsh a +cnrh au +Cr,],)

Ysh ac]a's ox 06}13 Yae amﬂ gar:VU
x[aq’"(" Fu, T u, )+T~~ }+K -

0%, du,6u,

Ersetzt man hier die zweiten Differentialquotienten nach (5), so folgt,
wenn zunichst K = O genommen wird, und zugleich diejenigen Terme
fortgelassen werden, welche sich bei der Vertauschung von 7 und p
aufheben werden:

asxn acnnh' ax Cra’ ax ax
T — o . ;
) du, 0u,0u, 2 % { du, Ou + oz, OJu, Oy,
acnxlz acrnh acnh axn

xn acrsh
+ ou, 31& + éu, 0w, + du, + dw, 0Ou,

¥, dx, ox, oz,
—_ d‘h (C,mh 3% a’“ +Cnsh 3 +Crnb 3" +crsh)cp)ta

ox, oz, oz,
+ Crsh Cuk's aup + Cnra cn)»’:"’a—,u:‘ aup } M
Bildet man jetzt die Differenz (6), so fo]gt:
x a ’
(8) Z'% ( G g k'), — 22 trakpl.
- s Bl — o= [nsk vl 4 [rsk ol )

‘ihrt man jetzt auch in (2) die unter (4) iiber die Variabeln «
gemachte Voraussetzung ein, so erbilt man, da Coefficienten, wie
[nsmn)., identisch verschwinden, genau die Bedingungen (8). Die
Bedingung (2) ist daker hinreichend und nothwendig, wenn Flichen
mit der Kriimmung Null vorhanden sein sollen, d. h. M,_., in denen
sich nach jeder Richtung von jedem Punkte aus geoditische Linien der
M, so zichen lassen, wie es mit den geraden Linien in der Ebene des
gewohnlichen Raumes der Fall ist. Ist die Bedingung (2) erfillt, so
wird man aus den Gleichungen (5) im Allgemeinen die ., als Function

der n— 1 1w mit n willkirlichen Constanten 7,° ?;;) darstellen. konnen.
r /0
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Dabei wird aber wvorausgesetzt, dass die Bedéngung@ (.2) nwicht durch
eine specielle Form der Gleichung @ = O, sondern lediglich vermige der
3 ox; Lo
identisch erfiillten Gleichungen 2 ;% N, = 0 befriedigt werden.
Wir fithren jetzt die oben begonnene Untersuchung der Inte-
grabilititsbedingungen weiter fort. Wenn K einen beliebigen con-
stanten Werth hat, so kommt rechterhand bei (7) noch hinzu:

@ K S ar (o o+ cars) an/ T

Yre oz, o, ox, ox2 —
—+ 2 5 (cnnh W,"aii: + €asu *a—ur— + Cara _a’"/_,- ~+ Cran At p I/UK

94, YU
+ K du, )

Man kaun aber zeigen, dass diese Glieder sich gegen diejenigen,
welehe nach Vertauschung von » mit p subtrahirt werden miissen,
aufheben. Hiermit ist dann erwiesen, dass die Bedingungen fiir das
Vorhandensein von Flichen constanter Kriimmung genaw dieselben sind,
wie fiir das von Flichen ohne Kriimmung*®). Um die in Rede stehende
Bebauptung zu erweisen, hat man sich der folgenden Formeln zu
bedienen:

Bedeuten ¢ und ¢’ wieder Indices, welche sich nur von 1 bis
n — 1 erstrecken, so ist:

—_ Yan Vue 0%, Yo 0%, 3.’27")
U—Z( 5 "2t )

Mithin wird:

o0 oz
gu, = E GG [7;— (Cazn + Canz) + (Cors + Cpu)}
3
ox, o, ox, oz,
-+ 2 E q: Gk [cnnk au‘ H;‘ + cntk‘a‘up‘ -+ Capk 74, + cptk]

+ 2K)/-U‘2 Qp: G -

Fiigt man rechterhand hinzu:
- ox,
- 2 E gk q:a (Cm:k _E + cpnk) ]

*) Es liegt hier nahe, nach einer Construction zu suchen, durch welche aus
den Flichen mit der Krimmung Null solche mit constanter Krimmung hergeleitet
werden,




Differentislansdriicke ond Krimmuong. 1556

so kann man, da:

2 9 qn (Cphk — Cpu) =0,

setzen:

i 3
a = ZK’/U 2 qtapt + 2 S’ thk (cnlk au + cupl; n

P
—2 2 Qxqa (cnnka_u: —+ Cpng) .
Mithin wird:

aafsﬁK aa?"

-——a-up—— = KI/ U a‘llrp + Kzars E q:a’Pt

ox, oz,

a—u,- (Cnnka—up + Cnpk)

oz,
(crmk 'a,u_p + cnpk) *
Fiigt man noch die iibrigen Glieder aus (9) hinzu, so wird sich nach
geeigneter Reduction, bei welcher die Gleichung

oz,
U= 0= 24

zur Anwendung kommt, an Stelle des Ausdruckes (9) ergeben:

vqt ape

(10)

o, o,

ox, oz,
+V KZ apl (cnnh 31& 8u = Cusn —— u, et Carh 5 74, +crsk)'

Zur weiteren Behandlung von (10) ist die Glelchung:

0:1:

(11) s = Cnn a’l& au +C,‘, 3 +cnr 3’“ +crc

zu benutzen, welche der Transformation (4) entspricht. Daher wird:

a a"& 02 axﬂ

du,, = 2¢pun 7, %, P,

amn 207 GE a.’D dzx
_(c’m ou, +Cnr) [S‘Q/»(Cnnh G, U, — 4 Cren 5 3,“ +Cpnh3u +cpuh)

+Kﬁarc]‘

Setzt man ferner, wie unmittelbar aus (11) folgt:

Y, axu
2 atp":)i'— - _([h ("uu au + LH?) ﬁup [hn] + [PkJ:




156 A. Voss.

so bleibt ans (10) nach Vertauschung von r mit p und Subtraction
der entsprechenden Glieder iibrig:

(12) - (cnn% + cnr) K2 Uapst Z(Qtapt) arsK?-

In diesem Ausdrucke setze man:

Y dx, oz, N
——K—aps U(C,m—aTr + Cnr) = — (cnn 'a—ur_"*" cnr) QnK Ups

, ox, oz,
+ Kia, (c”" ow, T ”’")29’ 5w,

r

. 2' , 0%,
K‘“rs Qilps = Ktar:(cnn__au +cnp> ZQ!
r

S (0 25
+Kzars (Cnt—aT+Cp‘)Q¢.
P

Werden diese Werthe in (12) eingesetzt, subtrahirt man dann
den Ausdruck (12), nachdem p mit » vertauscht ist, so bleibt:

~ axn
- K‘laps 2 gb (chn_fx‘xl + chr) + Qs K2 2 Qh (clm W"’" cph) 3

ou,

>

ox
ou,

welches identisch Null ist, wie man leicht erkennt, wenn man fur an
seinen Werth einsetzt und die Relationen 1. (4) beachtet. Hiermit ist
aber die obige Behauptung volistindig nachgewiesen. Wird dagegen
auch K als variabel betrachtet, so tritt zu der linken Seite der Be-
dingungen (2) noch hinzu:

— oK oK
VU (ars -E}E;——a”” aur ) R

Fir solche Rédume, in denen Flichen mit constanter Krimmung
moglich sind, muss daher dieser Ausdruck verschwinden, falls die
Covarianten (2) nicht fiir eine specielle Form der Flachengleichung,
sonderu lediglich, wie wir voraussetzen, in Folge der Gleichungen
L (4) verschwinden. Multiplicirt man mit ¢,, und summirt nach s, so
kommt die Bedingung: .
oK K
2 %o,
ou, ou,

Aber hieraus ergiebt sich, da der obige Ausdruck nicht durch g,,— s
zum Verschwinden gebracht werden darf:

oK oK 0
EOR

also:
K = const.
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Wir haben mithin das Resultat:

In einem Rauwme, in welchem ein System von n-fach unendlich
vielen Flichen mit der Kriimmung Null vorhanden ist, kinnen keine
Fliichen existiren, welche in jedem Punkte eine nach allen Richtungen
hin gleich grosse, aber von Punkt zu Punkt verinderliche Kriimmung
der Normalschnitte besitzen, d. h. welche aus lauter Nabelpunkten be-
stehen. Diese Eigenschaft steht mit dem bekannten Satze in Ueber-
einstimmung, dass die Kugel im gewdhnlichen Raume die einzige
Fliche ist, welche nach allen Richtungen in jedem Punkte die nim-
liche Kriimmung. besitzt.

Die covariante Natur der Bedingungen (2) erweist man leicht,
wenn man die aus §1I. (B) fir m=n folgende Transformations-
formel: *)

sty s . oz, 0z, Oz, o
W i) = D (Mhmieptpm g
in welcher die gestrichenen Ausdriicke linkerhand sich auf die durch
Einfihrung der Variabelen y transformirten Coefficienten ¢’;x beziehen,
beachtet.

Wir fassen das Hauptergebniss des vorliegenden Paragraphen
noch einmal in dem folgenden Satze zusammen:

Jede Fliche @ = O constanter Kriimmung muss die covarianten
Bedingungen (2) erfiillen. Daher sind,. allgemein zu reden, in enem
beliebig gegebenen Rawme keine Ebenen oder Kugeln miglich. Sind die
Bedingungen (2) unabhingig von der Form der Gleichung ¢ =0 er-
fillt, also:

[lkmi). = Aizui + Biitmr + Crilins
wo die A, Bu, Cu: beliebige Coefficienten sind, so enthilt der Raum
ein System von n-fach unendlich vielen Ebenen, resp. Kugein.

Ich schliesse hieran noch die folgende Bemerkung:

Setzt man in den Gleichungen § IL (B) die Werthe:

Q.= KUa,,
ein, multiplicirt man ferner mit den Differentialen du, du, du, du, so
gilt die fiir alle correspondirenden Differentialiinderungen der dz; be-
stehende Gleichung:
Z(sprtldu,du, du, du, = K? X (ay:6r,— @rssp) du, dus dup du,
+ Zdx; dz, Ay diy, [Ikmi],.

*) Dies ist die Formel, welche (urspriinglich von Riemann) von Herrn
Christoffel bewiesen, spiter von Beez durch directe Rechnang abgeleitet ist.
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Unter derselben Voraussetzung ist aber:
Z(pt Grs— Grs Qps) By Aok, Aty Qv = 2 (C1Ci— CimC1z) A2, A2, dx; Ay
Mithin kommt:
Zspri],du,du, du, du,
X (g0, —a,,a,)du du, du, du,
Z[kmi] dz,dx,dxdz,
o Z(Cimeir—CimCrp) 8T, 42, dx,dz;

=K.

Hieraus gebt hervor:

Die Differenz des Riemann’schen Kriimmungsmasses einer M, _,
von constanter Kriimmung K und des Riemann’schen Kriimmungs-
masses der M,, aus welcher erstere durch eine Gleichung ¢ = 0 aus-
geschieden ist, ist fiir correspondivende Differentialiinderungen gleich der
Constanten K?2.

§ V.
Rédume von speciellem, insbesondere constantem Riemann’schen
Kriimmungsmasse,

Es sei zunéchst ein Fall hervorgehoben, in welchem Flichen
constanter Kriimmung vorhanden sind, welcher zugleich eine Ver-
allgemeinerung einer Haupteigenschaft der Kuklidischen Riume dar-
stellt. Es seien die ¢ partielle zweite Differentialquotienten einer
Funetion %. Dann ist:

Nimmt man jetat: .
@ = 1Y — const =0
an, so wird:

oy oz ox,
Bn = — 2—3—‘%,556_‘_ FI waun = — Qua=,

m

also:

0V ey 0w da
Q/un='_amn+? hd l_u__ % %

vt = a— Cikm' *
& ox; T8 bw, ow, k™

Ist nun ¢ eine homogene Funetion gter Ordnung, so wird:

o o
= 2 oo @) g = e,

Q —_ 2%yn 734}7 39‘) 7z'k_ gc .
ma 2(g—1) ? ox; dx, &  g-—1

Der Krimmungshalbmesser erhilt hiernach den constanten Werth:
= g—1 .
0 2}/0 p
In der That sind denn auch die Covarianten des § IV. gleich Null
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Eine andere Ausnahme leitet zu denjenigen Riumen, denen nach
Riemann ein constantes Krimmungsmass zugeschrieben wird. Setet
man vorans, dass das Quadrat des Lingenelements durch einen quadra-
tischen Differentialausdruck gegeben ist, dessen Coefficienten Constanten
proportional sind, so wird:

Cip == X b!k
wo X eine Function von 2, - - - , bedeutet. Bezeichnet man die ersten
und zweiten Differentialquotienten von X durch Indices als X;, X,
so wird:
Cizpr == —;‘ [Xebow — Xp b + Xibua] .
Mithin wird:

Fo O, 0n 1 Ymi Co.
Q""—'—be,.axk ou, fu, 2 X“”Z 3 Bz Xk

Der erste Term verschwindet, wenn ¢ eine in den z lineare Function
ist. Ist dagegen: .

P = KZbya:2: — c,
so wird:
Fo 0% 0%

0x, 0T, 0w, Ou,
Wenn also die Coefficienten ¢, Constanten proportional sind, so haben
Flichen, welche durch lineare Gleichungen, resp. durch die specielle
quadratische Gleichung K Zbgz,x, = ¢ dargestelll werden, eine nach
allen Richtungen in jedem Punkte gleich grosse, aber vonm Punkt zu
Punkt verdnderliche Kriimmung.,
Ferner ist:

=2 —% Ays.

PkE{ = -;— (Xesbire + Xaibez — Xaibiw — Xiv bix)

- :%I Z(Xi Xpbor+ X Xi biy — Xo Xabiz — X Xibo)

— L Gaber — beaba) ) (XX 2.

Fithrt man diesen Werth in die Covarianten des § 1V. ein, so ver-
schwinden die aus dem ersten, dritten, sechsten, achien und letzten
Term der Summen rechterhand herrithrenden Beitrige. Setzt man fiir
die Function X die Bedingung
*X 3 1 90X X
gz, — 10wt 3 X 5z, 32,

in welcher [ eine beliebige Function von X sein mdge, fest, so werden
iiberhaupt fir jedes ¢ die Covarianten identisch verschwinden. Die
Integrabilititsbedingungen, denen die voransiehenden Differentialglei-
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chungen fiir X zu geniigen haben, liefern fiir die Function [ die
Gleichung:

t of 3 1
T X 2 X
oder:
f=MX*
wo M eine Constante, Man hat also:
> S 31,3 1 9% X
Gepn, — e MX T x 7

Um diese Differentialgleichungen zu lésen, setzt man
1
X = 'Yz‘
und erhilt-
Y= — —?-inxkb;k +2a,xi + CODSt.,

oder wenn die linearen Glieder als iiberfliissig fortgelassen werden:

X= : .
(c - % Xz, b;k)z

Durch diese letztere Gleichung ist die Mannigfaltigkeit als eine von
constantem Riemann'schen Krimmungsmass charakterisirt wnd enthilt
Flichenschaaren constanter Kriimmung in der bezeichneten Allgemein-
heit*) Die Mannigfaltigkeiten constanten Riem anw’schen Kriimmungs-
masses befriedigen tbrigens neben den Bedingungen § IV. (2) noch
die speciellere Gleichung:

D tie o T8 0% gy g,

& oz, ou. du,

Bei der eben gewihlten Darstellung der Riume constanten Riemann’-
schen Kriimmungsmasses werden die Ebenen des Raumes nicht durch
lineare, sondern durch quadratische Gleichungen dargestellt. Soll iiber-
haupt die Gleichung einer Ebene linear sein, so muss fiir

¢ =2a;z; + ¢

29 ox; o,
2 Yon G, Citn F— w, 7w,
fiir alle , s verschwinden.

Die Bedingungen, denen die Coefficienten des Lingenelementes zu
geniigen haben, wenn eine n-fack unendliche Schaar von Ebenen oder,

der Ausdruck:

*) Dass die Covarianten des § IV. identisch verschwinden fiir Riume con-
stanter Riemanr'scher Krimmung, erkennt man tbrigens unmittelbar , wenn
man die bekannten Ausdriicke, welche fiir die [Zkmi], in diesem Falle gesetzt
werden konnen, an deren Stelle eintrigt.
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was dasselbe ist, von geoditischen Linien, mit linearen Gleichungen
vorhanden sein soll, sind also durch die folgenden Gleichungen aus-
gedriickt:

Zy,,,gc,,,m =0 fir 7» § s, h § 8,

N .
24 Zcrhmyms = Zcbhm Yma fir r=s,

Sie fiihren, was ich hier nicht beweise, vermdge threr Integrabilitiits-
bedingungen fiir die ¢ auf die Relationen:

Urih)e = M(cir 0 — a7 Ci2)
d. h. im Algemeinen auf Rdume von constantem Krimmungsmass.
Hiermit ist ein von Herrn Beltrami zuerst ausgesprochener Satz er-
halten. (Vgl. insbesondere dessen schone Integration der Bedingungen
fiir » = 2, Annali di M. VI, 185)

Iech gehe nun zu der Untersuchung iiber, inwieweit die geome-
trischen Constructionen, die mit dem Begriff der Hauptkriimmungshalb-
messer einer Fliche zusammenhingen, und an welche im § IIL. erinnert
wurde, ithre Analogie bei den eben betrachteten speciellen Riumen
finden. Man kann im Euklidischen Raume die Richtungen der Kriim-
mungslinien als solche ansehen, lings welcher die Coordinaten der
Fliche der Centra eine verschwindende Variation haben.

Sollen tiberhaupt Ausdriicke von der Form:

o o S e

7/[

welche dem Ausdrocke der Coordmaten der Centrafliche entspricht,
die Bigenschaft haben, dass ihre Variation lings gewisser Richtungen
in der Fliche ¢ = O gleich Null ist, und bezeichnet man die Variation
nach den #; durch d, so muss sein:

— t 82 amn ‘Y,,“' 3 P Ymi
@) AX=0= ( v, T VT T 0w Be 6 +5}c—3‘;r)

m
oy,

_2 1 }'m, 807 2 qul_ﬂ?_‘ﬂ Oq) Ymn Q_q)_ iﬁay"‘”
6,0, du, ox, 8 TV oz, ox, F]

" “ou,
4.9t VU 2 Ymi ﬁq;
Wird mit 2

_ _t_ 32(;: . a‘”n xm d ) axk Ymi
®o=2 [“~+ Vo (W T, ow, oz, o, 03 ) | M
9 u,

Mathematische Annalen. XVL 11
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wihrend die analoge Operation mit —g%

t o 0 Yuen TT
@ o=t 2( Lo fo aT) du, + aty'T.
Die Factoren von ¢ in den » — 1 Gleichungen (3) baben die Form:

ou
1 2 @ Yok aml axh'

— = (D, -+ s Cinn —5 .
VT ox 8 ou, ou,

mn

Hefert:

3

Im Allgemeinen fithrt daher diese Untersuchung nicht za den Richtungen
der Krimmungslinien. Es ist dies auch nicht zu erwarten, da die
Ausdriicke (1) nicht Coordinaten von geodiitischen Linien des Raumes
sind. In dem besonderen Falle, wo die ¢;;= Xb;;, erhilt man:

0y _aﬁ_ st __ g
Z@w du, i 05— = 1.

3

und die Gleichungen (3) werden:

() 0= [a,, — VLU (% + 5 P)] du,

wo:
_ Yuh _(?B)__'
P= ZX” T8 bw,

Die Gleichungen (5) lefern in der That die Richtungen der
Kriimmungslinien. Um den Fall des Raunies constanter Rieman n’scher
Kriimmung genauer zu untersuchen, gehen wir von der Beltrami’schen
Form des Lingenelementes aus, da bei dieser die Gleichungen der
geoditischen Linien in linearer Form ausgedriickt werden.

Herr Beltrami setzt als Ausdruck fir das Léngenelement
voraus: *)

ds = SVde' ¥ as 74 a5 ¥ ¥ du,
wobei:
2tz 4 z2=a— 2%
Dieser Gleichung entspricht die in unabhingigen Coordinaten aus-
gedriickte:
(6) ds? = Zepdrda,
wo:

*) Beltrami, Teoria generale degli spazii di curvatura costante. Annali
di Matematica Ser. II. Tom. ]I,
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) Cir Ly [ik)

I (a* — g% + 22

al—p ...
va=-"ppr (k] & —zz),

in welehen Gleichungen ¢? zur Abkirzong fiir Xz gesetet ist. Die
Gleichungen der Ebenen sind linear, die der Kugeln quadratisch von
der Form:

at—~ 3 X; .7:,~°
Vai—ot

wenn die 2, beliebige Constanten bedeuten, Die Differentialgleichungen
der geoditischen Linien werden, wenn:

Q= ydz* 4 da® 4 - - - + dzs?,
G=e¢’te’+- -+

= const,

gesetzt wird,
(8) dz; = ¢
az
1—ca?

Wird also j zQ =1t ==%1/ 1 — ¢*z* genommen, so werden die

Coordinaten X; einer geoditischen Linie ausgedriickt durch die Glei-
chungen:

(9 Xi=¢t+ b,

in denen die Constanten ¥;, ¢; den Bedingungen

a‘-'_—;—-—2w=o 26,~c,~=0

zu unterwerfen sind, damit die Gleichung X* = a® — ? erfillt sei.
Soll nun z, z,, %, - - - z, der Anfangspunkt einer geoditischen Linie
sein, so kann man setzen:

(10 X — ;= 2—‘;{}/1—02X2—J/1—‘-c?x2},

womit die eben angefiihrten beiden Bedingungsgleichungen sich auf:
(11) 20;x;=1/ﬁ75‘2

reduciren, und hat, wenn zur Abkirzung

(12) V1= XP—yT—czt =12

genommen wird, als Gleichung der geoditischen Linien

¢
(13) Xi—zi= 4 2.
11*
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Ist nun in diesem Raume eine Fliche ¢ = 0 gegeben, so wird
der geoditischen Normale im Punkte z, - - - x, die Bestimmung:

m i

entsprechen. Wihlt man demgema.SS

oo
a? 3:12,-

a}/az—g?}/W !
‘o
2
— 2 oo \?
W—az(ﬁz

(1%) = @ T

—_ ’I).T(:i
(14) o=

wo zur Abkiirzung:

gesetzt ist, so wird:

und zugleich die Gleichung (11) erfiillt sein.

Man erhilt nun als Bedingungen, unter denen die Fortschreitungs-
richtungen du; solchen geoditischen Normalen entsprechen, welche
sich im Punkte X schoeiden:

ES de; , 1 &
0= E—a—lta—dus—}-).T—l—Ac,-d?‘—-{—?dl.
. C . . iz
Bei der Multiplication mit E Cit =5 k

Summation tiber 7 ist zu beachten, dass, dem in (7) angegebenen
Werthe der ¢;; entsprechend:

> e g =0,
sz au 2 Bw,, +2 EA B:ck

(a*—g?)? —¢?

0
E dclcik a‘:i =
ox; dx,

- 1 N (( Bat & — L
T aVa@—g) W 2 (a’—e’ ox;0z, ou, ow, % G, >d“”

und der nachfolgenden

Mithin wird:
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Also entsteht das System der » — 1 Gleichungen:

_ . i __{ Ra®
0= 2 du, [afr: ecVa—gV W (a’—g’ Q, + ar, ”)] ’

oder, wenn

. _,_}R
o= Sat—gt
v

- actVWlai—¢

gesetzt wird:

(16) 0= >au, (a,, ~ S

und die Multiplication mit 2% liefert als Bedingung fiir die Variation,

PER
welche dem 2 zu ertheilen ist:
17 _—1;.—;—.') =
( ) a (czayaz_gz

Nun ist die Linge s einer geoditischen Linie, welche zwischen
den Puukten 2, X, denen die Werthe o, TT entsprechen, sich erstreckt,
wie man aus den von Herrn Beltrami gegebenen Formeln leicht
erkennt, ausgedriickt durch:

1 _ et —e
eV _—glVai—me 2

Mithin entspricht der durch (17) bestimmten Variation von 4 die
Variation ds = 0.

Fir den Raum constanten Kriimmungsmasses bleibt demnach, wie
aus den Gleichungen (16) hervorgeht, die Monge’sche Construction der
Richtungen der Krimmungslinien giltig. Gleichzeitig bleiben, wie zu
erwarten war, die Ldingen der geoditischen Normalen, welche den
Kriimmungslinien. entsprechen, constant; dagegen stehen die Haupt-
krimmungshalbmesser selbst zu diesen in keiner einfachen Bezichung
mehr. Nur wenn v = 0 ist, wird

— 4

3/~ =t

b B LB (E T

Dann aber ist ¢ homogen in den Variabeln z, die Fliche ¢ = 0 ent-
bilt ein ausgezeichnetes System geodatischer Linien des Raumes und
einer der Hauptkriimmungshalbmesser ist unendlich gross.

Es mbge endlich noch untersucht werden, ob die Abbildung des
Normalensystemes, auf welche Gauss den Begriff des Kriimmungs-
masses einer Fliche begriindete, in hoheren Mannigfaltigkeiten, ins-
besondere bei denjenigen von constanter Kriimmung, ihre Analogie
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findet. Den Richtungen der Kriimmungslinien entsprechen Zuwachse
der u;, deren Determinante:

du’  du, - dup_y I

du dup~t oo dulT) ’
dureh A bezeichnet werden moge. Multiplicirt man A? mit A, so
entsteht nach den bekannten Eigenschaften der Gleichungen, denen

die dui.c geniigen, die Relation:
(18) AN =ds?ds,? - - - ds

n—17

in welcher die ds; die Langenelemente jener Fortschreitungsrichtungen
bezeichnen. Da die letzteren auf einander senkrecht stehep, so kann
das Product der ds; als Inhalt eines Parallelepipeds dJ aufgefasst
werden und man hat:

(19) aJ — AVA.

Wsblt man zur Bestimmung der Mannigfaltigkeit die Richtungs-
zahlen p; der Normalen derselben, so kann man der Abbildung des
Normalensystems auf die Kugelfiiiche, wie sie im gewdhnlichen Raume
ausgefiihrt wird, die Gleichung:

Z’p;pkc,k = 1
entsprechen lassen. Den Fortschreitungsrichtungen du* entsprechen

. op; - .
dabei die dp* = 2—2%7 du}, mithin dem Element dJ ein Element d.J’,

v

y 2 Do rrr Pa |
(20) dJ’ —| 8p/ dp, .- dpS ‘ — .
E |

p;x—v.ldpg——l PR dp:~1 :

Setzt man:
b P - Da
op ;| 0P
0%y ou, ou, = N\",
op _op  Om
au’n—l au:z.--l aun—l
so wird:
(21) AN = AN".

Ferner folgt aus:
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o,
E‘ Delir 7, — = 0,
0P, 0%; 0x, o x; ,
(22) E cikm‘iﬁ-:— (Qrs"" E kaura—u:a—ur) = — Q-

Beachtet man endlich, dass:

so wird nach (2..):
NN =a,

wo @, abgesehen vom Zeichen, die Determinante der ), bezeichnet.
Aus (19) und (20) folgt jetut:

ar o

aJ T AVE
Da dJ’ nicht mehr zu beliebigen Transformationen des Raumes
covariant sich verhilt, so kann diese Formel nur unter speciellen
Voraussetzungen fiir das Linienelement ds in Riicksicht auf die vor-
liegende Frage benutzt werden. Sind die ¢; Constanten, so werden
die Q;, den Q,, gleich und der Quotient (23) wird, wie bekannt, gleich
dem reciproken Product der n — 1 Hauptkrummungshalbmes;er d. h.
gleich dem Kriimmungsmass der Fliche, Sind dagegen die ¢ Con-
stanten proportional, ¢ = X b, so wird:

Q,r.v = Qrs + Pas,,

(23)

o p— s Snx

Vergleicht man die Determinante o mit der Gleichung »n — 1'¢2 Grades
Q =0, so erhilt man:
a7y’ (tep)(i+ep) (140,17

o 2l — ]

dJ V5 o100 - e1

wo die g; die » — 1 Hauptkriimmungshalbmesser bezeichnen.

Wenn also auch hiernach eine weitere Verfolgung der Analogie
bei Riumen von constantem Kriimmungsmass fraglich erscheiut, so
soll trotzdem das reciproke Product der Haupthrionmungshalbmesser als
G auss’ sches Kriimmungsmass einer Fliche allgemein bezeichnet werden.



168 A. Voss,

§ VL

Flichen mit verschwindendem Gauss’schen Kriimmungsmasse.
Developpabele Flichen.

Um eine wichtige Eigenschaft derjenigen Flichen zu erkennen,
deren Gauss’sches Kriimmungsmass verschwindet, gehen wir wieder
zur Betrachtung der geoditischen Linien der M, zuriick.

Wenn man die Coordinaten einer geoditischen Linie der 2,
welche vom Punkte x ausgeht, durch:

(1 2 =T + Nk
bezeichnet, so ist die Bedingung, unter welcher dieselbe in der Fliche
¢ = 0 enthalten ist:

¢ () =0,
oder:
P o 1 Po
9 AN %
(2) o+ Dlmgr 5 > W
k3 . Pe 0.
+ sznznknl aziazkazl +
Setzt man nun:
dx, daz .QZL &y

M=t by i SR

und entwickelt man (2) nach Potenzen von ¢, so ist, falls der Punkt

x und die Anfangsrichtung der geoditischen Linie in der Fliche ge-

wiihlt werden, die Bedingung der Beriihrung zweiten Grades, wie

schon oben gefunden wurde:

3) o9 Tn e de do
ox, At bx;0x, dt

= 0.

Soll die Beriihrung auf den dritten Grad steigen, so muss ausserdem:
ST L G &z, e dz, dx, o, d?:nz.)
4 Zl 6 gu, d©t + t Juw,dx, ( dt  de + dt 4
1 e dz; dx; dez,

+3 cx0x 0%, dt dt dt =0

werden. In den Gleichungen (3) und (4) sind die zweiten und dritten
Differentialquotienten nach ¢ durch ihre avs den Differentialgleichungen
der geodiitischen Linien bestimmten Werthe zu ersetzen. Nun folgt aus:

Yrs dx; dz,
=TT % Tar

d3x Zd (y” ,k,,) dz; dz, dx,
= dt dt dt

3:1:,
Yrs dz, d'z, dz;, dx;
+ 5 G\ g at ae )’
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Mithin wird die Bedingung (4):
Z 99, (s 'kr) dey dz; dsz,
dt dt dt
33;,
L Yrs ¥ dp 4z, dzy dzp
+3 § Gikr TGS TR Tdy Tt dt
! Yrk ¢ ) _iz_i_ _fd.f"‘_ :z_x_“._
T e Ly 8 M Gzox, dt  dt dt
‘2 dz; dz, —dji‘——-()
Ba:axkaxl at dt dr
oder wenn man die Differentiation nach ¢ entfernt:
. du, du; du, 1 g . Yrs ox, 0z, oz,
o Sledwdn [ 1o v, tn b tn
dt dt dt 6 ox, 0 Cuy ou, Ou,
o, '
+ Oy ox; Ju B3
6 0,00, Ou, 0wz Oy
1 Yrs . /r: ¢ o‘ﬂL 055‘" 5"’515' Bqa
5 3 Likr—y Giw A AT
3 8 kT MRS gy Duﬁ ou, oz,
__1 Yrk 02q7 axi azm amn

TG agm Tug Tay Gy [ O

Man kann diese Bedingung in eine andere Form bringen. Da:

Q. — o 04 04 + 2’ oo Yk 0o 0%,
“f = 0,0, 0Uy Oy oz, 8 "M ou, owy ’
so wird:
a(, . _‘2 by 0w, Oy
ox; 8:&,‘0:5‘ ou, oug O,
+ 2’ 09 5 Yrk oz, oz, oz,
3371; /mr gua a“[; auy
o:z:,
5 awm awn 32 3(7 Yrk P )
ou, duy \ 0x,0z, oz, & TV
du,

Yok ox; az,,, oz,
+2 o, 0%, 394 5 mrr g du, Du, duy ’

und die Bedingung (5) nimmt, wenn man die dritten Differential-
quotienten von @ eliminirt, die Form an:
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du, du; du, {1 (y” ox, 0xy Oz -

i

A -
z; Ou, Jug du,
éx;

Q)‘ D>

(6) -“H‘ dt W 3 3 CierYri Civ'r

Yrk ¢ le axm o, )
§ T fxom, Bua duy o,

1 0% 1 ,(axmﬁﬁz) _ e __ d9 Yrr =0
T% ow, ® ‘\Gu, (mawn gz & '

ou,

Hierin ist noch fiir die Differentialquotienten nach u, zu setzen:

o 0w, de e ; b3, om
o LI RN, At —_ S B S
M 7 (5 G, )=2 7, [Qer = 5 panticy ou, o

7 Y

1 a‘l)
A aaym Cnw au

oz, dx; Oy
aua [Qp‘ylm - 3 Yam Cik'n 3‘“ auy

1 oz,
A aﬁ)’m em'w aun’ ‘

Fiihrt man diesen Werth in (6) ein, so hebt sich in letzterer Gleichung

das erste mit% multiplicirte Glied unter dem Summationszeichen fort
und es bleibt:

Ydu, duﬂ du [ 6%, ( e 69 Trx b,
0= 2 dt dt d? l—a + 7, o‘x‘ - _6_8‘{ TC’IAR)‘) (37 [Qﬂ"/ An
027

] . dz,
Aaaymemn Bu ]+ Bu" [Q{h’l A aa’ymemn au ])],

oder nach gehoriger Zusammenziehung:

du, [_1_ “Sa
(8 0_2 at dt 2 Zu,/

3293 8:;0 Trk axn Cm'n
+ (*—n—“ - a—x‘ 5 Cmar b—uﬁ— Qayln - Qn’ﬂ Gaym —x|"

Sind demnach die Anfangsrichtungen du, so gewihlt, dass die Glei-
chung (3) oder:

ZQa/; du, duy =0

und (8) erfillt sind, so wird die entsprechende geoditische Linie die
Fliche vierpunktig berithren.

Es mbge jetzt angenommen werden, dass das Kriimmungsmass
der Fliche in jedem Punkte verschwindet, d. h.:
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Qll Q1'2 Tt Qlﬂv—l
(9) N N N == Kq).

Qa—ll Qm—-lﬁ MR Qs—lu—l

In diesem Falle existirt in jedem Flichenpunkie eine ausgezeichnete
Richtung, bestimmt durch die » — 1 homogenen Gleichungen:

(10) ZQu duy =0,
Aus (10) folgt erstens:
(11) EngduidukSO,

ferner, wenn man die ersten Unterdeterminanten der Determinante

(9) durch @;; bezeichnet:

(12) du.- d’ug = Nw,-;,.

Die Gleichung (11) sagt aus, dass nach jener Richtung eine geoditische

Linie Haupttangente der Fliche ist. Ferner folgt aus der Gleichung

(9) durch Differentiation nach u,
29

T, =0

oder nach (12):
Qi
(13) S B gy du = 0.

Fithrt man die Gleichungen (11) und (13) in die Bedingung (8) ein,
so wird dieselbe erfiillt. Hieraus folgt:

Verschwindet das G auss'sche Kriimmungsmass einer Fliche, welche
in einem willkiirlich bestimmien Raume betrachtet wird, so enthélt die-
selbe in jedem Pumkic eine ausgezeichnete Richtung, lings welcher eine
geodiitische Linie des Raumes vierpunktig beriihrt. In dem besonderen
Falle, wo n =3 ist, sagt das Verschwinden der Determinante der Q.,
aus, dass die beiden Hauptiangentenrichtungen zusammenfallen. Da
nun lings der Richtung dieser zusammenfallenden Haupttangenten
zugleich eine vierpunktige Beriihrung mit einer geoditischen Linie
stattfindet, so ergiebt sich, duss die Fliche ¢ = 0 genau so aus den
geodiitischen Linien des Raumes gebildet ist, wie eine Developpabele des
gewishnlichen Rawmes aus den geraden Linien desselben. Hiernach ist
erwiesen, dass fir das Gebiet von drei Dimensionen, welches auch der
Ausdruch des durch eine quadratische Function der Differentiale dar-
gestellten  Lingenelementes ist, das Verschwinden des Gauss'schen
Kriimmungsmasses den wesentlichen Charakter der developpabelen Flichen
bedingt, nach welcher dieselben Regelfliichen sind, die aus lauter singu-
liren Erzeugenden bestchen. — Man wiirde ebenso fir n = 3 die Dif-
ferentialgleichung der Regelflichen tberhaupt erhalten, wenn man die
Bedingung bildet, unter welcher die quadratische Gleichung (3) und
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die cubische Gleichung (8) fiir ein gemeinsames System der du,, du,
erfiillt sind.

Die Flichen mit verschwindendem Kriimmungsmasse kéunen freilich
nur in sehr uneigentlichem Sinne als Developpabele bezeichnet werden.
Herr Bonnet hat bekanntlich bewiesen™), dass bei der Abwickelung
einer windschiefen Fliche in eine andere im gewdhnlichen Raume die
Geraden der bliche nothwendig Gerade bleiben. Die Developpabelen
machen hiervon eine Ausnahme: sie kinnen so gebogen werden, dass
ihre Brzeugenden wieder Erzeugende werden; die Biegung kann aber
auch so vor sich gehen, dass an Stelle derselben irgend welche (krumme)
geoditische Linien der Flidche entstehen. Der Gaunss’sche Satz von
der Unverinderlichkeit des Krimmungsmasses lehrt, dass in diesem
Falle ein anderes System von geoditischen Linien der Fliche in gerade
Linien iibergeht und die Erzeugenden der transformirten Fliche bildet.

Wenn wir die allgemeinen Betrachtungen des vorliegenden Para-
graphen wieder aufuehmen, so folgt:

Bei allen Transformationen des Raumes, d. h. bei beliebiger
Transformation der z Coordinaten, bleiben die simmtlichen Q,, ihrer
Form nach unverindert; mithin entstehen, was iibrigens selbstver
stindlich ist, aus developpabelen Flichen wieder Developpable. Kann
der Rauw in sich transformirt werden, so wird eine Biegung der
Developpabelen erfolgen, welche man als eine wirkliche, nach will-
kirlichem Gesetze erfolgende Abwickelung auffassen kann, wenn der
Raum ein System von unendlich kleinen Transformationen in sich
zuldsst. Dies ist insbesondere der Fall bei den Riumen constanten
Riemann’schen Kriimmungsmasses.

Wenn wir die auf Seite 162 gewshlte Form des Lingenelementes
beibehalten (an deren Stelle aber ersichtlich jede andere treten kann,
welche iberhaupt die Riemann’schen Differentialgleichungen der
Mannigfaltigkeit constanten Kriimmungsmasses befriedigt), so ist:

LR i) = — em(crerw — ¢ cir),

mithin wird;

. 6z, ¢z, 0%, 0o
Z[Zktzjc T, ~a—u7‘ aut ﬁ = eM(Ars Apg — Gpslry).
Fiir Mannigfaltigheiten constanter Riem ann’scher Kriimmung gilt
also, wie aus der Betrachtung der Gleichungen § 1L (B) hervorgeht,
das meines Wissens bisher nicht ausgesprochene wichtige Theorem, dass
die sémmitlichen Ausdriicke:

*) Journal de I'Ecole polytechnique, Tome XXV.
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Zlik x'jl Cr1 [qui Qrsj - Qpn'Qrgj]
lediglich von den Coefficienten a,, des Linienelementes in der durch eine
beliebige Zahl von Bedingungen ausgeschiedenen M, abhingen. Hier-
nach ist das Kriimmungsmass einer Fliche ebenfalls eine reine Function
jener Coefficienten, mithin fir n =3 bei allen Bicgungen der Fliche
unverinderlich. Ebenso gelten hier die oben besprochenen Eigen-
schaften der developpabelen Flichen.
Im Allgemeinen dagegen wird eine Fliche, welche wir oben als
developpabel“ bezeichneten, bei beliebigen Biegungen derselben nichi
wxeder in eine Fliche derselben Art uberoehen Hierzu wiirde viel-
mehr erforderlich sein, dass auch devr Ausdruck:

ox; 0w 0%y ox,

ZEZktﬂGW; Tuy Gup 0w

denselben Werth beibehilt, wenn statt der x die Coordinaten eines

Punktes der urspriinglichen oder die des entprechenden der gebogenen
Fliche als Functionen der w,, u, eingesetzt werden.

Es entsteht nun die Frage, welches bei einer beliebigen Zakl der

Dimensionen die charakieristischen Gleichungen einer Developpabelen sind?

Zur Beantwortung derselben leitet die folgende Untersuchung.
Wir betrachten die Flichenschaar mit der Kriimmung Null:

‘V(x,, Ty * --.’I:,,):-—O,

in welcher die willkiirlichen Constanten den Parameter ¢ enthalten.
Wird die Enveloppe dieser Schaar gesucht, so ist ¢ aus:

¢
(14) p=0, %=

su eliminiren. Das Resultat der Elimination sei ¢ = 0. Zur Unter-
suchung der Kriimmungsverhiltnisse von ¢ sind die Ausdriicke Q,, zu
bilden. Nun folgt aus den Gleichungen (14):

oz,
oy at\
2 (ba: + > =0,
- oty 9% 0z, e otz ey 2w, Ot
(15) 2(‘3&.'@&: Fu e+ e, vugu T mpr ) =0
2 oz, 0% | Py B% + >y i"’i_ai)_o
(Bm oz, ou, 0w, ' ox; Ow.ou, ' 0%,00 0u, 0y, =

mithin :

6 @y Oz Ot Py oz, 0t
(16) 92,0t Tu, ow, & 0z0t 0% Ty

Aber nach der Voraussetzung, dass die Flichen v nach jeder Richtung
hin eine Krimmung gleich Null besitzen, ist:
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Py ox fxp Yus 0% Oz, Dy
Pz,02, Ou, aus“z 5 0w, U Gu Tu
demnach wird aus den Gleichungen (15)

~ ALl - Py ,\ P
2‘ oy | Yua ¢ oxy ox; + 0 xm*} _ 2 oy 0% ¢
awm d i aus au’r auraus 0$,' at 3“8 ou,

Fy_ 0 ot
0z, 0t odu, du,’

™

’

Bezeichnet man jetzt die Determinante x' Ordnung, bei welcher die
ersten # — 1 Reihen aus den —ji:‘r-, die letute aus beliebigen Grossen
x; gebildet ist, mit V, so ist:

oy oV

=

az,; 3.1:i ’

wo g ein Proportionalitiitsfactor. Multiplicirt man dann den Ausdruck:

a 14 7m k a xk a xi ae wl/l )
¢ 3z, (T % Fu T, T Fu b,
mit der Determinante D, deren n — 1 erste Reiben aus den

oz,
20""‘ du, ?

die letzte aus den %:— gebildet ist, so erhilt man die Gleichung:
- Vi B T Py 0%t
D = 2 62,0t ou, ow, _Ebzia‘t Tu, ou,

Mithin besteht die Gleichung:

(17) Q::qu —~ Qg Qs =0,

d. b. es verschwinden alle zweireihigen Determinanten, welche aus den
Grossen Q,, gebildet werden kénnen.
Nun  schneiden  sich je zwei comsecutive Flichen o =0 wund

v+ %—qf dt==0 der Schaar in einer Mannigfaltigheit von geoditischen

Linien der M,. Um den Sinn dieser Behauptung genauer zu pricisiren,
betrachten wir den Durchschnitt von % — 1 Flichen, 0, 0,,-04, - 0p,
welche die Krimmung Null besitzen. Alsdann ist:

_ 20, &z, 69, Y, ox; oz,
= 9z, Duou, b, 8 O G Fu, =

0.

'3
(18) @,

Da ferner der Schnitt eine Mannigfaltigkeit von einer Dimension ist,
deren Lingenelement durch df bezeichnet sein mbge, so ist:
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@z =2 oz, du, du, +_6~zL du, oz;  du,
de ou,ou, dt dt ou, de +_8u Tdee

also folgt aus (18):

09, [ dz, Yma dz; da;
26:1: [‘EF"‘ P Taﬁ“]"""o’

b/ 73
also:

2
d Ly, Ymn dz; du dxm

(19) —ar T Gw g @ ¢ Tar
Soll aber ¢ die Linge der Schnittcurve bezeichnen, so ergiebt sich aus
der Gleichung:
d dx; dx
UL G A T
dass g = O sein muss. Mithin ist jede solche Durchschnittscurve eine
geoditische Linie des Raumes, wie es allerdings vorauszusehen war.

Demmach kann die Fliche p = 0 als Analogon einer Developpabelen
betrachtet werden, insofern sie wie eine solche aus geodiitischen Linien
der M, erzeugt ist.*) Da alle zweireihigen Determinanten der Q,; ver-
schwinden, so bewahrt eine Developpabele die Eigenschaft, dass n—2
ihrer Hauptkriimmungshalbmesser in jedem Punkle unendlich gross wer-
den, wnd nur einer der Hauptkriommungshalbmesser einen endlichen
Werth besitzt.

Die vorige Betrachtung setzt nach den Untersuchungen des § IV.
eine gewisse specielle Eigenschaft der M, voraus. Ob das Verschwin-
den der simmtlichen zweireihigen Determinanten der Q,, auch in dem
Falle, wo keine ,, Ebenen“ im Raume vorhanden sind, noch Develop-
pabele im analogen Sinne charakterisirt, muss fiir die Fille n > 3
einer weiteren Untersuchung vorbehalten bleiben.

0,

§ VIL
Das Gauss’sche Krimmungsmass und die Hesse’sche Determinante.

Die simmtlichen Formeln der vorhergehenden Paragraphen setzen
voraus, dass an Stelle der Coordinaten z, - - - 7, ein System von inde-

#) In hoheren Raumen lasst sich der Begriff von ,,Developpabelen® — iiber-
haupt von ,Regelfiichen® — auf sehr verachiedenartige Weise erweitern, Der im
Texte eingeschlagene Weg, nach welchem eine ,,Developpabele“ die grésstmdg-
lichste Mannigfaltigkeit von ,,geradesten Linien besitzt, schien mir der zundchst
sich darbietende. Die weitere Bebandlung, insbesondere die Untersuchung der
Flichen, welche eine ein- oder mehrfach unendliche Schaar von geoditischen
Linien des Raumes enthalten, muss ich auf eine demnichstige Gelegenheit ver-
schieben.
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pendenten Variabeln w, - - - u,_; eingefiihrt ist (Gauss’sche Coordina-
ten). Da es vortheilhaft sein kinn, von dieser Transformation abzn-
sehen, so sollen hier noch einige Formeln angegeben werden, von
denen anch in der Geometrie des gewdhnlichen Raumes Gebrauch
gemacht werden kann.

Man kann die Determinante der Q,: in Beziehung setzen zu einer
aus den zweiten Differentialquotienten von ¢ gebildeten Determinante,
welche als FErweiterung der Hesse'schen Determinante anzusehen ist,

Setzt man:
om0 oz 0% |
i % duy | 0, Oy
oo | , : :
v= j 3&71 axﬂ ‘7 v= l _896, . axn ¢
{ auu—l a’“’n-—l : ! 5“73-——-1 auﬂ—l
! ﬁl ‘ ﬁn 1’ i ﬁll : ﬁﬂ'
ferner:
wlm o m
&l TF Gy ! au, |
D= . f= i‘ i;
o9 P |
ox; i 2 Yk |
so wird:
(1 vD = AZ,S e, vD= AZﬁ’ o

Wir betrachten nun die mit beliebigen Grossen a;, 6,, p horizontal
und vertical geriinderte Determinante:

#)) G = | Pik d;

. 473
in welcher

|
s
|

= _‘P__ —
o = dz,9%, 3277)11: oz, Cixn
zu setzen ist,
Multiplicirt man G in geeigneter Weise mit v und o/, so entsteht
die fiir ganz beliebige p, ;, 8;, B, B/ geltende Identitit:

A ;89 09
@) SN LS T
_— Q“ c e — Q1n_1 g,’ 26‘, ax

ou,y

’ ax{

= | = ¥g-1,1 ** — Qutn-1 Gn—1 20&' Fm
a1
Ir—1 Zof

26‘874,“'26‘814 26\5 »
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in welchen gesetzt ist: .

axi 4 ax'- ’
9r=29’ik Pu, B, 9 =2‘Pik ”5;‘7{31:,

g =2‘Pik Bifr .

Setzt man p =0, &; =§—: = 0;, so wird aus G die Hesse'sche De-
terminante &, mithin ist:

A!
(4) .H —1—)—2— = (-— 1)"(0,

worin o die Determinante der Q,, bedeutet.

Ohne auf die weiteren Gleichungen einzugehen, welche sich aus
(3) durch Coefficientenvergleichung ableiten lassen, bemerken wir noch
Folgendes. Versieht man G noch mit ¢ Rindern, so erhdlt diese De-
terminante rechter Hand in (3) g - 2 Rénder. Hiernach kann man
aus dem Verschwinden der Unterdeterminanten aus den Qi auf das
der aus den ¢;; gebildeten Unterdeterminanten schliessen,

Verschwinden z. B. alle Q,;, so kann man ¢ =mn — 4 setzen,
wenn die rechte Seite von (3) noch verschwinden soll. Muthin missen
die Gleichungen einer Ebene stets der Bedingung geniigen, dass die
simmtlichen dreireihigen Determinanien der i verschwinden, oder dass
die quadratische Form

2@ Yils

das Product zweier in y linearen Formen ist. Verschwinden nur die
zweireihigen Determinanten der Qu, s0 ergiebt sich als eine wesent-
liche Eigenschaft der developpabelen Flichen, dass alle vierreihigen De-
terminanten der @, verschwinden. Wahlt man dagegen p = 0, a;=14;
= 7?%, so kann man im ersten Falle n — 3 setzen und es miissen dann

fiir Ebenen alle zweireihigen Determinanten der @i, mib einem Rande
zugehiriger —g% verschen, verschwmden, wihrend [fir developpabele

Fliichen nur die dreireihigen Determinanten der @i, gerindert mit den
g—g‘ , Null zu sein brauchen. Diese Beziehungen scheinen von In-
teresse, da sie, falls iiberhaupt die Qi jene Voraussetzungen erfiillen,
welches gleichzeitig von der Beschaffenheit des Linienelen'aentes ab-
hingen kann, Bedingungen fiir die Form der Funection ¢ liefern. .

Tn dem besonderen Falle der Mannigfaltigkeiten constanten Rie-
mann’schen Krimmungsmasses ist

Ymi 89 1 o9 09\,
S g e b (o d e




178 A, Voss.

Mithin wird die Hesse'sche Determinante dieselbe Form wie im ge-
wohnlichen LRawme besitzen, d. h. durch die aus den zweiten mit einem
Rande von ersten Differentialquotienten gebildete Determinante dar-
gestellt sein. In dem allgemeineren Falle:

C,'];=xb;k,
wird dagegen das Verschwinden des Kriimmungsmasses durch die
.Gleichung:

il b
L 0z, 0%, + obu ox; 0
!

!
T
! oz, 0

ausgedriickt sein, in welcher

gesetzt ist.

Es ist oben der Eigenschaft der Qi gedacht worden, in Beziehung
auf beliebige Transformationen der z absolute Covarianten zu sein.
Dieselbe Eigenschaft muss daher der linken Seite der Gleichung (4)
zukommen. In der That findet man leicht durch Anwendung der Re-
lationen, welche bei der Untersuchung der Transformation der Q.
gegeben sind, dass (die transformirten Ausdriicke seien wieder durch
Striche, die neuen Variabeln durch y bezeichuet):

, oz, o,
Qun = [+ 23 —aw s
wornach:
HT*=H
wird. Da

D*=0AU, U=U, A=A
ist, so ist:
A‘Z
H-I)TZV

eine absolute Covariante, wie es sein muss. Wihrend also bei be-
liebigen nicht linearen Transformationen die gewdhnliche Hesse’sche
Determinante keine Covariante ist, bewahrt dieselbe diese Eigenschaft,
sobald sie in der erweiterten Gestalt angenommen wird, die derselben
nach Adjunction des Lingenelementes zukommt. Hiernach erkennt man
ohne Weiteres, dass das Verschwinden der Hesse’schen Determinante
oder eines wollstindigen Systems von Unterdeterminanten derselben eine
be: allen Transformationen des Raumes unzerstorbare Bezichung zur
Meirik derselben darstells.
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Endlich kann man die Gleichung Q, welche die » — 1 Haupt-

kriimmungshalbmesser bestimmt, auch in der von den » unabhingigen
Gestalt:
|

P :
i Gix +&l‘}’ib—a‘:— !
.

; =0
H a(p 0
dz, £
geben, wo:
- 2 =1
]// dp 0o Ymx 4%
oz, oz, &

gesetzt ist.

Dresden, October 1879.



