
Zur Theorie tier Transformation quadratischer Differential- 
ausdrt]cke und der Krammtmg hSherer Mannigfaltigkeiten. 

Von 

A. Voss in Dresden. 

Fast gleichzeitig haben die Herren C h r i s t o f f e l * )  und L i p s c h i t z ,  
freilich yon sehr verschiedenea Gesichtspunkten aus und in verschie- 
dener Allgemeinheit, sich mit der Theorie der homogenen Differential- 
ausdrficke besch~fti~, tiber welche bereits R i e m a n n ,  wie aus dessen 
sparer ver5ffentlichten Werken hervorgeht, ein fundamentales Theorem 
gekannt hatte. Insbesondere hat Herr L i p s c h l t z  unter den allge- 
meinsten Voraussetzungea die Beziehungen untersucht, welche start- 
linden, wenn ein homogener Differentialausdruck yon n unabhi~ngigen 
Variabelen x dutch Einftihrung yon n neuen Variabelen y, ftir welehe 
m willktirliche Gleichungen y~ ~ coast bestehen, in einen anderen 
transformirt wird. Herr L i p s c h i t z  ha~ sich dabei vornehm.lich der- 
jenigen Analogien bedient, welche sich aus einer Verallgemeinerung 
gewisser der Variationsreehnung angehSrigen TransformationspHncipien 
L a g r a n g e ' s  ergeben. Ieh habe die Transformation eines quadratischen 
Differentialausdruekes im Folgenden durch directe Rechnungen bewerk- 
stelli~, und wie ich glaube, die Integrabili~tsbedinguugea in einer 
vollst~ndigeren Form ausgesprochen, als dies bisher geschehen war.**) 

Diese Betrachtuagen bilden den ersten Theil der vorliegenden 
Arbeit. Im zweiten Theile (w III.--VI.) habe ich auf Grund der ent- 
wickelten Formeln versucht, die Theorie der Krtimmang im gewSha- 
lichen Raume, wie sie yon M o n g e  und Gauss  entwickelt worden 
ist, wenigstens in ihren Hauptgesichtspunkten auf mSglichst natur- 
gem~sse Weise ffir hShere Mannigfaltigkeiten zu fibertragen. Es ist 

*) Christoffel: Die Transformation der homogenen Di~erentialausdrficke 
zweiten Grades. Crelie's Journal Bd. 70. 

**) Von Herrn Beez ist neuerdings der Fall m ~  ebenf~Lls direct unter- 
sucht worden, SchlSmilchs Zeitschrift Bd. 24. 

Mather~tische Aan~len. XVL 9 
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dies freilieh sehon yon Herrn L ipseh i t z  auf Grund yon Analogien 
geschehen, welehe die allalytisehe Mechanik darbietet; doch schien es 
mir im geometrischen Sinne erwiinscht, die Krtimmungstheorie yon 
diesen ganzlieh loszulSsen. 

A n m e r k u n g :  

Die vSllige Coincidenz meiner Betraehtnngen mit den Vor- 
stellungen, welche Herr L i p s c h i t z  in einem Theile seiner aus- 
gezeichneten Arbeiten entwickelt hat, ist mir in Folge versehieden- 
artiger Bezeichnung erst deutlieh geworden, als es mir gelang, 
das von demselben auf pa~'. 292 Crelles Journal Bd. 71 ausge- 
sproehene Theorem fiber den Zusammenhang zweier quadrilinearen 
Formen direct zu beweisen. Ich verweise bier auf die Arbeiten 
des Herrn L i p s c h i t z :  

1) Untersuchungen in Be~reff der ganzen homogenen Functionen 
yon ~ Differentialen. 

2) Entwickelung einiger Eigensehaften der quadratisehen Formen 
yon n Differentialen. Crelle's Journal Bd. 71. Erste Mit- 
theilung pag. 274~ zweite Mittheilung pag. 288. 

3) Fortgesetzte Untersuchungen in Betreff der ganzen homo- 
genen Functionen yon n Differentialen. Crelle's Journal 
Bd. 72. 

4) Ueber ein Problem der Variationsrechnung etc. Crelle's 
Journal Bd. 74. 

5) Ausdehnun.g der Theorie der Minimalfi'Xchen. Crelle's Journ. 
Bd. 78. 

6) Beitrag zur Theorie der Kriimmung. Crelle's Journal Bd. 
81, p. 230, sowie Ggndralisation de la thgorie du rayon 
osculateur d'ane surface, ebenda) pag. 295. 

Nach Aufstellung des Begriffes der Kr(immung eines Normal- 
schnittes, der Hauptkriimmungshalbmesser und des Krfimmungsmasses 
einer FIEche, behandle ich insbesondere die Frage, die meines Wissens 
bisher noch nicht aufgeworfen worden ist, unter welchen Umstiinden 
in einem Raume Sehaaren yon Ebenen oder Kugeln vorhanden sein 
kSnnen. Es kann dies, allgemein zu reden, nur dann stattfinden, 
wenn eine mehrfach in Differentialen lineare Covariante verschwindet. 
Ein hervorragendes Beispiel ftir diesen Fall bilden die Mannigfaltig- 
keiten eonstanter Riemann'seher Kriimmung. Ffir diese bleibt die 
Monge'sehe Definition der Kriimmungslinien in Giiltigkeit~ sowie der 
Gauss'sche Satz yon der Unver~inderlichkeit des Krtimmungsmasses 
bei beliebigen Biegungstransformationen. 

Ira w V. habe ich die Theorie der Developpabelen behandelt, 
namentlich gezeigt, dass im Raume yon drei Dimensionen das Ver- 
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sehwinden des G auss'schen Kr~immungsmasses einer Fl:s hedingt, 
dass dieselbe nach Analogie der Developpabelen des gew5hnlichen 
Raumes aus geodgtischen Linien des Raumes zusammengesetzt ist. Auch 
bei beliebiger Zahl der Dimensionen beh~ilt das u des 
Gauss 'sehen Krtimmun~masses eine iateressante Bedeutung. 

Endlich habe ich eine Transformation des Kr~immungsmasses, 
welehe die vorhergehenden Betrachtungen erg:,inzt, sowie eine Er- 
weiterung des Begriffes der Hesse'schen 'Determinante angegeben, 
dutch welehe die letztere die Eigenschaft erlr~lt, bei beliebigen Trans- 
formationen eine Covariante zu sein. 

w  

In einer Mannigfaltigkeit yon n Dimensionea B~, deren punkte 
dutch die Coordinaten xl ,  x 2, �9 , �9 x= dargestellt werden~ sei das Quadrat 
der Entfernung ds zweie~ unendlich naher punkte x,  x ~.  dx  ausge- 
drfiekt durch die Gleichung: 

(1) ds" --~ ~c~dx~dxk,~).  

in welcher die cik ~ c~i beliebige Functionen der x slnd, deren De- 
terminante nieht verschwindet. Ueber (tie q'~adratische Form 

(2) F =-  2 : c~  X~Xk 

zu welcher ds gehSrt, sollen keine weiteren Voraussetzungen gemacht 
werden. Um in Uebereinstimmung mit bekannten geometrischen Vor- 
stellungen zu bleiben, wird es sich allerdings empfehlen~ die Form ~' 
als definit vorauszusetzen; doeh kommt, ausser WO dies ausdrticklich 
hervorgehoben ist, diese Eigenschaft im Folgenden nicht in Betracht. 
Wird nun dutch n -  m Gleichungen zwischea den x: 

(3) ~l = 0, tp 2 = 0, �9 �9 , r ~--- O, 

welche dutch alas System der m independenten Variabeln: 

identisch befriedigt sind, so dass die Gleichungen~: 

- _ = -  o, (4) . ~ a x ,  au, 

ftir alle: 

----~0~ U.S.W. 

*) Hier, wie fiberall im Folgcnden, bezir sieh vorgesetzte 8ummationa- 
zeichen immer gleichzaitig auf aZle dlej~igen I ~ l ~ s ,  wdcIw do~q)e~t u~nter den- 
selben auflreten. 

B* 
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i - - ~ 1 ,  2 , . . . n - - m ,  

r ,  S =  l ,  2 , . . . m  

bestehen, eine m-fache Mannigfaltigkeit M~ aus der M~ ausgeschieden, 
so iss das Quadr~t des L~ngenelementes in dieser: 

(6) ds  ~ ~-- Xa~t du~ dut  

mit der quadratischen Form: 

(7) r = z a ~  U~ U~ 

wobei : 
~x~ 

' ~ G~t  s O u t  

(9) 

Setzt man ferner: 

~ast ha,. t ~a~., ~ 2a , . t , ,  

OCrt, i o e n , ~ ,  b e l l :  

wobei wegen a ~ ,  ~ at~, ,  c,,,ki = c~r,,i~ die ersten Indices vertauschbar 
sind*), so ist: 

(1o) a r s t  

Ferner sei die Determinante der ci~ durch d~ ihre ersten Unterdeter- 
minanten durch y,~, die Determinante der ai~ durch A~ die ersten 
negativen Unterdeterminanten derselben durch er bezeichnet. Setz~ 
man no(h :  

(11) L ~ - ~ -  Y,.z, = -  q,k, 

0xl 0x2 bx~ 

02) 

OM. t ~ !  

_ 7 - -  _ 
O ~m O U m 

q ,  qv., 

t ~ x  n 
�9 . . .  ) 

G Uca 

: q , , 1  q,,,~ q,~,, 
ferner: 

(13) b , ~ = ~  ~x-~, ~ z .... z.~ ~x,,, ~ "  ~ ~,,, q "  

und ftthr~ man fiir die n -  m-reihige Determinante der b;~ die Be- 

*) Von den Herrea L ipsch i t z  und Dedekind sind diese Bildungen durch 
asr t bezeichnet. Vgl. Riemann's Werke, herausgegeben von Weber ,  insbeson- 
dere die Erl~uterungen yon Herrn D e d e kin d. 
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zeichnung ~"  ein, so hal man di% verm5ge der Gleichungen (4) und 
der bekannten Relation 

1 ~7 ,~e i ,=[k l ] ,  

in welches das Zeichen [kl] ffir k = l den Werth 1 haben soll, sonst 
abet gleich Null zu ~ehmen ist, leicht zu erweisende Gleichung: 

(14)  ~ 'D  ~ ~-- ~ - ~ " A  A".  

Hieraus geht hervor: So lange die Determinanten D,  $, wie voraus- 
zusetzen ist, nicht verschwinden, k6nnen auch A und A" nicht ver- 
schwinden. 

Wir ffihren ferner ein System yon (n - -m)n  GrSssen 2iz , in wel- 
then der erste Index j yon 1 bis n - - m ,  der zweite l yon 1 bis n 
gehen soil, durch die folgenden Gleichungen ein: 

(15) Xb,~ z,, = q~, , 

Werden die Unterdeterminanten des bo durch ~o bezeiehnet, so erhSlt 
man als AuflSsung der Gleichungen (15): 

(16) A"2~,~--~ 22aoq., 

also aueh : 

(17) XZ~,qa. = XZ..~, 

und zugleieh die folgenden Identit~ten: 

(18) A" ~~Z:,,L'~'c. ' ~- 667', 

(19) ~,Z~,  oq~: = [.jj,], 

(20) . ~  ~c  .... ~ , ,  

Setz~ in~Ltl endlieh noeh: 

Ox, ~x~ bx,,, 

also nach (10): 

�9 "ou~ b u , ~ u ,  - -  a , .  - -  C , . .  

ferner : 

(23) ~ b~, b':** 
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so hat man aus den n Gleiehuugen (22) und (23) als Werthe der zweiten 
Differentialquofienten der x nach den u:  

wobei noeh die aus (5) folgende Gleichung: 

zu bemerken ist. 
Man kann der Formel (A) eiue andere Gestalt geben, welche fiir 

die folgenden Differentiationen ein weuig bequemer ist. Dazu ist es 
nSthig eine Identitiit abzuleiten, welehe auf der Betrachtung der mit 
beliebigen GrSssen u o v, ger~nderten Determinante: 

(25) ~ ' - ~  - -  2 : 7 ~ u ~ v  , 

hervorgeht. 
Man erh~lt n'~imlich dutch geeignete Multiplication und Reduction 

mit Hiilfe der Gleichungen (4), (15): 

~u~, ~x m, em'n' 

und wenn fiir D e aus (14) sein Werth (~-- , -~AA" eingesetzt wird: 

1 Z~ZrsUrVs 1 Z ~ X r ~ ) s ~ 3 r q j s ~ - ~ Z ~ r V s  ~Xr O&~s (26) - -  ~ - -  a' ~%, ~%,, e~, ~,, 

also zun~ichst durch Gleichsetzen tier Coefficienten tier Producte u~v,: 

1 1 ~ 1 Vxs 
bu~---~, ~u~, e,,,,,., 

~x~ ?x k 
ferner, wenn u~ ~- c,,, ~up ~u~ genommen wird, durch Vergleichung 

der Coefficienten yon v~: 

(2s) ~_ ,~ ,  c , ~ , ~ - ~  ~, . ~ ~.~ 

1 ~ I  GX s 
GI$ a 

Cikr 

Fiihrt man den durch (28) bestimmten Ausdruck ffir die C~q, in die 
Gleichung (A) ein, so ergiebt sich, wenn man noch (27) zur An- 
wendung br in~  : 

~x~ 
~x~ __ Z ~ r t j  ]~3 k l ~ art,.em, ~ 

1 Z T ~ C i h ~  ~x, ~xj, 
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in weleher Formel zur Abkfirzung gesetzt ist: 

(29)  = + 

Die Werthe der Q~o spielen im Folgenden eine wichtige Rolle. Sie 
erseheinen besonders bemerkenswerth, well sie bei beliebigen Transfor- 
mationen der Variabelen x in ein System yon n neuen Variabelen y, 
also bei beliebigen Transformationen der M~, absolute Covarianten sind, 
d. h. ohne jeden Factor in die entsprechenden Formen iibergehen, die 
aus den y gebildet sind. Man kalm, obwohl bei der welter unten 
hervortretenden Bedeutung der Q~t~ dieser invariante Charakter zu er- 
waxten steht, dies auf folgendem Wege erweisen. 

Es sei die bei Zugrundelegung der Variabeln y gebildete Function: 

vy~: ~u~u~ ~y,, 8 ~ ~% ~u~ c~i~.~ 

, ~ ~x a ~x~ nnd die d', 7~,,~ die entspreehenden Deter- wo c . =  c~,~ ~ ~y~ 

minanten und Unterde~erminanten der c~ bedeuten. Bezeichnet man 
die Transformationsdeterminante: 

durch T, so ist: 

i 0yl ~y, 

(~T ~ = 6", 
ferner hat man aus: 

Beriicksichtigt man noch die Gleichungen: 

wenn die Werthe der 7~,,~, c~,,, eingesetzt so findet man leicht~ 
werden: 
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wie gezei~ werden sollte. 
Da die Gleichungen b , j T ~ - - ~  b:j bestehen, so sind auch die bij 

covariante Formen. Dagegen sihd die Z3"~ nicht covariant, doch finder 
die sehr einfache Beziehung start, dass bei beliebigen Transformatio~en 
der m, die neuen GrSssen 2j~ mit den alten dureh die Formeln: 

~ x  t 
&/,, 

verbunden sin& 
Wir entwickeln endlieh noeh einige Formeln, die in den folgenden 

Rechnungen besonders hiiufig zur A~awendung kommen werden, ngmlich 
die Werthe der Di~fbrentialquotienten der 7~i und 2]~. 

Da: 

so ist 

. •  
a ee,, 8 ax~ au  t 

(7,u, t 

oder, wenn mit 7 , , '  multiplieirt mid naeh s summirt wird: 

-~- -  -~-- ~ -  L.._, 7,,,kgs~, am a b u  t 

wobei man noch, wie aus (9) hervorgeht, setzen kann: 

(31)  a~, - ~  c,.,~ + c, , , , .  

Eine ganz analoge Formel gilt aueh ffir die Differentialquotienten der 
a , o  w'ahrend aus (30) wird: 

e ... .  1 ~ - ~  ~%h 
(32) - ~ -  = + ~ ~ e,,,z.e,,i, ~ - .  

O 'N, t 

Die Differentialquotienten der Zj~ bestimmt man aus den Gleiehungen 
(tg) und (20)~ d. h. aus dem folgenden System: 

37. a 

gg, a., 

~ zj, ex~ ~c~ ~x k ~x~ 

a:q / 

ax~ i -~-0' 

+ ~ x j ,  c,. ~,,,a~ = o, 

+ ~ 6 ,  ~,~ a-W,a-g-, = o, 
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so dass also: 

+ X . , ~  'z'/~e''''' ?~., ~'u.,, ~ .  ~x~ ' 

wobei die aus (A) sieh ergebende Relation: 

zur Anwendung kommt, um die zweiten Differentialquotienten der x 
zu enffernen. 

w II. 

Herleittuag dot Intogr~bilit~tsbodingm~g~n. 

Die Formeln (B) kann man als eine Reihe yon partiellen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung ansehen, welche bestehen mfissen, 
wenn die Massbestimmung in der M,,,, wie sie dureh die Form �9 ge- 
geben ist, aus der allgemeineren Massbestimmung in einem hSheren 
Raume M~ mit der zugehSrigen Form ~ hergeleitet werden kann. 
Zum Bestehen der Di~brentialgleiehungen (B) sind die Integrabilitiits- 
bedingungen erforderlieh, welche dureh die Bedingung der Vertausch- 
barkeit dritter Differentialquotienten sieh ergeben. Es muss daher ffir 

. . . . .  .A, W ' f f  

+ 

0 {1 ~z/' I=0 .  

Der Uebersiehtliehkeit halber bilden wir diese drei Dift~renzen geson- 
deft. Zun~iehst hat man, wenn man die zweiten Differeutialquotienten 
aus w I. (B) ersetzt, und w I. (31) beaehtet: 

I ~xe 1 

alle r ,  s,  p sein 

(I) ~% 
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Multiplicir~ man mit Xr und ~d i r t  man dann 

+ ~ ~u~,---U Q~*~ c~,,, ~u v 

so entsteht: 

6 X m 
~Uq 

(3) ~ " ~  ~" 

1 ~Xk ~X m 
.2r ~_ ~______~ ~,)leqh , ~xh Qrsj elkm 

1 ~------~,iharsa, emn -~npj .  +-~ 

Ferner finder man nach gehSriger Entwickelung: 

WO : 

( 5 )  [8rm 'pJa  = ~a_~ ..... " 

Ebenso findet man: 

" ~u~ - ~ -  

(6) 

t ~xk [lkmi]o, + ~ _ ~ , , , ~  ~z i ~x~ 
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wo, analog wie bei (5): 

(7) 

gesetzt worden ist. Ffihrt man den aus (4) bestimmten Ausdruck 
reehts in (3) ein, so entsteht: 

1 *~ , ~xh 

I 2 -Z-- [a .... ~t~ps -- a,p,,,Q,.,,s ) 

,I ~ Y ' ' ~ ' e ' "  _ ~.~x' "JY*':)- ~x, \ 

Addirt man je~zt die Gleichungen (4), (6) und (A), so entsteht: 

~x, und Sum- Endlieh entsteht hieraus dutch Multiplication mit ct~ ~ut- 

marion nach h die wichtige Formel 

so dass die vorhergehende Formel dadurch erftillt wird, dass alle Coef- 

ficienten der eq~,,--0-~, versehwinden. 

Die beiden Formeln (A) und (B), zu denen ,nan noch (4) und (6) 
hinzunehmen kann, stellen in einer vollst~ndigeren Form die Be- 
dingungen der Integrabilit~t dar~ als sie bis jetzt gegeben warden. 
Die Gleichungen (B) sind zuerst ffir den Fall m-----n yon R i e m a n n ,  
dann yon den Herren C h r i s t o f f e l  und L i p s c h i t z ,  and sparer yon 
Letzterem ffir ein beliebiges m in Gestalt einer Identit~t zwischen 
zwei quadrilinearen Covarianten entwickelt. Insbesondere hat Herr 
L i p s e h i t z  gezeig~, - -  wie dies such fresher schon yon R i e m a n n  
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behauptet worden war - -  dass das identische Verschwinden der Aus- 
drticke [lkms~o die Bedingungen daftir aussprichl, dass die quadratische 
Form F i n  eine solche mit constanten Coefficienten~ also das Quadrat 
des L~ngenelementes in der M.  in die Form 2~dx~ 2 transformirt wer- 
den kann*). Die Formela (h) sind bislang fiir den allgemeinen Fall 
noch nicht entwickelt worden; sie entsprechen den bekannten Differen- 
tialgleiehungen ftir die .E, .F, G, ~velehe Gau s s  in seinen disquisitiones 
generales circa superficies curvas gegeben hat. 

Es verdient der Umstand hervorgehoben zu werden, dass in (A) 
und (B) die Q~,j nut in den Yerbindungen ~ ).j~ vorkommen. Abet 
die letzteren GrSssen, welche der Kiirze halber dnrch F ~  bezeichnet 
werden sollen, sind nicht von dnander unabh~ingig. Denn es gelten 
die Relationen : 

Gq~ ~ -= Qpqs, 

in Folge deren jede n reihige Determinante, welche aus r Reihen yon 
G'r F~,r F~,r G, qol, F~ ,e2 , . . - ;  F~rq,~ . . .  r~,q,~ gebildet ist 
und n -  r ganz willktirliche Reihen enth~lt, versehwinde~, sobald 
n - -  r < m ist, dagegen fiir n - -  t ~ m gleieh der Determinante der 
gleichnamigen i ) ) q ~ , - . .  ~q~ wird~ multip[icirt mit einem yon den 
unabhiingigen Factor. Sonach verschwinden die siimmtlichen k < m 
reihigen Determinanten~ welche sich aus den F bilden lassen. 

Die Zahl der Gleiehungen (B), welche yon einander linear unab- 
h~ngig sind, ist, wie aus den bereits angefiihrten Untersuchungen bekannt 

1 m? ist, ~ (m 2 -  1). Die Gleichungen (A) gestatten dieselben Reduc- 
1 tionen~ wonaeh ihre Zahl zun~chst -1~ nm2(m~'--l) sein wiirde. 

Aber es bestehen, worauf bier noch aufmerksam gemacht werden 
soll, noeh andere lineare Relationen zwischen den Gleichungen (A). 
Differenziirt man n~mlich die Gleichungen (A) oder (B), und ersetzt dabei 
wieder die zweiten Differentialquotienten naeh w I. (B)~ so erh~lt man 
weitere Bedingungen tier Transformirbarkeit der Form 1~ in r die 
Transleormationsrelationen des Herrn C h r i s t o f f e l .  Diese Relationen 
werden im Allgemeinen mehr als vierfach linear in ersten Differential- 
quotienten der x werden, doch kann man aus ihnen Gleiehungen zu- 
sammensetzen, welehe zeigen, wie die -~'ormetn (A) und (B) sich zum 
Theil gegenseitig bedingen. Die betreffende, etwas ums~ndliche Reeh- 
hung mSge wenigstens an der Formel (B) angedeutet werden. 

*) Journal yon Crelle 70, Seit~ 89 ft. 
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Wir bezeiehnen die linke Seite der Gleichung: 

(8) [ r t r a ~ ] , - - ~ [ l k h i ] r  Ox, Ox, Ox~ Oz__ L 
bu r Oup ~u, ~ 

durch / / ~ v ,  ihre einzelnen Theile der Reihe nach durch (a), (b), (r 
Wir differenziren (8) nach uq und ffigen zu derselben die analogen 
Gleichungen hinzu~ welche entstehen, wenn man die Buchsf~ben/9, q, r 
cyUisch (also in q, r , /9 ;  r, p~ q) vertauscht. Es entspringen mm aus 
(a) Glieder mit zweiten Differentialquotienten der a~q,; diese heben 
sich gegenseitig auf. Ferner Glieder mii ersten Differentialquotienten, 
diese lassen sich zu einer seehsgliedrigen Gruppe: 

1 

(?5'" "q- a " "  \ vuq Ou~ ) -at-. . .  ] 

zusammenziehen. Ersetzt man hier die Differenzen nach der Formel 
(5), so entspringen Glieder yon der Form a: 

l [ ~x~ ~x t Ox~ ~x~ 
-~-,~er~,a~,~,, '  L[lkhi]" ~u~-~ Ou~ ~u, ~u r 

"3 
+ c,~(rq~., r,.~ - r..,., r,q,)J 

und yon der folgenden 

t ~ (a,,,,{ atq~ -- a,q,,,,ar~l) e~,,,., A~ el~" ampa' 

welehe letzteren sich gegen eine dritte bei der Differentiation yon (a) 

e,~,., entspringend% Gruppe aufheben. auftretende, aus den Faetoren --~-- 

Wird jetzt am zweiten Term (b) yon H die Differentiation ausgeftihrt, 
so zerstSren sieh die Glieder mit zweiten Differentialquotienten der 
e~k~, yon den zweiten Differentialquotienten der x~ kommen ebenso 
nur die Glieder 

OUr ~u's I bus~U'q bum 

und ihre cyklisch entsprecheaden in Betracht. Ersetzt man bier die 
zweiten Differentialquotienten der x, so entsteht die Gruppe 3: 
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sowie die Gruppe 7: 

+ , ~ [ l k h ~ ] c  ( ~ x '  ~x~ ~x~ ~x k 
~u r ~up ~u m ~un," a~qm'" 

Ox i gx~ gx~ Ox k I 
"Jr ~U r ~ %  ~Us ~Un,, (lmqm"~ em"n" ' 

endlieh eine Gruppe yon Gliedern, welehe ftinffaeh linear in ersten 
Differentialquotienten der x sin& Die letz~ere heb~ sieh aber identiseh 
auf, wenn die aus der eyklischen Vertausehung folgenden Glieder hin- 
zugezogen werden. 

Es ist endlich noch (c) zu differenziren. Dabei entspringt aus der 
Differentiation yon c~ die Gruppe ~: 

bx r 
- ~ '  @,,,~ + ~,,,,) ~ ( r , o ,  r , , ~  - r,,,,,, r , , D ,  

wi~hrend die iibrigen Terme sieh zu der sechsgliedrigen Gruppe e: 

o~,, ~.. ) + ' - ]  
vereinigen. In dieser sind die Differenzen naeh Formel (A) zu ersetzen. Nun 
folgt aus I. (27), wenn man mit c~ multiplicir~ und nach r summirt: 

~q)s 1 ~3x, ~q<r 

und dareh Multiplication mit 2 .  

I ~jrert~it  ~ ~sm) 

oder: 

rpq, i ~ ' l .  ~.~%L 

Hieraus entspringt dann die Gleichung: 

r,,,,l, c., " ~u~ 

[_ ~xi 
= - -  ~ Fr.,, e , ' i t t lqs , ' -~-  J 

~31-s p ) 
0 Nq 

~ x i "~ 
- - r , . ,  ~f f l  

--  ~ [- ..... . [l'km'i]r Oxi ~ Ox~ 

-~- ~ %" " c , , - z -  (r. . , , ,  a , , .  - rq~ r. , . , , )  r . . , , , .  
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Tr~g~ man diese Werthe der Differenzen in der Gruppe e ein, so 
entstehen drei neue Gruppen, yon denen die erste sich mit der Gruppe 
~, die zweite mit /~ aufhebt, so dass also nut eine Gruppe ~/: 

E e,,.~. 
e a ~ - -  (a,q~,. f,.q~ - -  a~p~,, r,-q,) r~m~ + �9 �9 �9 

bleibt. Endlich heben sich die Gruppen a, 7, ~ gegen einander auf. 
Bezeichnet man jetzt die auf Null reducirte linke Seite der Gleichung 
(A) durch J ~ p ,  so folgt die identische Gleichung: 

1 (a.,p.,H~,,wq-4-a~,wH~.,q-~-a.~wHq,,,,'~-{-a,~,WHq,..'~ 

- c,,, (r,.,,,,, Jq,,p + + rq,,,,, + 5 , ,  
+ r,p,Jq,~, + I-,q, J,-,,u,) = O. 

Eine ~hnliche, weniger einfache Identit~t, welche die J ,  H gleieh- 
falls linear und die Differentialquotienten der J in cyklischer Ver- 
tauschung enth~lt, ergiebt sich durch eine analoge Behandlung der 
Gleichung (A). Werden also die Belationen 17 ~ 0 bereits als identisch 
[iir alle Werthe der u erfiillt vorausgesetzt, so liefert die obige Gleichung 
vine t~eihe weiterer Iinearer ttelationen f'u/r die Gleichungen (A) und 
umgekehrt. 

Indem ich mir vorbehalte, die allgemeinen Gleichungen (A), (B) 
auf Grund der vorausgeschickten Resultate weiter zu untersuchen, wende 
ich reich schliesslich zu dem speciellen ~'alle, wo nut eine einzige Glei- 
chung q~-~-0 vorliegt, wobei start ~ ,  itu einfach ~ , ,  X~ zu setzen 
seia wird. Die Gleiehungen (A) nehmen dann eine bedeutend ein- 
faehere Gestalt an. Um diese zu erhalten~ setzen wir: 

(9) 9x,,, ~x. ~" 

Z 
Da ferner : 

I bU 1 ~ ~ O~ ~J.~ 

so wird: 
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oder: 

N~ 

+ 

~c ~, ~x~ 

"2 0 ~ 0 r 

+ ~  ~ 

Hieraus folgt : 

~c.,~ ~x~ 

o - f ~  - ~ F F  - 

GCmn CX 1 

"1 " ~  a ..... B,,z~ - -  a~,,~ B,,,.) e . . . . .  
-t- ~ ,FV L._~ 

/ e  ~x~ Q ~x z 

Man k a n a  n u n  die erste und dr i t te  Differenz zu:  

~'~o,~ Q~ ~--q-~,~ ~ j  ~,~ ~,,o ' 

welches identisch Null is~, die zweite und vierte dagegen zu: 

1 
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(11) ~ -  

zusammenziehen und erh'~lt so die Gleichung: 

FY-~ a---~ (a,,~t,,,~a~,,,,~,,,)e,,,,, 

~uT 

yon der weiterhin eine wiehtige Anwendung zu maehen sein wird. 

An Stelle der Gleichung tp = 0 k~nn man aueh eine andere Be- 
stimmungsweise der M._l  einffihren, welche im Folgenden ihre geo- 
metrisehe Erlguterung finden wird. Wir betraehten die x ~ . . .  x.  als 
irgendwie bes~immte Funetionen der n ~ 1 Variabeln u und-ftihren 
n Gr5ssen ~o durch die folgenden n Gleiehungen: 

9x~ 
. ~  ci~ ~ p~ -~ 0 

02) ~ c~.pd9, -~ 1 

ein. Aus den Gleichungen (12) erhglt man: 

c~  ~ i l .  . .  ~ c . ~ - - ~ 7  ' 

~I . . . . . . .  ~ n  

Da ferner: 

~ X l  . . . .  ~ X n  

~u,,_1 ~u,,_l 

so ist: 

02(~p,a~) ' 

~1 " " " f f a  

oder, da Q2~_ ~A zu nehmen ist, 

1 -A ~4~,a~ ~x'n ~x~ 

Differenzil4 man ferner die Gleichungen (12), so erh~lt man: 
lo 

M&them.~t/~che ~ v  "~'len- X V L  
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A ~-~Z --~- ~ +.pie, ik Ou~ ~u , )  l ' ' '  Ou. 

1 A~gh -22 ~ 291pz" ~eit: gx~ 

oder, wenn man naeh (13) die Producte der p~s eintri~gt und wieder 
einen identisch verschwindenden Theil fortl~isst: 

(14) ~P~ ~Q, ,~  e~, ~x~ r~ 0x~ 
~u, ~ A gu n ~ p l  cti~ ~ ~% �9 

Will man zu den Formeln (A), (B) iibergehen, so ist zu setzen: 

so dass: 

(15) 

�9 ~--Ibx i Ox~ ~z k bx~ [ l k t ~ .  

w III. 

Kriimmung einer Mannigfaltigkeit. 

Herr L ipseh i t z  hat zuerst die Lehre yon der Kriimmung der 
Fllichen auf die a]]gemeine Vorstellung der Massverh~ltnisse einer 
Mannigfaltigkeit yon n Dimensionen iibertragen, ftir welche die Haupt- 
formeln in den beiden vorhergehenden P aragraphen dutch directe Be- 
traehtungen entwiekelt sin& Herr L i p s c h i t z  hat sieh dabei der- 
jenigen Analogien bedient, welche durch Begriffe, die der analytischen 
Meehanik angehSren, an die Hand gegeben werden. Ieh werde im 
Folgenden zeigen, dass man, yon den geometrischen Betrachtungen aus- 
gehend, auf denen die Lehre yon der Kriimmung der ~?2ichen im ge- 
w6hnlichen Raume beruht, genau zu dersdben Verallgemeinerung do" 
~tichenkriimmung gelangt, wie sie yon tterrn L i~sch i t z  bereits ent- 
wickelt ist. 

Im gewShnliehen Raume yon 3 Dimensionen gilt bekannttieh das 
1 Or b oloende. In jedem nieht singul~ren Punkte LP einer Fl~che existiren 

zwei Haupttangenten, deren winkelhalbirende Tangenten die Richtungen 
tier Krtimmungslinien bestimmen. Ferner gilt ftir die Kriimmung eines 
(Normal)sehaittes die Formel 

1 28  

q ds ~ , 
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wo ~ die Entfernung eines unendlich benachbarten ~ Punktes P" auf 
dem (Normal)schnitte yon der Tangente derselbea in P, ds die L~nge 
des Elementes PP '~  ,o den Kriimmungshalbmesser bedeutet~ und die 
Maxima resp. Minima yon ~ entsprechen den Richtungen der Krfim- 
mungslinien. Ferner schneiden sich unendlieh benachbar~ Normalen 
der Fl~che nur dann~ wenn ihre Fusspunkte einer Kriimmun~linie 
angehSren, und bestimmen durch die LKnge der auf ihnen entstehen- 
den Abschnitte die zugehSrigen Hauptkrfimmungsradien (Fl~ehe der 
Centra). Endlich sei hier noeh an den Ausdruck erinnert, welchen 
G a u s s  als Krfimmungsmass der Fl~che bezeiehnet hat, dessert In- 
varianteneigensehaft bei beliebigen Biegungstransformat/onen in den 
vorliegenden Untersuchungen elne wichtige Rolle spielt.*) 

Wenn diese Begriffe auf ein Gebiet yon mehr Dimensionen unter 
Voraussetzung ganz willkfirlicher MassverhMtnisse fiber~ragen werden 
sollen, so erschelnt es naturgemiiss, an die Stelle der geraden Zinien 
des gewShnlichen l~aumes die geod~itischen Linien der M . ,  also an Stelle 
der Haupttangenten osculirende geod'~tische Linien zu setzen. 

Dabei tritt dann der ffir die hSheren Mannigfaltigkeiten charakte- 
ristisehe Umstand ein, dass neben der Mannigfaltigkeit der oseuliren- 
den geodiitischen Linien noch eine l~eihe vor~ Mannigfaltig~iten yon 
hbher beriihrenden C/urven dieser Art vorhanden sein wird. Die genauere 
Untersuchung derselben, die f~ir das S~udium der allgemeinen Metrik 
im Raume yon n Dimensionen vermSge einer Reihe covarianter Be- 
ziehungen, die nach Analogie bekannter geometrischer Gesichtspunkte 
sich yon selbst darbieten, yon fundamentaler Bedeutung sein diirf~e, 
habe ich i m w  VI. zun~ehst auf die Be~rachtung der JBeriihrung dritte~ 
Grades ausgedehnt, hoffe aber, bei einer auder#n Gelegenheit dieselbe 
in verallgemeinerter und vereinfachter Gestalt wieder aufnehmen zu 
kSnnen. 

Ich wende reich nun zun~chst zur ~Betrachtung der geod~tischen 
L/n/en tier M. .  

Die geod~tisehen Curven der M~, in welcher das L~ngenelement 
durch die Gleichung 

ds ~- I/ Xc~k dx~dx~ 

*) Ueber die Unver-anderliehkeit des welter unten als Krfmmungsmass einer 
Fl~che bezeichneten Ausdruckes bei Biegungen in gewissen Fdiumen hat bereits 
Herr Lipsehitz ausffihrlich gehandelt, weshalb ich auf diesen Punkt nicht 
weiter bier einzugehen brauche. Es ist indessen zu beachten -- worauf Herr 
Beez zuers~ aufmerksam gemacht hal (SchlSmiieh's Zeitschrift Bd. XX u. XXI) 
--  dass Transformationen, bei welchen die s~ntlichen ars unge~mdert bleiben~ 
bei hSheren Maunigfaltigkeiten im AUgemeinen nicht mehr eine wirkliche Biegung 
derselben anzeigen.  

10 �9 
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ausgedritckt wird, sind bestimmt dutch die Bedingung: 

d V ~ O ,  
WO : 

V ~ t c~ dt dt 

Hiernach sind die Differentialgleichungen derselben, wenn noeh: 

dx  i d% 
C~ dt dt -~- 1 

gesetzt wird, d. h. wenn die Variabele t die L~nge  der geoddtischen 
Z in i e  vorstellt: 

dZxt Z Yst dxr dx  k 
(1) dtz ~ -  Cil, s ~, d t  d t  

Demnach sind die Coordinaten x~ einer geod~itischen Linie, welche 
dx yore Punkte xo, ( ~ ) ~  ausgeht: 

" ( 2 '  " '  "=' (2) X t = x t  (' + t \  dt ] o - - T  Ci~, 8 dt - ~  Io  27 " " " 

Soll dagegen in der .3I,,, welche durch die Gleiehungen r = 0 . . .  
�9 �9 �9 ~ . . . .  ~ 0 bestimmt wird, eine geodEtische Linie construirt werden, 
so wird zu setzen sein: 

(3) d t ' - =  - -  Ci,s 6 dt dt -[- 2,~ ~x, # ' 

mithiu: 

(4) z,  ~-- x, ~ + t k - -d - t - /o - -  T ~ c , ~ ,  ~ - ~  dt " '+~% --g-/o-- 

Artdererseits ist die Gleiehung der geod~tisehen Linien in der M,~, 
deren Coordinaten etwa die u t . . .  u~, sind: 

/ d u , ' ,  t ' ~ (  e~ du; duk)  
(5) u, = ~,o + t ~ - - ~  ) o + Y a,~, A a, at o + " "  

Sieht man die x als Funetionen der u an, so hat man demnach aus 
(5) die mit (4) identische Gleichung: 

(6) z , = = , o +   -ar/o a, a, +oJ 

Dureh Vergleiehung der Potenzen yon t in (4) und (6) finder man: 
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~ (  Ysl dx~ dx~) ~'ep~ Ys~ 
(7) - -  c~,  ~ dt at o + ~ Ox~ 

- -  \.d.~ - ~  & a~l.~ dt d~ .~d 9u~ ~u k d~ dt o" 

x m ~ x~ 

woraus: 
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~ du,n d% 
~% Y'~ Q,nnj2j~ dt dt (8) Xj ~ ,  , = 

Setzt man diesen Werth in (7) ein, so erh~lt man wieder die Glei- 
chung w I. (B). 

Soll nun eine geod~tisehe Linie in der r162 ~ 0 osculiren, so muss 

(9) ~-,Q~j du, du ,  ~-- 0 

sein. Wenn nu t  eine einzige Gleichung r ~ O, also in der M~ eine 
�9 'l~iche gegeben ist, so bestimmt die Gleichung (9) eine quadratische 
M~_~ yon Richtungen a u f  der ~-Tiiche ~ ,  welche als J~iehtungen der 
yore Punkte x ausgekenden Haupttangentencurven aufzufassen sin& Da 
nun die Massverh~ltnisse in der durch ~ ~ 0 bestimmten M~-~ ab- 
h~ngen yon dem Liingenelement: 

ds 2 ---- 2:a~ du~ du~ , 

so werden die Gleichungen: 

(10) X [ a , , -  X.Q,,] du~ = O, 

welche auf die Determinantengleichung 

a t l - - X Q l t  " " " a l ~ - t - - 2 Q t ' ~ - ~  I 
(11) Q = li a ,~-t t--~.Qn-t t  a~- tn - t - -~ ,Qn- tn - l l  

0 

ffihreu, die Axen der Mannigfaltigkeit der Haupttangentenriehtungen,  
d. h. die l~ichtungen der Kriimmungslinien bestimmen. Wenn man 
einem allgemein anerkannten Sprachgebrauehe folgt,  so kann man in 
Rfieksicht auf die bekannten Eigenschaften der Gleichung ~ ~-- 0 sagen, 
dass die J~ichtungen der Kriimmungslinien in der Tangentenebene der 
Fliiche gegenseitig au f  einander senkrecht stehen. 

Es fragt  sich je tz t ,  ob die Wurzeln der Gleichung n - -  I t~" Grades 
(11) gleichzeitig als Werthe der Hauptkrfimmungshalbmesser yon 

Man best immt endlich die Coefficienten 2~, wenn man die Be- 
dingung ausdriickt, dass die x~ in (4) die Gleichungen ~y ~--- 0 erfiillen 
miissen. Bildet man daher die Gleichungen ~ j [ x t - - - x ~ ]  ~ - -0 ,  in 
welcher alle Coefficienten der Potenzen yon t verschwinden miissen, 
so ergiebt sich dutch das Versehwinden des Coefficienten yon t2: 

dx n dx,,, ~q~j Ysl ~q~i 7s~ dxj dx~: ~ 
dt dt "~- ;~j ~x s 8 ~x~ Cj~s ~, dt dt ~x~ s O ,  
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Normalschnitten aufgefasst werden kSnucn. Wit gehen wieder zu dem 
al]gemeinen Falle yon n -  m Gleichungen ~o~.-~-0 zurfick. Um die 
Kr~mmung eines Normalschnittes zu erhalten, welcher dem Punkte 
entspricht, hat man die mit 2 muBiplicirte Entfernung eines unendlich 
benachbarten Punktes P '  yon einer geodEGschen Linie gleicher Rich- 
tung in der M~ durch das Quadrat des Bogenelementes zu dividiren. 
Jene Entfernung ist aber der Abstand yon zwei gleieh langen Elemen- 
tea geod~tischer Linien gleicher Richtung, yon denen die eine in der 
M~, die andere in de, r durch die ~ ~ 0 bestimmten M~ verl~iuft. 
Gemessen in der )t/~, ist dieselbe bis auf unendlich kleine GrSssen 
drifter Ordnung: 

Bezeichnet man den in der Klammer enthaltenen Ausdruck durch 
V, so hat man zur Bestimmung desse]ben die Gleiehungen: 

2j ~x r ~us $ -~- ~.,~i - -dT - dt 

"72 du~ du~ 
., Q,,,nj dt dt ~ V~ 

mithin : 

(12) ~:Q,,,~j Q~,,,~,; Z~ it3~ c. .  du,~ du,, du,~, du.,. -~- V.  

Demnach ist: 

(13) a ~.a [.r.~,,,,~,~,.~.,z,~ z~,%, a~,~au,~ a~,,,, a%,.]�89 
O "~am n d u u d u m 

Wird wieder nur eine einzige Gleichung vorausgesetzt, so tritt eln 
Factor, welcher die ).ik enth~lt~ ganz heraus~ die Quadratwurzel l~s t  
sich ausziehen und man erh~lt als Kriimmungsmass eines Normal- 
schnittes: 

(14) L ~ _  1 Zg2mndu~dura 
e VU Zam~dunduu~ 

Die Gleichung (14) lehrt, dass in der That den t~ichtungen der Kri im- 
mungslinien M a x i m a  resp. Min ima  der Kriimmungshalbmesser ent- 

~prec]~n, und dass fi~r 2 ~ ~ die n - -  1 Wurzeln ~ ,  @ 

die Hauptkviimmungshalbmesser vorstellen. 

Auf die Behand|ung des Falles, wo mehrere Gleichungen ep ~ 0 
gegeben sind, werde ich bier nicht weiter cingehen. Wird die 
quadratisch'e Form F als definit vorausgesetzt~ so kann eine Haupt- 
tangentenrichtang nut dann stattfinden, wenn in (12) alle Coefficien- 
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ten der c,~ versehwinden, d. h. wenn die n -  m quadrat.isehen Glei- 
ehungen 

2J Q,,, .j  d u~ d u~ -~ 0 
effiiltt, sind. 

w IV. 

~annigfaltigkoiten eonstanter Kriimrnung. 

Von besonderem Interesse wiirde es sein, wenn aueh bei unserer 
verallgemeinerten Betrachtung die Riehtungen der Krfimmungslinien 
die Eigenschaft bewahren, dass ihnen zugeh5rige unendlieh benaeh- 
barte geod~ttisehe Normalen der F1Kehe q0 = 0, welche in der M,  ge- 
zogen sind, sieh sehneiden und wenn zugleieh die Abschnitte auf 
diesen Normalen als Kriimmungshalbmesser der Fl~ehe gedeutet, werden 
kSnnt.en. Es ist. evident, dass dies stattfindet fiir dasjenige System 
yon (krummen) geod~tisehen Normalen einer Fliiehe, welches in einem 
Raume betraehtet, wird, dessert Linienelement in ein solches mit. con- 
stanten Coeffieienten transformirt werden kann*). Indem ich die Unter- 
suehung der unendlieh benaehbarten geod~isehen Normalen einer 
Fl~ehe einer anderen Gelegenhei~ vorbehalte, werde ieh bier zun~iehst 
eine Frage behandeln, die mit den vorigen Betrach~ungen im engsten 
Zusammenhang steht., ob ntimlieh in einem beliebigen ~aume iiberhaupt 
_Fl~ichen constanter Kr~mmung,  also nach gew~hnlichem Sprachgebrauch 
.Ebenen und Kugeln,  existiren k6nnen.**) 

Die erforderliehe Bedingung hierffir ist 

(1) ~,. = ~:a~ V Y ,  

wo K eine Constante. Fiihr~ man diesen Werth yon Qt, in die Glei- 
chung w II. (11) ein, so ergiebt sieh die Beding~ng: 

r .... ~ ~x, ~x k ~x~ 
(2) 

Es seheint, indessen nicht unmit.telbar ersichtlich, ob diese Bedingung 
aueh hinreiehend ist. Aueh geht nieht, direct, aus dem Vorigen hervor, 
wdches die zu Z6senden 1)ifferentiaZgl~chungen sind, die eine Mannig- 

*) Von Interesse seheint es hierbei, dass man die Bestimmung der Hanpt- 
krfimmungshalbmesser lediglieh dutch algebraisehe Reehnungen und Differen- 
tiation bestimmen kann, dagegen nieht erforderlieh izt, die Differentialgleiehungen 
za integriren, welehe die M~ in eine im Riemann'schen $inne ebene verwandelm 

**) Es bedarf woht kaam der Bemerkung, dass diese Manni~alfigkeiten 
eon~ "tanrer Krfimmung nieht mit solehen ~u verweehseln shad, welehe im Rie- 
maun'sehen Sinne eonstantes Kriimmungsmass besitzen. Die letzteren sind im 
Folgenden als M.. eon~Cante r .R i e m a n n "scher .Krammwag bezeiehnet. 
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faltigkeit constannter Kriimmung liefern, und in welchem Umfange 
sie eine solehe bestimmen. *Ieh werde daher die Bedingungen (1) auf 
einem anderen Wege untersuehen, bei dem freilich zun~ichst die Vor- 
theile der Symmetrie verloren gehen. JDabei wird sich allerdings er- 
geben, dass die Bedingungen (2) vollkommen hinreichend sin& Um die 
Bedingungen (1) oder: 

" ~  ~,r ~x~ Ox k (3) 
~xi~xj, ~u r ~u, 

Z ~ ~r ~xr ~x~, - -  

in eine einfachere Form zu bringen, setzen wir voraus, dass: 

( 4 )  ~ = x ~  - -  ~ ( x ~  x 2  �9 �9 �9 x . _ ~ )  - =  0 

sei und dass die n ~ 1 unabhiingigen Variabelen x i �9 �9 - x.-1 die Stelle der 

u i . . .  u._~ einnehmen. Dann ist 0z~ ~x~xt ' ~ O, wenn i oder k gleich 

0~x~ 3x~ ~ 0 ,  ausser in n ist, sonst aber gleich --  ~uiOuk ; ferner is~ ~u, 

den F~illen i ---~ n und i ~ r~ in welch letzterem der Quotient den Wer th  
eins hat. Mithin wird aus der Gleichang (3): 

~x ,  = ~-~ (~,~ Z ~ , ~  t (5) 

Dabei soll zur Abkfirzung: 

gesetzt werden. Der Index t (sowie spi ter  t') soll dabei nur yon l 
his n - -  1 gehen~ wihrend Indices wie h, k �9 �9 - alle Werthe yon I b i s  
n in den Summationen*) annehmen. Fib  das Bestehen der DifferentiM- 
gleichungen (5) sind die Bedingungen der Integrabil i t i t  erforderlich, 
welche durch Bildung der dritten Differentialquotienten erhalten werden. 
Es ergiebt sich nun - -  abgesehen yon solchen Gliedern, welche dutch 
Vertauschung 'von r mit p in der Differenz: 

83 x~ ~ x~ 

sieh aufheben - -  

*) Der Buch~tabe n iat iiberhaupt in dem Folgenden kein Summationsindex. 
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Ersetzt man hier die zweiten Differentialquotienten nach (5), so folgt~ 
~venn zun~chst K ~ 0 genommen wird ~ und zugleich diejenigen Terme 
fortgelassen werden~ welche sich bei der Vertauschung yon r und p 
aufheben werden : 

Bildet man jetzt die Differenz (6)~ so folgt: 

~x, ~x~ [nnh'pJr [nnh'rJr -~- ~rah'p]~ 

�9 ~x~ , ~x~ [nsh'r]~-~- [rsh'p]~)--~-O. 

Fiihrt man jetzt auch in (2) die unter (4) tiber die Variabeln u 
gemachte Voraussetzung ein, so erhiilt man, da Coefficienten~ wie 
[nsmn]r identisch verschwinden, genau die Bedingungen (8). D/e 
]~edingung (2) ist daher hinrcichend und nothwendig, wenn _h-7~che~ 
mit der Kriimmung Null vorhanden sein sollen, d. h. M~_~, in dene~ 
sich nach jeder t~whhtng yon jedem Punkte aus geod~itische Linien der 
M~ so zielwn ~assen, wie es mit den geraden Linien in der s &s 
gew6hnBchen lCaumes do" Fall ist. Ist die Bedi~j~ung (2) erfiillt, so 
wird man aus den Gleiehungen (5) im Allgemeinen die x~ als Function 

der n - -  1 u mit n willkiirlichen Co~stanten ~ o x o,,., :l~lodarstellen kSnnen. 
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JDabei wird abet vorausgesetzt, dass die Bedingungen (2) nicht dutch 
eine specielle tgorm der Gleichung q~ ~ O, sondern lediglieh verm6ge der 

identisch erfiillten Gleichungen ~ a~ ax~ a% -~- 0 befriedigt werden. 

Wir fiihren jetzt die oben begonnene Untersuchung der Inte- 
grabilitiitsbedingungen welter fort. Welm K einen beliebigen con- 
stanten Werth hat, so kommt rechterhand bei (7) noeh hinzu: 

(9) K ~ q~ (c~h ~-~- c,~a) a~/U- 

O'u,, 

-~ K bar~ VU 
a,,p 

Man kann abet zeigen, (lass diese Glieder sich gegen diejenigen, 
welche nach Verfauschung von r mit p subtrahirt werdea miissen~ 
aufheben. Hiermit ist dana erwiesen, dass die .Bedingungen fiir das 
Vorha~u2ensein yon Fliichen constanter lYriimmung genau dieselben sind, 
wie fiir das yon Fl~icl~en ohne Kriimmung*). Um die in Rede stehende 
Behauptung zu erweisen, hat man sich der folgenden Formeln zu 
bedienea : 

Bedeuten t und t '  wieder Indices, welehe sich aur yon 1 bis 
n -  1 erstrecken, so ist: 

0% + 6 bu~ ~u r " 

Mithin wiM: 

+ 2K/y  

Fiigt man rechterhand Mnzu: 

+ 

*) Es liegt hier nahe, nach einer Construction zu suchen, dutch welche aus 
den Fl~chen mit der Krfimmung Null solche mit const~uter Kriimmung hergeleitet 
werden. 
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so kann man~ da:  

~ q ~ q ~  (c~h~ -- cr~h) ---- O, 

setzen: 
Ox~ 

O U = 2 K I/-U- ~__~ qta~ot "t-" 2 ~ ,tqk (c,,,,x. ~ v  "-F c,,pr ) Ox,, 
Ou v ~u, 

Mithin wird : 

Oa.~V~K 
up 
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ba~. s . K 2 a ~ . ~  = KVv-~,  + q,a,, 

Kars OXn f OXn 

Kars Cn.vl~) - X ~ - +  

Fiigt man noch die fibrigen Glieder aus (9) hinzu, so wird sich nach 
geeigneter Reduction, bei welcher die Gleichung 

0x n 

zur Anwendung kommt, an Stelle des husdruckes (9) ergeben: 

(lo) K /  ~ + x~,,/_~q,~,, 

a$t---g- c. .n bu s Ou r -4- Cns~ - ~ r  "~- C.r,, Ou----~ -{- Crsn " 

Zur wei~eren Behandlung yon (10) ist die Gleichung: 

0x. 0x~ 0x~ 0x~ 

zu benutzen, welche der Transformation (4) entsprieht. Daher wird: 

Ox,, \ - ~ .  ~ ,  t-~-.~-x~-, + ~ , " ~  +~,~ 

+ K//-Sa~,]. 

Setzt man ferner, wie unmittelbar aus (11) folg~: 

w_. " ' ~  ~' = - q' ~ + ~ I1,.1 + l:ph.I, 
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so bleibt aus (10) nach Vertauschung yon r mit ~ und Subtraction 
der entsprechenden Glieder ~ibrig: 

{ ~x,~ c,~,) K '~ ~_l(q,ap~)a,.~K ~ 

Iu diesem Ausdracke setze man: 

+ ( q'  , 

K"" { ~x~ " ~x~ 

Werden d[ese Werthe in (12) eingesetzt, subtrahirt man dana 
den Ausdruck (12), nachdem p mit r vertauscht ist, so bleibt: 

_ K~a,~ Z q,, (c~ ~x~ K~ " { ~x, + c , ~ ) ,  

welches identisch Null ist, wie man leicht erkennt, wenn man ftlr q/, 
seinenWerth einsetzt und die Relationen I. (4) beachtet. Hiermit ist 
abet die obige Behauptung vollst~ndig nachgewieseu. Wird dagegea 
auch K als variabe[ betrachtet, so tritt zu der linken Seite der Be- 
diagungen (2) noch hinzu: 

F~ir solche R~ume~ in denen FF, ichen mit constanter Kr~immung 
mSglfch sind, muss daher dieser Ausdruck verschwinden, falis die 
Covarianten (2) nicht ffir eine specielle Form der Fl~ichengleichung, 
sonderti lediglich, wie wir voraussetzen, in Folge der Gleichungea 
I. (4) verschwinden. Multiplicirt man mi te , ,  und summirt nach s, so 
kommt die Bedingung: 

~K ~K 
= 0 "  

Aber hieraus ergiebt sich, da der obige Ausdruck nicht durch a~, = an, 
zum Verscbwinden gebracht werden daft: 

bK ~K 
a% = ~ =- 0, 

also: 
K = const. 
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Wir haben mithin das Resultat: 
In einem I~ume, in welchem ein System yon n-fach unendlich 

vielen ~Tiichen mit der Kriimmung Null vorhanden ist, kSnnen keine 
�9 -7~ichen existiren, welche in jedem Punkte eine nach allen l~icht.ungen 
bin gIeich grosse, abet yon t~unkt zu t)unkt veriindertiche Kriimmung 
der Normalschnitte besitzen, d. h. welche aus lauter NabeZpunkten be- 
stehen. Diese Eigenschaft s~eht mi~ dem bekannten Satze in Ueber- 
einstimmung, dass die Kugel im gewShnlichen P~ume die einzige 
Fl~iehe ist, welche naeh allen Riehtungen in jedem Punkte die nKm- 
liehe Krtimmung. besitzt. 

Die covariante 1Vatur der Bedingungen (2) erweist man leicht, 
wenn man die aus w II. (B) fiir m ~  ~z fblgende Transformations- 
formel:*) 

~ ~--~.~ [lkmi]~ ~x~ ~x k ~x., ~x, [Z" k" m" 

in weleher die gestrichenen Ausdriicke linkerhand sich auf die durch 
Einfiihrung der Variabelen y transformirten Coefficieaten c'~ beziehen~ 
beaeh~t. 

Wir fassen das Hauptergebniss des vorliegenden Paragraphen 
noch einmal in dem fo]genden Satze zusammen: 

Jede Flgche q~ ~ 0 constanter Kr~mmung muss die covarianten 
Bedingungen (2) erfiillen. JDaher sind,, allgemein zu reden, in einem 
belieb~ gegebenen tMume keine .Ebenen oder Kugeln mgglich. Sind die 
Bedingungen (2) unabhiingig yon der Form der Gleichung e2 ~ 0 er- 
fiillt , also: 

~lkmi], -~- A~c,,,i -~- .B~c,,,k q- C, ic=,,, 

wo die AL~, B , ,  Ck~ beIiebige Coeffi~ienten sind, so enthiilt der l~aum 
ein System yon n-fad.~ unendlich vielen .Ebenen, res T. Kugeln. 

Ich sehliesse hieran noeh die folgende Bemerkung: 
Setzt man in den Gleiehungen w II. (B) die Werthe: 

ein, multiplieirt man ferner mi~ den Differentialen du, du, dup duo so 
gil~ die far alle eorrespondirenden Differentialiinderungen der dxl be. 
stehende Gleiehung: 

22 [s ~rt]a d u, d u, dup dut ~- K z 2: (a~,a,,--a~,a,~) du, du, du~ du, 

.-~ Z dx~ dxz dx,  dx~,, [lk m i]r 

*) Dies iet die Formet, welehe (ursprfinglich yon R i e m a n n )  yon Herra 
C h r i s t o f f e l  bewiesen, sp~ter yon B e e z  durch directe Rechnaug abgeleitet ist~ 
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Unter derselben Voraussetzung ist aber: 

~(a~tar,--ar~ a~,) du~ due du.  dut ~ ~ (c~ci~--  ci.,c~k) dx~ dx.,  dx~ dx,.  

Mithin kommt: 
X[sprtIad% dur dup dut 

z~ (ass ar,-- arta;o,) du, du r du$ du t 
2:[lkmiJcdxtdx~dxkdxm -~- .K2. 

22(c~ clk --ci~ cz~) dxz dx~ dx i dx~ 

Hieraus gebt hervor: 

Die 1)ifferenz des R i e m a n n' schen Kriimmungsmasses einer M~_ 
yon constanter Kriimmung K und des l~ iemann ' schen  2~riimmungs- 
masses der M . ,  aus welcher erstere dutch eine Gleichung cp ~ 0 aus- 
9eschieden ist , ist fiir corres2~ondirende 1)ifferentiaRinderungen gleich der 
Constanten K ~. 

w  

R~umo yon spociollom, insbosondere constantem R io ma n n'schen 
Krthnmungsmasso. 

Es sei zuu~chst ein Fall hervorgehoben, in welchem Ffiichen 
constanter Krfimmung vorhanden slnd, welcher zugleich elne Ver- 
allgemeinerung einer Haupteigenschaft der Euklidischen Ri~ume dar- 
stellt. Es seicn die c~k partielle zweite Differentialquotienten einer 
Function v. Dann ist: 

2 ci~, ~ ~x~bxk3x ~ 
Nimmt man jetzt: 

q 0 ~ O - - c o n s t ~ 0 *  
an, so wird : 

also: 
Z ~ y,~.~. ~x i "dx~ 

Q,,~ ~- - -  a,~ ~- Ox~. ~ bu,~ ~u~ cik~.. 

1st nun ~p eine homogene Function qtr Ordnung, so wird: 

Der Kr(immungshalbmesser erh~lt hiernach den constanten Werth: 

O-~2yc q--t 
In tier That sind denn auch die Covarianten des w IV. gleich Null. 
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Eine andere Ausnahme leite~ zu denjenigen R~iumen, denen nach 
l ~ i e m a n n  ein constan~es Krfimmungsmass zugeschrieben wird. Setzt 
man voraus, dass das Quadrat des L~ngenelement~ dutch einen quadra- 
tbehen Differentialausdruck gegeben ist, dessert Coeffieient~n C o n s ~ n ~ n  
proportional sind, so wird: 

wo X eine Function yon x I �9 �9 �9 x~ bedeutet. Bezeiehnet mall die ersten 
und zweiten Differentialquotienten yon X durch Indices als X o Xi~, 
so wird : 

Ci~t* ~ ~2 
Mithin wird : 

, ~  b ~  ~x, bx k i ~ Ym~" ~ .  

Der erste Term verschwindet, wenn r eine in den x lineare Function 
ist. Ist  dagegen : 

ep -~- KXbi ix~x~ - -  c, 
so wird : 

~ ~x i ~xi K 

Wenn also die Coeffxienten c,~ Constanten 19ro~vortional sbul, so haben 
F l ~ c ~ ,  welvhe durch lineare Gleichungen~ res19, dutch die stw_zielle 
quadratische Gleichung K X b ~ x , x ~ - ~ - c  dargestellt werden, eine nach 
allen l~ichtungen in jedem :Punkte gteich grosse, abet yon Bunkt zu 
_Punkt ver~nderlwhe ~riimmung. 

Ferner ist: 

�9 ,~  1 ~ - ~ X  [~kk ~]~ ~ 7 2 ~ 1  ' trbi~; + Xr~b~'~. ~ - -  X~,b,,~. X~, c b~) 

, ~ (  X~ X r  br + X~. Xc b~r - -  Xr  Xt, b~ - -  X,  X~.bl, ~') 

( 1 (b~br - -  brlbir) , ~  X ~ X r -  T -  4 

Ffihrt man diesen Werth in die Covarianten des w IV. ein, so ver- 
schwinden die aus dem ersten, dritten~ sechsten, achten und letzten 
Term der Summen rechterhand herriihrenden Beitr~ge. Setzt man fiir 
die Function X die Bedingung 

~ 'X 3 t ~X ~X 
~x~x~ ~ f b i ~ Y q -  ~ X bx i ~x~ ' 

in welcher f eine beliebige Function yon X sein mSge, fest~ so werden 
iiberhaupt ffir jedes q~ die Covarianten identisch verschwinden. Die 
Integrabilit~ksbedingtmgen, denen die voranstehenden Differentialglei- 
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chungen fiir 
Gleichung: 

oder: 

wo M eine Constante. 

&. ross. 

X zu geniigen haben, liefern t'iir die Function f die 

1 Of  3 1 
f ~ X  2 X 

3 

f - ~  M X  ~- . 

Man hat also: 

3 1 ~X ~X 

Um diese Differentialgleichungen zu 15sen, setzt man 
1 

i ~ y - ~  
und erh~ilt- 

M .~-~ X a ,  xl , Y = - -  -y-f .~x~x~bi~ + + coast. 

oder wenn die linearen Glieder a l s  iiberfliissig fortgelassen werden: 

Z ~  1 

Dutch diese letztere Gleichung ist die Manuigfaltigkeit als eine yon 
constantem R i e m a nn '  schen Kriimmungsmass charakterisirt und enth~lt 
lCliichenschaaren constanter Kri immung in der bezeichneten Allgemein- 
]xit.*) Die Mannigfaltigkeiten constanten Ri em an n'schen Kriimmungs- 
ma~ses befriedigen iibrigens nebell den Bedingungen w IV. (2) noch 
die speciellere Gleichung: 

Ox~ Ou~ 0% 

Bet der eben gewilhlten Darstellung der R/iume constanten R i e m an n'- 
schen Kriimmungsmasses werden die Ebenen des Raumes nicht durch 
lineare, sondern durch ~uadratische Gteichungen dargestellt. Soil iiber- 
haupt die Gleichung ether Ebene linear sein, so muss ftir 

der Ausdruek: 

fiir alle r ,  s verschwinden. 
Die .Bedingungen , denen die Coefficlenten des Liingenelementes zu 

geniigen haben, wenn eine n-fach unendliche Schaar yon JEbenen oder, 

*) Dass die Covarianten des w IV. identisch versehwinden ffir R~ume con- 
atanter Riemann'scher Krffmmuug, erkeunt man (ibrigens unmittelbar, wenn 
man die bekaunten Ausdrficke, welche ffir die [ZkmiJc in diesem Falle gesetzt 
werdeu kSnnen, an deren Stelle eintr~i~t. 
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wag dasselbe ist, yon geodiitischen Linien, mit linearen Gleichungen 
vorhanden sein soll, sind also dutch die folgenden Gldchungen aus- 
gedri~&t : 

~7, , ,c~ , ,~  = 0 fiir r ~ s, h <> s, 

Sie fi&ren, was ich bier nieht beweise, verm6ge ihrer Integrabil'~2s- 
bedingungen fi& die ci, auf die i~ 

[ z~ - jh ]o  = ~ ( c , . c . ,  - c . r c &  

d. h. im AlOemeinen auf RSume yon constantem Kri~mmungsr~mss. 
Hiermit ist ein yon Herrn B e l t r a m i  zuerst ausgesproehener Satz er- 
halten. (Vgl. insbesondere dessen sehSne Integration der Bedingungen 
ftir n ~ 2, hnnali di M. VII, 185.) 

Ida gehe. nun zu der Untersuchung tiber, inwieweit die geome- 
trischen Canstructionen, die mit dem Begriff der Hauptkrfimmungshalb- 
messer einer Fl~iehe zusammenhiingen ~ und an welche imw III. erinnert 
wurde, ihre Analogie bei den eben betrachteten speeiellen Riiumen 
finden. )5an kazan im Euklidischen Raume die Richtungen der Krtim- 
mungslinien als solche ansehen, l~ings welcher die Coordinaten der 
Flgehe der Centra eine versehwindende Variation haben. 

Soll'en iiberhaupt Ausdrfieke von der Form: 

(1) X, = x, .-]- -]/-~ ax,,, # ' 

welehe dem Ausdrucke der Coordinaten der Centrafl~iehe entsprieht, 
die Eigenschaft haben, dass ihre Variation l~ngs gewisser Riehtungen 
in der Fl~he r ~--0 gleieh Null ist, und bezeiehnet man die Vaxiation 
nach den x~ dutch d, so muss sein: 

6%1 

a% / 

dt 

~ .~  multiplieirt und nach i summirt, so entsteht: 
axk 

Wird mit ci~ ~u~ 

(3) 0 =  ~ ,  a,.,-]--~-=-~ 6xmax, ' au, au, ax,,, ~ 6 du o 

Mathematiaehe 2taaalea. XVL 11 
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~v liefert : w~hrend die analoge Operation mit 

(~) 

w o :  

~u s / 

Die Faetoren yon t in den n -  1 Gleiehungen (3) haben die Form. 

( ~ a , ~  r,,,,, ~x, Ox,..) 

Im Allgemeinen fiihrt daher diese Untersuehung nicht zu den Riehtungen 
der Krfimmungslinien. Es ist dies aueh nieht zu erwarten, da die 
Ausdraeke (1) nicht Coordinaten yon geod~itisehen Linien des Raumes 
sin& In dem besonderen Falle, wo die c~= Xbi~, erh'~lt man: 

und die Gleiehungen (3) werden: 

[ )] 0 =  , ~  a,~-- ~ --x- a'~ P du~ 

# ~x., 

Die Gleichungen (5) liefern in der That die l~ichtungen der 
Kriimmungslinien. Um den Fall des Raumes constanter Rie  m an n'seher 
Kr[immung genauer zu untersuchen, gehen wir yon der B el t r a m  i'schen 
Form des Liingene]ementes aus, da bei dieser die Gleichungen der 
geodiitischen Linien in linearer Form ausgedriickt werden. 

Herr B e l t r a m i  setzt als Ausdruek fiir das Liingenelement 
voraus : *) 

a s =  q:  x?q- axe, + . . .  + axe-,, 
wobei: 

z,~ + x:2 + . . .  + x,? = a~ - -  x~. 

Dieser Gleichang entsprieht die in unabhiingigen Coordinaten aus- 
gedrilckte : 

(6) ds  ~ -=- Y, ci~ dx, d x,., 
wo: 

*) Beltrami, Teoria generale degli spaz~ di r costante. Annali 
di Matematiea Set.  I[. Tom.  I[. 



Different~iatausdrficke uad Krtimmung. 103 

ci~ x l x ~  l-ik] 
(7) - - ~ =  (a,_e~)z § a2_02 , 

r ~  = ~ ( [ i k ]  a 2 -  x~ x~.), 

in welchen Gleiehungen (-' zur Abktirzung ffir Zx~ ~- gesetzt ist. Die 
Gleichungen der Ebenen sind linear, die der Kugeln quadratisch yon 
der Form:  

a ~ _ .~X~x~O 
---~ eons t  

wenn die x~ ~ beliebige Constanten bedeutea. Die Differentialgleichungeu 
der geod~tischen Linien werden, wenn:  

Q ~ g d x  ~ + d x t  2 + .  7-:-.-I-- d x , J ,  

gesetzt wird, 

(8) dx~ = c ix f i  

dx  ~ -  ~ .  
V i  --C~x ~ 

Wird also xf~ = t - ~ . ~ - I / 1 -  c~x ~ genommen,  so werden die 

Coordinaten Xi einer geod~itisehen Linie ausgedriiekt dutch die Glei- 
ehungen : 

(9) Xi = c~t + b,, 

in denen die Constanben bo ci den Bedingungen 

a~ ~1 ~ biCl 0 b~ 2 ~ 0 

zu unterwerfen sind,  damit die Gleiehung X 2 ~ a ~ ' -  0 e erffillt sei. 
Soll nun x ,  x~, x2 �9 �9 �9 x,, der hnfangspunkt  einer geodiitisehen Linie 
sein, so kann man setzea: 

( 1 o )  x ,  - = }, 
womit die eben angeffihrten beiden Bedingungsgleiehungen sieh auf: 

(11) ~ cix l  - -~ 1/] - -  c2:~ 

redueiren, trod ha t ,  wean zur Abkfrzung 

(12) g l  - c ~ X z - -  1/1 - -  c2x ~ ~-  .~ 

genommen wird,  als Gleichung der geod~tischen Linien 

gl 
(13) X~ - -  xl ~ ~ -  s 

11" 
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Ist nun in diesem Raume eine Fl~che r ~ 0 gegeben, so wird 
der geod~itischen Normale im Punkte x,.--x~ die Bestimmung: 

~cp Yn, i 
ci ~ ~ - m  d 

entsprechen. W~hlt man demgemiiss 

a~ ~r -- 
V X  i 

(14) c, = a ] / a - - ~ - ~ l / W  ' 

wo zur Abktirzung: 

gesetzt ist, so wird: 
(15) 

Zx, 

C 2 ~ W a 2 - - ( o ~ - - a  2) v 2 
a~ (a ~ -  e 2) W 

und zugleich die Gleichung (11) erffillt sein. 
Man erh~lt nun als Bedingungen, unter denen die Fortschreitungs- 

richtungen du~ solehen geod~itischea Normalen entsprechen, welche 
sieh im Punkte X schneiden: 

~ x~ d c i l el 

Oxk 
Bei der Multiplication mit ~.~ c i ~ - ~ -  und der nachfolgenden 

Summation fiber i i s t  zu beachten~ dass~ dem in (7) angegebenen 
Werthe der clk entsprechend: 

0x~ 

a,.~ b x  k ~ ~ x  k ~x  k ~x  k 

(a 2 -  e~)* a 2 ~ 02 - -  

Mithin wird: 

2 J  de, c,~ ~ = 

0,~ _ Y W  , ~  e'-XC, - ,, ~,rar~-~, ' 

i a 2 -- 0~ 
dc~-~--~O~ V'Wa ~ ----a 2 _ e~ , a2R2 W - ~  U .  
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Also entsteht das System der n - -  I Gleichungen: 

2 [ , I 'o; )] 0 ~ - -  du, at, -- a e ~ _ - ~ i / -  W \a'--e" ~' '  -[- a,, v , 

oder, wenn 

165 

Zv 
i 

gesetzt wird: 

und die Multiplication mit ~ / -  liefert als Bedingung ffir die Variation, 

welche dem Z zu ertheileu ist: 

z (17) - o. 

Nun ist die L~uge s einer geod-~ti~chen Linie, welche zwischea 
den Punkteu x,  X ,  denen die Werthe @, 13 entsprechen, sich erstreckt, 
wie man aus den vo~L Herrn B e l t r a m i  gegebeneu Formeln leicht 
erkeunt, ausgedriickt durch : 

a - - 4  

i e ~ -- e -~- 
~ ra -~-  o' Y ; , ' -  m "~ 

Mithin entspricht der dutch (17) bestimmten Variation yon ~t die 
Variation ds ~-- O. 

Fiir den Raum constanten Kriimmungsmasses bleibt demnach, wie 
aus den Gleichungen (16) hervorgeht, die Monge'sche Cons~uction der 
Richtungen der Kriimmungslinien giiltig. Gleichzeitig bleiben, wie zu 
erwarten war, die Liingen der geod~itischen ~ormalen, welche den 
I~riimmungslinien ents2rechen, constant; dagegen stehen die Haupt- 
kriimmungshalbmesser selbst zu dieseu in keiner einfache~ Beziehmlg 
mehr. Nut wenn v ~---0 ist, wird 

Dann aber ist cp homogen in den Variabeln x,  die Fl~che r ~---0 ent- 
h~lt eiu ausgezeichnetes System geoditischer Linien des Ramnes und 
einer der Hauptkriimmungshalbmesser ist tmendlich gross. 

Es mSge endlich noch uutersucht werden, ob die hbbflduug des 
Normalensystemes, auf welche G a u s s  den Begriff des Kriimmungs- 
masses einer Fl~che begriindete, in hShereu Mannigfaltigkeiten, ins- 
besondere bei denjenigen yon constanter Krfimmuug, ihre Analogie 
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finder. Den Richtungen der Kriimmungsllnien entsprechen Zuwachse 
der u~, deren Determinants: 

du," du2" . . .  du',,_, 

d u~-i d u l  n - i d a 2  n - I  " ' "  " n - I  

dttrch A bezeichuet werden mSge. Multiplicirt man A: mit A,  so 
entsteht nach deu bekannten Eigensehaften der Gleichungen, denen 
die du~ geniigen, die Relation: 

(18) AA2 = d s ~  d s f l -  . �9 �9 d s ~ _ l ,  

in wslcher die d& die Liingenelemente jener Fortschreitungsrichtungen 
bezeichnen. Da die letzteren auf einander senkrecht steheo, so kann 
das Product dsr dsl als Inhalt eines Parallelepipeds d J  aufgefasst 
werden und man hat: 

(19) dJ-~-  A/~. 

Wiihlt man zur Bestimmung der Mannigfaltigkelt die Richtungs- 
zahlen ivl der Normalen derselben, so kann man der Abbildung des 
Normalensystems auf die Kugelfl~iche~ wie sie im gewShnlichsn Raume 

�9 " oe ausgeffihrt wird, die Glelchun~,: 

entsprechen lassen. Den Fortschreitungsrichtungen du~ entsprechen 

dabei die dp ~, = 2 , ' ~u~  du~ , mithin dem Element d J  ein Element dJ' ,  

(~o) aJ' = 

Setzt man : 

P1 P~ �9 �9 �9 Jo= 
dp," d.p:' ; ' . .  dp,," 

a--l ..--1 . d?gn-1 dpl dp~ �9 �9 ~,, 
A' - 

BP, 

@P, 

so wird: 

Ferner folgt aus: 

o o o 

~ul bu, 

o o ~  _ _  

A' = h A " .  

Ate* 
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Ox+ 

~ Cl OPk b x i Ox~ ~ x i\ ++++=- I- p , + , + , ~ , ~ )  = _ 

Beachtet man endlich, dass: 

a~ k ...~c~-~F 
Ox~ 

�9 "" ~_t c,,z.p~. 

b ~  

A ' " ~  ~x~ 

A " A "  ~ to, 
so wird naeh (22): 
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wo to, abgesehen yore Zeiehen, die Determinante der f~ ,  bezeichnet. 
Aus (19) und (20) folgt jetzt:  

d J" 
(23) a f t - -  ZX//~- 

D a d  J" nicht mehr zu beliebigen Transformationen des Raumes 
covariant sich verhKlt, so kann diese Formel nur  unter speciellen 
Voraussetzungen ffir das Linienelement ds in Rticksicht auf die vor- 
liegende Frage benutzt werden. Sind die ci~ Constanten,  so werden 
die Q~, den f2~, gleich und der Quotient (23) wird, wie bekannt,  gleich 
dem reciproken Product der n - -  1 Hauptkrfimmungshalbmesser+ d. h. 
gleich dem Kriimmungsmass der Fliiche+ Sind dagegen die ci~-Con- 
sfanten proportional ,  clk ~ Xblk ,  so wird: 

ff,., = ~r + -{- p a,.,, 

' N  wo p ~ -  ~ / ~  X~. 

Vergleieht man die Determinante to mit der Gleiehung n - -  l re" Grades 
Q = O~ so erh~ilt man:  

dJ" (~+o,P) O+O,P) - '  (t +o,~_~) 

- a  J -  ~--" V~- elo-," �9 " e,+-., 

wo die p+ die n -  1 Hauptkri immungshalbmesser bezeiehnen. 

Wenn also auch hiernaeh eine weitere Veffolguag der Analogie 
bei Rgumen yon constantem Krfimmungsmass fraglieh erscheint,  so 
soil trotzdem das rec-iproke :Produvt der Hauptkriimmungshalbmesser als 
G a uss'sches Kriimmungsma~s einer _b-'liiche allgemein hezeichnet werden. 
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w VI. 

Fl~hBn mit versehwindondem Gauss'sehen Kriimmungsmasso. 
Dewloppabelo Fl~chen. 

Um eine wichtige Eigenschaft derjenigen Fl~ichen zu erkennen, 
deren G auss 'sches Krtimmangsmass verschwinde~, gehen wir wieder 
zur Betrachtung der geod~tischen Linien der M~ zurfiek. 

Weun man die Coordlnaten einer geod~tischen Linie der 21/~, 
welehe yore Ponkte x ausgeht, durch: 

(1) zk = x~ 2 7- ~ 

bezeichnet, so ist die Bedingung, unter weleher dieselbe in der Fl~ehe 
cp ~ 0 enthalten ist: 

(z)  --= 0,  
oder: 
(2) r + ~ .  a,~ ~ 1 ~-~ ~ 

~z k J ~2~_~ ~,~k ~z,~ k 

~ ZiOZkOZ l "4- . . . .  O" 
Setzt man nun: 

dxk . 1 t2 d2Xk 1 d~x~ 
~ k - = t ~ - + ~ .  --dt.~. + - ~ - t 3 - - g W + . . . ,  

und entwickelt man (.9) nach Potenzen yon t, so ist, falls der Punkt 
x und die Anfangsriehtung der geod~tisehen Linie in der Fl~che ge- 
w.Slflt werden, die Bedingung der Bert~hrung zweiten Grades, wie 
schon oben gefunden wurde: 

~ d~x~ ~ dx i dx~ (3) 
~x k dt ~ ~ ~xi~x k --dr'- ~ '~-~" O. 

Soll die Berfihrung auf den dritten Grad steigen, so muss ausserdem: 

(4) 2 !  6 ~x~ d t ~ - ' J - 4 a x , ~  " dt dt  ~ ' ' ~  dt ~ ] 

1 b~ep d x  i dxk  d x  z 
"+ 6 ~ x i ~ x ~ x  ~ d$ d$ dt ~ 0 

werden. In den Gleichungen (3-) und (4) sind die zwaiten und dritten 
Differentialquotienten nach t dutch ihre aus den Differentialgleiehungen 
der geod'~tisehen Liaien bestimmten Werthe zu ersetzen. Nua folgt aus: 

d~x~ ~ ;'r~ dx  i dx~ 

d$ ~ - - ~ - - _ _ d  8 d"---~ d~ dt 

( dx, d'x, ~ dx~ d'x~ ) 
-~- ~---r~ L Gz'r " dt dt~ dt dt ~ " 
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Mitbin wird die Bedingtmg (4): 

169 

1 ~ ~' ~r dx~ dx., dx~ 
2 - ~ -  C~,,nr ~x~x~ dt dt dt 

"~- 6 ~ ~x,~xi~x~ dt dt dt ~---0~ 

oder wenn man die Differentiation naeh t entfernt: 

(b) ~.~ ~dt dt  dt ( -6 ~ . ~  ~u a "~u~ ~u r 
~x~ 

1 ~p  ~x~ ~x~ ~x~ 

Y~. 7~'i bx~. ~x i. [~xv 9~ 

Man kann diese Bedingung in eine andere Form bringen. D~: 

so wird : 

cuz Dxi~zkDx ~ ~u, ~u# ?u r 

OX, l 

~u v 
~x i ~x,~ ~x .  

Dxi~x k ~ D~y ~u.  

uad die Bedingung (5) nimmt, wenn man die dritten Differential- 
quotienten yon r eliminirt: die Form an: 
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(6) d$ dt dt  Cikr~r'iCgk'r" Ox s "~u a 9u# ~u~, 

~, ~ g,~p ~x i ~x,~ ~x~ ) 

Ou 7 

Hierin ist noch ffir die Differentialquotienten nach u r zu setzen: 

b (7) 

1 ~ X m ] 

[ L 9Xi ~Xk" 

I ~x~ ]. 
~ - ~  at;~"e'n'~' ~u,~,.j 

Ffihrt man diesen Werth in (6) ein, so hebi sich in ietzterer Gleichung 
1 das erste mit~- multiplicirte Glied unter dem Summationszeichen fort 

und es bleibt: 

- -za-y,~ 'e . , '~  ' ~u,,.] + ~ -  Q~yZ.--~,a,~,.,'e,,,'.'Td$, j , 

oder nach gehSriger Zusammenziehung: 

(8) O =  dt ~t dt ~'7 

"-}- \O~,~-x. Ox, a c,,,,, bu~- Q~'tZ" - -  Q"'~ a.v.,, , 

Sind demnach die Anfangsrichtungen du, so gew~ihlt, dass die Glei- 
chung (3) oder: 

.UQ~# du.  du~ ~-- 0 

und (8) erfiillt sind, so wird die entsprechende geod~iiische Liaie die 
Fls vierjmnktig beriihren. 

Es mSge jetzt aagenommen werden, dass das Kriimmungsmass 
der .F~tiche in jedem -Punkte verschwindet~ d. h.: 
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Qt, Q,, ---Q1~-I 
(9) : : = Kcp. 

.In diesem Falle existir~ in jedem Fl~chenpmakte eine ausgezeiehnete 
Richtung, bestimmt dureh die n -  1 homogenen Gleichungen: 

Aus (i0) folgt erstens: 

(11) XQ~ dul du~ = O, 

ferner, wenn man die ersten Unterdeterminanten der Determinante 
(9) dutch eoi~ bezeichnet: 
(12) dul du~ ~- N~i~. 

Die Gleichmag ( l l )  sa~  aus, dass nach jener Riehtung elne geodgtische 
Linie Haupttangente der Fliiehe ist. Ferner folgt aus der Gleiehung 
(9) durch Differentiution nach u. 

Z 
~ik 

oder nach (12): 

(13) ~,~ ~ dul du~ ~-- O. 

Fiihrt man die Gleichmagen (11) und (13) in die Bedingung (8) ein, 
so wird dieselbe erfiillt. Hieraus folgt: 

Verschwindet das G a uss'sche Kriimmungsmass einer tT~he, wdehe 
in einem willkiirlich bestimmlen Raume betrachtet wird, so ent]dilt die- 
selbe in jedem 2unkte eine ausgezeichnete .Richtung, liings welcher eine 
9eodd, tische Linie des ~Raumes vierpunktig beriihrt. In dem besonderen 
Fall*, w o n  ~ 3 ist, sagt das Verschwinden der Determinarde der Qt, 
aus, dass die beiden ttaupttangentenrichlungen zusammenfallen. Da 
nun liings der Richtung dieser zasammenfallenden Haupttangenten 
zugleich eine vierpunktige Beriihrung mit einer geod~tischen Linie 
stattfindet, so ergiebt sich, class die xvliiche r =-0 genau so aus den 
9eodiitisclwn Linien des Raumes 9ebildet ist, wie eine Develo~abele des 
gew6hnlichen Raumes aus den geraden Linien d~selben. Hiernach ist 
erwiesen, d~ss flit alas Gebiet yon drei Dimensionen, welches auch do" 
Ausdruck des dutch eine ~uadratische _~'unction der 1)ifferentiale dar- 
gesteIlten L~ingenelementas ist, das Verschwinden des Gauss'schen 
Kri~mmungsmasses den wesentlichen Charakter der d e v ~ e l v n  F~ichen 
bedingt, nach wdcher dieselben :Regetfl2idwn sind, die aus lauter singu- 
l~iren .Erzeugenden bestehen. - -  Man wiirde ebenso ftir n .~-3 die Dif- 
ferentialgleichung der RegelflJicl~m fiberhaupt erhalten, wenn man die 
Bedingung bildet~ mater welcher die quadrutische Gleiehaag (3)mad 
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die cubische Gleiehung (8) fiir ein gemeinsames System der dul,  du 2 
erftillt sin& 

Die Fl~ehen mit verschwindendem Kriimmungsmasse k5nnen freilieh 
nur in sehr uneigentlichem Sinne als ])evelopc)abele bezeichnet werden. 
Herr Bonne t  hat bekanntlich bewiesen*), dass bei der Abwickelung 
einer windschiefen Fi~che in eine andere im gew5hnlichen Raume die 
Geraden der Fliiehe nothwendig Gerade bleiben. Die Developpabelen 
machen hiervon eine Ausnahme: sie kSnnen so gebogen werden, dass 
ihre Erzeugenden wieder Erzeugende werden; die Biegung kann aber 
auch so vor sich gehen, dass an Stelle derselben irgend welche (krumme) 
geodiitische Linien der Fliiche entstehen. Der Gauss'sche Satz yon 
der Unver~nderlichkeit des Krtimmungsmasses lehrt, dass in diesem 
Falle ein anderes System yon geodiitischen Linien der Fl~iche in gerade 
Linien iibergeht und die Erzeugendea der transformirten Fl~iche bildet. 

Wenn wir die allgemeinen Beta'achtungen des vorliegenden Para- 
graphen wieder aufnehmen, so folgt: 

Bei allen Transformationen des Raumes, d. h. bei beliebiger 
Transformation der x Coordinaten~ bleiben die s'2mmtlichen Q,, ihrer 
Form nach tmveriindert; mithin entstehen, was iibrigens selbstver- 
st.:indlich ist, aus developpabelen Fl~ichen wieder Developpable. Kaaa 
der Raum in sich transformirt werden, so wird eine Biegung der 
Developpabelen erfolgen, welche man als eine wirkliche, naeh will- 
kiir/ichem Gesetze erfolgende Abwickelung auffassen kann, wean der 
Raum ein System yon unendlieh kleinen Transformationen in sich 
zul-:isst. Dies ist insbesondere der Fall bei den R~umen constanten 
R i e m a n n'schen Kriimmungsmasses. 

Wenn wit die auf Seite 162 gew~ihlte Form des L:,ingenelementes 
beibehaltea (an deren Stelle aber ersichtlich jede andere treten kann, 
welche fiberhaupt die Riemann'schen Differentialgleichangen der 
Manuigfaltigkeit eonstanten Kriimmungsmasses befriedigt), so ist: 

[ikk' i'~r ~-- - -  cm(c,,~c,,~,, --  ci,~ civ), 
mithin wird: 

~ [lkti]r bx, bx~ Ox~ bx~ "~r ~u~ Ou, ~uq -~" cm(ar, apq - -  a v,a~q). 

.Flit Mannigfaltigkeiten co~stanter t~iemann'scher Kriimmung gilt 
also, wie aus der .Betrachtung der Gleiehu,2gen w II. (B) hervorgeht, 
das meines Wissens bisher nicht ausgesprochene wwhtige Thearem, dass 
die s~immtlichen Ausdriicke: 

*) Journal de l']~eole polytechnique, Tome XXV. 
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lediglich yon den Coeffwienten a,~ des Liniendementes in der dutch eine 
beliebige Zahl yon Bedingungen ausgeschiedenen M~ abMingen. Bier- 
nach ist das Kri~mmungsmass a;ner Fliiche ebenfalls eine reine Function 
jener Coefficienten, mithin fiir n ~--3 bei allen :Biegungen der Fltiche 
unveriinderlich. Ebenso gelten hier die oben besprochenen Eigen- 
schaften der developpabelen Fl~chen. 

Im hllgemeinen dagegen wird eine Fl~iche, welche wir oben als 
,, developpabe]" bezeichneten, bei beliebigen Biegungen derselben n/cht 
wieder in eine Fl~iehe derselben Art tibergehen. Hierzu wiirde viel- 
mehr erforderlich sein, dass auch der Ausdruck: 

~u2 ~u, Ou, ~u, 

denselben Werth beibehglt, wenn start der x die Coordinaten eines 
Punktes der urspriinglichen oder die des entprechenden der gebogenen 
Fli~che als Functionen der ul, us eingesetzt werden. 

Es entsteht nun die Frage, welches bei einer beliebigen Zahl der 
I)imensionen die charakteristischen Gleichungen einer Developl~abelen sind? 
Zur Beantwortung derselben leitet die fotgende Untersuchung. 

Wir betrachten die Fl~chenschaar mit der Kriimmung Null: 

~ / ( x , ,  x 2 , �9 �9 �9 x . )  = 0 ,  

in welcher die willkiirlichen Constanten den Parameter t enthaltea. 
Wird die Enveloppe dieser Schuar gesucht, so ist t aus: 

~V ~ - 0  ( 1 4 )  ~ = o ,  -bT 

zu eliminire~ Das Result~t der Elimination sei r = 0. Zur Unter- 
suchung der Kriimmungsverhiiltnisse yon r sind die Ausdriicke Q~, zu 
bilden. Nun folgt aus den Gleichungen (14): 

(15) ~ ~ _~. +_~,  ~%~-, + ~ ~. = o, 

~--0~ 

mithin : 

(16) - Ozi~t Ou, Ou, 

Aber nach der Voraussetzung, dass die Flgchen ~ nach jeder Richtung 
hin eine Kr~mmung gleich Null besitzen, ist: 
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Ox m Ci1:~, Ou r Ou~ ~ 

demnaeh wird aus den Gleiehungen (15) 

_ ~ b2v Ot 
, bxi~t ~u~ bu~ 

Ox~Ot ~u, ~ ' 

Bezeichnet man jetzt die Determiuante n TM Ordnung, bei weleher die 

ersten n -  1 Reihea aus den -0~-'  (lie letzte aus beliebigen Gr5ssen 

x; gebildet ist, mit V, so ist: 

0~ ,0 V 
bxi ~ q Ox~ ' 

wo q ein Proportionalit,~tsfactor. Multiplicirt man dann den Ausdruck: 

mit der Determinante 29, deren n -  1 erste Reihen aus den 

~ r Oxa' 

die letzte aus den ~ gebildet ist, so erh~ilt man die Gleichung: 

Mithin besteht die Gleiehung: 

d. h. es versehwindea alle zweireihigen Determinanten, welche aus den 
GrSssen ~ ,  gebi[det werden kSanen. 

Nun schneiden sich je zwei consetutive ~'liiel~n 0 ~ 0 und 

~- ~tt dt-~.O der Schaar in einer Mannigfaltigkeit van geodiitisehen 

Linien der M~. Um den Sinn dieser Behauptung genauer zu priicisiren, 
betrachten wir den Durchsehnitt yon n -  1 Fliichen, 0 , ,  0~,. .  0~,..0~--~, 
welche die Kriimmung Null besitzen. Alsdann ist: 

(18) ~' ~___~ ~0~ ~x~ ~-~ ~0~ ~,~t ~x~ ~x~ ~ 0 .  

Da ferner der Schnitt eine Mannigfaltigkeit yon eiaer Dimension ist, 
deren L~ngenelement dutch dt bezeichnet sein mSge, so ist: 



Differentialausd~cke und Kr~mmung. 175 

d~xi ~ x  i d% duq Ox i d~uq bxi d~% 
dt 2 ~- ~ dt "~- "~- - - -  - ~up~uq dt ~up dt ~ ~uq dt ~ 

also folgt aus (18): 

[ d$ ~ .~- ~ e,~, dt dt -~- 0,  

also: 

Soll aber t die L~nge der Schnittcurve bezeichnen, so ergiebt sich aus 
der Gleichung: 

d ~ dx~ dx k 
d-Y ci~ dt dt 0 

dass ~ ~ 0 sein muss. Mithin ist jede solche Durchschnittscurve eiue 
geodiitische Linie des Raumes, wie es alIerdings vorauszusehen war. 

Demnach kann die FZ~che ~ ~ 0 aZs Analogon einer Deve~lapabe~n 
be~rachtet werden, insofern sie wie eine soZct~e aus geod~ischen Linien 
der M~ erzeugt ist.*) Da alle zweireihigen Deierminanten der Qr~ ver- 
schwinden~ so bewahrt eine Developpabele die Eigenschaft, dass n - - 2  
ihrer Hau!otkri~mmungshaZbmesser in jedem Punkte u n e n ~ c h  gross wet- 
den, und n u t  einer der Hau~)~k~iimmungsha~bmesser eine~* em~ichen 

W~rth besitzt. 
Die vorige Betrachtung setzt nach den Untersuchungen des w IV. 

eine gewisse specielle Eigenschaft der M,  voraus. Ob das Verschwin- 
den der s~mmtlichen zweireih~gen Determinanten der Qr, auch in dem 
Falle, wo keine , ,Ebenen" im Raume vorhanden sind, noch Develop- 
pabele im analogen Sinne charakterisirt~ muss ffir die F~lle n ~ 3 
einer weiteren Untersuchung vorbehalten bleibem 

w VII. 

Das Gauss'sche Kriimmungsmass und die Hosse'scha Doterminanto. 

Die s~mmtlichen Formein der vorhergehenden Paragraphen setzen 
voraus~ dass an Stelle der Coordinaten x~... x~ ein System yon inde- 

*) In hiiheren Ris l~st sieh der Begriff yon ,,Develol~pabelen" -- fiber- 
haupt yon ,,Regelfl~chen" -- auf sehr verschiedenartige Weise erweltern. Der im 
Texte eingescb-lagene Weg, nach welchem eine ,,Developpabele" die gr0setmSg- 
lichste Mannigfaltigkeit yon ,,geradesten" Linien besitzt, schien mir der zunrtchet 
sich darbie~ende. Die weitere Behandlung~ in~besondere die Untersuchung der 
Fl~.~hen, welche eine ein- oder mehrfach unendliche Schaar ~on geod~,tiachen 
Linien des Raumes enthalten, mu~ ich auf eine demnR~hstige Gelegenheit ver- 

schieben.  
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pendenten Variabeln u t - - .  u._~ eingefiihrt ist ( G a u s s ' s c h e  Coordina- 
ten). Da es vortheilhaft sein k~nn, yon dieser Transformation abzu- 
sehen, so sollen bier noch einige Formeln angegeben werden, yon 
denen auch in der Geometrie des gewShnlichen Raumes Gebrauch 
gemaeht werden kann. 

Man kann die Determinante der Q,~ in Beziehung setzen zu einer 
aus den zweiten Differentialquotienten yon ep gebildeten Determinante, 
welche als ~rwe i t e rung  der t t e s s e ' s c h e n  1)eterminante  anzusehen ist. 

ferner: 

Setzt man : 

OXt 
Ua --1 

~x~ 
~ut 

�9 ~u~_~ 

�9 ~ " ~a 

elk 

so wird: 

v I ~__ 

D = L  

3x~ i 

~ X t ~ ~'~ 

. . . . .  l 

Ou, Ou, 

Ox, Ox, 

r  . . .  #,," 

r, 
! 

(I) vD----A 2~ ~ 
tgx i 

Wir betrach~en nun die mit beliebigen GrSssen al, 6"~, p horizontal 
und vertical ger~nderte Determinante: 

a~- p j 
in welcher 

r : OxiOxk 7,,h ~ cikl, 
zu setzen ist. 

Multiplicirt man G in geeigneter Weise mit v und v'~ so entsteht 
die ffir ganz beliebige p ,  a~, di~ ~6i, fl, geltende Identi~t :  

(3) G 2)~ ~x~ ~ 

- -  f~t~ . . . .  Q1,~-1 g," ~ al 
~x~ 

- -  - -  Q~-I,  , . . . .  f ~ - I ~ - 1  g'~-i  ~------------------~ etl - 

I g~ " �9 �9 g . - i  g , S a  
I 
) ~x~ _ ~x i 

�9 .. ~,~-~j_~ 
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in welchen gese~zt ist: . 

g~ ~ ~'~ ~C, p~' g" = ~'~ ~ r 

g ~ i ~  t~iM. 

Setzt man p ~ 0, as-~-~-~-~, ~ 6o so wird aus G die Hesse 'sche De- 

terminante H~ mithin ist: 
A* 

(4) ~ - ~ =  ( -  1)-~, 

worin co die Determinante der Qr~ bedeute~. 
Ohne auf die weiteren Gleichungen einzugehen~ welche sigh aus 

(3) durch Coefficientenvergleichung ab|eiten lassen, bemerken wit noch 
1 O" l~ol~endes. Versieht man G noch mit q R~ndern, so erh~lt diese De- 

termin~nte rechter Hand in (3) q ~ 2 l~4nder. Hiernach kann man 
aus dem Verschwinden der Unterdeterminanten aus den Qi~ auf das 
der aus den r gebildeten Unterdeterminanten schliessen. 

Verschwinden z. B. alle Q,~, so kann man q ~ n - - 4  setzen, 
wenn die rechte Seite yon (3) noch verschwinden soil. Mithin miissen 
die Gleichungen einer ~Ebene stets der Bedingung geniigen, dass die 
s~immttichen dreireihigen Determinanten dex ~ verschwinden~ oder dass 
die quadratische _Form 

das Product zweier in y linearen Formen ist. Verschwinden nur die 
zweireihigen Determinanten der Oik, so er~ebt  sich ~ls eine wesent- 
liche .Eigenschaft der developpabelen Fltichen, class alle vierreihigen De- 
terminanten der ~,~ verschwinden. W~hlt man dagegen p ~ 0~ a~ ~= #i 

3w ~ - ,  so kann man ira ersten Fa l l en  ~ 3 setzea und es miissen dann 

fiir .Ebenen alle zweireihigen .Determinanten der ~ik, mit einem _~ande 

zugehgriger ~ ~ versdten, verschunnden, wiihrend fiir develo2pabele 
0 Og i 

Fliichen nut die dreireihigen Determinante~ der q~,~, gertindert mit den 

~ ~ Null zu sein brauchen. Diese Beziehungen scheinen yon In- 

teresse, da sic, fails iiberhaupt die Oi~ jene Vorausse~zungen erfiillen, 
welches gleichzeitig yon der Beschaffenheit des Linienelement~es nb- 
hi~ngen kann,  Bedingungen fiir die Form der Function (p liefern. 

In dem besonderen Falle der Ma~nigfaltigkeiten constanten ~tie- 
m an n'schen Kriimmungsmasses ist 
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Mithin wird die Hesse'sche Determinante dieselbe Form wie im ge- 
w6hnliehen l:aume besitzen, d. h. durch die aus den zweiten mit einem 
Rande yon ersten Differentia]quotienten gebildete Determinante dar- 
gestellt sein. In dem allgemeineren Falle: 

elk ~ xbik 

wird dagegen das Verschwinden des Kriimmungsmasses durch die 
, Gleichung: 

a<ax~ + ~b,~ aa i 
= 0  

a~ 0 axk 

ausgedrfickt sein, in weleher 

1 / ~  g~al ~r 

gesetzt ist. 

Es ist oben der Eigenschaft der Qi~ gedacht worden, in Beziehung 
auf beliebige Transformationen der x absolute Covarianten zu sein. 
Dieselbe Eigensehaft muss daher der linken Seite der Gleichung (4) 
zukommen. In der That findet man leieht durch Anwendung der Re- 
lationen~ welche bei der Untersuchung der Transformation der Q,~. 
gegeben sind, dass (die transformirten Ausdrticke seien wieder durch 
Striche, die neuen Variabeln dutch y bezeiehnet): 

wOrIlaeh:  

wird. Da 

ist, so ist: 

~Yi vY~ 

H T "  ~-- H" 

D2--~6/xU,  U =  U', A - ~ A '  

A? 

eine absolute Covariante, wie es sein mugs. W-~hrend also bei be- 
liebigen nicht linearen Transformationen die gew5hnliehe Fiesse'sche 
Determinante keine Covariante ist, bewahrt dieselbe diese .Eigenschaft, 
sobald sie in der erweiterten Gestalt angenemmen wird, die derselben 
nach Adjunction des Liingenelementes zukommt. HJernaeh erkennt man 
ohne Weiteres, class das Verschwinden der Hesse'schen Determinante 
oder eines voUsttindigen Systems van Unterdeterminanten derselben vine 
bei allen Transformationen des ]~aumes unzerst6rbare .Beziehung zur 
Metrik derselben darstellt. 
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Endlich kann maal die Gleichung Q, welehe die ~ , -  1 Haupt- 
krfimmtmgshalbmesser bestimmt, auch in der yon den ~t unabh~ngigen 
Gestalt: 

r~ x~ 

geben, wo: 

gesetzt is~. 

D r e s d e n ,  October 1879. 


