Uber die Konvergenz einiger Klassen von unend-
lichen Reihen am Rande des Konvergenzgebietes. -

Von Edmund Landau in Berlin.

Herr Tauber hat im achten Bande dieser Monatshefte 1)
den wichtigen Satz iiber Potenzreihen bewiesen:

Es seia,a,,---, 0, --- eine Folgekomplexer Grofen,
welche der Bedingung

1) lim na, =0

=00

geniigen; es sei f(x) die wegen (1) mindestens fir
lr| <1 konvergente Potenzreihe

[ee]
Y, a, ",

n—=1

and es werde vorausgesetzt, daB fir reelle wach-
sende x

lim f(z) = A4

r=1

existiert. Alsdann konvergiert die unendliche Reihe

@) N,

n==1

und es ist
oo
E n=— A.
n==1

Aus der Konvergenz von (2) folgt nach dem Abelschen
Stetigkeitssatze die Gleichung

[ee]
2 o, = lim f ()
ne—1 =1
von selbst. Das Wesentliche des Tauberschen Satzes liegt in der

1) 4Ein Satz aus der Theorie der unendlichen Reihen®, 1897, 8, 274—275.
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Tatsache, dai unter den gemachten Voraussetzungen die Reihe (2)
konvergiert.

Es ist mir nun gelungen, ein Analogon dieses Satzes in der
Theorie der Dirichletschen Reihen und einiger anderer Arten
von Reihen aufzufinden und durch Kunstgriffe zn beweisen, welche
den von Herrn Tauber fir Potenzreihen angewandten #hnlich
sind. Auch fiir Potenzreihen wird im folgenden der Taubersche
Satz etwas verallgemeinert werden.

Zunichst besteht der Satz:

Es sel a;,ay,-+-, @, .-+ eine Folge komplexer Groben,
weleche der Bedingung
(3) limnlog na,=0
n=00
geniigen; es sei f(r) die wegen (3) mindestens fiir
R () >0 konvergente Dirichletsche Reihe

[¢'S]
<
n’

=1

und es werde vorausgesetzt, dafl fiir positive abneh-
mende x
lim f () == 4

=0

existiert. Alsdann konvergiert die unendliche Reihe

@ S,

n==1

und es ist
[ee]

Daf im Falle der Konvergenz von {4) die Gleichung

>, = lim /' (2)

n=—1

besteht, ist nach dem zuerst von Herrn Cahen?!) bewiesenen
Analogon zum A belschen Satze selbstverstiindlich; der springende
Punkt besteht im Konvergenzbeweise fiir die Reihe (4), den ich
folgendermaBen fiihre,

Y} pSur la fonetion £ (s) de Riemann et sur des fonetions apalogues®,
Annales scientifiques de I'’école normale supérieure, Ser. 3, Bd. 11, 1894, S. 86—87.
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Nach Voraussetzung existiert fiir positives, zu Null abneh-
mendes = der Grenzwert von f (x); inshesondere existiert also,

1 .
l———og 2, T(;g‘?’ cey —-—log ") coe durchlauft,

der Grenzwert von f 1 fiir ganzzahlig ins Unendliche wach-
log v & 8

wenn z die Folge der Werte

sendes v, und es ist

. i
lim f (100« ;
=00 i)

s
Nun ist

1\ 2 Yoy S a, ,
/(. |=3 % =3 %+ 3 T=e0ve,

log v

/o on=1pl87  a—1pl8r  a—sp1pylos?
WO

v

S =),

=1 plogv

[es)
Z

N he=u ()

ne=w»-L1 plog¥

gesetzt ist; daher ist
6) lim (¢ () + 4 ()| = 4.
Es sei 1, der grifite der Werte 1)

v+Dlog(v+1|avsi], ¢+ 2log(v-}2)|a, 1o, ... ad inf.
Dann ist nach (3)

limt, =0
und v=00
| oo e}
nlogna, | - 1
ve)l= 3 o <n X T
n=rtipg l(’gvlogni n=rtip %7 Jogy

also
lim¢ () =0,

1) Es wiirde geniigen, von der oberen Grenze dieser Werte zu sprechen;
doch gibt es unter ihnen nach (3) offenbar einen Maximalwert, der einmal oder
endlich oft vorkommt.
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folglich in Verbindung mit (5)

(6) lim ¢ (v) = 4.
' ¥ =00

Andererseits ist fir alle v >1

1

1— ” <logu,

also fiir alle Paare ganzer Zahlen »>1, v>2

1 log n
I——<i—.
L =]og v
nlog v

Daher ergibt sich

|n§1an P (v) __l'n—l (1 —»4>l og ngllanllogn

%logv
und, wenn
nlogn|a,| =z,
gesetzt wird,
| 1 ~3¢

(M = —e (| log v=n"
Nach (3) ist

lim =, =0,

n=00

also

7

1 Sn
vhr?olotr vE —1;_0

n=1

und in Verbindung mit (7)

lim (2 — (,,)> =0,

y=00 n=1
folglich wegen (6)
lim 2 T hm cp (v)=

=00
n=1

womit der auf S. 9 ausgesprochene Satz bewiesen ist.

Es liegt nahe, zu vermuten, daf der Taubersche und der
soeben bewiesene Satz sich beide als Spezialfiille eines allgemei-
neren auffassen lassen; wenigstens sind die Potenzreihen

(8) Na, a

n=1
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und die Dirichletsechen Reihen

o0

®) Sz

n=1

Spezialfille der Dirichletschen Reihen im weiteren Sinne

oo
(10) 2 e "7,
%=1
WO Ay Agy oo vy Agy ... eine Folge monoton ins Unendliche wachsender
reeller Groflen ist. In der Tat geht (10) in (8) iiber, wenn

by == n
gesetzt und x statt e—= geschrieben wird, und (9) ist der Spezialfall
A =logn

von (10). Es besteht nun tatsichlich fiir die Reihen (10) der
Satz, bei dessen Beweis ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
A, >0 angenommen werden kann:

Es sei
1 lim

n:oo}\n_}\fz—l

so dafl) die Relhe

R
: ty =1,

(o)
fx)y= a6 "
n=1
jedenfallsfir N () >0 konvergiert?); es existiere fer-
ner fiir positive abnehmende z

lim £ {x) = A.
=10
Dann konvergiert
oo
Ea”,
B 2=1
und es ist
[ee)
Ean:A.
— n==1
) In der Tat ist bekanntlich (nach Abel) fiir alle >0 die Reihe

O Ay —hp__q 00 Zp—iy
3 _"“—; 11 % konvergent, also a fortiori S _}_“\n zi.w ; daher konvergiert nach
n=1 “n 7 =1

> R
(11)dieReihe 3 a,e™ “»¥ fiir & (2)> 0, sogar absolut. Dagegen folgt die Konvergens
n=1

(o o]
von ¥ g, fiir kein System 2y, hg,... aus (11) allein, da bekanntlich (nach Herrn
n=1
o ] n—1 . X A=,y
Dini) ¥ ————" stets diverglert, also auch divergente Reihen 3 ex -—

n=1 i n=1 e
mit lim &, == 0 vorhanden sind.

=00
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Beweis: Nach Voraussetzung existiert speziell

Jimg (5 =45

(o] }‘V

ich zerlege die Summe

co /.
1 y -
) =S

in zwei Teile

A= o+ro,

N

G = Dane v,

n=1
@ “n
~ —_—
v= 3w ”
n=v-1

ist; dann ist

lim (¢ () -0 (1) = 4.

Is sei 7, der grofite der Werte

i
‘ hypy—hp—1
fir n >y -} 1; dann ist
hm Ty =—
v=00
and
< . Moy q — 2
ILP(V)IS 2 Ian‘e by — 2 i laﬂl 7 n——le Ty
- }\n_‘)\n—-—l
n=v-41 n=v4-1

[ 3 A Ay %)
"<tv 2 = }\nn-‘le i"<}:L‘ 2 (}\n—}\n—l)e 4y

n=y-1 vn:v—[—l
e by hy 0 Ay u
o Ty . Ty e
== e A fdu< 2 e du—=
A f h 4
n=wy41 7% —1 ne=my1 An—1

T'u —1 T’p Y
= e =2
. v P < Ty y

AII

[e2]

Ty [ —
—f €
A
d lv

13

o du
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folglich
lim ¢ (v) =0,

(12) lim o (v) = 4.
=00
Andererseits ist
|

v |
lE“n“?(”)

, Y
So(i- %) < Spa

n==1 jn=1 n==1
N 1 <
(13) — )\ 2 g 429 ‘ }\n = '}_‘2 €n (}\'n_)‘n—l);
n=1 n=1
WO
v e L
" )\n_)\n—-— 1 "
gesetzt ist. Nach der Annahme (11) ist
hm &y == 07
G =0
also 1)
2 €n O\n—}\n—l)
(14) lim 2=1 —0.
VY=00 v

Aus (12), (13) und (14) ergibt sich

lim (2 O — ¢ (v)): 0,

v =00
n=1

4

lim ¥ a, =1lim ¢ (v) = 4,
v=oon:1 Y =00

was zi beweisen war.

1) Dies ist leicht direkt einzusehen und im iibrigen eine Folge des Satzes.
von Stolz (,Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik*, Bd, 1, 1885, 8. 178—174;.
Stolz-Gmeiner, ,Einleitung in die Funktionentheorie“, 1. Abt., 1904, S. 31):
» Wenn A, monoton ins Unendliche wichst und

“,
existiort, so existiert lim ;’ und ist = K. In der Tat ist fiir
ry=00 V¥
v
%y = 2 £n (Zn_';'n—])
n==1

: y Py —1 .
lim -2 — "2 = lim % =0,
y==00 ¥ — fv—1 ¥ =00

woraus (14) folgt.
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Es muf auffallen, daB weder hei Herrn Taubers Beweise
seines Satzes noch bei den vorangegangenen Entwicklungen die
Voraussetzung der Existenz von lim f(x) bezw. hm f (%) in vollem

r=1

. : . . 1
Umfange benutzt wird, sondern nur die Existenz von lim f (1 — ——)
P =00 v

bezw. lim f (~——) und lim f ( ) Dies besagt wirklich weniger;

Y=00 Y=00
z. B. die Potenzreihe

f(x)—sm S ———Za z°

n==1

hat im Einheitskreise die Nullstellen 0, %, %—, —z-, ey 11— % s
so dab
hm f (1 — —'17) =0
ist; trotzdem existiert
lim f (z)

nicht. 1) .
Ich werde nunmehr zunidichst fiir Potenzreihen den allgemei-
neren Saiz beweisen :
Erstens sel
(1) lim % a, = 0.
n==0Q

Zweitens existiere

lim £ (z,) = A
V=00

fir irgend eine abzihlbare Folge von Punkten

Ty, Tyyev vy Xyy. .. im Einheitskreise (|2,|<1), welche den
Bedingungen geniigen, daf,

1 9+ . w
xvzl——?e <5v>()7 <q;y<~)

v

') Natirlich ist in diesem Beispiel die Bedingung (1) nicht erfillt; sonst
oo

wiirde ja nach Herrn Taubers Entwicklungen die Reihe 3 «, konvergieren,

n=1
also lim f(x) doch existieren.
r==1
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gesetzt,
lim — =0,
y=00 Or
also
im x, = 1,
v == 00
und
(15) lim sup{cp,,f<—7i
Y= 2
ist.!) Dann wird behauptet, daf

[74]
- lim a
V:oo')g] n
existiert und = 4 ist.

Falls unter den Werten [o,] alle ganzen Zahlen2) von einer
[oe]

gewissen an vorkommen, liefert der Satz die Konvergenz vonz Q.
n=1
Er liefert sie also insbesondere unter der Voraussetzung, daf (1)
erfiillt ist und daB bei Anniherung auf einer geradlinigen Bahn
von £ bis 1 (wo |&] < 1ist) lim f(x) existiert.’} Uberhaupt geniigt
oo

es fiir die Konvergenz von 2 a,, daf (1) erfiillt ist, und dab

n=1
lim f () fir irgend eine stetige Kurve =1 — ¢t im Ein-

heitskreise existiert, welche in =1 endigt und einem Winkel-
raum -— —;— +a<op < 421 — a (2>0) angehért; 4) denn auf ihr

Y Aus diesen Annahmen folgt ohne weiteres, dall auch die obere Grenze
von |¢,| kleiner als -‘;— ist.

%) ¥s geniigt sogar, daB unter den Werten [o,] eine monoton wachsende

Folge ganzer Zahlen gy, g5, -+, g0+ vorkommt, fir welche lim sup get?t ena-

e=o00 Yo
lich ist.

%) Die fiir diesen Satz von Herrn Jahraus in seiner verdienstvollen
Arbeit ,Das Verbalten der Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise, historisch-
kritisc dargestellt®, Programm des Kgl. humanist. Gymnasiums Ludwigshafen
am Rhein fiir das Schuljahr 1901/02, auf 8. 53—54 gegebene Begriindung enthilt
mehrere Irrtiimer.

*) Die von mehreren Autoren (bei dem analogen Problem der Verallge-
meinerung des Abelschen Stetigkeitssatzes) angewandte Ausdrucksweise ,eine
beliebige Kurve, die den Einheitskreis nicht beriihrt* ist nicht korrekt; denn
eine Kurve, welche im Punkte 1 keine Tangente hat und der Bedingung

lim sup [¢| = 5
geniigt, ist eime ,mnicht beriihrende® Kurve, und doch gelten fiir sie die betreffenden
Schliisse nicht.
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kann ja eine abzéhlbare Punktmenge x, gewihlt werden, welche
die Bedingungen der 8. 15—16 erfiillt, und fiir welche von einem
gewissen Index an [o,] = v ist,

Der Beweis des auf S. 15—16 ausgesprochenen Satzes lautet

folgendermafien:
Es ist
f(xﬂ ——2 anx —‘—-2 a (1 - ']_ 6% ) L_ ¢ (V)—{'—‘.!J(V),
n=—1 =1
wo

(v]

cp(v)—z an<1fie )n,

n=1
a!)(v Ean(l———e )n
y 141

gesetzt ist. Hs sel 1, der grofite der Werte |n a,| fir n >[c]4-1;
dann ist o
lim 7, =0

Y =00
und
oo 1 . ~ [e's] N < ix ([Gw]+1
: [+%) — 4 v
OIS el D el =2
n:[o’v]—{—l 7‘=[‘71/]+1 .
T 1
<5,, 1——va‘.

Nach (15) gibt es, da kein ¢, gleich ‘%: oder — % ist, eine

positive Grofe p, so daff fiir alle v

cos @, >p
ist; daher ist
2 1 2 1
|xv|2:1—~6— cos @ |- 7<1——6—p+ 5
v Gy v Gy

algo fir alle v von einer gewissen Stelle an

,xvl2<1—‘_p+

)

52

o 1 2?1,

(v —— = ;

pOI<T =5
20,

Monatsh. fir Mathematik u. Physik. XVIII. Jahrg. 2
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folglich ist
lim ¢ (v) — O,

=0
lime (V) =1lim f(x,)= A4
Y =00 Py =00
Andererseits ist fiir komplexe z im Einheitskreise und ganz-
zahlige n>1
1o =|1dat bo—||1—a|<n|l—a,

also
{ov] { [o0]
2 an'“‘?(“)’< El“ 1‘—xnl<2 la,|n|l—uwx,|
n=1 n=—1% =1
[os] fou]
R AR
_—1 Z[an ! n_—g:Ec,,,
WO n=—=1 n=—1
[P — I a, ’ 7
gesetzt ist. Wegen
imsz, =0
ist B
1Y
vlz—l_rgo [51}] glan _ 07
also
1 [2+]
A, 2o =0
n=—=1
[o4]
lim 2 @y == hm o(v)=4.
y=00 n=1
Analog gilt fiir Dirichletsche Reihen
S (@)= E ¢ "
n=1
der Satz:

Es sei

(16) lim A




Konvergenz einiger Klassen von unendlichen Reihen ete. 19

ferner sei z;, @, -, :c,:sie‘p”i, ... eine Punktmenge,
welche den Bedingungen -
Gv>0)

lim —1—:0,

1':0061/
an —5 <2 <3

2 <*P,, 27
(18) lim sup | ¢, | < '2'

y=00 »

geniigt. Fiir diese Punktmenge sei

lim f(x,)==4;

dann ist

Hy
lim 2 ay = A,
Y= 00

n=1

wo y—y, diejenige Funktion der positiven ganzen
'Zahlv ist, welche durch die Relationen

)\Mé %,
lu—%—l > Go'

eindeutig bestimmt ist.1)

Zum Beweise darf wieder A; >> 0 angenommen werden; nach
(17) und (18) ist fiir alle v

cos @, > p,
wo p >0 ist.

Es wiichst offenbar p mit v ins Unendliche (aber nicht not-
wendig monoton), d. h. es ist

1

lim = —.
=00 P.

Es werde
“

Na, e =0,

n==1

N Fir oy < Ay sel g = 0.
9%
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o
S a4, =40
ni= g1
gesetzt; dann ist \
‘ ¢ () + 4 () =S (),
lim (¢ (v) + & (4)) = A.
Es set B
.
Ep =~ ———= l s "
An—hp -1

und =, die grofte der Zahlen e, fiir n>u -} 1; dann ist nach (16)

lime, =0,

== O
limt, =20
Y ==00
und
Q hn— : BN
O] <n e I T R b €75
n=p-41 e ﬂTl/l:ﬂ—{-l
- 0 Py i'” - 0. “n pu
< - D [du<i F [ ndu
Apt1 A1 )
n==n-41 A1 n=gp 41 Ay 4
oo
pu - p 723 <. <.
— v ¢ Gydu': V_C_S:" <_1‘51 -)—‘,
Mot hugr p Phudr D7
e
lim ¢ (v) =0,
Y=00
lim ¢ (v) = 4.
=00
Ferner ist fir N (x) >0
. x
11—6_” :'fe_"duv§<’x|,
0
folglich
i ; z —4, @ “
Ean'—ﬁp(\))i:§2|anl 1—8 " é]xvizlan }‘n
}n:l | n=1 n=1

=L

“
- Nein—2a—1);

n=1
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nun ist ')
1 “
lim Ee,l e —ha—9)=0
'LL:OO)\'“’ 7 ==1
und
1
<l
Gy = hu
folglich ergibt sich
lim (2 @, — o (y)> =0,
r=00 n =1
“y

lim Ean——“lim(; (v)=A4,
‘y—oou—l r=ee

wie auf 8. 19 behauptet wurde.
Analog besteht fir Fakultitenreihen?) (im weiteren Sinne)

[ee)
A
f CE) —_ i1 12 _
( 721(97_"'(1) @+ 12). (@4 )
WO Yy, Ygy. -. eine Folge positiver monoton ins Unendliche wach-
sender Groflen ist, fiir welche

[ele)

v 1
no==1 in
divergiert, -der Satz:
Es sei
. < 1
(19) im @, 10 ¥ =0,
m=1

also f (x) fiir R(x) >0konvergent?); fernerseifiir eine

) Siche 8. 14. .

2) Vgl itber diese Reihen meine Arbeit ,Uber die Grundlagen der Theorie
der Fakultitenreihen, Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse
der K¢niglich Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Bd. 36, 1906, S.197—208.

%) Denn bersits ans lim ¢, y, = 0 folgt, da fiir alle hinreichend grofien 7 .

N=0Q

1 51
; Y1 R L) _-—?‘Sﬁ(x)mél‘{m
(@) ()

ist (L. e., 8. 199) und die unendliche Reihe

1 G §
—5R@ 2
m=1

Tm

<

1

“In

e

18

n==1

konvergiert (1. e., S. 199—200), die (absolute) Konvergenz ven f ().
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Punktmenge x,, welche die Bedingungen der S. 19

erfillt,
im f(z,) = 4;
dann ist "
Hy
lim N a, = 4,
1’:0074:1
wo

S—=u

=1 Tnz

gesetzt ist und py=y, diejenige Funktion von v be-
zeichnet, welche dureh die Relationen

h gs,,
. )‘M+1>G”
definiert ist.

Beweis: Es ist offenbar, da die positiven Griflen A, mit »
monoton ins Unendliche wachsen,

lim —=20.
v=00 &

Nach der Voraussetzung (19) ist

hm —2—— @, =0,
7b:m,‘71 - ,\n——l
also, wenn
)»n
T T T | an I =&,
A — hp—1

und die grofite der Zahlen e, fiir > u -1 gleich 1, gesetzt wird,

lime, =0,
n=00

lim <, = 0.
Y =00

Es set ferner
“
_. L (S (R
Y= 3 G ). )
(a0}

‘ . (£ S () .
V=3 oy e T

n=g-f1

Jim (@ ()44 () =lim / (@) = 4.

dann ist
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Fiir 0 <79 <1ist
log (1 4 9) >%a;
fiir alle hinreichend grofien v ist

. 1
0<R (@) <|av| = <1
also bei beliebigem m

0<§R($y)<1m;

<1 + R (f”v)) 1 R(x,)__ cos o P

log 9 Yo  26m~ 20, Tm ’

Z, 1
1=
Tz

fiir alle hinreichend grofien v und alle # ist daher

log‘mﬂl( ) 26 2_

! Au
(2 71) @ 1) |

Folglich ist fiir alle v von einer gewissen Stelle an

<e 20‘"

[os] o Ay
)‘%_‘)n-——l -‘Tzi_ln Tw —L’n s
PO <w X T P e et [ du
n=p -1 " w1 n=p-4+1 Ay —1
o) . » o) P Piﬂ
;\"v , e—mudu:)\ r fe_muduz)\ Y 29,75,
I X nt1y, ut+1 P
27, o, 2,
<EELE oL 2h
P huta p’

dies ergibt
lim ¢ (v) =0,
=00

limeo(v)=A4
P =00
Ferner ist

T1-

BCEAN (x-l—Yn) /(u-{—h Yn)Eu-Hm
also fiir N () >0

1 — Tn
(4 .1) (@ =4 1a)

Q 1
<)x|.1.2-ﬁ:xn|x|,
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| g | “ 1 | ~
N ! 31 Y" | N
Gy — SV < [27% 51 1 < \ 2% ;\n
!ngl ()":nél’ !E (-’Ev ] 11) (%:‘{"Yn E:’ L:ll i
n”—ln——l);
vn:l
“ | 2 = ()\n_)\n—l) }\

. ! . —h n=1 I J—':O
D S v

oy

LHBOE%_thP(v)
n=1

Fiir die verallgemeinerten Binomialkoeffizientenreihen 1) in der
Bezeichnungsweise

F@=S (= e, Em 1)@ )

. .""n
n==1 1

gilt wortlich der Satz von S. 21—22. Der Beweis ist dem vori-
gen analog; nur ist hier bei der Behandlung von

e N ) 2)
u<) 2 o Y10 -Tn

o !
n= -1

folgendermafien zu schlieflen: ¢ sei eine positive Konstante ; fiir
e
y=oa-3i a >0, ’:T’<C
ist
20) [1—yP=(1—aF<<l—2a-}1-}c?a

also, wenn nur o« hinreichend klein ist,

2
Iyl <t—ad-,

o

1y <1— g <o

fiir alle hinreichend grofien v und alle m ist daher

Rz cos @,
J z _ _( :v) v ¥ 1

}1-—-‘— <6 2¥m ——e 20,y m<e 7"';/?"—m;

9 L. e, 8 197—208.
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also ist fiir alle hinreichend grofien v und alle »

v — v ) -
.(11 771’)---(.71 @v’)-<e 20, ";
i Tie e Tn |
folglich wie auf S. 23
2 \.,,
101 <

Ebenso ist bei der Behandlung von ¢ (v) hier zu beachten, dal

l{ Q). ()]
l Ti---Tn |

R R R R e

ist, wo bel geradlinigem Integrationsweg fiir alle hinreichend

grofien v jeder Faktor 1 —-i nach (20) dem absoluten Betrage
nach < 1 ist, so daf der absolute Betrag des Integrals

xvlz—:)\ |2,

m=1
ist, woraus wie auf S. 24 weiterzuschlieflen ist.
Endlich werde ich das Analogon zum Tauberschen Satz
fiir Integrale!) von der Gestalt

Jia)y = [y (&)t dt
1

entwickeln. Es handelt sich um den Satz:

Es sel

lim @ log @ ¥ (w) =0,
0 =00

also J(x) mindestens fir R(z) >0 konvergent; es sei
ferner fir eine Punktmenge 2, im Sinne von S. 19

limJ(x,) =4
V= O

dann ist

G,
e’V

hm [y (t) dt
vorhanden und = 4, et

1) Vgl 8. 208 —218 meiner erwithnten Arbeit.
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Falls statt der Punktmenge , eine in der Halbebene ) (x) >0
gelegene, in x —0 endigende stetige Kurve gegeben ist, fiir welche
hm J(z) existiert, so ist nach diesem Satz

=10
[ee)
(21) JO) = [y dt=4.")
1
Der Satz auf S. 25 wird nun folgendermafien bewiesen.
Fiir
= [ 7@ d,
1
V)= 7 ()t dt
ist e

lim (p ()44 ) = 4.

Es sei <, die obere Grenze von olog o]y ()] fiir @ > ¢"; dannist

lim v, =0
»=0Q
und
JEEEPEET YAt < 2 Tt—l—‘”' gt =" L e
I¢(“)l<fv!;@7t t<&:% Oy ——&:Ee =1 77
€ e GV
lim ¢ (v) =0,
Y=00
lim ¢ (v)=A4.
Y =00
Andererseits ist fir R (z) >0,¢>1
[ 1—¢ =1 —e " ||z logt,
also

’ dt

‘Bf%x(t)dt—-qa v < ehaf“/‘(t)Hl-—t‘“v

yAU]

1)
log ¢ dt = ch dt,
1

_gimfcf :

1) Die Gleichung (21) folgt iibrigens bereits dann aus dem Satz, wenn in
der Punktmenge z, eine Folge von Punkten mit monoton abnehmenden absoluten

Betriigen 1 (p=1,2,...) vorkommt, fiir welche lim sup Je *1 ondlich ist.
Je 0 =00 4
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tlogt|y ()| ==

gesetzt ist. Wegen
lime {(¢) =0

ist e

also

e

lim [y@)di=Ilimo(v)=4,
Y =00 7 =Q0
1

‘was zil beweisen war.

217

Wenn in den Voraussetzungen aller obigen sieben Sitze (auf

S. 8,9,12, 15—16, 18—19, 21—22, 25) statt der Gleichungen

. ) . A
limnea, =0, limxnlogna,=0, lim ———a,=0,
R=00 N=00 n:oo)\'n — Ap—y

1 : 1 . - 1
lim # @, =0, im - A a,= 0, lim a,y. 2—~_—_0,
% == 00O ﬂ:OO"IZ—)\n-—-l n=00 =i
lim o log o y (0) =0
=00

nur verlangt wird, dafl

lo - . )\ﬂ-
imsup#n|a.|, limsupnlogn{a,|, limsup — | @,
n==00 0% ==00 n=00

)\nﬁ)\n——l

. . hn , g 1
hmsupnlanl,llmsup’—i— | @, lllnsup{anl'rn2~a
n=0Cco n=00 )\n - )\n-—l =039 m:ly”‘

lim sup w log @ |y (w) |
W=

endlich ist, und statt der Existenz von

lim f(z), lmf(@), limf(@), lmf(z), lmf@), limf (@)
z=1 =0 =0 =00 y =00 =00

lim J (z,)
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nur, daf

lim sup |/ (#)], limsup|/(x)], limsup|f(@)|, lmsup |/ ()],

lim sup | /() |, limsup |/ (z)], lim sup|J (z)|

¥ =00

endlich ist, so liefern offenbar die vorangehenden Entwicklungen
den Satz, dafl

v
lim sup 2 @n |, lim sup 2 @a |, hm 0 sup 2 un ,
$=00 7= ’ r=00 jn=1 [m=1
‘[ [Gv] 5 oy ’
lim bup E 2 an hm sup E @, |, limsup E @y |,
» = CO =00 y=00 ]
| = n==1 (n=1 i

G
&

lim sup /ny‘ ® dt;

v =00

v

1
endlich ist.

Es war bisher durchweg von den Punkten z=1 und z =0
die Rede, und die Bedeutung der gefundenen Resultate liegt in
ihrer Anwendung auf diejenigen Fille, in welchen 2 =1 am Rande
des Konvergenzkreises der Potenzreihe bezw. 2#=0 am Rande
der Konvergenzhalbebene der betreffenden Reihe oder des Integrals
liegt; fiir innere Punkte sind die Sitze trivial. Durch die Sub-
stitution x =292 bezw. x ===, } 2 lassen sich natiirlich die Sitze
fiir Potenzreihen bezw. Dirichletsche Reihen und die Integrale
J(x) so formulieren, dafi von einem beliebigen Randpunkte Zy
die Rede ist.

Berlin, den 9. Juni 19086,



