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u n d  es i s t  

Uber die Konvergenz einiger Klassen yon unend- 
lichen Reihen am Rande des Konvergenzgebietes. 

Von Edmund Landau in Berlin. 

H e r r  T a u b e r  hat im aehten Bande dieser Monatsheftel) 
den wichtigen Satz fiber Potenzreihen bewiesen: 

E s  s e i a l , % ~ . . . , a ,  , . . .  e i n e F o l g e k o m p l e x e r G r S ~ e n ~  
w e l c h e  d e r  B e d i n g u n g  

lim n a ~ = O  (1) ,~=c~ 

g e n i i g e n ;  es s e i  f ( x )  d i e  w e g e n  (l) m i n d e s t e n s  f t i r  
t x I ~ l  k o n v e r g e n t e  P o t e n z r e i h e  

co 

" ~  (I n X n 

u n d  es w e r d e ~  v o r a u s g e s e t z t ~  d a ~  f i i r  r e e l l e  w a e h -  
s e n d e  x 

lim f (x) = A 

e x i s t i e r t .  A l s d a n n  k o n v e r g i e r t  d i e  u n e n d l i e h e  R e i h e  

~ a n  

c~ 

Aus der Konvergenz yon (2) folgt naeh dem A b e l sehen 
Stetigkeitssatze die Gleiehung 

a~ = lim f (x) 
n = l  

yon selbst. Das Wesentliche des T a u b e r schen Satzes liegt in der 

1) ,,Ein Satz aus der Theorie der unendliehen Relhen", 1897, S. 274--275. 
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Tatsaehe, dal~ unter den gemaehten Voraussetzungen die Reihe (2) 
konvergiert. 

Es ist mir nun gelungm b ein Analogon dieses Satzes in der 
Theorie der D i r i c h l e t s c h e n  Reihen und einiger anderer Arten 
yon Reihen anfzufinden und durch Kunstgriffe za beweisen~ welehe 
den yon tterrn T a a b e r  ftir Potenzreihen angewandten i~hnlich 
sin& Auch fiir Potenzreihen wird im folgenden der T a u b e r s e h e  
Satz etwas verallgemeinert werden. 

Zunachst besteht der Satz: 

E s  se i  aj, %,.. . ,  a,,.-, e i n e F o l g e k o m p l e x e r G r S l ~ e n ,  
w e l e h e  d e r  B e d i n g u n g  

(3) lira n log n a~ ~ 0 
n ~ C x D  

g e n t i g e n ;  es se i  f (x)die  w e g e n  (3) m i n d e s t e n s  f t i r  
~ ( x ) ~ 0  k o n v e r g e n t e  D i r i e h l e t s c h e  R e i h e  

c o  ~c~ 

u n d  es w e r d e  v o r a u s g e s e t z t ~  dal~ ft ir  p o s i t i v e  a b n e h -  
m e n d e  x 

lim f (x) ~ A 
X ~ 0  

(4) 

u n d  es i s t  

e x i s t i e r t .  A l s d a n n  k o n v e r g i e r t  d i e  u n e n d l i e h e  R e i h e  

(DO 

~ a n ~  

o o  

DaI~ im Falle der Konvergenz yon (4) die Gleichung 
o o  

a~ = l l m f  (x) 

besteht~ ist naeh dem zuerst yon Herrn Ca hen*) bewiesenen 
Analogon zum A b e 1 sehen Satze selbstverst~ndlieh ; der springende 
Punkt besteht im Konvergenzbeweise ffir die Reihe (4), den ieh 
folgendermagen f~hre. 

1) ,Sur la fonction ~ (s) de Riemann et sur des fonetions analogues", 
Annales scientifiques de l'dcole normale supgrieure, Ser. 3, Bd. 11, 1894~ S. 86--87 
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Nach  Vorausse tzung  exis t ier t  fa r  positives~ zu Nul l  abneh-  
mendes  x der  G r e n z w e r t  yon f ( x ) ;  insbesondere  exis t ier t  also, 

1 1 1 
wenn x die F o l g e  der  W e r t e  1og~22' log 3 ~ "" '~ log~-~ -~ "'" durehl~tuft~ 

de r  Grenzwer t  yon ~ far  ganzzahl ig  ins Unend l iehe  waeh-  

sendes v~ und es ist 

~=o~ \1% v / -  
Nun ist  

t lo~ ~] ~ _ _ - - ~  --~-~-+ ~ =~(~)+ '~(~) '  
\ ~ ~ ~_  1 T t l o g  r n = 1 ~ / l ~  v n = v - ~ l y ~ l ~  v 

w o  

a n  - i  - ~ (~), 
~ = I ~ l o g  

c o  

n ---  r @ ] ? / l ~  r 

gesetzt  i s t ;  dahe r  ist 

(5) lira (~ ('4 + r (~)) = ~. 

Es sei %, der  grSl3te de r  W e r t e  1) 

( v + l )  l o g ( v ~ - l ) l a ~ + a [ .  ( v @ 2 )  l o g ( v @ 2 ) [ a ~ + 2 1 ,  �9 �9 �9 

Dann  ist naeh (3) 
l i m ~  ~ 0  

l ind ~ = co 
I oo n l o g n a ~  oo 1 

i ' / 1 - i  l o g r  n = ~ _ ~ _ l n  1 ~ - - - -  

~' = ~ + ~ n log n 

< l o g v  1 + 1~g7~ ~ ld  
n ~ ~ ~ 1 n l o g  l o g  r 

~u g 

= l o g  v 1 1 - -  e < ~ '  ~' 
log v v lo~ 

also 

ad  inf. 

1 

log ~ 1g10- 

l im ~ (v) = 0, 

~) Es  wiirde genilgen, yon der oberen Grenze dieser Wer te  zu sprechen;  
doch gibt es unter  ihnen nach  (3) offenbar einen Maximalwert ,  der e inmal  oder 
endlich oft vorkommt.  
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folglieh in Verbindung mit (5) 

(6) lim, ~ ( ~ ) =  A. 

Andererseits ist ftir alle u ~ 1 

1 - -  1 ~ log u~ 

also s alle Paare ganzer Zahlen n~_ 1~ v ~  2 

1 I i < l o g n  
_ _  = l o g  v" 

g~log v 

Daher ergibt sich 

n ~ l  

und, wenn 

gesetzt wird, 

(7) 

Nach (3) ist 

.also 

 11)<= 1:11 log n 

n l o g n l a n l - ~ - e , ~  

lira ~,, : 0: 

lim L ~  ~ ~'~- = 0 
r = c o l O ~  Y ~ = l  n 

und in Verbindung mit (7) 

lim ~ a,,~ - -  ~? (v) 

folglieh wegen (6) 

= O~ 

lira "~ a,, = lira ~ (v) = A, 

womit der auf S. 9 ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Es liegt nahe, zu vermuten~ dab der T a u b e r s c h e  und der 
soeben bewiesene Satz sich beide als Spezialf/dle eines allgomei- 
neren auffassen lassen; wenigstens sind die Potenzreihen 

co 
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(11) 
so  dal3 d i e  R e i h e  

und die D i r i c h 1 e t schen Reihen 
c o  

n ~ 
' / z : l  

Spezialf/ille der D i r i e h l e t s e h e n  Reihen im weiteren Sinne 
(2( 

w o  ) ' I~ ~"~  �9 �9 "~ ~,n~ �9 �9 �9 e i n e  F o ] g e  monoton ins Unend l iche  w a c h s e n d e r  
reeller GraVen ist. In der Tat geht (I0) in (8) ~iber~ wenn 

gesetzt und x statt e -*  gesehrieben wird~ und (9) ist der Spezialfall 
X~ : log n 

yon (10). Es besteht mm tatsaehlieh fttr die Reihen (10) der 
Sat% bei dessen Beweis ohne Besehr~tnkung der Allgemeinheit 
}'1 ~ 0 angenommen werden kann: 

E s  s e i  

GO 

n : l  

j e d e n f a l l s f i i r ~ ( x ) ~ 0  k o n v e r g i e r t i ) ;  es e x i s t i e r e  f er -  
n e r  fttr p o s i t i v e  a b n e h m e n d e  x 

lira f (x) ~--- A. 
x ~ 0  

D a n n  k o n v e r g i e r t  

u n d  es  i s t  

c ~  

o o  

"~ a ~  A. 
r e ~ l  

1) In der Tat ist bekanntlich (nach A b e l )  ffir alle x > 0  die Reihe  
o:3 J . n _ _ ~ n _ _ l  O0 Z n - - 2 n _ _  1 

n = l  ~ ;m 1 + x  konvergent, also a fortiorl r~=]~ )~neZ. ~ ; daherkonvergiertnach 

o o  

(11) die Reihe ~ a n e--  % x f•r N (x) > 0. sogar absolut. Dagegen folgt die Konvergeaa 

c o  

yen ~ a~ Nr  kein System Xl, } ,2 , . . .  aus (11) allein, dabekannt l ieh  (naeh Hen'n 

CO CO * - 
k n  - -  ~ n  - -  1 x n  - - ' t n - -  1 

D i n i )  :.~ Z~ stets dlverglert, also auch divergente Relhen ~ ~n 
n ~ 1 ? l  ~ 1 /-n 

mit lim ~a ==-0 vorhanden sind. 
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Beweis: Naeh Voraussetzung existiert speziell 

:im~ (1)= ~ 

ich zerlege die Summe 

:in zwd Teile 

W O  

i s t ;  dann  ist 

O 0  /" n 

n = l  

r 2~t 

~(~) = ~  ~ ~-~, 
7~ = 1  

O0  / ' n  

>~(~ (~) +,~ (~)) = . .  

Es sd ~ der grOgte der Werte 

for n > v - ~ - l ;  dann ist 
lira v,, ~--- 0 

.and 

CO ~n O0 

- -  - -  } , n  } " n . - - "  "~n - -  1 - -  - -  

[~(v)[~ ~ [a,~le z~_.~_ "~ k __kn_, la , , l  ),,~ e 

f ~ /e ~ 
t t  

z~ du 

~ - ~ = ~ <  
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folglich 

(12) 

Andererseits ist 

(13) 

w o  

lim ,5 G) = O, 
v ~ C < )  

lira 9 @) = A. 

)kn  

gesetzt ist. Nach der Annahme (11) ist 

lira ~,,  = O~ 
also ~) 

(14) lim ~ = ~ - -  = 0. 

Aus (12), (13) und (14) ergibt sich 

lira a ~ - - ~ ( v  ~ - 0 ,  

v 

lira ~ a~ ~--- lim ~ ( v ) =  A, 

w a s  z u  b e w e i s e n  w a r .  

a) Dies ist leicht direkt elnzusehen und im fibrigen eine Folge des Satzes  
yon S t o l z  ( ,Vorlesungen fiber allgemeine Arithmetik", Bd. 17 1885, S. 173- -174;  
S t o l z - G m e i n e r ,  ,Einleitung in die Funktlonentheorie", 1. Abt., 19047 S. 31): 
, W e n n  X monoton ins Unendtiche w~chst und 

~ v  - -  Y'v - -  1 lim - -  K 
v ~ o o  ) ' v -  ) ' v - - 1  

existiert~ so existierr llm und isr = K." In tier Tat ist fiir 

v 

lira = lim % = 0 ,  
~ C O  ~ - -  ) ' v - - 1  ~ , ~ o o  

wora~ls (14) folgt. 
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Es mug auffallen, daf5 weder bei Herrn T a u b e r s  Beweise 
seines Satzes noch bei den vorangegangenea Entwieklnngen die 
Voraussetzung der Existenz yon l imf(x)  bezw. l i m f ( x ) i n  vollem 

Umfange benutzt wird, sondern nut die Existenz yon lira f ( 1  - -  ,~-) 

b e z w . ) i n a f ( ] ~ ) u n d ) i m c  f ( ~ , ) .  Dies besag~ wirklich weniger; 

z. B. die Potenzreihe 
O:D 

E Xn f (x )  = s i n l _ _ x :  a. 

1 2 5 
hat im Einheitskreise die Nullstellen 0~ 2 '  3 ' 4 

so da$ 

ist; trotzdem existiert 

1 
�9 ' * ~  i - -  - - 5  ' " "~. 

v 

l imf(x)  

nieht. 1) ~ = 1 

Ich werde nunmehr zunachst ftir Potenzreihen den allgemei- 
neren Satz beweisen: 

E r s t e n s  se i  
(1) lira n an ~ O. 

lira f (x~) ~ A 

Z w e i t e n s  e x i s t i e r e  

f t i r  i r g e n d  e i n e  a b z : , t h l b a r e  F o l g e  y o n  P u n k t e n  
x 1, x , ~ . . . :  x, , , .  im E i n h e i t s k r e i s e  ( t x , , l < l ) ,  w e l c h e  d e n  
B e d i n g ' u n g e n  g e n t i g e n ,  dal~, 

1 *Fv i 

z) Nattirlich ist in diesem Belspiel die Bedlnguug (t) nlcht erfiillt; soast 

wiirde ja nach Herrn T a u b e r s  Entwieklungen die Reihe .~ a n konvergleren~ 

also lim f(x)  doch existieren. 
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g e s e t z t ~  

a l s o  

u n d  

05) 

ist.  1) 

1 
lim ~ = O~ 

lira x~ -~- 17 
~ o o  

77 
lira sup I ~  E < 

~ o o  

D a n n  w i r d  b e h a u p t e t ,  da~l 

lira ~ a~ 

e x i s t i e v t  und - - -~Ai s t .  
Falls unter den Werten [~] alle ganzen Zahlen ~) yon einer 

gewissen an vorkommen~ liefert der Satz die Konvergenz yon "~ a,. 

Er liefert sie also insbesondere unter der Voraussetzung, dal~ (1) 
erftillt ist und dal] bei Ann~herung auf einer g.e.radlinigen Bahn 
yon ~ bis 1 (wo I ~ I ~ 1 ist) lira f ( x )  existiert.a) Uberhaupt genfigt 

GO 

es fiir die Konvergenz von ~ a,~ da!5 (1) erftillt ist~ und dab 

l i m f ( x )  far irgend eine stetige Kurve x~---1--  l e ~  , im Ein- 
(I 

heitskreise existiert, welche in x ~---1 endigt und einem Winkel- 

raum 2 @ q ' ~ 2  - - a ( ~ 0 )  angehiirt;4) denn auf ihr 

1) Aus. diesen Annahmen folgt ohne weiteres, daft auch die obere Grenze 

~,on I ,~, I kleiner als ~- ist. 

2) Es geniigt sogar, dug unter den Werten [ ~  eine monoton wachsende 

Folge ganzer Zahlen 9'1, g2, "" ,  gc~' "" vorkommt, ffir welehe lira sup g e + l  end- 

lleh ist. 
a) Die fiir diesen Satz yon Herrn J a h r ~ u s  in seiner verdienstvolten 

Arbeit ~Das Verhalten der Potenzreihen auf  dem Konverge~zkrelse, historlsch- 
kritiscl{ dargestellt",  Programm des Kgl. humanist .  Gymnasiums Ludwigshafen 
am R h d n  fiir das Schuljahr 1901/02~ auf  S. 53- -54  gegebene Begriindung enthalt  
mehrere Irr  tiimer. 

4) Die yon mehreren Autoren (bei dem analogen Problem der Verallge- 
meinerung des A b  e lsehen  Stetigkeitssatzes) angewandte Ausdruckswelse ,eino 
beliebige Kurve,  die den Einheitskreis nicht  beriihrt" ist nicht  korrekt;  denn 
eine Kurve, welche im Punkte  1 keine Tangente hat  und der Bedingung 

lira sup [~1 ~ ~- 

geniig~, ist eine ,,nicht beriihrende" Kurve~ und doch gelten fiir sie die betreffenden 
Schliisse nicht. 
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kann  ja  eine abz~thlbare Punk tmenge  x~ gew~thlt werden~ welehe 
die Bedingungen der S. 1 5 - - 1 6  erftillt~ und far  welche von einem 
gewissen Index  an [~] ~ v ist. 

Der  Beweis des auf  S. 1 5 - - 1 6  ausgesprochenen Satzes lautet 
folgendermal~en: 

Es  ist 
Gx3 

X n f (x~ = ~ a,~ 

WO 

co ( ; "~. % 1 - -  1 

co 

gesetzt  ist. ~ Es sei ~, der grSl~te der Wer t e  In a,~] ftir n ~ [~,] -~- 1 ; 
dann ist 

lim z~ ~--- 0 

und 
CO -- OO 

- x~ < ~ tx, l " -  x'l~~ 
~ =  [%] §  ~, = [ % ]  + 

<~, i . 

r: r: ist~ eine Naeh (15) gibt es, da kein % g l e i e h - ~ - o d e r  2 

positive GrSl~e p, so dal3 fiir alle , 

cos % > p 
ist ; daher  ist 

2 1 2 1 
- - - -  c o s % +  - - < l - ~ p +  ~- ,  

also far  a l l e v  yon einer gewissen Stelle an 

1 iv 2 

Ix~l<i---- 

%, 1 

I +, ( ~ ) I <  
(~r 199 

P 

~ T , v  

P 

Monatsh. fttr / i lathematik u. Physik. XVII I .  Jahrg.  2 
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folglich ist 
lim ~ (v) = O, 

lira q~ (v) ~- lim f (x~) = A. 

Andererseits ist ftir komplexe x im Einheitskreise und ganz- 
zahlige n > 1 

I i - -x '~ i~-I  I-ql-x-~...-Jc-x=-~ [ l l - - x i < n l  l - - x ]  

also 
[%1 

a --qo (v) 

WO 

gesetzt ist, 

ist 

also 

1 ["~] 1 [%1 

Wegen 
lira an = 0 

1 E~'3 

1 [~'] 
lim ~ - ~  s~ = O, 

r = 0 0  v 

lim "~ an = lim ? (v) = A .  

Analog gilt ftir D i r i c h i e t s c h e  Reihen 

c r  

7, = 1 

der Satz : 
Es  s e i  

(16) lim a~ : 0 ; 
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1 eV , ,: f e r n e r  se i  xl, x2~...~ x ~ - -  

w e l c h e  d e n  B e d i n g u n g e n  

~,, > O, 

�9 .. e i n e  P u n k t m e n g %  

lim - - = 1  07 

77 
(17) 2 < % < 2- '  

(18) lira sup I ~  ] < ~ -  

g e n t i g t ,  F t i r  d i e s e  P u n k t m e n g e  se i  

lim f ( x ~ )  ----- A ; 

d a n n  i s t  
ft~ 

lira ~ .  a,~ ~--- A~ 

wo p.=~t~ d i e j e n i g e  F u n k t i o n  d e r  p o s i t i v e n  g a n z e n  
Z a h l  v ist~ w e l c h e  d u t c h  d i e  R e l a t i o n e n  

e i n d e u t i g  b e s t i m m t  ist .  1) 

Zum Beweise darf wieder k 1 > 0 angenommen werden; nach 
(17) und (18) ist far alle v 

cos % > p, 

wo p > 0 ist. 
Es wiichst offenbar ~ mit v ins Unendliche (aber nicht not- 

wendig monoton)v d. h. es ist 

lira 1 ~ 0. 

Es werde 

r t ~ ]  

a) Ftir z, < k  1 sel ~ = 0 .  

2* 
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gesetzt; dann ist 

Es sei 

(20 
"~  Ctn e-- )n xv ~ .  ~ (v) 

+/;=/.+ -~- 1 

q~ (v) @ ,5 (,~) ----f (x,), 

lim (q0 (v) - ~ - ,  (v)) ---- A. 
~ - - o o  

)'*?z 
+ + - -  [ ~ 1  X,, - -  L.+-~ 

und -c~ die grSI3te der Zahlen e,+ ffir n_~+ ,u. @ 1; dann ist 
r 

lira ~+ ---- O~ 
9Z~O0 

lim ~ ---- 0 
==oo 

und 
c o  

Jt.?z 
n =/+-~- 1 

CO ). +~. 

+_,,++#,,><++,, .~(>+,+_>,, ,_,)+ . . . .  ~ +++,] 
)~++ t++=f++ i 

nach (16) 

0:3 P ]~n 3"n CO. ~+n ~ u 

< } / + J ; 1  " ~  e .9+, j '  <5/}/] < ~ _  7v "~ f e--~ClU 
" n ---,a~-}- I "+'n - -  1 / "u - l -  1 n = ,  '~ -}- 1 Z n - - t  

~v f - -  - -  '~v (~v T+., d+, 7 r  - -  e + . d u - -  e +,, < - - <  , 
3,.,7++.,. ]. I '  + h: ,+t  p p k+,+t ~) 

lim + (,~) = O, 
~ = 0 0  

l im cp (~) = A. 
v ~ o o  

Ferner ist fitr ~ ( x ) >  0 

x 

1 , -  +-+r-=l f+-++d.i < I x I, 
0 

folglieh 

~e I --)'n xv 

l<+x,,+ [+,+l>,,+ 
[ n = l  n = l  

= @ x Z  ++ (x~ - -  +,. _ ,) ; 
n = l  
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nun ist ~) 

und 

folglieh ergibt sieh 

1<1  

lim ~ a,  = lira ? (,,) E A, 
7 ~ = 1  

wie auf S. 19 behauptet wurde. 
Analog besteht fiir Fakult~tenreihen ~) (im weiteren Sinne) 

c o  

we "h, 7 ~ . . .  eine Folge positiver monoton ins Unendliehe waeh- 
sender Gragen Jst, ftir welehe 

c o  

divergiert, der Satz: 
E s  s e i  

a l s o f ( x )  f a r i R ( x ) > 0 k o n v e r g e n t a ) ;  f e r n e r s e i f t i r  e i n e  

1) Siehe S. 14. 
2) Vgl .  tiber diese Reihen meino Jrbeit  ,IJber die Grundlagen der Theorie 

tier Fakultatenreihen", Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischeu Klasso 
der K~iniglich Bayerlschen Akademie der Wissenschaften, Bd. 36, 1906, S. 1 9 7 - - 2 0 8 .  

s) Denn bereits aus lira a n T~ ~ 0 folgt, da fiir alle hinreichend gro$en n 
n = c o  

1 n 1 
"~, �9 �9 "o, ~ - - -y~ (x )  ~ 

ist (l. c., S. 199) und die unendliche Reihe 

1 ~t (x) 1 

- - e  u=* 

kouverglert (1. c,, S. 199- -200) ,  die (absolute) Konvergenz van f(x). 
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P u n k t m e n g e  xr 
e r f t i l l t ,  

d a n n  i s t  

WO 

w e l c h e  d i e  B e d i n g u n g e n  d e r  

lira f (x~) ~--- A ; 
v ~ c o  

~v  

lira "~  a , ~ -  A, 

n 

1 =) ,~  

gesetzt ist und ~-~--~,, diejenige Funktion 
z e i c h n e t ,  w e l c h e  d u t c h  d i e  R e l a t i o n e n  

)v,+l > z ~  
d e f i n i e r t  is t .  

Beweis: Es ist offenbar, da die positiven 
monoton ins Unendliehe waehsen~ 

lira - - = l  0. 

Naeh der Voraussetzung (19) ist 

~k~z 
lira a,, -~- 0, 

also~ w~nn 

)m - -  ),,~ - -  z 

S. 19 

y o n  v be- 

GrSl~en k~ mit n 

und die grSfite der Zahlen z~ f t i r n > >  ~-~-1 gleich r, gesetzt wird, 

lim s,, = 0 7 
~ = ~  

lim z~ = 0. 
* r  

Es sei ferner 

dann ist 

/. 
a,~ "~1 �9 �9 % 

oo 

an % 

lira (~ (v) --1- + (v)) = lira f (x,) A. 
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Ffir O < { ) ~ l i s t  
1 

Stir alle hinreichend grofien v ist 
1 

o < ~  (~,,) ~ Ix,,, = 7~ < " '  
also bei beliebigem m 

[ x. ( {R (x.)] 1 ~ (x.) cos ~. p 

ftir alle hinreiehend grogen v und alle n ist daher 

logln 1-~-7~- > - - =  1.,. 
] 1 m : l " ~ m  r " 

7a �9 �9 �9 % ' - P---2 

Folglieh ist ffir a l l e v  yon einer gewissen Stelle an 
O0 O0  ),ja 

Ir (v)] < r  

dies ergibt 
lim r (v) = O, 

r : G o  

lira T (v) ~-  A. 

Ferner  ist 

x 

71 �9 �9 �9 7 -  [ .  �9 7 -  

1 (x_qt_.fi)[ _(x_~_7. ) - o j  '{1"" (u+  3 . :  :~ + ~.) 

also ffir }R (x) > 0 

n 

1 du, 
= u + , ~ , ~  

n 

1 (x-}-'7,) - (x -~-7 - )  < I x [ "  1 .  = X ~ l x l ,  
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~r 

lira ~ a~, = lira ~ (v) = A. 

FOr die verallgemeinerten Binomialkoeffizientenreihen 1)  in der 
Bezeiehnungsweise 

o o  

f (x)  = "5, ( -  1 ) ' ~  (x  - -  "a) . . . (*  - -  >) 
~z 1 �9 �9 �9 7 n  

gilt wtirtlieh der Satz yon S. 21--22. Der Beweis ist dem vori- 
gen analog; nur ist bier bei der Behandlung yon 

o o  
r (~) _ ~ ~,~(~ - z ) . . .  ( > - -  x) 

folgendermagen zu sehliegen: c sei eine positive Konstante; fiir 

Gt 
ist 

(2o) r l - - v [ ~ =  (1 --=)~ + ~ < i - - 2  = + 0 q-c~) ~,  

als% wenn nut  a hinreichend klein ist~ 

52 

Ot a 

l l - - y l  < l - - ~ < e  "-; 

ftir alle hinreiehend grol~en v und alle m ist daher 

~(~) oo~ v~ ~, 1 
I ~ 1 _  ~ < ~  ~ , ,~ - -~  -~o~,,~<~ ~ , , , , ;  
1 - 

1) L. c., S. 197--208. 
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also ist ffir alle hinreichend grol3en v und alle n 

/ ~'' - * ~ ) ' "  ( >  - * ~ ) <  e-'~ o~ ~~ 

folglich wie auf S. 23 

I+(~)t < - -  

Ebenso ist bei der Behandlung yon ~ (~)hier zu beachten~ dM~ 

1 (lh - -  x ~ ) . . . ( 7 .  - -  x~) I 

is b wo bei geradlinigem Integrationsweg ft~r alle hinreichend 

gro~en v jeder Faktor 1--u-U-naeh (20) dem absoluten Betrage 

naeh ~ I ist, so da~ der absolute Betrag des Integrals 
~z 

ist, woraus wie auf S. 24 weiterzuschliel~en ist. 

Endlich werde ich das Analogon mum T a u b e r s e h e n  Satz 
fiir Integrale ~) yon der Gestalt 

o o  

J(x) = f z (t) t - ' ~  dt 
1 

entwiekeln. Es handelt sieh um den Satz: 

E s  s e i  
lim o~ log (~ Z ('~) ~ 07 

a ) ~ O O  

a l s o  J(x) m i n d e s t e n s  f t t r  ~ R ( x ) ~ 0  k o n v e r g e n t ;  es se i  
f e r n e r  f i i r  e i n e  P u n k t m e n g e  x~ im S i n n e  y o n  S. 19 

lira J (x.) ~ A ; 

d a n n  i s t  

lim fZ (t) dt 
* ' ~ O O  1 

v o r h a n d e n  u n d  ~ A: 

1) Vgl. S. 208--2 t8  meiner erw~,hnten Arbeit. 
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Falls start der  Punk tmenge  x~ eine in der Halbebene  ~ (x) > 0 
gelegene, in x ~ 0 endigende stetige Kurve  gegeben ist: ftir welche 
lira J (x )  existiert: so ist nach diesem Satz 

(21) J (O) -~- f /. (t) clt -~- A. 1) 
1 

Der  Satz auf  S. 25 wird nun folgendermafien bewiesen. 
Fiir 

e Gr 

(~) = f z (t) t - ~  dr, 

'~ ('~) = ~ z (t) t -  ~ ,~t 

ist ~ %' 

]im (~ (@ --~ ,~ (v)) = A. 
~ o o  

Es sei -:~ die obere Grenze  yon ~ l o g  (~IZ ((,)] s ~ e " ~ ;  dannis t  

lira ~ = :  0 

und  

also 

t - ~ - ~ ( ~ )  dt < j t  ~ d t~ - - - - - - - e -~ '~z~  - - ~  z , ,p  p 
e ~  

lim + ('0 -~  O, 

lira r (v) -~- A. 

Andererseits ist ffir ~ (x) ~ O~ t ~ 1 

[ 1 ~  t-~[--_~_ [ 1 - - e - ~ 1 ~  , 

1 1 

< I x~ 1 z (t) log t dt = 1 dr, 
1 1 

1) Die Gleiehung (21) folgt iibrigens bereits dann aus dem Satz, wean in 
der Punktmenge x elne Folge yon Punkten mlt monoton abnehmenden absoluten 

1 Betri~gen ~ -  (p = 1~ 2~ . . . )  vorkommt~ fiir welche lim sup go + 1  endlich ist. 
~o = oo 9'. o 
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w o  

t log t I Z (t) I = a (t) 

:gesetzt ist. Wegen  
l i m e  (t) ~ 0 

ist  t = 0o 

- a l s o  

co 

lira dt ~-  O, 
1 

lim 1 *~ -z (t) dt ~ O, 

1 

e o f  

} i m = / ' Z  (t) dt =,,=r q~ (~) m_ A, 

1 

was  zu beweisen war. 

Wenn  in den Voraussetzungen aller obigen sieben Sgtze (auf 
S. 8, 97 12~ 15- -16 ,  18- -19 ,  21 - -22 ,  25) start der Gle ichungea 

k~ 
lira n a~ -~- O, lim n log n a~ ~--- O, }i=m 

n 

lim n a~ ~ O, lira k,~ ~ ,,=co .,=oo}.,~--k,~-i a~--~- O, lim a~'I. -~0~ 

lira ~ log r Z (r ~ 0 

nur  verlangt wird, dag 

lira sup n I a~ 1, lira sup n log n I a~ 1, lira sup ~ ~k'~ i a~ [, 
n = e o  n = c o  n = c o  ,,,~ - -  , ,n - -  1 

i m ~  ~'" l imsup[  a~l~'. N 1 lim sup n I a~ I, 1 P k~ - -  ),n-~ ] a,~ i~ ,, = o~ %, 

lim sup ,. log to [Z ( " )  l 
co - - -  r  

endlich ist, and  statt der Existenz yon 

l i m f ( x ) ,  l i m f ( x ) ,  l i m f ( x ) ,  l i m f ( x . ) ,  l i m / ( x . ) ,  l i m f ( x ~ ) ,  

lim J (x~) 
*z ~ c )o  
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nur, dag 

lira sup I f  (x)], l imsup i f (x)  i, l i m s u p l f ( x )  l, l imsup If(x,)I, 
~ 0  ~ 0  ~ 0 0  

lim sup I f  (x~) ], lim sup t f  (x,) [, lim sup I J (x,) ] 

endlieh ist, so liefern offenbar die vorangehenden Entwieklungea 
den Satz, dal~ 

lira sup 2 an 

~, ~ cx3 I n ~ ]  

lira sup } 2  an 
I n - - - 1  

, l imsup 2 a ' ~  , lirasnp an 

, lisa sup] 2 an , lim sup J 
r ~ c o  I 

i n - - 1  1 

[z lira sup (t) dt [ 
~ - - o o  , r 

a I 

endlieh ist. 
Es war bisher durehweg yon den Punkten x ~ - 1  und x ~ 0 

die Rede, und die Bedeutung der gefundenen Resultate liegt in 
ihrer Anwendung auf diejenigen Falle, in welchen x = 1 am Rande 
des Konvergenzkreises der Potenzreihe bezw. x-----0 am Rande 
der Konvergenzhalbebene der betreffenden Reihe oder des Integrals 
liegt; far inhere Punkte sind die S~ttze trivial. Durch die Sub- 
stitution x ~ Xo z bezw. x == xo -4- z lassen sich nattirlich die Sittze 
ffir Potenzreihen bezw. D i r i e h l e t s c h e  Reihen und die Integrale 
J(x) so formulieren, dag yon einem beliebigen Randpunkte xo 
die Rede ist. 

B e r l i n ,  den 9. Juni 1906. 


