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Ein Satz fiber Summen Jacobi-Legendrescher Zeichen. 
Von Hugo Schwendenwein in Klagenfurt. 

P. G. L e j e u n e  D i r i c h l e t  hat den Satz bewiesen: 
,Ist P---~4n@ 3 eine ganze, positiv% dureh kein Quadrat~ 

 o  onommoo, so 

P - - 1  
elne positive Zahl~ wenn s die Reihe der Zahlen 17 2~--. 2 

durehlauft." 
Diesem Satz% der eine Eigensehaft der ungeraden Zahlen yon 

der Form 4n ~-3  feststell L die den Zahlen yon der Form 4 n - ~  1 
nicht zukommt~ ]~tl~t sich der folgende~ der eine beiden Zahlformen 
gemeinsame Eigenschaft ausspricht~ zur Selte stellen: 

,Ist z eine positive, ungerad% dutch kein Quadrat~ die Einheit 

ausgenommen~ teilbare Zahl, so ist ~ y eine positive Zahl~ wenn 

in dieser Summe s das erste Drittel der Zahlen 1 bis z durehl~tuft." 
B e w e i s : Wir setzen erstens voraus~ die Zahl P -~ 4 n @ 3 

sei dureh 3 nieht teilbar, also yon der Form 3 v-@ 1 oder 3v @ 2. 
Suehen wir eine Gleiehung ft~r die Summe 

8 - - 1 ) - - 1  , 

Durehlauft s die Zahlen 1, 2, 3 . . . . P - - -  1~ so sind die ersten ',-Zahlen 
kleiner als P und daher bezttglieh P die kleinsten positiven Rest% 
sie m~gen s' heigen, die letzten v-Zahlen geben zum Quotienten 2 
und die Reste P - - 3 ,  P - - 2 . 3 ~ . . .  P - - 3 v ,  wit bezeiehnen diese 
Reste mit s"~ die tibrigen geben zu Quotienten 1 und zu Resten 
die Zahlen s!'; dabei erfiillen die Zahlen s'~ s" und s'" zusammen 
den Komplex der Zahlen 1~ 2~. . .  P - - 1 .  Man kann somit die 
Gleiehung ansehreiben 

S ~ p ~ I  8 r 

- - ( 8  
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oder 
8 ~ - P - -  1 

I S t  \ I S t # \  ~ S t t t  t i t  S wt "I S r#v 

Well aber 

und 

s ~ P - - 1  

~ 3s=3\_p/ z_~ tplS; 
8 ~ 1  S ~ l  

S ~ P - - 1  
/S '"  \ ~ 8 

8 ~ 1  

ist, so folgt 

3 3 s=e -1  s 

8 ~  

- -  8 ~ 1  

Daher ist 
s = v  s = r - - 1  

_ _  - -  _ ,q .  

Nun ist aber fur jede positive Zahl P - - ~ 4 n - ~ - 3 ,  die durch kein 
Quadrat teilbar ist; 

P - - 1  
8 ~  

s = P - - 1  S 

Setzt man den zweiten Faktor rechts~ der positiv is h zur Abkltrzung A, 
so erh~tlt man 

3 
s ~  3 - -  - -  

+ 

- [ kP/J 
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(A_~) und /9,[p.)nur die W e r t o - ~ - i  o d e r - - l a n n e h m e n  Da 

 oonoo, aor Koo  z o  ;oo  

wenn E (z) die grN~te ganze in der positiven Zahl z enthaltene Zahl 
bedeutet~ so ist der aufgestellte Satz fiir alle Zahlen yon der Form 
4n - 4 - 3  7 die dureh 3 nieht teilbar sind 7 bewiesen. 

Es sei zweitens P ~ - - - 4 n @ 3 = 3 Q ~  also Q-=-4m-q-t und 
Q ---- 3 v -~- 1 oder Q = 3 v @ 2. Um die Summe 

s = P - - 1  

s = : [  

zu bestimme% ordnen wlr die Zahlen 17 2~ 3 7 . . . P - -  1 in die drei 
Reihen 

1.37 2 . 3 , . . . 3 ( Q - -  1), 

1, 14-1 .3 ,  1 + 2 . 3 , . . . 1 + 3 ( Q - 1 ) 7  
2, 2 + 1 . 3 ,  2 @ 2 . 3 7 . . . 2 @ 3 ( Q - - 1  ). 

Dann ist 

: = P - - 1  S ~ Q - - 1  J ~ , S ~ Q - - I  

3 = I  3 = 1  S = 0  

~--Q-~ ~=Q-~/1+3~  (~ + 3~) - 
8 = 0  8 ~ 0  

~=Q-1 2-+-3 s 

8 ~ 0  

Setzt man im Subtrahenden s = Q -  1 -  z 7 so erhMt man 

8 =O- -1  ( 2 + 3 5 1  c~=Q--1 

~ ' = 0  o = 0  

-=9-~ o=q-1 1-~- 3 z 

~ 0  0 = 0  

da aber~ w e n n ,  alle Werte yon 0 bis Q - - 1  durehl~tuft~ die 
Zahlen 1 q - 3  ~ ftir Q ein vollstandiges Restsystem liefern: so ist 
rY=Q-- 1 

( ~ - ' z )  = 0 und wir erhalten, da es auf die Bezeiehnung des 
~ 0  
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Summationsbuchstaben nicht ankommt, 

S ~ P - - 1  s ~ Q - - I  

8=1 s = O  

Setzt man in dem Ausdrucke 1 @ 3s  ftir s der Reihe naeh die 
Werte 07 17 27 . . .  ( 2 - - 1 ~  so sind die ersten ~-Zahlen g le ichze i t ig  
ihre kleinsten positiven Reste bezuglich (2 - -  ieh bezeichne sie 
mit s ' - -  die letzten ',-Zahlen geben zum Quotienten 2 und zu 
Resten die Zahlen s"': (2--2, (~)--2--1 . 3 , . . .  ( 2 - - 2 - - 3 @ - 1 ) ,  
die ttbrigen geben zum Quotienten 1 und zu Resten die Zahlen s"; 
allerdings findet sieh im Falle (2 -=-- 3 ,~ @ 2 nnter den zuletzt ge- 
nannten Zahlen die Zahl 3 (2 v @ 1) @ 1 --- 2 (27 abet sie tragt zur 
Summe niehts bei. Statt der vorstehenden Gleiehung kann man 
also sehreiben 

8 ~  P-.-1 

S =  ~ - - 1  J \ ~,Srr\ 

2 8 

g : f - - 1  T S : 'P--1 ~ )]  
= 2 ( 2  - , , ,  = 2 ( 2  

Ist nun ( 2 ~ 3 v - @ 1 ~  so ist 

3 ~ 0  6'~0 g ~ 0  3 ~1 

Da aber 

8~ -1 8~0 

ist 7 so folgt 

s=O 
und es s 

2 - [ -3s  __ ~=~( s  
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Zu derselben Gleichung gelangt man, wenn man O = 3 v ~-  2 voraus- 
setzt. Setzt man in dieser Gleichung far  den linken Tell den Wer t  

/)A 
ein~ so erhalt man 

8 ~ v  

3 ~ 1  ~2 

(ii) 

und hierin bezieht sich h auf P~ ist also positiv. Hiemlt ist der 
aufgestellte Satz fitr alle durch 3 nicht teilbaren Zahlen yon der 
Form 4 n -~  1 bewiesen. 

Es sei drittens / ) - - - - -6n-d-3~--~3Q und Q : . 3 v - ~ l  oder 
Q = 3 ~ + 2 .  

Verf~hrt man so wle frtiher, so erMlt man 

s = 2 n + l  8 ~ v  8 ~ v  8 ~ v - - 1  

8 ~ 1  s ~ l  8 ~ 0  8 ~ 0  

2 + 3 

I m  Falle Q ~ - 3  v-4-2:  sollte allerdings die obere Grenze der 
dritten Summe ", seln~ aber dieses let zte Glied hat den Wer t  0. 

(17,) - r  
8 ~ 1  s ~ O  8 ~ 0  

Ist nun Q ~ 3 ~ - ~ - l ,  so ist 

8 = 0  �9 8 ~ 0  8 ~ v21-1 

Aber es ist 
8 ~ V  8 = 2 V  8 ~ 3 V  

+ 
s = l  s~v-[ -1  8 = 2 v - } -  1 

Setzt man im dritten Gliede statt s: 3 v - 4 - 1 -  s~ so erh~tlt man 

8 ~ 3 v  3 ~ v  8 ~ v  

S ~ 2 v - ~ l  s ~ l  
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Daraus folgt 

s 1 

Daher ergibt sich 

s=2n+l s 1 s=~(s 

Za derselben Formel gelangt man, wenn Q -~- 3 v -~- 2 ange- 
nommen wird. 

Ist nun P yon der Form 4 n @  1, daher Q =  4 m @  3, so ist 
8 ~ v  

~ '  73 eine positive Zahl naeh der Gleiehung I ;  ist aber P yon 
s ~ l  

der Form 4 n -~- 3, daher ~ ~--- 4 m -@ 1, so ist ~ (~-) eine positive 

der aufgestellte Satz bewiesen. 

Weitere Beziehungen zwisehen solehen Summen flnden sieh im LIII. Jahres- 
beriehte der Staats-Oberrealsehule zu K]agenfart -corn Jahre 1910. 


