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Ein Satz tiber Summen Jacobi-l.egendrescher Zeichen.
Von Hugo Schwendenwein in Klagenfurt.
P. G. Lejeune Dirichlet hat den Satz bewiesen:
sIst P—=4n 13 eine ganze, positive, durch kein Quadrat,
die Einheit ausgenommen, teilbare Zahl, so ist die Summe E (—%)

P—1
9

eine positive Zahl, wenn s die Reihe der Zahlen 1,2,...

durehliuft.

Diesem Satze, der eine Eigenschaft der ungeraden Zahlen von
der Form 4# -3 feststellt, die den Zahlen von der Form 47 -1
picht zukommt, liflt sich der folgende, der eine beiden Zahlformen
gemeinsame Eigenschaft ausspricht, zur Seite stellen:

»Ist ¢ eine positive, ungerade, durch kein Quadrat, die Einheit

. . S . o
ausgenommen, teilbare Zahl, so ist 2 (7) eine positive Zahl, wenn

in dieser Summe s das erste Drittel der Zahlen 1 bis 2 durchlduft.“
Beweis: Wir setzen erstens voraus, die Zahl P—4n -4 3
sei durch 3 nicht teilbar, also von der Form 3v -1 oder 3v -} 2.
Suchen wir eine Gleichung fir die Summe
§s=P—1 '3 ‘
El (T) 3s.

Durchlauft s die Zahlen 1,2, 8, ... P —- 1, so sind die ersten v-Zahlen
kleiner als P und daher beziiglich P die kleinsten positiven Reste,
sie mogen s’ heillen, die letzten v-Zahlen geben zum Quotienten 2
und die Reste P— 3, P— 2.8, ... P— 3v, wir bezeichnen diese
Reste mit "', die tibrigen geben zu Quotienten 1 und zu Resten
die Zahlen s"; dabei erfilllen die Zahlen s, s"" und s"’ zusammen
den Komplex der Zahlen 1,2,... P —1. Man kann somit die
Gleichung anschreiben

s=p—1 o 7 . M1

3 WS S S

§=1
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oder
3 i S{ Sl S S
Weil aber - N
S (Fle=s3) 3 (e
331+2(5)+ 265~ )
und

ist, so folgt

s=v s=P-1
sy 1 3 ( 5 )
3 (p)=—g*~ ()] 2 (3)
Nun ist aber fir jede positive Zahl P=4n -3, die durch kein
Quadrat teilbar ist,

=§: (%)5:(3;)_2 gl (’18‘5)
P

Setzt man den zweiten Faktor rechts, der positiv ist, zur Abkiirzung A,
so erhilt man

A, (I

i(i) _ _?’___@
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Da (%) und (—%) nur die Werte 4 1 oder — 1 annehmen
konnen, so ist der Koeffizient von A positiv; da ferner v=E <—§),

wenn I (2) die grofite ganze in der positiven Zahl z enthaltene Zahl
bedeutet, so ist der aufgestellte Satz fiir alle Zahlen von der Form
4n -3, die durch 3 nicht teilbar sind, bewiesen.
Es sei zweitens P=4n-}-3=3¢, also =4m -+ 1 und
@=3v+1 oder Q=3v-}2. Um die Summe
s=P—1
s
3 (3)s
s=1

zu bestimmen, ordnen wir die Zahlen 1, 2, 3,...P—1 in die drei
Reihen

1.3, 2.3,...3(¢@ — 1),
1, 141.3,1+42.38,...14+3(Q —1),
2,24+1.3, 2+2.3,..24+3(Q—1).
Dann ist

—1 s=@—1

z - z ERRNS Yo

Setzt man im Subtrahenden s= @ — 1 — g, so erhilt man

s=2i“1<2+35>(2+3 )_"Zj 1(3Q—Q_§_°>(3Q_1 — 3¢) =
=3@U; (123?“6:?:(123“) (1439);

da aber, wenn ¢ alle Werte von 0 bis ¢ — 1 durchliufi, die
Zahlen 14-3¢ fiir @ ein vollstindiges Restsystem liefern, so ist

o=0Q—1
E (l —23 C-S) == 0 und wir erhalten, da es auf die Bezeichnung des

g==0
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Summationsbuchstaben nicht ankommt,

s=0—1

SIS

Setzt man in dem Ausdrucke 1 --3s fiir s der Rethe nach die
Werte 0,1, 2, ..¢—1, so sind die ersten v-Zahlen gleichzeitig
ihre kleinsten positiven Reste beziiglich ¢ — ich bezeichne sie
mit ' — die letzten v-Zahlen geben zum Quotienten 2 und zu
Resten die Zahlen s": ¢ —2, @ —2—1.3,...0—2—-3(—1),
die iibrigen geben zum Quotienten 1 und zu Resten die Zahlen s";
allerdings findet sich im Falle ¢ = 3v-} 2 unter den zuletzt ge-
nannten Zahlen die Zahl 3 (2v4-1)-F1=2¢, aber sie trigt zur
Summe nichts bei. Statt der vorstehenden Gleichung kann man
also schreiben

§=P--1

3 ()= 25 e ot

§=1

+3 (2 )= 2 & *Jst+2e|3(5)+2 35

—20[3 () -3 (5)|=2e| 3 EH)- 3 EE)|

Ist nun @ =3v -1, so ist

Séﬂiﬁ£§ﬁ:@ uHJEG;ﬁ ()

Da aber

ist, so folgt

3§“1<2+ss .

und es folgt

PRS-
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Zu derselben Gleichung gelangt man, wenn man ¢ = 3v -} 2 voraus-
setzt. Setzt man in dieser Gleichung fiir den linken Teil den Wert

PA
(7)-2

ein, so erhilt man

S=v

§1< =)= m )

P/

und hierin bezieht sich A auf P, ist also positiv. Hiemit ist der
aufgestellte Satz fiir alle durch 3 nicht teilbaren Zahlen von der
Form 45 -1 bewiesen.
Es sei drittens P=6n-}+3=3¢ und @ =238v+1 oder
=3v+2

Verfihrt man so wie frither, so erhilt man

s=2n-+41

S-S eSS e

Im Falle @ = 3v 4 2, sollte allerdings die obere Grenze der
dritten Summe v sein, aber dieses letzte Glied hat den Wert 0.

§=y—1

(- e

s==2n-1

3 ()=

§=1 $=0

M i

Ist nun @ =3v- 1, so ist

S (M) (-3 B - (2 =6
3 - 2 ) 2
Aber es ist
g s=2 s s=3» s\
SZI(Q)+ %1(@)"*‘8 §+1(Q> 0

Setzt man im dritten Gliede statt s: 8v 41— s, so erhilt man

S -3 ER)- 36

531}

S=2v+
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Daraus folgt

S )= 3R

Daher ergibt sich

S$=v

3 GRS

Zu derselben Formel gelangt man, wenn ¢ =3v-}-2 ange-
nommen wird.

Ist nun P von der Form 4#--1, daher @ =4m -3, so ist

E (%) eine positive Zahl nach der Gleichung I; ist aber P von
v
s§=1

der Form 4n -3, daher @ =4m -1, so ist 2 (—5«) eine positive

§==1

Zahl nach der Gleichung II und da 2n4+1=F (é—)—) ist, so ist

der aufgestellte Satz hewiesen.

Weitere Beziehungen zwischen solchen Summen finden gich im LIII, Jahres-
berichte der Staats-Oberrealschule zu Klagenfurt vom Jahre 1910.



