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Uber eine ~nwendung der Primzahltheorie auf das Waringscho 
Problem in der elementaren Zahlentheorie. 

Yon 

EDMUND LANDAU in Berlin. 

Ich begriiBe die vorangehende Arbeit yon Herrn Wiefe r ich*)  Ms 
einen der erfreulichsten For~schritte, welche" die elementare Zahlen- 
~heorie in der letzten Zeit gemacht hat. Der Yerfasser 15st ein altes 
Problem, indem er eine Vermulung beweist, welche schon im Jahre 1782 
in der Literahlr vorkam mad seitdem allen Zahlentheoretikern vorgelegen 
hat. Nun ist mit PIerrn Wieferichs Ergebnis noch nicht aUes gekRixt, 
was mit der Zerlegbarkeit tier Zahlen in Kuben zusammenhiingt. Es bleibt; 
zuniichst folgende bestimm:~e Frage often, auf welche der Vergleich mi~ 
den entsl~rechenden , schon (lurch Lagrange vSllig bekannten Talsachen 
bei der Zerlegbarkeit in Quadrate fiihr~. 

:Es bezeichne f(n) die kleins~e Anzahl yon Quadraten, als deren 
Summe die positive gauze Zahl n darstetlbar ist, d. h. es sei 

f (1 )=  1, f(2)=2, f ( 3 ) =  3, f ( 4 ) =  1, f(5) = 2, f(6) = 3, f(7) = 4, f (8 )=  2,---.  
Lagrange  hat bewiesen, dal~ fiir alle n 

=< 4 
ist. Da 

f(7)-- 
ist, so is~ nach Lagrange 

obere Grenze yon f (n )=  4. 
Da ferner fiir n ~-7 (rood. 8) stets 

f(n) = 4 
ist, so ist nach Lagrange 

lim sup f(n) = 4. 
n ~ g o  

*) ,,Beweis des Sa~zes, dal~ sich eine jede ganze Zahl als Sumrae yon hiichstens 
neun positiven Kuben dars~e]len li~Bt" [Mathema~ische hnualen, Bd. 66 (1908), S. 95--101].  
Dutch die Freundlichkei~ des u und der Redak~ion war mir die Arbei~ v o r  
ihrem Erscheinen zug~nglich, so dab ieh die vorliegenden Bemerkungen, zu denen 
sie mir AnlaB gab, in demselben Heft der A-helen erseheinen lsssen kann. 
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Entsprechend sei g(n) die kleinste Anzahl yon positiven Kuben, aus 
denen n additiv gebildet werden kann: 

gO)  = 1, g(2) = 2, g(3) = 3 , . . - ,  g(7) =~ 7, g(8) = 1, g(9) = 2 , . . - .  

Herr W i e f e r i c h  hat bewiesen, da] ftir alle n 

g( , )  =< 9 
is~. Da 

g(23) ~ 9 

ist, so ist nach Herrn Wieferieh 

obere Grenze yon g(n)~-9.  

Aber es bleibt unentschieden, ob 

oder 

lira sup g(n) -~ 9 
n ~ g o  

lira sup g(n) ~ 9 

is~; denn man kennt nur endlich viele Zahlen ( n ~ 2 3  und n--~239), fiir 

welche 
- -  9 

ist. 
Ich bin nun imstande, dureh Verbindung yon Herrn Wieferichs 

scharfsinniger Methode mi~ einem neueren Satz aus der Primzahl~heorie 

zu beweisen, dab 
lira sup g(n) < 9 

ist; n~imhch: Jede Zahl oberha~b einer gewissen Schranke ist ale Summe yon 
hSchstens acht positiven Kuben darstellbar. 

Jener Satz aus der PrimzaMtheorie, weleher zuerst yon Herrn 
de la Val lde Pouss in* )  auf Fladamardscher Grundlage und sparer 
einfacher yon mir**) bewiesen worden ist, lau~et: Es seien k und ~ zwei 
positive teilerfremde Zahlen, O(x) die s der bis x (inkl.) gelegenen 
Primza]alen yon der Form ky q-Z. Dann is~ 

lira logx e(x) = 1 

Daraus folgt, wenn ~ ~ 0 eine positive Konstante ist, 

*) ,,Reoherches an~lytiques sur la ~hgorie des hombres premiers" [Ann~les de 
la S o c i ~  Seien~ifique de Bruxelles, Bd. 20, Tell 2 (1896), S. 183~256, 281--397], 

S. 360--361. 
**) ,,~ber die Primz~hlen einer arithme~ischen Progression" [Si~zungsberieh~e 

der kaiserliehen Akademie der Wisseusch~ften in Wien, ma~hematisch-n~turwissen- 
sch~f~liche Klasse, Bd. 112, Abe. 2a (1903). S. 493~535], S. 532. 
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x=| logxx (q(x+dx) -- p(x)) = (1 +~) ~=~lim logx___~+ ~x (x+ ~x) q(x+~x)  --:~=~lim logx x p(x) 

_ x + a  ~ _ 
(k) ~ (k) ~ (k) > 0; 

die Anzahl Q(x-4-dx)--Q(x) der Primzahlen zwischen x (exkl.) und 
x + dx (inkl.) aus der Progression wird also mit x unendlich. 

Speziell fiir k-----3~ 1=2~ ~ - - r ~  1 : Ffir alle hinreiehend 

grogen ganzen z gibt es mindestens zehn Primzahlen ~v, welehe die Be, 
dingungen 

9 u  

(2) p ~ 2 (rood. 3) 
erfiillen. Yon je zehn solehen Primzahlen geht ftir alle hinreichend 

10 

groBen z mindestens eine nich~ in z auf, da ihr Produkt > , also 

yon einer gewissen Stelle an griiBer als z ist. p bezeichne eine solche 
Primzahl, die also nlcht in ~ aufgeht und (1), (2) erffillt~. 

Aus (1) folgt 
81o 9 ~ Z < 12/99; 

aus (2) ergibL sieh, dab r nieht dutch 3 teilbar, also 
jede zu pS teilerfremde Zahl, insbesondere z, kubiseher Rest rood. pS ist. 
Es gibt also ein /~ derart, da$ 

und 

is~. ttierin ist 

Es werde nun 

gesetzt: 

0 < ~ < p  8 

__ f18 ~ p8 M 

7p9 <pa3 /<  12p9, 
7p ~< 3 / < 1 2 p  s. 

M = 6 p 6  § MI 

p6 < M1 < 6p6. 

Von 3/1 l~$t sieh nach der ersten Wieferichsehen Tabelle*) s~ts ein 
Kubus 78(0__< ? <96 )  subtrahieren, so dab 

rood. 96 einen der Res~e 6, 12, 18, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 66, 78, 84 l~tlt. 
Fiir a]le hinreichend groBen z is~5 also 

M~ = 62hr8, 

*) 1. c., S. 97. 
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wo die unterhalb ~v ~ gelegene Zahl M~ in drei Quadrate zerlegbar ist: 

M~ = A ~ + B ~ + C ~, 

deren Basen A, 2~, C zwischen 0 (ink1.) und p~ (exkl.) gelegen sin& 
Alsdann ist 

z = ~ + p ~  = ~ + p~(6p ~ + M~) = ~ + p~(6~ + 7 ~ + M~) 

= ~ + (pr) ~ + p~(6. ~ + ~ )  = ~ + (,~)~ + ~p~(p~ + A~ + ~ + C~) 
= ~ + (p~)~ + (p~+A? + (p~--A)~ + (p~+~)~ + ( ~ -  ~)~ + (p~+ C)~ 

+ ( p ~ -  c ? ,  

also die gegebene Zahl z in acht nicht negative Kuben zerlegbar. 

Anhang :  Die Waringsche Vermutung, dab jede positive ganze Zahl 
sich als Summe einer festen Anzahl yon nicht negativen s t~ Potenzen 
darstellen liil~t, ist bisher nut ftir alle s ~ 6 und s ~ 8 bewiesen.*) Mein 
Freund J. Schur  hat nun die IdentRiit gefunden, welche ieh mit seiner 
Zustimmung bier verSffentliche**): 

(4) (~) 

22680(a ~ + b~ + c '~ + d~) 5 -~ 9 ~ (2a) 1~ + 180 ~ (a+ b) 1~ 
a . . . d  a .  . . ~  

(48) (8) 

a . . . d  a ,  . . d  

Hierdurch**'*) ist, da die Warir~gsche Vermutung flit s - 5 dureh Herrn 
Mai l l e t  bewiesen war, der Fall s----- 10 erledigt und der Satz festgestellt: 
Jede positive ganze Zahl l~iflt sieh als Summe einer festen Anzahl yon 
zehnten _Potenzen darstellen. 

Ber l in ,  den 21. Juni 1908. 

*) Lfl;era~urangaben siehe in Herrn M a i l l e t s  kfirzlich erschienener ArbeR 
,,Sur 1~ d6composi~ion d'un en~ier en une somme de puissances hui~i~mes d'entiers 
(probl~me de Waring)" [Bulletin de 1~ Soci6t6 NIath6m~tique de France, Bd. 36 
(1908), S. 69--77]. Zu den dort zi~ier~en Arbeiten sind inzwischen drei wei~ere hln- 
zugekommen: 1) t t u r w i t z ,  ,,0bet die Darstellung der ganzen Z~hlen als Summen 
yon n T M  Potenzen ganzer Zahlen" [Mathematische Annalen, Bd. 65 (1908), 8. 424--~27], 
2) die oben zitierte Arbei~ yon Herrn Wieferich, 3) W i e f e r i c h ,  ,,~ber die Dar- 
s~ellung der Zahlen als Summen yon Biquadraten" [~athema~isehe Annalen, Bd. 66 
(19o$), s. lo6--1o8]. 

**) In F 1 e c k-  H u r w i t  z sober Bezeiehnungsweise. 
***) Vgt. die allgemeinen Bemerkungen yon t te~n t turwiCz (1. % S. 42~--r 

fiber die Tragwei~e einer solehen IdenCi~.~. 


