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36.
Recherches sur la sommation d'un certain nombre de

fonctions transcendantes, dont les derivees sont
delerminees par des equations algebriques

du troisieme degre.
(Par Mr. Minding, docteur es sciences a Berlin.)

y une racine donnee de l'eqtiation

dont les coefficiens /?2, p19 />0 representent des polynomes entiers en ·,
«4 coefficiens constans. On voit qu'en vertu de cette equatioii toutc föne-
tion rationnelle en a? et y peut etre reduite a la forme:

les lettres a, ß, y, A, B, C designant des polynomes entiers en oc.
Ür il est facile de trouver un troisieme polynome A'-\- B'y -}- ü'y ~y

toi que le produit (4 + By + Cy)(^ + JB'r + 6vy2) = N, divise par la
formule y3+/^2y2 + ̂ 17+^0 donne im reste independant de y.

En effet, en supposant 7V = ^y4 + Äj3 + ̂ y2+/y + ^^ on trou*
vera par la division

Mettant dans cette formule les valeurs

egalant ensuite a zero les coefficiens de y et de y2 dans Texpression du
reste, on obtient pour determiner A'9 B', C', les equations:

B B'+ A C'+ ̂ x C—(Pi—p,pJ CC'—p2(B C'+ CB'} = 0.
'+ ' — ̂ — , ) CC'—Pl(B Cv+ ÜB') = 0.

Par €e moyen, en considerant comme raeine de l'equation (1··)$ le
denominateur de la fraction <P(x9y) sera reduit ä un polynome entier en
X) sans y. L'equation (1.) servira encore ä chasser du num^rateur la
troisieme et la quatrüöme puissance de y^ de «orte qtfon aits (#,y) =

Crellc^s JooiRal cL ÄL Bei XL Hflfc. 4, 4^
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374 36. Min ding, sommation de certaines fonc ons iransscendantes.

jf y , Λ, B, C, 7V, etant des polynomes entiers en x, degages de
tout facteur commun.

Cela pose decomposons en fractions simples la fonction — , et con*

aiderons un seulement des terrnes de eette decomposition, savoir — - — .
(c — cc)n*

en omettant le facteur independant de x. La fonction <P(x,y) aura un

terme correspondant ^ (cJl^ *''> et Integrale f${x> y) d χ sera par

consequent composee d'une certaine somme d'integrales / ^ y+^y g
• */ {C - 3C j

multipliees par des facteurs invariables. Mais au lieu de cette dernief^e

integrale nous allons considcrer l'integrale / — — — — - · Jj' d χ dont Tautre%/ c ....... *̂
derive en diiFerentiant par rapport a c.

Joigoons a requation (1.) la suivante
2. 72y2 + ^y + 70 = 0?

dans laquelle ?2, γί9 f0 sont des polynomes entiers en xy avec des coe'f-
ficiens indetermines et variables. Pour eliminer y entre les equations
(1.) et (2.), on divisera la premiere par la seconde. On trouve le quotient:
for+Psgs—ffi e(; je reste: (Picll~ <Zog2+gI— P«gig«)r+Po^ + ^o7t— Ρ » ς τ 0 ^ ^

22 ff» * ^2 ^2

En egalant a zero le reste de la division, on trouvera une expres-
sion rationnelle de y, savoir

En vertu de cette valeur de y, on aura, quel que soit

L'equation fx = 0 donne eviMemment le resultat de relimination
de y entre les equations (1.) et (2.). Nous designerons par χ^^χ2..,.χμ

ses racines, considerees comme fonciions des coefficiens variables des po-
lynomes y2, yi9 c;(„ et nous inarquerons par yl9 y2, .... yp les vakuirs
de y corresponuatites respectivement aux racines &19 x2y ···· &μ· Ces
valeurs peuvent etre exprimees rationnellement en fonctions de χ et des
coefficiens indetermines des polynomes f2> fu 9o> et requation/ r=0fournit
encore le moyen pour reinplacer la diiFerentielle θ χ par une expressiou com-
posee en χ et les coefficiens indiques, avec leurs variations. On parviendra

ainsi a une expression rationnelle de la formale proposee "*" _ —dx.
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36. Minding, sommation de certaines fonctions transcend ntes. 375

Mais puisque cette differentielle contient encore une partie rationnelle eu
x9 il parait avantageux , pour la simplieite du calcul, de l'en degager.
Pour cet effet mettons dans !e Systeme des equations (1.) et (2.) z — |/>2

au lieu de y; ces equations changeront comme il suit:
ζ3 + (Ρι — τΡ2Ρ2*)ζ+Ρ()—:ζΡιΡ2·1-ττΡ2Ρ2 — 0,

?2*2-fOi— Ι/>2?2)* + 7ϋ — i/>2 ?ι + νΡ* 72?2 — 0.
Mettant la meme valeur de y dans la differentieile proposee,

et en otant la partie rationnelle en #, cette differentielles dieviendra

'* _ — —doc. Pour abreger les formules, nous considererons d'abord z

comme racine de l'equation ^3 + /?1^ + /?0=:0, et nous ecrirons de meme,
au lieu de l'equation (2.), ?2£2+ 9ri£ + 9o = 0. Le coefficient p2 sera re«
stitue a la fin du calcul, en changeant /?A en pt — \ΡϊΡΐ) 9Ί en yt — 1^72)
et ainsi de suite.

Cette simplification admise, les equations

donneront

L^equation fx — 0 donnera par la differentiation , en rapportant la lettre
d a la Variation de &, et la lettre 8 a celie des autres quantites variables
contenues dans cette equation:

Sans developper la differentielle i/#, il est clair, qu'en vertu de la com-
position de fx eile pourra etre mise sous la forme :

k()9 ki, k<2 etant des fonctions rationnelles et entieres de /?υ, pl9 9^, yL9 y2·
Pour trouver des expressions moins compliquees de ^ 5 kL9 k^ partons
de u p Q + ̂  2 =

Remarquons d'abord, que? puisque cette equation est identique, il s'ensuit
que la somme 9LP-^9oQ doit etre divisible par y2, la fonction Q ne Te-

tant pas. .Designons par — w la valeur de qi o
 On trouvera:

e tonaura
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376 36, Minding, sommation de certaines fonctions transcendanies^

Cela pose differentions Peqtiation
y2/*=i» — wQ,

en considerant 30 comme raciae de l'equation/;r=0; nous obtiendrons :

ou bien:

— Q #(— ?02 -- > ?1 ?2 + P l 9» ft) = 0.

En developpant cette equation on trouve:
3. qj'xfa + (2 ̂  P- ^ ya + 2 ̂  O- /;, Y2 (?) fy„+ (2Pr/0 +2^yi+ PÜ 9, 0) ̂

Remarquons quron a

Fo ̂ i Q—pi<lv Q — <faw = (Po^i—J
Multipliant cette formule par ^r25 et substituant au Heu de^^ — p^q^q* sä
valeur: — w — q()

2, on aura:
{(Ptfi—Pstä Q—q*w} fr = — w Q — q(? Q—q() q2w.

Mais puisque P2 — wQ — q2fx — Q, on peut substituer P2 au lieu de wQ,
et on aura:

— P" — q*Q—qoqiiv— {(p^qt — p
Substituant les valeurs de P, Q> u>9 on trouve:

(p^li—piq^Q—q»™ — (—p^qi—pup
En divisant l'equation (3.) par ^25 on obtierit:

En introduisant de nouveau les quantites P? Q, on trouve:
2puquq2 — {2p()qi

d'ou U s'ensuit:

^Cette formule donne:

^ · / i j -^ ?^J° i^Pa w P3 , , ,On voit aisement, que les produits -g-, "7T^"? "7vr ont des valeursT^"? "7v en
tieres5 pourvu que la quantite soit envisagee comtne racine de l^equa-

ontion /# = 0, En eiFet, on a dans ee cas iv = ~^., et Fequati

donne
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36. Minding, sommaiion de certaiiies fonctions transcendantes. 377

De JA ο η tire

D'apres ces remarques, on deduira aisement les relations isuivantes :
fr _ k —·"Ί - Λ/0 Q 5

JMultiplious maintenant Tequation:

_ k —· l· — l· ̂  _ k —Ί - Λ/0 Q 5 ^2 - Λ1 ~7y — Λ0 Q2 ·

u gauche par — — , et a droite par la valeur rationiielle de cette quan-o cc

tife: --- -, A etant un polynome entier en x. En substituant les va-
C «X" · \J

n
leurs des produits de £0, kl9 k2 multiplies par -pr, on trouve:
Λ Azdoc ^[(3ρ0()+2ρ1Ρ)(Ϊ20^-(3ρ0Ρ+2ρ1?#)<?ςτ1+(3ρ0ι#—2p1Cp1P+p0(^))^7z]
4: t —"— —· τ; · ~ ·c—χ c — x.j'x

•ρ
Multipliaat cette equation encore une fois par z = ̂ , et rempla9ant
A par im autre polynome entier B, on aura:

^ - ._ _—
c — a?

gKSpoP+gpt^fyo+CSp.w^p/p^
^ ^ /-/a? — " 9

Ecrivons pour abreger
*_&_ £? au |jeu je p^qugtion (4t)

C — X C — X .j' X * x Λ7

et
±_£= __—i-— au lieu de (5.)»

Chacune de ces deux equations a Heu pour une quelconque des racines
de Tequation fx = 0. En ajoutant toutes ces equations, et posant

—J_2_i i—L S XL -[- —-— 2—!L Q ̂  ~j- t β 0 t |̂* —'·—'-— C X^ = O,

on trouve

+ C —— Χμ *J Χμ

Dans cette formule je designe p. e. par A^ la valeur de A, l'orsqu'on y
substitue XL au lieu de x> je designerai par Ac la valeur de Ay lorsqu'on
y toet c a la place de x. On voit, que Texpression (6.) de S peut etre
ommee. Ea effet les numerateurs A^x^ B^XL etc» sont de» fonctions
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378 36. l\iinding, sommation de certaines fonctions transccndantes.

entieres des racmes #1? x%^ #3 .··· respectivement; on aura donc, d'a-
pres les regles connues,

n Ac Qc . Bc lc .
-5 = -Α- + -Α — ψ'>

eii comprenant sous le signe ψ(? la totalite des puissances positives ou

zero qui peuvent se rencontrer dans la formule · c -j — ~- -, et qu'il faut
en retrancher.

Multipliant par R = q2P — qLQ la fonction Qc, on trouvera:
7. RQc = (3p
en mettant partout c a la place de o? dans les polynomes
et les quantites qui en dependent.

Si apres avoir developpe la valeur de Q$P — P$Q on la multiplie
par 3poQ + 2pLP> oa trouve:

8. (3pQQ + 2piP)(Q$P— PiO} =
(3poQ+2^P)(— R^ + M + z^P^qi + VwhQ-
Prenons la somme des equations (7.) et (8.); il est clair que les tennes
multipliees en Sq^ se detruisent mutuellement et nous aurons:

e
en supposant

Un peut mettre la valeur de α sous la forme
= 3/;o(i/

Or on avait
I^F + ifiP
Pe la on tire

i^P
ce qui donne

= (3 p{}

Appiiquons au coefi cient β de semblables reductions· On a

—<l^
Or on trouve, a Paide des equations P3+pLPQ2 + p»Q* = (q2P~~<tiQ)fc;

Q-=q2Jc — P% les egalites sui vantes :
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36. Mi n ding, sommation de certuines f net ions iranscendantes* 379

ou bien
2

n tire de la

La seconde partie de la valeur de , multipliee en 2p1? se reduit a
— 2/?ι<7ι<7ι/£· Pour demontrer cette proposition, mettons d'abord la par-
tie en question sous la forme:

Mettant 2^-^~?0 au lieu de ^P + r/2P, et reduisant au meine denomi»

aateur, on trouvcra ^ = ^o

ou bien, puisque q
' = (Q+PiWi — Wdfc — — qiqifc; c. q. f. d.

Donc on a = -(3Γο^ + 2Ρι^)γιΑ.
Reunissant les; resultats obtenus, nous avous:

Divisons cette egalite par Rfc = jP3 + /?iP02 + /;,j(?3, nous aurons

Si l'on pose -^=Ζ, -2i = t>, on obtient:

Λ

Apres avoir developpe la fonction 7^, il reste encore a traiter sembla*

blement lautre partie j^ . En multipliant par R la valeur de λο, on trouve:J c

Ajoutons cette equation la suivante:
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380 36. Minding > sommation de certaines fonctions transcendantes.

1>2 ./*
nous obtiendrons, en re*fleOh!ssant qu'on a w — -75- = — o^->

n.
On a, en vertu des equations

P* qiPfc Pf , „ p , _ 0__ fg.P-g.O)/c
~ " —

—
Cette equation donne:

Donc on pourra mettre le multiplicateur γ de ^^i sous la forme:

En comparant avec cette formule la Araleur primitive de «, 011 verra
la valeur de y devient:

_ « P 2 p l l o 2
7 — -ρ" Ι 0

et puisque
« = (3 po i/2 +2piql)qifc, R = ?2 p — </i (>,

_ (3j)07 i+2p.<7 l)P7,+2p lg,(g.P--g.(?) — 3p0ga(«yaf-g.()) ,y ·~~ ·/

On a

Par cette raison le facteur de Sq2 devient
M = [(3 po ̂  - 2p<-7'i ί> ~ 2 Fl

2 P) //

Substituaot dans eette egalite β au lieu de s valeur, on
_ . _ — .

()r la valeur finale de β etait: β = — (SpoVa + ̂ pi^O^/c,· doiic on ob-
tient, en effacant les termes qui se detruisent muturfletnent^
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36. Minding, sommation de certaines fonctions transcendantes* 381

En vertu des valeurs obtenues de γ „et de s, l'oquation (10.) devient :

Rassemblant en groupes les termes multiplies par 3 p0 et par '2p L , on obtient :

11. Ryc+(3p,Qi-2p1P)^(QSP-P^Q)^3paclJc(q^ql~qi^-.^fcS

en clesignant par L la fonction:
?2 <^o + (9i2(?— 29i<^^

On a
R == r/£

3 + PA </x r/
2 p0

Cela pose divisons requation ( 1 1 · ) par Rfc = P3 -j- pt P Q2 -{- /?0 ̂  , et
r>

mettons pour abreger z a la place de ~^\ nous aurons

12
*'

2p, L
Ζ*+ΡιΖ+ρ0 — q^ + p^qt + poqf QR*

Introduisons encore les quantkes v = %±9 # = £2.; et divisons par
?3 <Z* l

ies valeurs de Z/ et de ()/2,· nous trouverons:

= (u-v1—
JLes valeurs de u et de v donnent immediatement

Ci jg·

Substituaut ces valeurs de — i2 et -&- 3ans l'expression trouv^e de Z/, on
i?« ?»

aura, en roduisant,

a*
Ces reductions achevees on obtient:

Crelle's Journal d. M. Bd. XI. Hft. 4. 50
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382 36. Minding, sommation de certaines transcendantes.

c ι
fc '

ou bien
13. Ac -L p0

* Μ— υ — p, 5,

En mettaiit les valeurs de ^- et -r-, tirees des equations (9.) et (13.), dans
l'expression de $, savoir:

on obtiendra le resultat suivant:
14 j5==

+ „lt,*_pi h f l
g * v' + Ψ*·

Je ne m'arreterai pas a developper Tintegrale de cette differentielle,
qu'on pourra trouver par les regles connues au moyen de la resolution
d'une equation cubique, qui avait ete supposee des le commencement, cn
se rappelant, que les quantifes /?0, fr, <dc, Bc sont invariables. Quant a
la partie φ c9 on la trouvera en developpant d'apres les puissances descen-
dantes de c la partie restante de l'expression de S et prenant pour φο
la somme des puissances positives ou zero de ce developpement, avec
un signe oppose. Et Γόη dpit conclure, que chaque terme de ce deve*
loppement pourra s'integrer s'^parement, puisque la fonction totale est in-
tegrable independamment de toute valeur particuliere de la constante c.

La sommation achevee se rapporte aux integrales de la forme

Γ ^_——Bx. Mais si l'integrale proposee ^taity———^<9#, la quan-

tite c n'est donnee que par la resolution de Tequation φΛ? = 0. Suppo-
eons Cp χ = (ct — ?) (c2— x) (c$— o?) .... Si toutes les racines CL , e?2, c3 ....
sont inegales, on a:

I5# iL^ | — * J i_ . . . . = i-.

Designons pour abreger, par ·— la valeur de S, donnee par Tequation

(14.), % et φ etant deux fonctions rationnelles et entieres par rapport a
c, et faisons
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36. Minding, sommation de certaznes transcendantes.

Mettant en Heu de — sä valeur tiree de l'equation (15.), on trouvera;

La partie ä droite etant rationnelle et symmetrique par rapport aux ra-
ciues ci9 r2 . . . . de Pequation (pj? = 0, il sera possible d?en chasser ces
racines au moyen des coefficiens de cette equation. Mais il parait diffi-
cl!e, de dcmeler la forme precise et geoerale du rcsultat, a cause de la
grande complication du calcul. Des recherches ulterieures reussiront peut-
etre a lever cette difficulte.

Berlin, Juillet 1833.

E r r a t a .
Cah. 10. p. 195. Hs, y '+pr^O au lieu de ^*+ = 1.

— p.292. dans les formules placees eo ligne 7. et 8. w + P^* au lieu de u-{-pvl.
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