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(~ber die Bewegtmgsgruppen  der  Eukl idischen I ~ u m e .  

(Zweite Abhamdlung.) 

Die Gruppen mi t  e inem endlichen Fundamenta lbere ich .  

Yon 

LUDWIG B1EBERB~_Ctt in KSnlgsberg i. Pr. 

w  

Einflihrung. 

Dieser Aufsatz stellt die Fortsetzung meiner im 70. Bande dieser 
Annalen erschienenen Arbeit fiber die B~ewegungsgruppen der euklidischen 
ltgume I 'dar. Die ]~rgebnisse dieser hat inzwlschen Herr Frobenius in 
seiner in den Sitzungsberiehten der Berliner Akademie 1911 ersehienenen 
Arbeit fiber die unzertegbaren diskreten Bewegungsgruppen auf eine ver- 
einfach~e Weise abgelei~e~. Die folgenden Seiten besch~ftigen sich ams- 
schlieBlich mit solchen Bewe=omngsgruppen, welche einen endliehen Funda- 
mentalbereieh besitzen. Ffir diese gilt, wie ieh bereits in einer in den 
GSt~inger Naehrich~en 1910 erschienenen Note angedeute~ hab% und wi~ 
Herr Frobenins in der eben genannten Arbeit dargelegt hat, der Satz, dab e~ 
nut endlich viele derartige .Gruppen glbt. Bewegung des n-dimensionalen 
euklidischen Raumes nannten wir eine reelle lineare Substitution vo~ 
r~ Variabeln 

x , ' -  A, 
1 

Dabei is~ die dutch Nuttsetzen der A~ entstehende homogene lineare Sub- 
stitution eine orthogonale Substitution~ die wit mit He~rn Frobenius den 
forgiven Teil der Bewegung nennen wollen. Die Substitution 

= x, + 4 ( i =  1, ..., 
s~ell~ den Translationsteit der Bewegung dar. Bezeichne~ man mit ~ dea 

. r~a~iven, mi~ ~ den TransLugons~eil einer Bewegung ~ so l~t~t sich 
~iese im Si-ne des Matrizenkalkfils als Produk~ ~ -~ ~:~ der beiden dar- 
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s~ellen. Eine Bewegung, die mit ihrem rotativen Teile fibereins~immf~ 
nennen wit Rotation; eine Bewegung, die mit ihrem Transta~ionsteil fiber- 
einstimmt, Translation. Eine Gruppe aus solehen Bewegungen heiBt Be-- 
wegungsgruppe. Die Fordertmg, dab diese Gruppe einen Fundamental- 
bereich besitzen soll, ist gleichbedeu~end mit der Fordertmg, dab sie keine 
infinitesimalen Operationen enth~It. Dies stellten wit i m w  6 der erst~n 
Abhandlung fesk Jenachdem sich der Fundamentalbereich der Gruppe 
durchs Unendliche zieht oder nichf, kann man zwei Arten yon Bewegtmgs- 
grappen un~erscheiden. Die Gruppen mR einem unendlichen Fundamental 
bereich sind immer zerlegbar, und es haben alle zerlegbaren Gruppen, sofern 
sie iiberhaup~ einen solchen besitzen, einen unendlichen Ftmdamentalbereieho 
Dabei nannten wit eine Gruppe zerlegba G wean sie bei zweckm~Biger 
Wahl der Variabeln auf die Form 

h 

x/ 
1 (v ---- 1, 2,. . .)  

( ,=h+ 
h + l  

gebracht werden konnte. Wit stellten welter lest, dab die Gruppen mi~. 
einem endlichen Fundamentalbereich immer Translationen enthalten. Wie 
leieht zu sehen, bilden diese Translationen eine ansgezeichne~e Unter- 
gruppe der Bewegmngsgruppe. Denn ist ~ eine Translation and ~ eine 
beliebige Bewegung, so ist auch ~ - 1  eine Translation. Die Grupp~- 
en~h~lt, wenn anders tier Fundamentalbereich endlich sein soft, n unab- 
h'~gige Translationen, d. h. es gibt immer n Translationen 

~, - -  x / =  x~ + A, ~ (~, ~ =  1, . . . , ,> 

in "tier Gruppe, sodaB es keine Zahlen a~, . -- ,  G gibt, flit die die folgen-- 
den Relationen gelten: 

~t 

. ~  a, Ai(~) = 0 (i = 1,..., rt)~ 
1 

(Math. Ann. 70, S. 333). Diese Ergebnisse der ersten ArbeR bflden die- 
Grtmdlage des folgenden. 

Zwei Bewegun~gruppen gel~en als versehi~den, wenn sie nieh~ ~klui- 
valen~ sin& Dabei heiBen zwei Grnppen ~quivalent, wenn sie dutch eine- 
line~,a-e J~nderung der Variabeln auseinander hervorgehen. 

Dann gil~, wie wir dartegen woUen, der Sat% daft es nut endl@h 
verschiedene t~ewegumgsgr~en mit einem endlichen t~undam~tal~ereich gibK 
hnf  ~ie~e Glodehheitsdefi~d~ion wJxd man schon in der Krvstallo~raoE,~ 



gefiihr~ und in dieser Form hat aueh Herr Frobenius den Satz bewiesen. 
Ieh selbst hatte in meiner Mit~eiluag in den G5ttinger Nachriehten zwei 
Gruppen gleich genannt~ wenn sie isomorph siad. Dies ist aber in der 
Tat genau das Gleiche. Denn es gilt der Satz (was ich allerdings damals 
~icht angab), dab im Sinne der angegebenen Definition zwd /somor/0he 
.Bewegungsgruppen immer gleich sind. 

Unser Beweis beruhl auf ~le~hoden, die unter Weiterbfldung der 
Ideen~ welehe Gaui~ and Dirichlet in der Theorie der terniiren Formen 
b e n u m b ,  Minkowski zuerst in der Theorie der posi~iven quadratrischen 
Formem yon n Variabetn verwendel hat. Um eine in sich geschlossene Dar- 
utellung geben zu kSnnen, sowie um die nahe Beziehung der Untersuchtmg 
uur erw~lmten Theo14e Minkowskis deutheher hervortre~n zu lassen, werden 
wit an einigen Stellen l~ngs~ bekannte Dinge dieser Art erneut ausein- 
anderse~en miissen. Den Gedankengang des Beweises babe ich GStt. Nachr. 
1910 angedeute~. 

w 

Die Translationsuntergruppe. 

Wie wir gesehen haben, gibt es in der ausgezeichneten Translations- 
untergr~appe immer n unabh~ingige Translationen. Seien solehe z. B. 

~,==_x;=x~+ A?~ (~, ~ =  1,. .- ,~),  
~so gibt es also keine Zahlen al, . . . ,  a~, soda~ die folgenden R~la~ionen 
bestehen: 

~,A?~ = 0 (~ = 1 , . . . ,  ~). 
1 

Traaslationsgruppen dieser Art erh~tt man offenbar, wenn man irgend 
~elche ~ unabh~ngige Translationen % , . . - ,  ~:~ nimmt und aus ihnen 
<lurch beliebige Kombination eine Gruppe bildet. Aber wir woUen uns 
nun iiberzeugen, dab man in jeder unserer Translationsuntergruppen immer 
n unablZ4ngige Translationen %,  ---~ . ~  finden ka~m, aus welchan sieh 
die Gruppe in dieser Weise erzeugen I~Bt, sodat~ sigh also jede andere 
Translation ~ in der Form 

. 

schreiben l i~ ,  wo die t~,..., t, ganze Zahlen sin& Dies k._~n man (el. z. B. 
~Minkowski Geomeh'ie der Zahlen, S. 172ff.) so einsehen. Seien zun~hs~ 
~ , - . - ,  2 .  irgendwelche n unabh~i~gige Translationen der Gruppe, so lassen 
sich die Kompon~n~en T~, ..., T. jeder Translation ~: so dars~ellem 

r , ~  ~ A,( , )  + t ~ A , ~ +  . . . + t ~  (~ = ~ , -  . . , ~ ) .  
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Wir schreiben symbolisch: 
= 

Hier sind die t, im allgemeinen keine ganzen Zahlen. Dies is~ nut dann 
tier Fall, wenn die ~ Erzeugende der Gruppe sind. Wir nennen nun yon 
zwei Translationen 

und 

die erste niedriger als die zwei~% wenn die erste nieh~ verschwindende 
der Differenzen a~-- b,~ a~_ 1 -- b~_l~ . - . ,  a 1 -  b 1 negativ ist. Wir be- 
traehten welter die Gesam~heit aller Translationen ~: der Gruppe, fiir die 
in der Darstellung 

alle Zahlen tl, - .- ,  t~ posi~iv und kleiner oder gleich i sind. Es gibt min- 
destens n solcher Translationen, denn die ~.I~ selbst gehSren dazu. Es gib~ 
aber nur endlich viele solcher Translationen, da sonst infinitesimale Ope- 
rationen in der Gruppe vork~men. Un~r diesen Transla~ionen gibt es 
daher eine niedrigs~e. Wit nennen sie 2:~. Sie ist notwendig yon der 

Form ~ .  Unter allen angegebenen Translationen, die nich~ yon der 

Form ~ sind, ~b~ es nun wieder eine niedrigs~e. Wir nennen sie ~ .  

Sie is~ notwendig yon der Form ~ .  Unter allen Translationen, die 

nieh~ yon der Form ~l  ~ ~ sind, gibt es nun wieder eine niedrigste. Wir 

nennen sie T s. Sie is~ notwendig yon der Form ~ 1 ~ 9 ~  ". So for~- 
fahrend erhalten wir ersichtlich n voneinander unabh~gige Translationea: 

Aus ihnen t ~ t  sieh abet nun jede andere Translation 

in der Form ~:~ - . .  ~ ' ,  darsgellen, wo abet nun die i l l , . . - ,  ~ ganze 

Zahlen sind. Denn man kann jedenfalls die ganzen Zahlen i l l , . -  -~ fl~ so 
besiimmen, dab in 

w o  

die Zahl c~ ]deiner ist als die eatsprechende Zahl t~i in ~l ,  da~ c~ kleiner 
isg als die en~prechende ZahI t~ in ~g~, dab endlich die Zaht c~ kleiner 
ist als die engsprechende Zahl t , ,  in ~ .  Diese Translation ~ is~ daher 
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niedriger sls ~ und daher ist c~ -O ,  sie is~ nledriger als ~-i und da- 
her ist c~_ i = 0, sie is~ endlich niedriger als 2:1 und daher ist q =  0. 
Sie ist somit die Identitig und also ist jede Translation iS der Grupp~ 
in tier Form 

mig ganzzahligen fie darstellbar. 
Damig haben wir n erzeugende Translationen in der Gruppe ausfindig 

gemacht. Diese sind nicht die einzigen dieser Arg. Denn wenn ~l ,"  "', ~ 
erzeugende Translationen sind, so sind auch die n Translationen 

. . .  

wenn die De~rminante der ganzzahHgen ci~ gleieh ~ 1 ist, bekanntlich 
erzeugende Translatione~, und umgekehrt l~t~t sich jedes System erzeugen- 
tier Translationen in dieser Weise aus irgend einem anderen gewinnen. 

Man kann sich die n Transla~ionen ~ l , ' "  ", ~:~ yore Koordinaten- 
anfimgslounkt aus ale Vektoren abgeh'agen denken und diese Vekgoren als 
Einheitsstrrecken eines neuen schiefwinkligen Koordinatensys~ems einfilhren~ 
oder analytisch, man kann, wenn 

x ;  = + & r  ( i ,  = i ,  . . ., 

die n Translationen sind, dutch 

- - - - 2  A~(~) ~ (i = 1, . . . ,  n) x~ 
T 

die neuen Variabeln ~ einffihren. Deute~ man dann in diesem neuen Ko- 
ordinaiGensystem die Translationen der Gruppe alle als Vek~oren, so mach~ 
die Gesamthei~ der Endpunkte dieser Vektoren gerade die Gesamtheit der 
Punkte aus, die im neuen Koordinatensystem ganzzahlige Koordinaten 
haben; oder analytisch, wenn man dutch die angegebene Substitution neue 
Variable einCfihrt, so schreiben sich die Trafislationen in den neuea 
Variabeln wieder in der Form 

~ ' =  ~ + A}~ (i, k = 1, . . . ,  ,,). 

Die Koeftizienten Ak~) sind abet nun ganze Zahlen. Insbesondere werden 
die ~ erzeugenden Translationen, die wir zur Einfiihrnng der ~ benfi~zten: 

Die oBen genann~en unimodularen ganzzahligen Substitutionen (ganzzahligen 
Subs~itui~onen tier Debrminan~e + 1), die die versehiedenen Systeme er- 
~ugender  Translas mibinander verbinden, vermi~geln nun auch den 
~ t ~ g a ~  Zw~seaxen den verse~edenen Koordinatensysimman, in webhen 
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~ich die Transla~onen in dieser Weise mi~ ganzzahHgen Koeffizien~en 
~dlreiben lassen. 

(Die Gesamthei~ cler ganzzahligen Punkbe in einem gewissen Koorcli- 
natensystem nennt man Gitler. Die Figur des Gitters ist es, die der 
]~Iinkowskischen Theorie der quadratisehen Formen ihr durchsichtiges Ge- 
pr~ge verleiht. Auf diese Figur werden wir auch bei den Translations- 
gruppen geffihrt. Darauf beruht geomelrisch der nahe Zusammenhang. 
Man ha~ nur n5tig, in bezug auf eines unserer schiefwinkligen Koordinaten- 
systeme, in welchen sieh die Translationsgruppe ganzzahlig schreibt, den 
analytischen Ausdruck des Quadrates der En~fernung anfzustellen; dann 
erh~It man eine der unendlieh vielen dergestal~ zu unserem Gitter ge- 
hSrigen positiven quadratischen Formen. Da die Uberg~uge zwisehen den 
verszhiedenen Koordinatensystemen dutch unimodulare g~nzzahlige Sub- 
st;itutionen vermittelt werden, so gehen alle diese quadratischen Formen 
dutch unimodulare ganzzahlige Transformafionen ihrer Variabeln ausein- 
ander hervor.) 

w 

Die Gruppe der rotativen Teile. 

Unter dem rotativen Teile einer Bewegung 

x ;  = + B,  = L . . . ,  .) 
1 

verstehen wir die orthogonale Substitution 

x[ = ~ b~x~ (i = 1,..., n). 
t 

Es ist leieht5 zu sehen, dab die rotativen Teile der Bewegungen einer Be- 
wegun~gruppe selbst unter sieh eine Gruppe bilden, welehe mit jener 
Bewegungsga'uppe mehrs~fig isomorph ist. Diese Gruppe der ro~ativen 
Teile ist~ wie wir je~z~ zeigen wollen, eine endliehe Crruppe. Um elas ein- 
zusehen, beziehen wir die gauze Bewegungsgruppe und also aueh die 
Gruppe der rota~iven Teile auf eines der im vorigen Paragraphen erw~tmten 
sehiefwinkligen Koordina~ensysteme, die dadureh eharak~risier~ waren, 
daft die darauf bezogenen Translationen ganzzahlige Substi~utionen waren. 
Hat man soleherar~ neue Variable eingef't~hrt, so erhalfen nun auch die 
rotativen Teile ganzzaldige Koeffizienten. Dies fot~ daraus, daIl fdr j ~ e  
Bewegung :B mit dem rota~4ven Teile ~" zugleieh mit irgencl einer Transo. 
lation ~ aueh B ~ B - ~ = ~ ' ~ ( / ~ ' )  -~ eine Translation der Grappe ist. 
Wendet man dies inbesondere auf eine der erzeugenden Translationen ~ 
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an, bet welchen nur eine Komponente yon Nag versehieden und zwar 
gleich 1 is~ z. B. anf 

�9 .-,,/= ,,.+ :. 
xk'= xk, 

so wird fiir den rot~tiven Tell 

w -  (i= 1,..., 
1 

die Translation 
/ ~ : / ~ - I =  x~' = x~+ b~, (k=-1, ..., .~). 

Die Komponen~en dieser Translation miissen aber ganze Zahlen sein. Das 
heiB~ aber~ dab die Koeffizien~en in der ~= Kolonne des rofativen Teiles 
und also auch in allen Kolonnen ganze Zatrlen sind. Die Determinante 
dieser ganzzahligen Substitzution ist iibrigens ~ 1, well sie durch ~_ude- 
rung der Variabeln aus einer orthogonalen Substitution hervorging. Die 
g ~ z a h l i g e  Gruppe der rotativen Teile l~Bt nun abet eine positive quadra- 
tisehe Form invarian~, eben weft sie durch Anderung der Variabeln aus 
einer Gruppe hervorging~ fiir die das der Fall ist~ niimlich aus einer Gruppe 
or~hogonaler Substi~utionen, fiir die die Quadratsumme dex Variabeln in- 
variant isl. (Geometrisch wiirde man sagen: da die rof~tiven Teile Be- 
wegungea daxstellen~ miissea sie die quadratische Form~ die der analyfiseho 
Ausdrur der Entfernnng ist, bezogen auf das schiefwinklige Koordinatea- 
system, invaxiant lassen.) Darans, dab die ganzzahlige Grul0pe der rofa- 
riven Teile eine positive quadratische Form lest l~fit, folg~ naeh einem be- 
kannten Satze die .Endlichkeit dieser Grutoe; ja man kann sogar eine nu t  
yon der VariabelnzaM abh~ingige obere Grenze far die Ordnang dieser 
G'ruppe angeben. 

Der Volls~ndigkeit halber woUen wir in geomeh'ischem Gewande den 
Grundgedaaken nach einen Beweis dieses Satzes skizzieren (obwohl wit  
uns dazu anch auf den in w 4 heranznziehenden Satz berufen k6nnten) 
(el dazu Minkowski, Geometrie der Zablen, S. 176ff.). Dureh die Drehungen 
tier Gruppe der rolakiven Teile gehen aus einem ersten System yon n er- 
zeugenden Translationen der Translafionsuntergruppe weitere solehe Sysieme 
erzeugender Translaiionen hervor. Set l die grSB~e unter den ~ , - . - ,  2:~ 
vorkommende I~nge. Dana sind a11e Translationen, die dergestalt dutch 
die Drehun~n ans den ~E~ hervbrgehen, kiirzer als ~. Es gibt aber sicher 
nut  endlich viele versehiedene T~anslationen, die kiirzer sind als ~ (da es 
sons~ infinitesimale Operationen i n ~ r  Gruppe g~be). Diese endlieh vielan 
Translafionen kann man nut auf endlieh viele versehledene Weisen zu 

Sys~emen yon n Erzeugenden zusammenfassen. Da die Substita~ion, die 
~hergang zwischen zwei sotehen erzeugenden Sys~men, bez. den zu- 

gehfirige~ KooMinatensys~men vermi~d~, durcTa di.e beiden v611~ be- 
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s~mm~ ist, so kommen ~ die rotstiven Teite nur endlich viele Sub- 
~ti~utionen in Betrachk Die Gruppe der to . r iven Tefle ist also endlieh~ 

Um such die Exis~enz einer nur yon n abh~ngenden Grenze F~ die 
Ordnung dieser Gruppe zu erkennen, l e~  man zweckm~ig start des eben 
benu~z~en Systems yon n erzeugenden Translationen ein anders gew~hl~es 
System yon n unabhii~gigen Translationen zugrunde. Wir bezeichnen mi~ 
~1 die kiirzeste in der Gruppe vorhandene Translation, mit ~:~ die kiirzes~e, 
die nicht in der Form ~ darstellbar ist, mi~ ~ die kfirzeste nicht in 
der Form ~ darsteUbare~ - . .  mi~ ~:~ die kiirzeste nicht in der Form 

~:~ . . .  ~ _ - ~  darstellbare Translation der Gruppe. (Dabei brauchen die 

Zahlen a~ keine ganzen Zahlen zu sein, weil ja such das so susgewi~hlte 
System yon Transla~ionen kein System yon erzeugenden Transla~ionen zu 
sein braucht.) Dutch die Drehungen der rotativen Teile gehen aus diesem 
System yon Translationen nur endlich viele weitere hervor und wie oben 
kSnnten wir auf die Endlichkeit der Gruppe dcr rotativen Teile schliel~en. 
Aber jetz~ gelingt es such zu zeigen, dat~ die Zahl der Transla~ionen, die 
man dutch Drehung aus diesen n erhalten kann, eine nur yon ~ abhfingige 
Grenze nicht iiberschreiten kann, und damit diese Tatsache auch fiir die 
Ordnung der Gruppe der rotativen Teile zu erkennen. Denn aus dem 
kiirzesten ~:l werden sicher endlich vie]e Transla~ionen, deren Zabl eine 
yon n abhiingende Grenze nicht iiberschreitet; denn sei /I die L~nge yon 
~:~, so endigen alle Translationen, die man daraus (lurch Drehungen ab- 
leit~n kann, suf einer Kugel yore Radius/I; sie bilden da ein Punktsystem, 
in dem keine zwei Punkte um weniger sis l~ voneinander entfernt sind. 
lhre Zahl ist also kleiner als eine gewisse nur yon n abhiingende Zahll 

~ ( - - ( ~ V n +  1)~). Sei nun ~0 die I~nge yon %,  so e ,  dige. ~ Tr~s -  
lationen, die man aus ~:~ dutch die Drehungen erhalten kann, auf einer 
Kugel yore Radius l~; sie bildcn dsrauf ein Punkisystem, sodaB sich in 
der Entfernung/1 yon einem jeden seiner Punkte sicher immer hSchstens 
s weitere Punkte des Systems finden. Daraus folgr da~ die Zahl dieser 
Punk~e h~chstens s ~ ist. Diesen Schlul~ kann man F~ alle nachei~ander 
wiederholen und daraus den Satz ablei~en. Dies is~ der einfache Grund- 
gedanke, den Minkowski, allerdings ohne ihn anzugeben, in einer etwas. 
anderen Weise verwel4e~, die den Vorieil biete~, sch~rfere Resulta~e zu_ 
liefern. Er betrachh~t dabei die Reste der Koordinaten der el>on ange- 
ft i t~en in Bei~ach~ kommenden Git~erpn~l~e in bezug auf ein laassen4 
gew~at~es Koordina~ensys~em nach dem Modul 2. Es zeig~ sich dabei~ 
dab diese Restsysheme alle ~voneinander verschieden sind. Dies liefer~ er- 
sich~hch die bekann~e Grenze (2"+~--2) ~ fiir die Ordnung tier Gruppe 
tier rotativen Teile. 
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w 

A n s a t z  z u m  E n d l i c h k e i t s b e w e i s e .  

Ges~fitzt auf die Ergebnisse der beiden vorangegangenen Paragraphen 
~olten wit nun zun~ehst zeigen, dab zwei isomorphe Bewegungsgruppen 
immer durch eine passende ~.nderung der Variabeln auseinander hervor- 
gehem Wenn also -/1, A~ , - . .  die Bewegungen einer ersten Bewegtmgs- 
gruppe und/~i~ ~B2, "'" die Bewegungen einer zwei~en Gruppe sind, sodaB 
immer zwei Bewegungen, die eiuander bei dem Isomorphismus en~sprechen, 
den gleiehen Index trs so wollen wit zeigen, dab es immer eine yore 
Index i unabh~iagige Substitution S gibt, sodaB ffir alle Indices i zugleich 
SA~S-I~ B~ is~. Um das einzusehen, bemerken wit zuniichst, dat~ bei 
der isomorphen Zuordnung notwendig den Translationen der e/hen Gruppe 
die Translationen tier anderen entsprechem Denn jedenfalls muff einer 
~s A der ersten Gruppe eine Bewegung J9 der zweiten entsprechen 
derart, dat~ alle /~BB~ -1 mit 29 ver~auschbar sind. Nehmen wir fiir die 
:B~ z. B. n unabhSngige Translationen, so folg~ daraus sehon nach Uber- 
legungen, die wir im ersten Teile dieser krbeit mehrfach angesteltt haben 
(vgl. z. B. w 5 daselbst), da~ B eine Translation ist. Da also nun bei 
dem Isomorphismus die Translationsuntergruppen einander entspreehen, so 
wiihlen wit in beiden Grappen auf Grand der Ergebnisse der beiden vor- 
.ausgegangenen ParagTaphen die Variabeln so, dab die Translationen ganz- 
zaklige Substitu$ionen werden, und dab entspreehende Translationen beAder 
Grappen iden~isch ausfallen. Wit haben dazu nur nS~ig, in beiden Gruppen 
r Systeme yon n erzeugenden Translationen ats Einhoitsstrecken 
<let neuen Koordinatensysteme einzufiihren. Wenn wir das tun, so werden 
nun abet auch die nunmehr ganzzahligen ro~ativen Teile yon irgend zwei 
~ntsprechenden Bewegungen beider Grappen identiseh. Denn seien 

A =-- x , ' = ~ a , ~ x t +  4 (~= 1,... ,  n) 
t 

~nad 

_= + = 1 , . . . ,  

1 

:~wei zugeordne~e Bewegungen der beiden Gruppen und ~:~ die in beiden 
~-ruppen voikommende erzeugende Translation 

r t; 
:so s iad  

x~'= xk + a~ (i, k = I , . . . ,  **) 
and 

x~' = xk + b~ (i, k = 1,-. ; n) 
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nun auch zugeordnete Transla~ionen und miissen daher identisch sein; das 
bodeutet aber ~bereinslimmung der , ~  Kolonnen der rotatdven Teile beicl~r 
Bewegungen; da dieser SchluB ftir alle Kolonnen gilt, so folgr daraus die 
~bereinsfimmung der rot~tiven Tefle irgend zweier zugeordne~er Be- 
wegungen. Seien nun also 

x," -~ ~ a(~)x~ + A, (~) (i= 1,..., n) 
1 

und 

1 

die Bewegungen der beiden Gruppen, so bilden wit die B e w e ~ e n  

5 Xi�9 

1 

Diese bilden nun ersiehtlich selbst wieder eine Gruppe. Diese Bewegungs- 
gruppe is'~ aber nun, da nur endlieh viele verschiedene rofa~ive Teile vor- 
kommen und da die Oruppe keine Translationen enfJalit~, eine entlllche 
Gruppe. (Sind niimlieh ~ und ~ zwei Bewegungen unserer Oruppe mig 
iibereinsCimmendem ro~ativen Teile, so is~ ~ - 1 ~  eine Translation and 
daher, da keine Translationen in der Gruppe vorkommen, die Identitil.) 
Daun gibt es aber naeh einem Satze yon Masehke (vgl. aueh die l~ber- 
legungen in w 9 des ersten Tefles dieser Abhandlung) eine Translation 

~: = xi'-- z , +  T~, 

sodai~ ~ : - 1 =  ~a die folgende homogene Substitution wird: 

1 

~ben wit nun diese Translation ~ noch auf die Bewegnno, sgruppe g ~  ~ - . ,  
aus, soda$ wit also eine aus den Bewegungen ~E2~E -~, 2~2s~E-~--. be- 
stehende Gruppe erhalterb so werden die dann einander entsprechenden Be- 
wegungen 2;~I~E-~= 2~ mad !~a votlends identisch. Denn es wird 

~a(~)x  + A',  
1 

wobei 

+ 
I 

~7 
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mad es wird 

wobei 

Hier ist aber D , =  O. 
hauptung. 

L. B~EBE~aAeH. 

~3~ ~ x~" = ~ a~) x~ q- 1),, 
I 

z 

1), = T~ = ~ a,~ r~ + A,--  B,. 
1 

Also A , ' =  B,. Und das ist gerade unsere Be- 

Isomorphe Bewegungsgruppen gehen also durch eine passende Ande~ 
rung der Variabeln auseinander hervor. Urn also zu beweisen, wie wires  
i m w  1 in Aussicht nahmen , dab es nur endlieh viele Bewegungsgruppen 
gibt, die nicht dutch solehe u auseinander hervorgehen, 
brauchen wir jetzt nut noch zu beweisen, da/~ es nut endlich vide nicht 
isomorphe Beweitungsyruppen gibt.. 

Zu diesem Zweeke nehmen wit fortan die Variabeln so gew~ihlt an, dab 
die Translationen ganzzahlige Substltutionen werden, und da$ die rotativen 
Teile ganzzahlige Koeffizienten erhalten. Dies kann in jeder Gruppe auf 
verschiedene Weise erreicht werden, je naeh dem System erzeugender Trans- 
lationen, welches man zur Einffihrung des schiefwinkligen Koordinatensystems 
benutzt. Bei dieseu verschiedenen MSglichkeiten gehen die jeweiligen 
Gruppen der rotativen Teile dadurch auseinander hervor, dab man dutch 
passende unimodulare ganzzahlige Substitutionen neue Variabeln einffihr~ 
(vgl. w 2, 3). Wenn somit zwei Bewegungsgruppen isomorph sein sotlen, 
so mfissen die Gruppen der rotativen Teile durch Transformation mit einer 
unimodularen ganzzahligen Substitution auseinander hervorgehen~ well sie 
ja, wie wir gerade vorher gesehen haben, bei passender Wahl des schief- 
winkligen Koordinatensystems identisch werden. Wenn wir also zeigen 
wollen, dab es nur endlieh viele nicht isomorphe Bewegungsgruppen gibt, 

"so werden wir zun~iehst zeigen miissen~ dab es nur endlieh viele ver- 
sekiedene endliehe Gruppen gauzzahliger Substitutionen in ~ Variabeln gibt, 
die :nicht durch eine unimodular ganzzahlige Transformation der Variabeln 

'auseinander hervorgehen. (Man fiberzeug~ sieh n~mlieh leieht, dab jede 
I~eliebige endliehe Gruppe ganzzahliger Substitntionen als Gruppe der 
rotativen Tefle einer passenden Bewegungsgrnppe auftreten kann.) Dies 
ist der Inhalt eines tier liegenden Sa~zes,, der in der Reduktionstheorie 
der positiven quadratischen Formen bewiesen wird. 

Den in Rede stehenden Satz hat C. Jordan*) entdeckt und ihn mit 
Hilfe einer yon Korkine und Zolotareff herrfihrenden Reduldionsmethode 

*) Ym dem ersten Teile ~lieser Arbelt habe ich diesen Satz irrtiimlicherweise 
Mi~kowski zugeschzieben. Ieh stello das hlermit richtig. 
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bewiesen*). Einen weiteren dem Jordanschen nahestehenden Beweis gab 
Minkowski**) auf Grund der yon ihm verbesserten Hermi~esehen Reduk- 
tionsmethode. Einen dritten Beweis verSffentliehe ieh eben in den GSttinger 
Nachrlchten ebenfalls auf Grund der Minkowskischen Reduktionstheorie***). 
Es wfirde indessen zu welt f~hren, wenn wh" diese Beweise hier ausein- 
ander setzen wollten. Wir mfissen daffir auf die angeffihrten Arbeiten 
verweisen, sowie auf eine in einiger Zeit in diesen h,na]en erscheinende 
Arbeit fiber Reduktion der quadratischen Formen, die der Verfasser zu- 
sammen mit Herrn ]- Schur verSffentliehen wird. 

w 

Durchffihrung des Endliehkeitsbeweises. 

Wir fassen zun~chst noch einmal zusammen~ wieweit unser Endiich- 
keitsbeweis jetzt gediehen ist. Wenn wir die Bewegungsgruppen auf passende 
schiefwinldige Koordinatensysteme beziehen, so kennen wit zun~ichst ein fiir 
allemal die Translationsuntergruppe; es ist die aus den n Translationen 

1; (i<>k) 
erzeug~e Gruppe. Des weiteren wissen wit nach dem vorigen Paragraphen, 
dab ftir die Gruppen der rotativen Teile nur endlich viele verschiedene 
MSgliehkeiten in Frage kommen. Aber fiber die Translationsbestandteile 
derjenigen Bewegungen, welche nicht selbst Translationen sind, wissen 
wit noch nichts. Wit werden also nun alle Bewegungsgruppen, die in 
den Gruppen der rotativen Teile iibereins~mmen~ in eine (yon endlich 
vielen) Klassen zusammenfassen und dann zeigen, dab auch fiir die Trans- 
lationsteile der einzelnen Bewegungen nur endlich viele M~glichkeiten 
bleiben. Zwei Gruppen sind dabei nachw 4 als gleieh anzusehen, wenn sie 
isomorph sind. Dann kann man folgendermaflent) sehlieBen. 

Sei ~ eine Beweg~mg und ~: eine Translation der Gruppe, so haben 
alle Bewegungen ~:~ den gleichen ro~tiven Teil, und umgekehrt gehen 
alle Bewegungen mit g]eichem rotativen Tell auf diese Weise auseinander 
hervor. Wir fassen sie in eine yon endlich vJelen Klassen ~ - ~ yon Be- 

*) C. Jordan, Journal de l']~cole Polytechnique cah. 48. 
**) Minkowski: Diskontinuif~tsbereich ffLr adt.hmetische Aquivs]enz. J.f. Ms~h. 129. 

***) Bieherbach: ~Yber die Minkowsldsche Reduktion der poeitiven quadr~tischen 
Formen. G0tt. Nachr. 1912. 

t) Auf eine ein wenlg ande~e; vielleicht such etwas elnfachere Weise 
Herr Frohenius in dex erw~lmt~n Arbeit den Beweis. Der Hauptunterschied besteht 
darin, dab Herr Fzobenius zun~chst die in den Translationsteilen aoch vorhandene 
Willk0x dutch eine passende Wahl des Koordinatensystems sufhebt und aladann stat~ 
des hier vorget~genen Schlusses eine Rechnnng mit Kongruenzen benutzt. 

27* 
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wegungen zusammen. Dureh passende Wahl yon 2: kann man immer er- 
reichen, dal~ in der Bewegung 

1 

aUe 0 ~ B~< 1. Es gibt in jeder Klasse 2:~ yon Bewegungen gerade 
eine solehe Bewegung. Wir nennen sie die redu~ierte Bewegung der Klasse. 
Sind ~ l  mad ~ zwei reduzierte Bewegmagen, ~l  ~ das Produk~ der beidea 
und ~a die reduzier~e Bewegung der Klasse ~ .  ~ 1 ~ ,  so ist also bei 
passender Wahl yon ~E: ~ i ~  = 2 : ~ .  Wit zeigen, da$ bei gegebenen 
~ i ,  ~ fiir 2: nur endlich viele MSglichkeiten in Betracht kommen. Es 
seien n~nlich b 1 und b~ die rof~iven Tefle yon ~1 und ~ ,  also ~l  = tl hi' 
und ~ = t~b~. Sei weiter b~ der rotaiive Teil yon ~ ,  sei also ~ a =  tsba 
und also 

~ l  ~ .  = 2: .  tsb.~ = "~E . tablb.~, 
dann is~ 

~ ~ = ti b~ t~ b~ " = tl ~. b~ t~ b~ 1. b~ b~ 

und wegen b.~ = bib ~ 
~Et.~ = t~ . b~ t~b~ l; 

die Komponen~en yon t~, t~, t z sind alle kleiaer als 1, die Koeffizienbn 
yon bt sind lest gegeben und also tiegen die Komponenten yon blt~b~ l 
jedenfatls unter einer angebbaren Grenze. Daher miissen auch die Kom- 
ponenten yon ~g unter einer angebbaren Grenze liegen und daher kommen 
ffir 2:, da es eine Translation der Gruppe (mi~ ~ z z a h l i g e n  Komponenten) 
ist, nur endhch viele MSghchkeiten in Betrachk Wit  kSnnen diese Be- 
trachtung f'fir aUe die endlich vielen Produk~ yon reduzier~en Bewegungen 
wiederholen, und wenn wit dann zwei Gruppen vorl~.ufig dann als gleich 
ansehen~ wenn ffir irgend zwei Produlflse reduzier~er Bewegungen die Traus- 
la~ion, um die sich das Produkt yon der reduzierten Bewegung. des Pro- 
duktes unbrscheidet, iibereins~immen, so erhalben wir nut endlich viele 
verschiedene Gruppen. Nun is~ abet die Sache die, dal~ zwei derar~ige 
Gruppen, ftir die also alle die angegebenen Translationen fibereinstimmen, 
/somorph sind. Um das einzusehen~ brauchen wir nur in beiden Gruppen 
die gleichen Translatmnen und die jeweils reduzierbn Bewegungen mi~ 
gleichen rotativen Teiten einander zuzuordnen, um eine isomorphe Zuord- 
hung dei" beiden Gruppen zu erhalten. Dami~ is~ aber dann unser Satz 
bewiesen. 

H e p p e n h e i m  a. d. B., Weihnachbn 1911. 


