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Beweis tier Existenz linear-polymorpher Funktionen vom 
Grenzkreistypus auf Riemannschen Fli~chen. 

Yon 

SEWRrS JOHANSSO~ in Ko~a (Finland). 

Das Problem. 

1. In der vorliegenden Abhandlung wird das folgende Problem gelSs~. 
Sind auf einer beliebig gegebenen ~iemannschen 2"lgche des Geschlechtes p 

iiber der z-Ebene n willkiirlich gewiihlte Stellen al, a~, . . . ,  a~ mnrkiert,.so 
verlangt man den 2iachweis der Existenz und eindeutigen Bestimmtheit einer 
an diesen Stellen verzweigten, sonst abet auf der 171~iche unverzweigten, linear- 
polymorphen ~'unktion ~ ~ ~(z; (p, n; kl, k~, . . . ,  k~)), welche die kanonisch 
zerschnittene Fliiche auf ein t)olygon mit Grenzkreis und yon der Signatur 
(p,n;  kl,k~, . . . ,  k~) abbildet, unter den k~ bdiebige ganze Zahlen > 1 
oder oo verstanden.*) 

Diese Frageslellung ist yon grundlegender Bedeutung ~nnerhalb der 
Theorie der automorphen Funk~ionen. Sie wurde yon Klein und Poin- 
card, den beiden SchSpfern der genannten Theorie, aufgestellt und be- 
zeichnet eines tier Theoreme, welche Klein ,rPundamentalf.heoreme" (der 
Theorie der automorphen Funktionen) benennt. Klein u~d Poincard haben 
auch eine wei~reichende Methode zur LSsung dieses Fundamentalproblems 
gegeben, die sogenannte ,mdthode de continuifg"**). Indessen selbst die 
eingehenden Entwicklungen yon Poincard, obwohl scharfsinnig und be- 
wundernswert, diirften lange nicht alle Schwierigkeiten der Methode 
tiberwinden. Neuerdings hat sich Herr Fricke***) mit dem Kontinuit~s- 
beweise eingehend beseh~f~igt und hat den Beweis yon dem Standpunkte 
einer entwickel~en Theorie der diskontinuierlichen Gruppen aus in Angri:ff 
genommen, ohne abet his jetzt mehr als die einfachsten Spezialf~lle er- 
ledigr zu haben. 

*) Dabei m u B ~  1 ~ 21~ -~- ~ - -  2 sein, dami~ der Grenzkreisfall fiberhaup~ 
vorlieg~ 

**) Klein, Match. An~. Bd. 21, p. 208ff. Poinc~rd, Ac~a mattmm., Bd. 4, p. 233ff. 
**~) GSt~ Nachr. 1903; Ma~h. Ann. Bd. 59, pp. 4~9~513. 
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Weitaus kiirzer und sch~er  kommt man znm Ziele mii~els der so- 
genannten Me,bode der Liouvillesehen Differenti~]gleichung. Diese Me,bode, 
deren Grundgedanke wohl auf Sehwarz zurtickgeht, is~ yon P ica rd  und 
P~)inearg ausgebildet worden.*) 

Im folgenden entwickle ich eine wesentlich neue Methode, indem ich 
niimlich durch ein rekurrenh~s Verfahren die Lbsung des Problems erbringe. 
Dabei ~miipfe ich an denjenigen Satz an, den ich in dem vorhergehenden 
Aufsatze bewiesen habe.**) 

2. Das zu 15sende Problem ist mi~ den folgenden drei ~quivalent. 
P r o b l e m  I. Sind in der z - ~ e n e  n willkiirlich gewiihlte Punkte 

al, a .~, . . . ,  a, markiert, so fragt man nach der Existenz einer an diesen 
Stellen verzweigten, sonst abet in d~r ~'bene unverzweigten, linear-polymorThen 
Funk'tion ~ = ~(z; (0, n; k~, k~, . . . ,  k.)), welche die geeignet zerschnittene 
~bene au f  ein Grenzkreis~olygon yon der Signatur (0; n; k~, k~ , . . . ,  k~) ab- 
bildet, unter den k~ bdiebige ganze Za]den ~ 1 oder o~ verstanden. Dabei 

1 > 

Problem lI. Ist eine beliebige Riemannsche Fltiche vom Geschlechte 
p ~ 2 gegeben, so fragt man, ob es auf  dieser _F15zhe eine unverzweigte linear- 
~olymorphe _Funktion ~ ~ ~(z; (/o, 0)) 9~'ot, die die kanonisch zerschnittene 
Fltiche auf  ein Grenzkreispolygon yon der Signatur (p, O) abbildet. 

Prob lem Ill. Sind auf einer bdiebig gegebenen t~iemannschen _Fliiche 
mit ~ ~ 1 irgend n ~ 1 t)unkle markiert, so fragen wir nach einer in 
diesen Punkten verzweigten, sonst aber auf  der _Fliiche unverzwei~en linear- 
polymor~he~ ~'unktion ~ ~ ~(z; (p, n; k~, k~ , . . . ,  k~)), welche die kanonisch 
zerschnittene Riemannsche Fliiche auf  ein Grenzkreispolygon yon d2r Signatur 
(p, n; k~, k~, . . ., k,) abb~det. 

Die zugrunde liegende Riemannsche Fl~ehe nennen wit allgemein 
n; . . . ,  oder spezien beim ersten Problem q~(O, n; k~, k~,...,k,~ 

und beim zweiten ~(p, 0). 

*) P i c a r d ,  Journ. de Math. s~r. 4, t. 9, p. 195ff., pp. 273--291, Compt. Rend. 
t. CXVI, p. 1075. P o i n c a r ~ ,  Journ. de Math. s~r. 5, t. 4, pp. 137--230. 

**) Diese Methode habe ich flux das erste der unten folgenden Probleme schon 
in meiner Dissertation: ,,Uber die Uniformisierung Riemannscher Fl~chen mit end- 
Hcher ~n~ahl yon Windungspun:~n"  (Acta Soc. Sc. Fenn. T. ~Y~r[l  (1905)) ent~ickel~, 
die ~ibrigen S~,tze babe ich im Sornmer 1905 mehreren Mitgliedern der Gbtt~ngcr 
~IathemaGschen Gesellscha~ v o r g e t ~ e n .  Dutch Herrn Geh. Rat K l e i n  bin ich auf 
eine un~rdessen erschienene einschl~gige Broschfire yon Herrn B r o d ~ n  (Lund 1905 t 
aufmexksam gemacht worden. Diese Axbeit kommt abet ffir meine S~t~ nicht in 
Bet~acht: sie gib~ wesentlich nut die Resultate yon P o i n e a r ~  (Bull Soc. M~Lth. de 
France t. 11 (1883)) uncl die auch in meiner Disser~ion bewiesenr Tatsache, da6 
Poincar~sche Veffahren zu einer Abbildung auf das ganze T~e~e des Eiahei~kreises 
f(ihrt. Weitere Bemerkungen fiber diese Arbeit werde ich gelegentlich SliCer machen. 
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3. Auf der F1A4eho qo(p, n; t~t, k~ , . . . ,  k~) ist die gesuehb Funktion 
~2(z; (p, n; ki, k2,.--,  k~)) unendlieh deldeutig. Fiihren wit abet auf  der 
F]Jiche eine kanonisehe Zerschneidung ein, die in bekanngor Weise aus p 
Paaren yon Riiekkehrsehnit~n al, hi; a~, b2; . . .; %, b~, und n Einschnitbn 
all, d2, ' -" ,  d~ naeh den Verzweigungssbllen al, a s , . . . ,  a. besbht, so ist 
auf der so zerschnittenen Fl~ehe die Funktion ~(z; (p, n; kl, ~ , . . . ,  k~)) 
eindeutig. Der Inbegriff der Werte, welche ~/auf ihr annimmt, bfldet einen 
Funktionszweig der vieldeutigen Funktion. 

Auf einer so zersehnittenen Fl~iche ~'(p ,  n; ki, k s , . . . ,  k,) kann nun 
jeder Zweig der F u n ~ o n  ~ ausgebreitet werden. Entsprechend den un- 
endlich vielen Zweigen, entstehen so unendlich viele genau kongruente 
Fl~chen ~'. 

Is~ die Funktion ~ gegeben, so sind in diesen unendlieh vielen Fl~ichen 
diejenigen Uferpunkte zusammenzaheften, we ~ mit demselben Werte auf- 
tritt, huf  der so entspringenden unendlichbl~ttrigen Fliche ist dann 
eindeutig und einwer~ig. 

4. Die Frage ist nun, wie man jetzt, we die Existenz yon ~ gerade 
zu beweisen ist~ diese unendlichblitbige Fliehe herstellen kann. Um diese 
Frage zu beautworten, ziehe ieh irgend welches kanonische Grenzkreis- 
polygon yon der Sig-natur (T, n; kl, ks , - . . ,  k~) in Beta~eht. Zwisehen den 
Seiten'dieses Polygons und den offenen Kanten yon ~'(io, n; ki, k~,. .;k~) 
ffibre ieh eine Zuordnung folgendermaflen ein. Ieh biege das kanonische 
Polygon zusammen, so dab die iquivalenbn Randpunkte einander gegenfiber 
zu liegen kommen; so ent~pring~ eine mit einer kauonischen Zersehneidung 
ausgestattete Riem~nnsche Fl~iche vom Geschleehte p. Diese Fl~ehe tdigt 
also T Paare yon Riickkehrschnit~en al, hi; a~, bsi .- . ;  %, b~ und n Ein- 
schnitb d~, d~, ...~ d,~. Ist nun die kanonisehe Zersehneidung der Fliehe 
q~(:p, n; kl, k~ , . . . ,  k~) so gewihlt, dab die beiden Schnittsysteme, das der 
eben defi,ierten Fl~che und das yon ~(p, n; ki, k s , . . . , k~ ) ,  in genau 
gleicher Ordnung bei positiver Umkreisung der zerschnitbnen Fl~chen 
durchlaufen werden, so ordnen wir in der durch diese Umkreisung fixierten 
Ordnung die beiden Ufer der Schnitt~ a~, b i und d~ der einen Fliehe den 
beiden Ufern der gleiehgen,nnten Sehnlt~e der~anderen F1Kehe zu. Dadurch 
gewinnen wit abet auch eine Korrespondenz zwisehen den Stricken der 
Berandung yon ~'(p,  n; k~, ~ , . - - ,  k~) und den Selden des kanonisehen 
Polygons. 

Die Fliehe ~ ' ( p ,  n; 1~, k ~ , . . . ,  k~) denkea wit uns also in unendlich 
vielen kongruen~en Exemplaren vorhanden. Anderersei~s reproduzieren wir 
das kanonisehe Polygon dutch die zugehSrigen Gruppensubstitutionem 
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Die beiden M e n g e n -  die Menge de r  Fl~ctmnexemplare und die der 
Polygone - -  ordnen wir einander eineindeufig zu. In zwei zugeordnet~n 
Individuen ordnen wir wieder diejenigen Berandungsstficke einander zu, 
die kongruent bez~ iiquivalent mit zwei zu~mmengehSrigen Berandungs- 
stricken in der Ausgangsfliiche und im Ausgangspolygone sin& 

N, mmehr fiigen wit die unendlich vielen Riemannschen Fl~hen 
Exemplar fiber Exemplar genau so zusammen wie die zugeordne~n Poly- 
gone im Polygonnetze zusammengeffigg sind, so daft immer, wenn zwei 
Polygone mit zwei Seiten zusammenstofen, die zugeordneten Fl~hen mit 
den entsprechenden Berandungsstficken zusammengehef~et werden. 

Es entspring~ (lurch diesen Prozef eine unendlichbl~tt~ige Riemann- 
sche Fliiche r  n; kl, k2,--. ,  k~), die grade die gesuchte Fl~che ist. 

5. Die Fliiche r  n; kl, t:2, . . . ,  k,) ist ersichtlich einfach zusam- 
menhiingend. 

Sie ist welter in bezug auf r n; k~, k~,- . . ,  k~) als Grundgebflde 
oder ,,Blat~" regultir, indem niimlich jedes Fl~chenexemp!ar oder ,rBlaffd' 
genau so mit den iibrigen ve~weigt und verschlnngen ist wie jedes andere. 

6. Auf der hiermit de~nierten Fl~che ist die gesuchte Funktion 
~(z; (p, n; k~, k~, . . . ,  k~)~ eindeutig und einwertig. Jedes ,BlatV t~gt  
einen Zweig der gesuchten Funktion und wird dutch dieselbe auf ein 
Grenzkreispolygon yon der Signatur (2, n; kl, k~,. . . ,  k~) abgebildet. Die 
gauze Fl~che O(p, n; kl, k.z,---, k~) wird somit dutch die Flmlr~ion 
~(z; (io, n; k~, k~,---, k~)) auf das Innere des Ei-heitskreises schlicht und 
lfickenlos abgebfldet. 

I I .  E i n  g r u n d l e g e n d e r  Satz .  

7. Von der Fliiche r  n ; / ~ , / ~ , - . - ,  k~) gilt nun aber auch um- 
gekehrt fol~ender grundlegender Satz: 

Falls es eine auf r n; t~, k~, . . . ,  k,,) eindeutige und einwertige 
Funktion gibt, die die Fliiche auf das Innere des Einkeitskreises sctdieht 
und liie'kenlos a b ~ t ,  so ist diese Funkti~n eine I~'sung des Fundamenta2- 
problems. 

8. Dieser Satz h~ingt mit dem folgenden zuerst zu beweisenden Satze 
eng zusammen: 

Zwei Funktionen ~l (z) und ~ (z), die d ~  einfach zusazamenMingeade 
l~iemannsche Fliiche F auf das Innere des Einheitskreises abbzT~, gehen 
dutch eine lineare Transformation, welche den ~inheitskreis in sich ver- 
schiebt, auseinander hervor. 

Um den Beweis dieses Satzes zu erbringen, de~nieren wir eine dritSe 
Funk~on ~h(z) dutch die Gleichung 
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wo wit die lineare Verschiebung S des ]~nbeitskreises in sich so w~blen, 
dab ~s(z) gleichzeitig mi t  ,h(z) verschwindet, und dab die beiden Funk- 
tionen in einem gegebenen P,mlrte denselben Argumentwert aufweisen. 

Die so festgelegte ~ m ~ i o n  ~3(z) ist nun auch eindeutig und ein- 
wertig auf F. Die Funktionen ~, (z) und ~s(z) sind also eindeutige Funk- 

tionen voneinander, und der Quotient ~-~- is~ somit eindeutig innerhalb des 
~s 

E~nheiskreises sowohl der ~1- als der ~s-Ebene; fiberdies bleibt der Quotient, 
da ~1 und ~ gleichzeitig verschwinden, daselbs~ stets endlich und yon 
Null verschieden. 

Das harmonische Potential 

u = log ~' 

ist also innerhalb des Einheitskreises der ,/$-Ebene eine eindeutige, end- 
liche und stetige Fun~ion der reellen Veriinderlichen r 1 und r wo 

Betrachten wit nunmehr in der %-Ebene einen mit dem Einheits- 
kreise konzentrischen Kreis, dessert Radius r kleiner ist als Eins. Wenn 
~s auf der Peripherie dieses Kreises verbleibt, so ist 

und folglich 
{v:{<l 

1 
u < log 

Wenn aber ein harmonisehes Potential ffir ein Gebiet eindeutig, end~ 
lich und stetig ist, so erreicht das Potential sein Maximum auf der Be- 
randung des Gebietes. 

Also kann u innerhalb des Kreises mit dem Radius r ni~gends Werte 
1 

annehmen, die log 7- fiberschreiten. 

Lassen wit r gegen Eins zunehmen, so ist 

1 
lira log V = 0, 
r = l  

und Wit schlieBen, dab innerhalb des Einheitskreises der ~3-Ebene u 
nirgends positiv wird. Es ist also in jedem Punkte yon F 

Genau ebenso folgt~ dab 
~s  - ' -  

~]<1. 
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Wir haben also in  jedem Punkte yon t '  notwendig 

und also 
7s ~- 71 ea~ 

wo ~ eine reelle Konstan~ ist. 
l~ach der Voraussef~znng aber haben 71 und ~h in einem gewissen 

Punkte denselben Argumentrwer~; al.~o ist 

und 

oder 
73 ~ 71 

71 ~ $72, 
womit der Satz bewiesen ist*). 

9. Sei nunmehr 7(z) eine Funk~ion, die nnsere Fl~ehe r n; kl, k2,...,k.) 
auf das lnnere des Einheitskreises abbfldet; 71, ~ , " "  seien ihre Zweige, 
deren, jeder ~!~o auf seinem Exemplare der Fl~iche q~(p, n; kl, k2 , . - . ,  k,) 
ausgebreit.et isL Wir wol]en beweisen, dab diese Zweige dutch eine 
lineare Verschiebung des Einl~eitskreises in sieh zusammenh~ngen. 

Unsere Fl~iche r  n; kl, k2,-.-,  ~,) ist eine regul~re Fl~che. Wit 
kSnnen also die Wert~menge der Fnnl~tion 7(z) insoweit beliebig auf der 
Fl~che ausbreiten, ohne dab 7(z) aufhSrt auf der Fl~iche eindeutig und 
einwertig zu sein, dab wir nach Will~rtir ein ,Blatt"als Tr~ger des Aus- 
gangszweiges 71(z) w~hlen kSnnen. Denken wir uns zwei verschiedene 
derartige Ausbreit-ungen so vollzogen, dab ein und dasselbe ,,Blatt ~' das 
eine Mal 7~(z), das andere Mal 7~.(z) tr~gt. Dann gehen nach dem obigen 
Satze diese Zweige durch lineare u des Einheitskreises in 
sich auseinander hervor. 

Die Zweige yon ~/(z) gehen also auseinander dutch lineare .Ver- 
schiebung des Einheitskreises in sich hervor. Diese Verschiebungen bflden 
eine Gruppe, die ersiehtlieh yon der Signahtr (p~ n; hi, k2,-.. ,  k,) ist. 
Hiermit ist aber der auf der Seite 187 formulierte, grundlegende Satz 
bewiesen. 

10. Dutch Vermittelung dieses Satzes tritt an Stelle des Funda- 
ment~xlproblems ein neues ~iquivalentes Problem uns entgegen. Dieses 
verlan~ eine konforrne Abbildung der Fliiche r  n; kx, k~ , . . . ,  k~) auf das 

schlichte und liicken~se Innere des _F, inheitskreises. 

*) Zu dem obigen Beweise vergl. Po incar~ ,  Acta math. 4, pp. 231--232, und 
meine Abhandlung Uber die Uniformisieru~g etc. Acta Soc. Sc. Fenn. T. XXXIY[, Nr. 7. 
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HT. Die RekursionssEtze. 

11. An die Spitze dieser Ab~eflung stelle ich den Satz, den ich in 
der vorhergehenden Note*) ausgesprochen babe. Dieser Satz lautet: 

Falls auf einer gegebenen unerMlichblZittrigen einfach zusammenhtingen- 
den l~iemannschen 27dvhe F ein eindeutiges ~ositives Potential existiert, 
dessen kritische t)unM, e, falls sie in unendlicher Anzahl vorkommen, gegen 
keinen reguliiren t)unkt der 2"liiche sich hiiufen, so liiflt sich diese Fliiche F 
immer auf das Innere des Einheitskreises abb~den. 

12. ]Kit Hilfe dieses Satzes trod des in der vorigen Abteilung be- 
wiesenen grundlegenden Satzes kann ich, den drei mit dem Fundamental- 
probleme iiquivalenten Problemen (S. 185) entsprechend, drei Rekursions- 
s~itze aufstellen. 

Der erste lautet: 
Satz i Falls es unter d~n Punkten a~ ( ~ =  1 , 2 , . - . , n )  im ersten 

Probleme v < n solche g~bt, a~, % , . . . ,  a~,, daft das Iu fiir die mit 
diesen t)unkten signierte Ebene und die zugehSrigen Zahlen kr k ~ , . . . ,  ks, 
lSsbar ist, so ist das Problem auch fiir die gegebene Ebene lgsbar. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. Nach der Voraussetzmag 
existiert n~mlich ~ = ~ (z; (0, v; k6, k6, .-- ,  ks,)). Diese Funktion ist aber 
auf unserer Fl~iche (P (0, n; kl, k2 , . . - ,  k~) eindeutig nnd nimmt daselbst 
keine Werte an, deren Modnln grSBer sind als Eins; diejenigen Stellen 
der Fliiehe, wo ~ (z; (0, v; k,,, ka , . . . ,  k,,)) verschwindet, liege, iibereinander 
in der z-Ebene mad hiiufen sieh folglich gegen kehaen regul~iren Punk~ der 
Fli~ehe. 

Das Potential 

ist folglich auf der Fl~iehe ein eindeutiges positives Potential, dessea 
kritische P,mkte, die ja mit den Nnllstelle. yon ~ (z; (0, v; k,,, k~,.--, ks,)) 
zusammenfallen, die Bedingung meines Satzes erfiillen. Also kSnnen wir 
scklieBen, daii man die Fl~che (P(0, n; kl, k2 , . . . ,  k~) ant das Innere des 
Einheitskreises abbflden kann. Das besag~ abet nach unserem grund- 
legenden Satze, d ~  das erste Problem 15sbar ist. Der Satz I i s t  folg- 
lich richtig. 

S atz II. ~'alls das zweite Problem fiir alle ~ h e n  vom Geschlechte p 
gelgst ist, so lii~t es sich auch fiir alle Fliichen veto Geschlechte p + 1 15sen, 

Um den Beweis dieses Sa~es zu erbringen, gehen wir ,us yon der- 
jenigen Norm,Item der Riemannschen Fli4ehe, die dadurch charakterisier~ 
is~, dab sie lauter einfaehe Windungspnnl~te tr~igr und dal~ diejenigen Win- 
dungspunkte, die dieselben Bli~tter verbinden, immer paarweise vorkommen; 

*) Seite 177--183 dieses Baades. 
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die Verzweigungsschnit~ verbinden diese Windungspnnkte genau so wie 
auf einer gewShnlichen Verzweigungsfl~mhe der hypereUipiSschen Fnn~- 
tionen. *) 

cp(p4-1, 0) sei die in diese Normalform gebrachte Riema-~sche Fl~he 
yore Geschlechte p 4- 1, (l)(p 4- 1, 0) die zugehiirige unendlichbl~.ttrige 
Fl~che der unverzweigten polymorphen Funt~ion. 

Wenn wir auf r (p 4- 1,0) ein Paar Verzweigungspnnl~te dadurch 
verschwinden lassen, ~ wit die zu demselben Blatte geh~irenden Ufer 
des zugehSrigen VerzweigungsschnitCes zusammenheften, so entsteht eine 
Fliiche yore Geschlechte p, ~(p,  0). 

Jede auf q~(p, 0) unverzweig~e Funktion ist nun ersichtlich anch auf 
~(p4-1, 0) unverzweigt. Auf ~(p, 0) eYistierr abet nach nnserer Voraus- 
setzung die unverzweigte polymorphe F~mktion ~(z; (/o, 0)). Diese Fnnl~- 
tion ist folglich auch auf r 0) unverzweigr und somit eindeutig 
auf r  t ,  0). 

Das Potential 
U~- -- log ]~(~; (p, 0))1 

ist also ein positives eindeutiges Potential auf r  0), und wit 
kSnnen wieder genau so wie beim ersten Satze schliefien, da~ man die 
Fl~iche (P(p4-1, 0) auf das Tnnere des Einheitskreises abbilden kann. 
Hiermit ist aber auch der Satz IT bewiesen. 

Satz IlI. Wenn das Problem I I  gelgst ist, so lii~t sich auch das 
Problem II1  l~sen. 

Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt unmittelbar. Denn die zar 
Fli4che r n; k~, k~,---, k~) gehSrende unverzweigte pplymorphe Funktion, 
die ja nach der Voraussetzung eYi~tiert, ist auch auf (P(p, n; k~, ~,. . . ,k~) 
eindeutig. Das Potential 

- log  (p, o))l  

ist also ein eindeutiges positives Potential auf (1)(p, n; kl, k~ , . . . ,  k~). 
Diese Fl~iche liiBt sich folglich auf das Innere des Ei-heitskreises abbflden. 
Der Satz Ul ist also bewiesen. 

IY.  D i e  L ~ s u n g  des  P r o b l e m s .  

13. Mit Hilfe der obigen Rekursionss~ze kSnnen wit yon ei-f~-chen 
Spezialf~llen ausgehend die drei Probleme und somit das gan~.e Funda- 
mentalproblem 15sen. 

*) Lfiroth, Math. Ann. Bd. 4, p. 181 (1871), Mfinch. Abh. Bd. 15, p. 329ff. 
(1885); Clebsch, Math. Ann. Bd. 6, p. 216 (1872); vorgl. Stahl, Theorie tier Abel- 
schen Funk~onen (1896) p. 31 ft. 
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Problem~L Hier is~ nun erstens zu beachten, dab dieses Problem 
~ir drei Windungspunk~ eine LSsung hat, falls die zugehSrigen Zahlen 
kl, 4 und k s die Ungleichung 

1 1 1 

befriedigen; diese LSstmg ist die Dreiecksfunktion 

(~  1 1 z - -a1 ,  a ~ - a l )  " 
0,3;kl,4,4))- s ' ks' as--  

Also kSnnen wir mit Hilfe des ersten Rekursionssatzes schliegen, dab das 
erste Problem jedenfalls dann zu 15sen ist, wenn unter den ZaMen k~. drei 
k,,, k~ und k,, vorkommen, die der Ungleichung 

! 1 I 

genfigen. 
Um aber ganz allgemein das erste Problem zu erledigen, lmfipfen 

wit an die Untersuehungen yon Herrn F r i c k e  an. In Math. Ann. Bd. 59, 
p. 497ff. hat Herr Fricke niimlich mit der Kontinuif~tsmethode die 
LSstmg fiir vier Windungspunk~e sichergestellt, auSer natiirlich im Falle 
kl = ks = ks ~- k~-= 2, welcher ja gar nicht zum Grenzkreistypus geh5rt. 
Mit Hitfe yon Satz I i s t  nun daraus zu scblieSen, da]~ das Problem I fiir 
beliebig viele Windungspunkte eine LSsung hat, falls nut nicht alle Zahlen 
k~(x= 1, 2 , - - . ,  n) gleieh 2 sin& 

Um aber aueh diesen Fall zu beherrsehen, m~issen wir die LSsung 
ffir den Fall kl = ks = ks = k~ = k s = 2 zuerst bringen. Nun hat wieder 
Herr Frieke in Math. Ann. Bd. 59 gezeigt, da~ auf jedem elliptisehen 
Gebilde eine in e/nero Punkte verzweigte polymo~he Funktion unserer 
Art,-~(2; (1, 1, k)), vorkommt. Wit  den_ken uns folglieh ein zweiblattr~es 
e11iptisehes Gebilde, dessen vier einfaehe Windungspunkte mit den Win- 
dungspunkten al, as, a~ und a~ der Fl~ehe r 5; 2, 2, 2, 2, 2) zusammen- 
fallen, und markieren den Punkt a s der z-Ebene in dem einen Bla~e des 
Gebfldes. Auf dem elliptischen Gebilde existier~ alsdann die Funktion 
~(z; (1, 1; 2)), deren Windimgspun~ anf der F~che im Punkte a s liegt. 
Diese ~ml~ion ist aber auf der Fl~iehe r (0, 5; 2, 2, 2, 2, 2) eindeutig. 
Das Potential 

U =  -- log In(2; ([, 1; 2))] 

ist folglich ein eindeutiges, positives Potential auf derselben Fl~ich% woraus 
wiederum in schon bekannter Weise zu schliet~en ist, da$ das Problem I 
F~r die Signatur (0, 5; 2, 2, 2, 2, 2) eine LSsung hat. 

Dann hat abet auch fiir den Fall, dab alle kr.(~= 1,2 , . . . ,n)  gleich 2 
s~nd, das Problem I eine LSsung. D ~  Problem t i s t  also vollst~ndig gelSst. 
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Prob lem II. Bei diesem Probleme s~ehen wi~ schlieBlich vor tier 
Aufgabe, das Problem ftir die Signahtr (2, 0) zu erledigen. Denn r,i~ 
Hilfe des Sa~zes II k~.~n man daraus auf die LSsung ffir die S i ~  
(p, 0) schlieBen. 

Nun sind aber alle Fl~ichen yore (~eschlechbe 2 hyperellipt~sctL Dutch 
bira~ionale Transformation erteflen wir also unserer Grundfl~he ~(2, 0) 
die Gestalt einer gewShn]ichen zweibl~rigen Fl~he m~t sechs Windungs- 
pun~:~en al, a~, as, a~, a 5 und a 6. l~ach dem Vorausgehenden existier~ 
nun die Fn~lrtion ~(z; (0, 6; 2, 2, 2, 2, 2, 2)) mit Windungspunk~n in 
oh, as, a3, as, a~ und a s. Diese Funk~ion is~ abet aug der Fl~he r 0) 
eindeutig, und wir kSnnen wieder in bekannter Weise schlieBen, dab die 
Funktion ~ (z; (2, 0)) existiert. 

ttiermi~ ist also das Problem II in seiner ganzen Ausdehn-ng gelSst. 
P rob lem HI. Die MSglichkei~ der LSsung dieses Problems folg~ 

nunmehr unmittelbar aus dem Satze Ill. 

Kotka,  im Januar 1906. 


