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SUR LES CONFIGURATIONS PLANES
DONT CHAQUE POINT SUPPORTE DEUX DROITES;

par M. Jan de Vries, 2 Kampen,

(Extrait d’'une Lettre adressée 3 Mr V., Martinetty)

Adunanza del 10 maggio 1391

............................

1. Les configurations aux ndices 2 et z serangent en deux grou-
pes: celles du type

[(2 k + I) "y 2 nzlz-}-;]’

a nombre parr de droites, et celles du type

(k n,, nzk),

ol le nombre des drottes est arbitraire

Si, & une cf d’un de ces groupes, on ajoute les intersections de
ses drottes qui n’appartiennent pas i la cf origmale, on obuent un
an-latére ou bien un n-latére complet Les drottes de la cf. forment
avec les pomnts nouveaux une cf appartenant elle méme 4 un des deux
types mentionnés Je la nomme la £ complémentare
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Pour la
[r(2n — 2),, 2m,, ,]

ce complément se réduit & I’ensemble de » pomts. St 1’on désigne les
couples de droites séparées par 1,2, 3,4, . 24— 1,27, CeS n
points peuvent étre représentés par les # symboles (2k —1)2k(k =1
jusqu’a ).

La of complémentaire d’une

[% n(” - 3)z’ nu—-;]

c’est une (n,, n), c’est-d-dire un n-gone ou P’ensemble de quelques
polygones.

CoxNFiGURATIONS (37,, 27,)

2. La cf la plus sumple de ce type c’est le quadrilatére complet
(6., 4,), dont je désigne les drortes par 1, 2, 3, 4, les pomts par 12,
13, 14, 23, 24, 34.

La cf complémentaire d’une (9,, 6,), dont les droites sont indi-
quées par 1, 2, 3, 4, 5, 6, est’évidemment I’ensemble de deux trian-
gles 13, 23, 31 et 45, 56, 64, ou bien un hexagone & sommets 12,
23, 34, 45, 56, 61. On arnive donc aux cfs. représentées par les tableaux
suwvants, ol chaque colonne contient les pomts d’une drotte .

24(34(|14]15 |16
2513512425126
26 136 134135 |36

14
4|15

16

(95 6,)
24 13| 14|15 |26
25135 | 24|25 |36
26|36 | 46 |35 | 46

13
B4

I5

La cf. A est atrigone, c’est-d-dire elle ne contient pas de triangles,
dont les éléments appartiennent & la cf, M Martinett: la désigne
par le symbole (A).
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La cf B se présente dans l’étude de la cf. (12,, 16,)B. (Fowr
mon travail mséré aux Acta Mathematica, XII).

3 Supposons que dans une (37,, 2#,) le point ab (intersection
des drottes a et b) est atrigone et que 4 et b contiennent encore les
points ac, ad et be, bf. Or, st la cf. ne comprend pas les points ¢d,
ef, la suppression des drotes a, b et des ponts ab, ac, ad, be, bf
fournit une figure dans laquelle chacune des droutes ¢, d, ¢, f supporte
encore deux pomts En ajoutant maintenant les pomts cd et ¢f on ar-
rive 4 une cf [3(n — 1),, 2(n — 1),] ol ces deux points sont sépa-
rés. Il va sans dire que cette nouvelle cf. pourra, éwre composée de
deux cfs (3?:: 2P3) et (3% ’ 2q3)’ ol pt+gqg=n—1r

En appliquant la transformation mverse 4 tous les couples sépa-
rés de caractére différent que 1’on peut former des pomts de toutes les
cfs. [3(n — 1),, 2(n — 1),], on obtiendra les (37,, 27,) ayant.au
moins ## point atrigone.

Considérons maintenant une (3#,, 2#,) contenant le triangle (ac,
¢d, da) et les pownts ab, c¢g, db Otons les dromes ¢ et d, et ajou-
tons les pomts ag et ah, alors la nouvelle figure sera une [3(z—1),,
2(n—1),]

C’est par la transformation inverse qu’on peut se procurer toutes
les (3n,, 2n,) ayant au moms un trangle de cf.

St les cotés ¢ et d du triangle acd passent par les pomts de la
cf. cg et dg, et que la droite g contient encore le pomnt gi, on aura
une [3(# — 2),, 2(n — 2),] en supprimant les quatre droites 4, ¢,
d, g et en ajoutant le pomt bz,

St le pomt b3 se trouve déa dans la cf. (3n,, 2n,) et que les
droites b, 2 supportent encore les pomnts bp et 1¢, on pourra effectuer
la premiére transformation & 1’égard du pont b1, c’est-i-dire on sup-
primera les droites » et # en ajoutant les points ap et gq.

Enfin, 1l peut arrtver que les droites & et & se confondent. Soit
alors bf le troisiéme pomt de b, tandis que f supporte encore les pomts
fk et f1 Or, 1l nous faut disunguer trois cas, savoir. 1) les droites
E et ] sont séparées, 2), leur mtersection kI appartient & la cf., 3) elles
contiennent les pomts kJ, km, Im 1l est frale de voir que, dans ces
trois cas, on pourra se servir successivement de la 10, 2° et 3° trans-
formation,



224 JAN DE VRIES

4. Des considérations précédentes 1l s’en swit, qu’i I’aide des trois
transformations survantes on peut dédwire toutes les (37,, 27,) st les
[3(# — 1),, 2(n —1),] et [3(n — 2),, 2(n — 2),] sont connues.

a. Transformatwn atrigone En ajoutant les droites 2 et b, on rem-
place les points séparés cd et ef d’une [3(n — 1),, 2(n — 1),] par
les 5 pownts ab, ac, ad, be, bf

b. Transformation irigone La droite a contenant les points ab,
ag, ah, on enléve ag et ah, et ajoute les droites ¢, d et les points
ac, ad, cd, cg, dh.

¢. Transformanon ditrigone A une [3(n — 2),, 2(n— 2),] on
dérobe un point bz en y ajoutant les droites a, ¢, d, g et les pomts
ac, ad, cd, cg, dg, ab et gi. Dansla nouvelle cf. le point c¢d est di-
trigone.

Evidemment 11 nous faut effectuer ces transformations encore aux
figures composées de deux cfs. (3%,, 24,).

5. En appliquant ces transformatons aux cfs (9,, 6,) et (6,, 4,)
on arrive & cmg (12,, 8,) différentes , représentées par les tableaux
suivants :

142435 (14152611743
A 1525 [36|24|25(36]37]68
1712613714835 ]68]78](78

14|24 |35 (14|15 [26]17|38
B |15 |25 362425366748
1712613814835 (67178 (78

12|12|13(14|56156137(48
Cl13]|23)|23]|24|57|67|57]58 (12, 8).
1424371485868 ]67]68

14 (241351415 | 261728
D |15 (2636|2435 363758
17 [28 371465814678 |78

13{24 (13|14 {15 (262738
E {14{2635|24(35|46|57|68 ]|
15 |27]38(46 5768|7878
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La (12,, 8,) 4 est réguliére, elle se compose de deux quadrila-
téres principaux Clest la figure résiduelle de chaque droite de la cf.
15, atngone de M Martinetti (dnnals dv Matemanca, XIV) En-
core elle se présente dans I’étude de la (12,, 16,)4 (la celebrecf de
Hesse).

La (12,, 8,)B vient d’¢tre remarquée par M Martinetti dans
la (12,, 16,)B (At dell’ Accademia Groema ds Catama , 1IT); elle se
compose, de deux manitres , de deux quadrangles, de telle sorte que
les couples de cotés opposés de I'un d’eux s’appuyent sur deux cotés
conjomts de 1’autre

6. En effectuant les trois transformations sur les cing (12,, 8)),
les deux (9,, 6,) et sur le systéme de deux (6,, 4,), on trouve dix-
neuf (15,, 10,) de caractére différent. Les tableaux de ces cfs. sont
publiés dans les Comptes Rendus de I’ Avadémse hollandasse des Sciences,
VI, p. 382, par une inadvertence ;’y a1 oublié la dix-neuviéme cf que
Pon obtient des deux quadrilatéres 1234 et §678 en y ajoutant les droi-
tes 9 et 0, tandis qu’on remplace les points 34, 78 par les points nou-
veaux 39, 49, 70, 80, 90.

La seule (15,, 10,) réguliére résulte de la 15, atrigone, ci-dessus
mentionnée, par la suppression d’un de ses six §-lattres principaux.

ConriguraTiONs (27,, n).

9. La cf. la plus simple de ce groupe c’est le s-latére complet
(10,, 5,), engendré par 5 droites arbitraires.

En otant au 6-latére complet (15,, 6,), formé par les droites 1,
2,3, 4 5, 6, les pomnts séparés 12, 34, 56, on trouve Vunique cf.
(12, 6)

Le 7-latére complet (21,, 7,) donne lieu A dewx (14,, 7,) de type
différent, elles en résultent par la suppression , ou bien des 7 points
12, 23, 34, 45, 56, 67, 71, ou bien des 7 pomts 12, 23, 34, 4I,
56, 67, 75.

La cf. complémentaire d’une (16,, 8,) C’est une des cinq (12,, 8,)
ou I’ensemble de deux (6,, 4,).

Rend, Circ, Matem , t. V, parte 1*—Srampato il 15 gugno 1891, 29
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Il y a donc six (16,, 8,) de caractére différent, on trouve leurs
tableaux dans mon travaill qut vient d’étre cité

La cf complémentaire d’une (18,, 9,) étant de nouveau une (18,
9,), 1l faut imagmer une transformation par laquelle ces cfs se dédu-
sent des (16,, 8,)

8 Supposé que la droite a d’une (2#,, n,) comprend les points
b, ac, ad, ae et que les points bc et de n’appartiennent pas i lacf,

alors on parvient & une [2(# — 1), , (» — 1),] en remplagant la droite
a par les pomts be et de.

St, au contrare, la droite b est séparée des droites ¢ etd, et que
b contient les ponts ab, be, bf, bg, alors b est située de la méme
mamére que la droite @ du premier cas.

Enfin 1l peut arniver que la cf comprend toutes les intersections
des droites a, b, ¢, d, e, excepté le pomnt de, alors, les drotes d, e
supportant encore les powmts d5, es, on aura une [2(n—s5),, (7—s5),]
en supprimant a4, b, ¢, d, ¢ et en ajoutant le point bz Evidemment ce
. ¢as ne se présente que pour # == IO

Par les transformations mverses on peut donc parvenir aux (21,,
n,), pourvu qu’on connait toutes les cfs. [2(n — 1),, (# —1),] et

[2(n —5)., (n—35)]

Kampen, 18 avnl 1891

Janx pe Vweigs.



