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SUR LES CONFIGURATIONS PLANES 

D O N T  C H A Q U E  P O I N T  S U P P O R T E D E U X  D R O I T E S ;  

par M. Jsn do V r l o8 ,  ~. Kampen. 

(Extra,t d'une Lettre adress~e ~ Mr V. M a r t ~ n e t t  0 

Adunanza dr zo magg~o z89z 

�9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 * �9 �9 * �9 �9 �9 * �9 �9 �9 , * �9 �9 �9 * ~ �9 �9 �9 �9 �9 

i .  Les configurauons aux mdlces 2 et ; se rangent en deux grou- 

pes: celles du type 

[(2k + 0n:, 

~. nombre pa~r de droltes, et celles du type 

off le nombre des dro]tes est arbltralre 
St, b. une cf d 'un de ces groupes, on aloute les intersections de 

ses droltes qut n'appamennent pas ,~ la cf orlgmale, on obuent un 

2n-late:re ou bten un n-lat&e complet Les droltes de la cf. forment 

avec les points nouveaux une cf appartenant elle mSme .~ un des deux 

types menuonn~s Je la nomme la ~.f. compl~wentawe 
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Pour la 

[n (2 n - 2 ) , ,  2 

ee compl~ment se r~dmt h l'ensemble de n points. St l 'on d~slgne les 
couples de droltes s~par~es par I, 2, 3, 4, 2n - -  I, 2n, ces n 
points peuvent &re repr~sent~s par les n symboles (2k ~ 0 2 k ( k - ~ .  I 

iusqu'h n). 
La cf compl~mentalre d'une 

[~ n (n  - -  3)~, n ,~]  

r une (n~, n2) , c'est-~t-&re un n-gone ou l'ensemble de quelques 
polygones. 

C O N F I G U R a t I O n S  (3n~, "n  3) 

2. La cf la plus simple de ce type c'est le quadrflat~re complet 
(6~, 43), dont le d~slgne les dro,tes par r, 2, 3, 4, les points par ~2, 

x3, x4, 23, 94, 34- 
La cf compl~mentalre d'une (%,  63) , dont les droltes sont indl- 

qukes par r, 2, 3, 4, 5, 6, est'6vtdemment l'ensemble de deux man- 
gtes I2, 23, 31 et 45, 56 , 64, ou bran un hexagone 5 sommets r2, 
23, 34, 45, 56, 6I. On arrive done aux cfs. repr~sent~es par les tableaux 
smvants, ot~ chaque colonne contlent les points d'une drotte. 

A 

B 

141241341 i4( i5 
I5 25 35 24 25 
i6 26 36 34 35 

I3 24 r3 I4 I5 
I4 25 35 24 25 
~5 26 36 46 35 

I6 r 26 
36 

26 
36 
46 

(9~, 63) 

La of. A est air,gone, c'est-,~-dlre elle ne conuent pas de mangles, 
dont les ~l~ments apparuennent ~ la cf, M M a r t ~ n e t t t  la d6slgne 
par le symbole (~). 
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La cf B se pr~sente dans l'&ude de la cf. (I24, 

mon travail lns6r6 aux Acta Mathemakca, XII). 
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3 Supposons que dans une (3n~, 2n3) le point a b (intersection 
des droltes a e t  b) est air,gone et que a e t  b conuennent encore les 
points a c, a d et be, bf. Or, sl la of. ne comprend pas les points c d, 
ef, la suppression des drottes a, b et des points ab, ac, ad, be, bf  
fournit une figure dans laquelle chacune des droltes c, d, e, f supporte 
encore deux points En ajoutant mamtenant les points cd et ef  on ar- 
rive ~ une cf [3 (n - -  I)~, 2(n - -  I)3 ] off ces deux points sont s6pa- 
r6s. I2 va sans dire que cette nouvelle cf. pourra. &re compos~e de 

deux cfs (3P~, 2P3) et ( 3 q , ,  zq3), o f i p + q - - ' n - -  I. 
En apphquant 12 transformaraon inverse ~t t ous l e s  couples s6pa- 

r~s de caractfire daff6rent que l 'on peut former des points de_routes les 

cfs. [3(n - -  I)2, 2(n - -  I)3], on obtiendra les (3 n , ,  2 n 3) ayant ~au 
moths un point atrigone. 

Constd6rons mamtenant une (3 n : ,  9 n3) contenant le triangle (a c, 
cd, da) et les points ab, cg, dh Otons les droltes c et d ,  et a~ou- 

tons les points ag et ah, alors la nouveUe figure sera une [3 (n - - l ) , ,  

2 ( n  - -  I) ,]  
C'est par la transformation inverse qu 'on peut se procurer toutes 

les (3 n2, 2 n3) ayant au morns un triangle de cf. 
$1 les c6t~s c et d du triangle a cd passent par les points de la 

cir. cg et dg, et que la drotte g conuent encore le pomt g i, on aura 
une [3 ( n -  2 ) , ,  2 ( n -  2)3 ] en suppnmant les quatre drottes a ,  e, 

d, g e t  en ajoutant le point b ~. 
St le point b, se trouve d6)a dans l a c f .  (3 n~, 2 n3) et que les 

droites b, , supportent encore les points bp et z q, on pourra effectuer 
la premifire transformation .h l'6gard du point bb c'est-~t-dlre on sup- 
primera les droltes b e t  z en a)outant les points ap et gq. 

Enfin,  11 peut arriver que les drottes b e t  ~ se confondent. Soit 
alors bf le trolsl~me point de b, tandls que f supporte encore les points 
f k  et f l  O r ,  11 nous faut dlstmguer trois cas, savotr. I) les droltes 
k et l sont s6par&s, 2). leur mtersectlon kl appartmnt ~t la cf., 3) elles 
conuennent les points kl, kin, l,n II est flclle de voxr que, dans ces 
trots cas, on pourra se ser-v~r succ~s~wement de la I * , 2 * et 3 * trans- 

fo rmauo n. 
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4- Des consld~ratlons pr~c6dentes 11 s'en smt, qu','t l'alde des trois 
transformauons smvantes on peut d6dmre toutes les (3n=, 2n~) st les 
[3 (n - -  0 , ,  2 (n - -  I),] et [3 (n - -  2),, 2 (n - -  2),] sont connues. 

a. Transformat,on amgone En ajoutant les droites a et b, on re,n- 
place les points s6par~s cd et ef d'une [3 (n - -  I): ,  2 ( n - -  I)3 ] par 
les 5 points a b, a c, a d, be, bf  

b. Transformatton trzgone La dro~te a contenant les points ab, 
ag, ah, on enl~ve ag et ah, et ajoute les droltes e, d et les points 
ac, ad, cd, cg, dh. 

c. Transformation d~trigone A une [3 ( n -  2), ,  2 ( n -  2)3 ] on 
d6robe un point bz en y ajoutant les droites aj c, d, g e t  les points 
ac, ad, cd, cg, dg, abe t  gi. Dansla nouvelle cf. le point cdestdt- 
trigone. 

I~vtdemment 11 n o u s  fau t  effectuer ces transformations encore aux 
figures compos~es de deux cfs. (3 k,, 2 k3). 

5. En apphquant ces transformattons aux cfs (%, 63) et (6,, 43) 
on arrive /t cmq (12,, 83) dlff6rentes , repr6sent6es par les tableaux 

A 

B 

C 

D 

E 

suivants : 

I4 24 
I5 25 
z 7 26 

~4 24135 
I5 25 36 
17:26 38 

12 12 13 
I3 23 23 
r4 24 37 

;4 24 35 
I5 26 36 
~7 28 37 

]Ur  24 ~3 
~4 26 35 
z5 27 38 

36 24 25 
37 48 35 

~4 1 ~5 24 25 
48 35 

r4 56 
24 57 
48 58 

z4 1 I5 
24 35 
46 58 

I4 1 x5 
24 35 
46 57 

26 I I7 
36 37 
68 78 

36 67 
67 78 

56 37 
67 57 
68 67 

26 I7 
36 37 
46 78 

26 27 
46 57 
68 78 

58 
68 

"8 I 58 
78 

6 8 .  
78 

(I2~ 83). 
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La 0~2, 8~) A est r~guh~re, elle se compose de deux quadnla- 
t&es prmc~paux C'est la figure r~slduelle de chaque dro,te de la cf. 
,$~ atngone de M M a r t i n e t t i  (Annah d, Matemal~ca, XIV) En- 
core elle se pr~sente dans l'&ude de la 024,  :60A (la cel~bre cf de 
Hesse) .  

La ( tu , ,  80B v,ent d'&re remarqu~e parM Mar t , r t e t t i  dans 
la ( ~ 4 ,  ~60B (Atlt dell'Accademta Gtoenm d~ Catama, HI); elle se 
compose, de deux mam~res, de deux quadrangles, de telle sorte que 
les couples de cbt& opposes de l'un d'eux s'appuyent sur deux c6t~s 
conlomts de l'autre 

6. En effectuant les trois transformations sur les cinq (I2,,  83), 
les deux (9, ,  63) et sur le syst~.ne de deux (6~, 40, on trouv'e d~x- 
neuf 0 5 : ,  xo3) de caract~re different. Les tableaux de ces cfs. sont 
pubh~s dans les Comptts Rendus de l'A~ad3m~e hollandmse des Sctences, 
VI, p. 382, par une ,nadvertence I'Y al oubh~ la dlx-neuvl~me cf que 
Yon obuent des deux quadrilat~res iu34 et 5678 en y ajoutant les droi- 
tes 9 et o, tand~s qu'on remplace les points 34, 78 par les points nou- 
veaux 39, 49, 7 ~ 80, 90. 

La seule (I5~, Io~) r~guh&e r~sulte de la H5 amgone, ci-dessus 
menuonn6e, par la suppression d'un de ses stx j-lat~res princ~paux. 

CONfIGURATIOnS (2n, ,  n4). 

7. La cf. la plus simple de ce groupe c'est le 5-1at~re complet 
002,  54), engendr~ par 5 droltes arbltraires. 

En 6tant au 6qat~re complet (I52, 6 0, form~ par les droites I, 
2, 3, 4 5, 6, les points s~par~s I2, 34, 5 6, on trouve l'untque cf. 
(I2 , 64) 

Le 7-1at~re complet (2:~, 7s) donne lieu .~ deux (I4~, 74)de type 
d,ff6rent, elles en r~sultent par la suppress:on, ou b~en des 7 points 
12, 23, 34, 45, 5 6 , 67, 7 I, ou bten des 7 points 12, 23, 34, 4 x, 
5 6 , 67, 75. 

La cf. compl6mentalre d'une (I6:, 84) c'est une des cmq (I2~, 83) 
ou l'ensemble de deux (6,, 43)" 

R~d. Cwc. Matem, t. V, pane Ia--Stampato al x 5 gmgno ~89I. 29 
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I1 y a donc stx ( I 6 , ,  84) de caract~re dlff6rent, on trouve leurs 

tableaux dans mon travatl qut vtent d'etre c~t6 
La cf compl6mentatre d'une (I8~, 94) 6tant de nouveau une (I8~, 

94), 11 faut imagmer une transformation par laquelle ces cfs se d6dul- 

sent des ( I6~,  84) 

8 Suppos~ que la drolte a d'une ( 2 n : ,  •4) comprendles points 
b, ac, ad, ae et que les pothts bc et de n'apparnennent p a s h l a c f ,  

alors oa  parvlent ~t une [2 (n - -  I)~, (n N i)4 ] en rempla~ant la drolte 
a par les points b c et de. 

Sz, au contralre, la drotte b est s6par6e des drottes c e td ,  et que 

b contlent les points ab,  be, bf, bg, alors b e s t  sttu6e de la m~me 
mam~re que la drolte a du premler cas. 

Enfin 11 peut arriver que la cf comprend toutes les mtersecuons 
des droites a,  b, c. d, e, except~ le point de, alors,  les dro~tes d ,  e 
supportant encore les points dh, e~, on aura une [2 (n - -5 )~ ,  (n--~)4] 
en supprimant a, b, c, d, e et en aloutant le point h~ t]vtdemment r 

�9 r ne se pr~sente que pour n : ~  I0 
Par les transformat,ons inverses on peut donc parvemr aux (2n: ,  

n4) , pourvu qu 'on connait toutes les cfs. [2(n m 0 : ,  (n ~ 1)4 ] et 

[ 2 ( .  - ( n  - 5 ) , ]  

Kampen, t8 avrtl x89r 
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