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Es bedeute l eine ungerade Primzahl, C .... e * , k sei ein algebraischer 
ZahlkSrper, d e r m i t  dem KSrper der / - ten Einheitswurzeln einen K5rper 
yore Grad~ m (Teiler yon / --  1) gemein hat. Dann ist der aus k und ~" 

zusammengesetzte K6rper (k, ~) yore Relativgrad, l - 1  tiber k. Die Zer- -m-  
legung der Primideale vo~ k in (k, C) wird durch folgende zwei Gesetze 
bestimmt: 

1. Ist p eine yon l verschiedene Primzahl, ~ ein in p aufgdmndes 
Primideal yon k yore Grade f, geh6rt ferner iv nach dem Modul l zum 
Exponenten f o u n d  ist /T' das kleinste gemeinsehaftliche Vielfache yon 
1" mad /o, so zerfi~llt )p in (k, C) in z' Primideale yore Relativgrad f ' ,  

l - -  1 ~ / ' Z ' .  wenn 

2. Is t  [ ein in 1 aufgehendes Primideal yon k vom Grade [' und der 
Ordnung e, d tier grSl3te gemeinschaft]iche Teller yon e und 1 -  1, n die 
gr~i~te ganze Zahl, ftir welche eine Kongruenz grit 

- 1 - a" ( I ' + ~ ) ,  

wobei a eine ganze Zahl von /c bedeutet, d 1 der grSl~te gemeinsehaftliche 
Teiler yon n und l - - l ,  so ist m ein Teiler yon d~ und dt ein Teiler 
yon d und wena 

d --= f ' d ~  = f ' z ' m ,  

gesetzt wird, so wird 1 in (k, $) zerlegt in 
l--1 
- -  ~ f t  = ( $ . g ~ ,  ..., s ~)  d , N ~ . ~  t , 

wobei N k die beziiglich k genommene Norm bedeutet, 
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B e we i s  fiir 1. 

Jede fiir den Bereieh yon p ganze Zahl ~) yon (k, ~) hat  die Gestalt 

. . ~ n - 1  l -  1 
( 1 ) A % -F ~'1 ~" ~- "" q- (:,~-1 , n -- - - -  

wobei die G ffir den Bereieh yon p ganze Zahlen yon k bedeuten; denn 
in der Gestalt (1) ist jede Zahl yon (/c, r darstellbar, wenn die ,,, Zahlen 
yon /r sind. Ist  aber A fiir den Bereieh yon p ganz, so sind aueh die 
zu A relativ konjugierten Zahlen fiir den Bereieh von p ganz und die a i 
stellen sich als Briiche dar, deren Zs fiir den Bereieh von p ganz 
und deren Nenner ganz ist und in einer Potenz vor~ 1 aufgeht, daher ztt 
p teilerfremd ist. 

Es sei V sin in p aufgehendes Primideal von k, 

[" die kleinste positive Zahl, fiir welche 

t2) Pf -_ 1 (mod/)  

gilt. 
Andererseits ist nach Voraussetzung /o die kleinste positive Zahl, 

fiir welehe 

(3) pro ::- 1 (modl)  

gilt, dann is~ ersichtlieh i f '  das kleinste gemeinschaftiiche Vielfache yon 
]" und s  

Aus (1) folgt, da~ fiir jede fiir den Bereich yon p ganze Zahl A 

Ai" 

folgt, wenn ~ ein in p aufgehendes Primideal yon (k, ~) bedeutet, p kann 
in (k, r nut in verschiedene Primideale zerfallen, da p in der Relativ- 
diskriminante von~ (k, $) beziiglieh ]cnicht  aufgehen kann; es sei F der 
Grad yon ~ ,  dann folgt aus (4), da diese Kongmenz fiir ]ede ganze Zahl 
yon (k, r gilt, 

prt'b>pF, "also f f ' ~ _ F .  

Andererseits folgt fiir A = $ aus dem F e r m a t s e h e n  Satz 

=_ 1 
und daher 

p~ ~ 1 (modl ) ,  

also F ein Vielfaches yon fo. 

1) Fiir den Bereich yon p heiflt eine Zahl ganz, wenn sie a.ls Bruch mit zu p 
teilerfremdem Nenner dargestellt werden kann. 
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Weil aber sehlieBlieh (k ,  C) ein (relativ zyklischer) KSrper iiber k 
ist, mug F aueh ein Vielfaches yon f sein, und daraus folgt die Behaup- 
tung, weil f f '  das kMnste gemeinschaftliche Vielfache yon f und [ o i s t  
un'd F ~ f f ' .  

B e w e i s  fiir 2. 
Es gelte in k die Zerlegung. 

(5) I = l"(~, ~r 1) 1, N I  lr; 

im KSrper der /- ten Einheitswurzeln gilt 

(6) 1- - Io  ~-~, ~ l o  l, lo 11 - - r  
Da k mit  dem K6rper ~ einen Ungerk6rper yore Grade m gemein 

haben soll, so mug e ein Vielfaehes yon m sein. Es sei 

(7) d = ( l - -  1, e) .... ram'.  

In (k, ~) werde nun I welter zerlegt in 

( 8 )  . . .  = V ' ,  

daher 

(9) l=~g '~9 . i ,  ~1[ ein zu ~ teilerfremdes Ideal. 

D~ aber (k, ~) ein OberkSrper yon C ist, so mul] g'e ein Vielfaches 
l - I  von l - - 1  und daher g' ein Vielfaehes yon ~-  sein., Es sei 

l - 1  
g' d e', 

l -  l . e , "  r , l - - I  l 1 ,, 

fol~lich 
~2 

(11) m ' -  e ' f ' z ' .  

Bedeutet  r eine primitive Kongruenzwurzel yon l, s die Permutation 
C'C r, s~ = ~ ,  so . i s t  die Gruppe yon (k, ~) beziiglich k gleich s~,, 

x~ = 0, 1 , .  l - - _ l _  1, die Zerlegungsgruppe yon 2. bez~iglich k gleich 
�9 . ~  ~ ,  

l--1 
s [ ' %  x,~ ~ O, 1, . .  qq4 z t 

a* 

gleieh s~'f'~?, x a = O, 1 , . . . ,  . . . . . .  

(5) und (8) folgt 
(12) 

- - - -  1, die Tr~gheitsgruppe yon s beziigtich k 

/ - 1  1. 
~T~ f P  z p 

5~ ~ - -  l f f .  

Nun bedeu~e H ~ine primitive Kongruenzwurzel, yon s so da]] also 
I r f ' -  1 die niedrigste positive Potenz yon H ist, fiir die 

p 

(13) H l f f ' ~ l ( ~ )  

gilt. 
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Es sei )1 eine primitive Kongruenzwurzel yon t in k, fiir welche daher 
I f -  1 der niedrigste positive Exponent ist, so da~ 

14} )1 d - ~  : =  l(I), 
und ieh kann und will annehmen, dal~ 

l f f '  - t 

, i n )  ,~ H 'f-~ (~). 
Aus i o 1 --r folgt 

/l~ 
O-=I-C~)_-T 1-(I~o-~,,)t l --(2)ko-+-. . .+k~o -~ 

und d~ler 

(~7) 

and in (k ,C)  sei 

(18) 

und 

z - - ~ 'o- '  ( r  

In k soll die Kongruenz gelten 

-- l ~  )/=2t(~,+1), (2 eine durch I aber nicht 

durch I" teilbare ganze Zahl yon k) 

2_=HVA (~ ~ ) 

e," 0t:+l 

(19) 2o: .  HUA ~ ( ~ d  ), 

wobei ,4 eine durch 52 aber nicht durch ~ ~eilbare ganze Zahl yon (k, ; )  
bedeutet. 

Die Permutation , kann so gew~ihlt werden, da~ fiir die Permutation 
s.~ ~--. a~', welche dutch ihre Potenzen die Zerlegungsgruppe yon ~ beziig- 
lich k erzeugt, 

&,H ~ Hlt'(~) (20) 

gilt. 
Fiir die primitive Kongruenzwarzel r gilt eine Kongraenz 

t f f f ' - z  
(21) r ~ H z-r=z-(~), 

wobei (t, l --  1 ) = 1. 
EB ist nun 8 s = 8~"r eine Permutation dot Triigheitsgruppe yon ~ be- 

ziiglich k, daher gilt eine Kongruenz 

(22) 8 s a ~ H~A ( ~ ' ) ,  
1--1 , 

und aus sa -~-~ = 1 folgt 
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"daher 

l - l e ,  0 tmodl n ' - l ~ .  (2S) " -  d 

(24) 

Andrerseits folgt aus t19~ und 1211 

, l / f _  1 r e '  e e '  *1 

8~2 o r ' z ' t "2o  t -i 20 H a 'h.~,~ ~ ' 

e e '  , I t f  ~ 1 ie e. 
~2 d t m z ' [ '  l-- l ~mod 1 ~. 

Wird (28) m i t e  und (24~ mit l - -  1 multipliziert und beide Kon- 

daher 

(3o) 

t 
y ( 1  r - 1 ) +  o 

Aus (19) folgt wegen s,,2,, __ rm~'2o(lo ~) 

8020 ~ H tmz' z ff'-lt_l }kJ - H u ~ t f - I  

e l f f '_  1 
~ t ( l f - - 1 ) + o -  d - t m z '  T Z ]  m ~  

mid a m  (16), (17), (18) und (19) folgt sohlielllieh 

t f f ' -  x (t :- 1),  (I - l ) t  It - 2 !  fl.~ t 
~ l ~ / |  +~VA--~~ ~-~ (52 ), 

dalaer 
l f f '  -- 1 (81) z ~  +ev=--,t(1-1) (modtrr'-- 1). 

Multipliziere ich (81) mit l f - - 1 ,  (80) mit l - - l ,  (29) mit e, be. 

e e 

+~ ,!.o (s '~ 'x), 

lh 

(28) 
dahe~ 

1 ~, (29) d 0 (mM 1). 

gruenzen nach dem Modul d~t rr' 1~ genommen, so folgt 

t m z ' [ "  (l t?" --  1'~ a= 0 ( m o d d  (t tr' --~ 1)1, 

t m z ' f '  0 ( m o d d =  m e ' f ' z ' ~ ,  

(25) t _:. 0 (mode ' ) ;  

e' ist ein Teiler yon l -  1, t zu 1 -  1 teilerfremd, daher 

(26) e ' - -  t. 

Es Hi ferner 

(27) s~A~- H ' A  ( ~ ) ,  

dann folg~ aus (18) und (20) wegen s2a 2 

" 1 - 1  l - 1  1 t 1 I LI  
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traehte alle Kongruenzen nach dcm lgodut d ( l  f l " -  l )undaddie rea l le  drei 
Kongruenzen ((29) mit vertausehten Seiten), so folgt 

(32) x(1 t~' --  1) - -  t m z ' ( l  f l ' -  1 ) ( m o d d  ( l  f f '  - -  1 )'}. 

(33) x _ T t m z '  (modd) ;  

mz '  ist ein Teller yon d, t ist zu I - - 1  und daher auch zu d teilerfremd. 
Setze ich 

x - m z ' x  1, d - -  m z ' f ' ,  

so folgt aus (33), dal~ x~ und f '  teilerfremd sein miissen und es ~ilt 
eine Kongruenz 

( 3 4 )  . 

Ist  andererseits 

(35) --  Z-- , P ( I ~ 2 4 7  

so mul~ fiir a eine Kongruenz gelten 

-~ ~+, (e eme ganze Zahl} 

Da abet n die gr61~e ganze Zahl sein soll, fiir welche "eine Kongruenz 
der Gestalt (35) gilt, so mul~ n ein Vielfaches yon m z  ~ sein 

und durch Vergleich von (34) und (33) folgt welter 

a n  1 _~ x~ ( m o d / f - -  1). 

Da x~ zu f '  teilerfremd ist und f '  ein Teller yon I f -  1, so mul~ 
dahcr auch n t zu f '  teilerfremd sein und daher ist 

(38) d ~ = ( n , l - - 1 ) = ( n , e , l - - 1 ) = ( n , d ) = m z ' ( n ~ , f ' ) = m z ' ,  

womit die Behauptung erwiesen ist. 

(Eingegahgen am 24. Februar 1919.) 


