Die Zerlegungsgesetze fiir die Primideale eines beliebigen
algebraischen Zahlkérpers im Korper der {-ten Einheits-
wurzeln.
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Es bedeute ! eine ungerade Primzahl, { == e *, % sei ein algebraischer
Zahlkérper, der mit dem Korper der I-ten Einheitswurzeln einen Korper
vom Grade. m (Teiler von I —1) gemein hat. Dann ist der aus % und
zusammengesetzte Korper (k, {) vom Relativgrad l—;! iber k. Die Zer-
legung der Primideale von & in (%, {) wird durch folgende zwei Gesetze
bestimmt:

1. Ist p eine von [ verschiedene Primzahl, p ein in p aufgehendes
Primideal von %k vom Grade f, gehort ferner p nach dem Modul ! zum
Exponenten f, und ist ff’ das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
f und ﬁ),l so zerfdllt p in (k,¢) in z’ Primideale vom Relativgrad f'.
wenn —— = [z

2. Ist [ ein in I aufgehendes Primideal von %k vom Grade / und der
Ordnung e, d der grolite gemeinschaftliche Teiler von e und I — 1, n die
grofte ganze Zahl, fiir welche eine Kongruenz gilt

— ] = & (1e+1)’
wobei « eine ganze Zahl von k bedeutet, d;, der groBte gemeinschaftliche
Teiler von » und I —1, so ist m ein Teiler von d, und d, ein Teiler
von d und wenn ,
d=f'd,=f2'm.
gesetzt wird, so wird | in (%, {) zerlegt in
-1

[=(28,....8.4)°%, N, g=1"

wobei N, die beziiglich £ genommene Norm bedeutet.
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Beweis fir 1.
Jede fiir den Bereich von p ganze Zahl') von (k, {) hat die Gestalt

«n—1 n— l.:l

(1) A “o”l‘(ﬁ;,’“-_f‘“nv—lé» > m

wobel die «, fiir den Bereich von p ganze Zahlen von k bedeuten; denn
in der Gestalt (1) ist jede Zahl von (k, {) darstellbar, wenn die «, Zahlen
von k sind. Ist aber A fiir den Bereich von p ganz, so sind auch die
zu A relativ konjugierten Zahlen fiir den Bereich von p ganz und die ¢
stellen sich als Briiche dar, deren Zahler fiir den Bereich von p ganz
und deren Nenner ganz ist und in einer Potenz von [ aufgeht, daher zu
p teilerfremd ist.

Es sel p ein in p aufgehendes Primideal von £,

Np = ple P
f" die kleinste positive Zahl, fiir welche
(2) P’ - 1 (modl)

gilt,
Andererseits ist nach Voraussetzung f, die kleinste positive Zahl,
fiir welche

(3) ple=1 (modl)
gilt, dann ist ersichtlich ff' das kleinste gemeinschaftiiche Vielfache von
f und f,.

Aus (1) folgt, dal fiir jede fiir den Bereich von p ganze Zahl A
(4) AR = A ()

folgt, wenn P ein in p aufgehendes Primideal von (%, {) bedeutet. p kann
in (k,{) nur in verschiedene Primideale zerfallen, da p in der Relativ-
diskriminante von, (%, {) beziiglich & nicht aufgehen kann; es sei F der
Grad von B, dann folgt aus (4), da diese Kongruenz fiir jede ganze Zahl
von (k, ) gilt, '

pi" = p¥, also ff'>F.

Andererseits folgt fiir A== aus dem Fermatschen Satz
e =1(p)
pF =1 (modl),

also F ein Vielfaches von f,.

und daher

1) Fiir den Bereich von p heifit eine Zahl ganz, wenn sie als Bruch mit zu p
teilerfremdem Nenner dargestellt werden kann,
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Weil aber schlieBlich (k, &) ein (relativ zyklischer) Kérper iiber &
ist, muB F auch ein Vielfaches von f sein, und daraus folgt die Behaup-
tung, weil ff’ das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von / und f, ist
und F < £,

Beweis fiir 2.

Es gelte in k die Zerlegung.

(5) [ =1a, (a0, 0) 1, Nl U
im Koérper der [-ten Einheitswurzeln gilt
(6) Lo, N L, (=2

Da k mit dem Korper { einen Unterkdrper vom Grade m gemein
haben soll, so muB e ein Viclfaches von m sein. Ks sei

(7) d={I—1,¢)- mm'
In (&, ) werde nun | weiter zerlegt in
(8) (=(2Q, ... &), Ng=1
daher
(9) I1=27°9, 9 ein zu § teilerfremdes Tdeal.

Da aber (k, ) ein Oberkdrper von £ ist, so muB g’e¢ ein Vielfaches

. . l -1 . .
von [ — 1 und daher g’ ein Vielfaches von =~ — sein. Es sei

d
’ I—1 ,

(10) ;e
also

-1 , ¢ {—1 11 .,

“d e f -z m I "
folalich
(11) m' —e'f'2.

Bedeutet 7 eine primitive Kongruenzwurzel von [, s die Permutation

£'¢’, s =sm so,ist die Gruppe von (k, () beziglich £ gleich s7,
z=01..., l—i—l —1, die Zerlegungsgruppe von ¥ beziiglich & gleich

’ l""'l
s, 2, =0,1,.. ,-
»

1, die Trigheitsgruppe von &, beziiglich k
. ‘ot -1
gleich sz'/'#, 2, = 0,1,..., 5 — 1.
Aus (5) und (8) folgt
(12) Ng=1",
Nun bedeute H éine primitive Kongruenzwurzel: von & so daB also
1" —1 die niedrigste positive Potenz von H ist, fiir die
(13) R =1(2)
gilt.

mz’
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Es sei 5 eine primitive Kongruenzwurzel von [in %, fiir welche daher
1" —1 der niedrigste positive Exponent ist, so dal

114 7}‘f‘1:—?1(ﬂ,
und ich kann und will annehmen, dafl
sz;:l
115) n H Q)
Aus 4, 1 —{ folgt
R e e AL AV . i-
0= == iod l—-(\g)/to--fu...w}—x(‘;l
und daher
(16) = — 17N (1d).
In k soll die Kongruenz gelten
(17) — I = 922°(1**!), (4 eine durch [ aber nicht

durch 1* teilbare ganze Zahl von k)

. R
und in (&, ) sei ot e

. ~e'rt
(18) P T I U
und . ,
eo! el .
(19) hoo HEAY (8% ),

wobei A eine durch £ aber nicht durch Q7 teilbare ganze Zahl von (%, {)
bedeutet.

Die Permutation ¢ kann so gewihlt werden, dal fiir die Permutation
8, = 8%, welche durch ihre Potenzen die Zerlegungsgruppe von 2 beziig-
lich k& erzeugt,

(20) s, Hz=HY(8)

gilt.
Fiir die primitive Kongruenzwurzel r gilt eine Kongruenz

7
(21) r=HET(R),
wobei (2,1 —1)=1.
Es ist nun s, = 82’7’ eine Permutation der Trégheitsgruppe von & be-
ziiglich k, daher gilt eine Kongruenz
(22) s, A=HeA(L%),

-1

und aus 8% ’ =1 folgt
-1,
A=HeT4(8%),
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-daher
1—1 .
(23) 0=, ¢ 0 ymodl — 1.

Andrerseits folgt aus {191 und |21}

. 1t er’ e’ \
s emz tmetpt el e %y ea "t
84y "Ml 4  H U4 H Agr ¥ ,
ee’ AU .
(24) ) tmz't’ imod 177 1.

d {1

Wird (23) mit e und (24) mit I - 1 multipliziert und beide Kon-
gruenzen nach dem Modul d (7" 1) genommen, so folgt

tmz’ (17 1= 0 (modd (I - 1)),
tmz'f’ 0 (modd = me'f 2"

(25) { -0 (mode’);
¢’ ist ein Teiler von I —1, t zu ! — 1 teilerfremd, daher
(26) e —1.
Es sei ferner
(27) 8,4 - H*A(2),
dann folgt aus (18) und (20) wegen 8,4 4
oy 7Y pe Dt
(28) T N T T
daher
(29) gl ~1)-+at d’ 0 (modl™ 1),
Aus (19) folgt wegen 5,4, _ r™ iy (Ig)
sy = H ™Y fifl—lllo e 10(53; Y,
daher
' e, =1 ”_ 1.
(80) w(l' 1)+ oy =tmz’ 3 (mod ™ —1);
urld aus (16), (17), (18) und (19) folgt schlieBlich
=gt = H t::fi“" A‘_‘?l’j TS ”A(t dm(ie ”‘n},
daher
(31) T -1 1t ey=u(l~1) (modl ~1).

Multipliziere ich (31) mit I'—1, (80) mit I —1, (29) mit ¢, be-
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trachte alle Kongruenzen nach dem Modul d (1" — 1) und addiere alle drei
Kongruenzen ((29) mit vertauschten Seiten), so folgt
(82) (U — 1)~ tmz (1" —1) (modd (I — 1)}
(33) x “tmz' (modd);
mz' ist ein Teiler von d, ¢ ist zu I —— 1 und daher auch zu d teilerfremd.
Setze ich

x —mz'z, d=mzf,
so folgt aus (33), daB z, und /' teilerfremd sein miissen und es gilt
eine Kongruenz

e '
et

(84) — 1 gEdt ()",
Ist andererseits
(35) — 1= " (1",
go mul fir « eine Kongruenz gelten
28y le .
(36) «_ e ("), (\_'{; elne ganze Zahl)
(37} — 1= ol = (na Aﬁ/}n ({c-l»l-)‘

Da aber n die grofite ganze Zahl sein soll, fiir welche ‘eine Kongruenz
der Gestalt (35) gilt, so muB n ein Vielfaches von mz’ sein

n=mz"n,
und durch Vergleich von (34) und (33) folgt weiter
an, =z, (modl —-1).

Da «, zu f teilerfremd ist und f’ ein Teiler von 1'—1, so muB
daher auch n, zu f teilerfremd sein und daher ist

(38) dy=(n,l—1)=(n,e,l—1)=(n,d)=mz'(n,,f' ) =m2z',

womit die Behauptung erwiesen ist.

(Eingeganhgen am 24. Februar 1919.)



