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~ber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. 

Von 

G~OR~ P6~A in Ziirich. 

1. Herr Borel*) hat im Jahre 1894 folgenden Satz bewiesen: 
Die analytische Funktion 

f (x)  -= % + alx  + a~x ~ + . . . +  a .x  ~ + . . .  

sei im Kreise I x]~_ l:eindeutig und, abgesehen yon einer endlichen Anzahl 
yon Polen~ reguliir. Wenn die Koeffizienten ao, al, a 2 , . . . ,  a ~ , . . ,  ihrer 
Potenzreihenentwicklung um den Punkt x = 0 ganze rationale Zahlen sind, 
so ist f ( x )  eine rat;ionale l~unk~ion. 

Ietl babe vor kurzem**) folgenden Satz bewiesen: wenn g(z) eine 
ganze transzenden~e Funktion ist, so kSnnen nicht alle Koeffizien~en 
ao~ al, ag., . . . ,  an, . . .  der Entwicklung 

g = % +  ajx  + a~x~+ . . .  + a . x ~ +  . . .  

rationale Zahlen s e i n . -  Die Funktion g (~-,-~) hat in der gauze ganzen 

Ebene den- einzigen singul~ren Punk~ x = c; da dieser aber ein wesentlieh 
singul~trer Punk~ isJ;~ so is~ dieser le~z~e Sa~z nicht im ers~en enthalten. 

Ioh werde nun in der vorliegenden Abhandlung einen Satz beweisen~ 
der beide erwiihnten Resulta~e umfail~, ni~mlieh den i'olgenden 

Sa tz  I. ~ s  sei R ~> 1. Die analytische 2"unktion 

(1) f ( x )  ---- a o § a~ x + % x  ~ §  § anx ~ §  

sei im Kreise l xl ~ R eindeutig, und, abgeseher6 yon ~ e r  endlichen An~ah~ 
yon s ingul~en Stellen, reguldr. Wenn die Koeffizienten ao, a~, as, ..., an, . . .  
ihrer t~otenzre~7~enentwicklung um de~ 2 u n i t  x == 0 gan~e rationale Zahlen 
sind, so ist f (x )  eine rationale _Funktion. 

*) Borel, 8ur une application d'un th6or~me de ~f, Hadamard, 
sciences msth~ma~iques, 2 ~ Yolge, Bd. 18, S. 22--25. 

"*) PSlya, ~ber ganzwertige ganze Funk~ionen, Rend. d. C. ]s 
Bd. ~01 S. 1--16, 

Bulletin des 

di P~Iermo, 
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Dieser Satz en~h~il~ den erw~ihnten Satz yon Borel. Denn under den 
Bedingungen des Borelschen Sa~zes is~ nach den aUgemeinen Prinzipien 
der Funk~ionentheorie, die Existenz eines Kreises ] x l ~ 2  ( 2 >  1) ge- 
sichert~ in welchem die Funk~ion f(x) eindeutig ist und keine anderen 
Singularit~en besitz~, als im Kreise I~l ~ 1; er geh~ aber fiber den 
Borelschen Satz hinaus, well er fiber die Natur der singul~ren Punkte im 
Kreise ]xl_~/~ nichts vorausse~zt~ so da~ insbesondere dieser Kreis auch 
isolierte wesentlich singul~ire Stellen en~halten k~nn~e~ Hierdurch wird zwar 
der Beweis des Satzes I bedeutend komplizierter, als der des Borelschen 
Satzes, seine Konsequenzen sind aber auch viel mannigfaltiger. 

Ich werde den Beweis in den w167 2--6, die erw~hnten Konsequenzen 
in den w167 7 ~ 9  entwickeln. Ich schicke nur eine ganz spezieUe Folgerung 
voraus~ um das In~eresse f~ir den Satz I zu erwecken. Es seien 

�9 � 9  . .  : ,  

beliebige rationale Funktionen mit rationalen Koeffizien~en (d. h. sowohl 
der Z~hler als auch der Nenner soUen rationale Koeffizien~en besitzen)~ 
sie seien nur den Bedingungen 

~ j ( x ) .  O, ~ ( 0 ) ~  O, ~ ( x ) .  ~ ( x )  

( j ,k=l ,  2 , . . . , n ; j~  k) 
unterworfen. Die Funktion 

Q,(x) + + . . - +  

is~ eindeutig, sie hat nur eine endliche Anzahl singul~rer Punkte~ und sie 
kann sich nie auf eine rationale Funktion reduzieren*). Ihre Potenzreihen- 
en~wicklung um den Punkt x----0 wird bei jeder Wahl yon Q1," ", Q~, 
21~'" "~ ~ nur rationale Koeffizienten enthalten, aber diese Koeffizien~en 
k~nnen~ kraf~ des Satzes I~ bei keiner Wahl yon Q1~'" ", ~ ,  /~1, "" ' , / ~  
s~,mtlich ganze Zahlen sein. 

2. Ich kann ohne Beschr'~nkung voraussetzen, dab die Funktion f(x) 
an der Kreisperipherie I xl ~ / ~  keinen singul~ren Punkt hat. Denn w~ire 
das der Fall, so ko'nnte ich den Kreis I xl "</~ dutch einen passend ge- 
w~ihl~en klei~eren konzentrischen Kreis ersetzen, der sowohl die Voraus- 
se~zung des Sa~zes I, wie auch die neu auferlegte Bedingung-erfiillen 
wfirde. 

*) Nach einer leich~en Umformung is~ der Beweis ebenso (dutch vollst~mdige In- 
duk~ion und Differenzieren) zu ffihren, wie im gel~ufigen Falle, wo Qj Polynome und 2j 
Polynome ersten Grades sind. Vg]. z. B. Picard, Trai~ d'Analyse, Bd. HI, S. 427. 
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Die Funk~ion f(x) soll im Kreise Ix] ~ / ~  s singul~e euakte haben, 
die mit 

1 1 1 

c~ ~ c. ~ "~ G 

bezeichne~ werden m~gen. Nach dem eben (~esagten is~ 

1 ]c,I < t~ ( v ~  1,2,...,s). 

Die Funktion f(x) ist in der Umgebung des Punktes c71 elndeutig und 
kann daher in eine Laurentsche Reihe entwickelt werden~ deren Haupr 
teil mit 

1 

bezeiehne~ werden soil G,,(z) ist eine ganze rationale oder eine ganze 
transzendente Funkiion der Variabeln z, je nach der Art der Singularitii~ 
im Punkte x-----c~ ~, und es kann 

(2) G,(0) = 0 

vorausgesetzt werden. 
Die Funk~ion 

$ 

1 

ist im Kreise Ix] ~ R eindeu~ig und regular. Folglich is~ der Konver- 
genzradius der rech~s st~ehenden Potenzreihe gr~l]er als ~ und so kann 
die Ungleichung 

(3) Ib . l~"<  1 
hSchs~ens ftir eine endliche Anzahl Wer~e yon n unrich~ig sein. 

]~an w~le  eine positive Zahl r ( r > 0 ) ,  die siimtlichen Ungleichungen 

1 (4) r < 

geniig~. Der Konvergenzradius der Po~enzreihe (1) is~ grSBer als r, und 
daher is~ die Ungleichung 
(5) I~. I~" < 1 
h~chs~ens ffir eine endliche Anzahl Wer~e yon n nich~ effiill~. 

Es kann gewiB 
(6) < 1 
angenommen werden, aber man wird auch zu dieser Annahme genStigt, 
wenn man Trivialitii~en ausweichen will. Denn ist (6)nioh~ erftill~, so 
mug die Po~enzreihe (1) wegen (5) und wegen tier Ganzzahligkei~ der 
Koeffizien~en a~ sich auf ein Polynom reduzieren. 
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3. Mein Beweis sttitzt sich wesentlieh auf den folgenden wichtigen 
Satz des Herrn Wiger~*): 

I)afiir~ daft die durch die Potenzreihenentwicklung 

Do + D~ x + D,x, + . . . + D. x" + . . . .  t I  ( x - ~ )  

definierte Funktion H(z) eine ganze Funktion der Variabeln z mit der 
JEigenschaft 

B(o) =o  
sei, ist notwendig und hinreichend, daft eine ganze ~'unktion 

h (z) . .  do + d ~  + ~ + . . . + d ~  + . . .  

existiere, die folgende drei Eigenschaften besit~t: 

~(o) ~ 1)o, h(I)~ D,, h<~)= 1) , . . . ,  h<~)-- D. , . . . ,  
1 

(7) lira kld~t ~ ----0, 
k----oo 

(8) lim lglh(re"~)l <_ 0 

gleichm@ig fiir 0 ~ ~ ~ 2 ~. 
Jede tier beiden ganzen Funktionen H(z) und h(z) ist dutch die andere 

eindeutig bestimmt, und sie sind entweder beide rational oder beide transcendent. 
Von den beiden Bedingungen (7)und (8) genfig~ es fibrigens immer 

nur die eine zu verifizieren, denn sie sind ~iquivalenl. 
Auf Grund des Wiger~schen Satzes l~il~ sich eine ganze Funktion 

g,(~) = d,, o + a,,~z + d~,,z ~ + . . .  + a,,~z ~ + . . .  

bestimmen, so da$ 

gesetzt werden kann. Da ~ nur einer endliehen Anzahl Werte f~ihig ist, 
kann die Bedingung (7) auch so ausgesprochen werden: bei vorgegebenem 
8 > 0 is~ die Ungleichung 

(9) Id,,~l < F ( ~ =  l ,~ , . . . , s )  

hiichstens fiir eine endliehe Anzahl Wer~e yon k unriehfig. 
Ieh ffihre die gauze Funk~ion 

*) Wigeri L Sur les fonc~ions enti~res, Oef'versigt af K. u 
F6rhandlinger, S~ockholm (1900), S. 1001--1011. 
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Mit dieser neuen Bezeichnung l~ig~ sich die Funk2ion 

oo 

f(x) = ~  a.x" 
n = O  

O0 

v=I n=O 

oo 

= ~  (g(n) + b.)x" 
n = 0  
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4. ]oh definiere 
identisehe Oleiehung 

(10) 

Es is~ also 

Die 
seize*) 

die Zahlen C,,,o , C,,,1 , . . . ,  Cm.,,, durch die in x 

~,,,,o + C~,~ x + C..,~x ~ + . . - +  C,.,,,,.x ~ 
- (1 - c~ x p  (1 - ~ ~)~ �9 �9 �9 (t - ~ p .  

(7.,, o 1, ., 0,~,,~, ( - i )~cl .c~,  " 

Funktion h(t) sei .f~r t ~ O, 1, 2, 3 , . . .  ~gendwb or]d~. Ioh 

~ % ( 0  = ~ - '  o~, .  h(~ + m s - g )  
#=0 

= h ( t +  ~s) + o~,, ~( t+  m s - ~ )  + . . .  + c~,. ,Kt).  

Sind h~(t) und h~(t) zwei beliebige Funkfionen, so ist 

~"(h ,  (t> + h,(t~)--- D'h~(~) + D"h~(~). 

Ieh will den Wer~ yon f"t'nh(t) ftir gewisse spezielle Funkfionon h( t )  
bereehnen bzw. abseMi~zen. Ich betraehte zuers~ O ' ~ P ( t ) r  wo 

P ( t )  ~ u o + u l t  + u~t ~ + �9 ". + s t , ,_ t t  " - ~  

ein beliebiges Polynom bedeutets, de'ssen Grad ~ m -  1 isis. Man kann 
trod zwar nut  auf eine Weise m Konstanten vo, vl ,  v ~ , . . . ,  v,,_ t besfim- 
men, so da$ idenfiseh in t 

t + l  t + l  t + ~  t + l  ,+m--1 
/~(t) ~Vo + v~ i l- v~ i s + " '  + v~_~ t . . . .  ~ ' i  

*) Das Symbol 0 m hat die Eigenschaft 

Is~ s-~ 1, ct ~-1  so is~ in gew~hnlicher Bozeichnung 

D~h (0 "~ N ~ h(0. 
Vgl. fibrigens Eneyklop~die, Bd. I, Tell 2, 8. 983--987 .  

Mathematischo Annalon. LXXVII 33 
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wird. Wenn die rationale Ftmktion 

~)1 Vm - -  1 

% ~- (,--e~x)' + " "  q (1 -  e,x,)" 1 - -  C~X 

0o 

= v o + v ~  ~ i+...+vm_i i 2 "'" m--i 

t = 0  

mit dem Polynom (10) mulfiplizierl wfrd, so wird daraus ein Polynom 
yore Grade m s - - 1 .  Daher verschwiudet in der Produktenreihe tier Koef- 
fizient yon x *+~' f i i r t  = 0, 1, 2, 3 , . . .  d. h. es wird 

(Ii) 
ju=O 

c~., i~(~ + , u s -  , )4+~.-~  -- D~ i~(~) c~. = 0. 

Die Gleichung (11) ist also unbr der Voraussetzung abgeleitet~ dalt der 
Grad des Polynoms P(t)  ~ m -  1 ist. Ist der Grad ~ m, so ist das Re- 
sul~at viel komplizierbr, und so will ieh reich mit der Abschiitzung yon 
E]'~c~ fiir beliebige k begn~igen. Es is~ 

~ = 0  

Cm,~ (t + m s -  ~)k 4 +., ,-  5 

"W~,$ 

I o ~ * l  _ < ~  I~,~l(~+ ~ - , )  ~ ~,l*+~.-~, 
/.~=0 

m s  

-_< (~+,~)'f~,t' ~ Io~,~l [c,I ~'-~, 
~ = 0  

=< (t + ' u s ?  I~,,1' (1~,,I + Ic~ I)'~ (I c,. + I,~l)m..-(Ic,~l + It, )" 

mit Beriicksichtigung yon (10), nach der geliiufigen Majoranbnmelhode. 
Endlieh kommt mit Rticksicht auf (4) 

(12) 

Die gewonnene Ungleichung (12) ist fib jeden Wer~ yon k riehtig, 
.aber nur ftir k ~ m yon Interesse. 
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Ich will nun zur Abschiitzung yon ~'~ g(t) schrei~en. Es ist 

�9 = 1  ~ ' = 1  k=0 

�9 "-i k-=m 

mit Benutzung der Gleichung (11). biit Benutzung der Ungleichung (12) 
erh~lt; man 

~'=I k=m 

oo 

* ' = 1  k = m  

Mit Benutzung der Ungleichung (9) gelang~ man zur Ungleichung 

O0 
~k 

die nich~ immer rieh~ig zu sein brauc'h~, abet bei festem positivem.8 nut 
fiir eine endliche Anzahl Wer~e yon m f~seh sein kann. Is~ s < I, so 
gelangt man weiter zu der Ungleichung 

k - ~ m  

Io~e(o1<.~o'(§176176 
Ieh will noo3n 

~'r 

abschiitzen. Dutch Anwendung yon (3) erh'~il~ man 

m s  

#--0 

m #  

m 1 

~_ (~)' (~ + t,,f) (~ + I~,O ~. . . (~ + ~,1) ~ 

mit Benutzung der FormeI (10) und der schon einmal angewand~en 
83" 
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Majorantenmethode. Mit Benu~zung yon (4) gelang~ man endlich zu der 
Ungleichung 

< ~  

die hSohstens fttr eine endliche Anzahl Wer~e yon t nich~ erffill~ ist. 

5. Ob die Po~enzreihe (1) eine rationale Funk~ion darstell~ oder 
nicht, wird dutch die Betrachtung der rekurrenten Determinan~en 

( 1 5 )  A ( r ) =  

a~ ~ n + l  " " "  a n + r - 1  

a ~ + l  a n §  . . . a n +  r 

a,+~_~ a~+~ . . .  a .+~_~ 

-----[a.+;+~[ ( i ,k=O,l ,2 , . . . , r - -1)  

en~schieden. Die Zahlen A~ r) sind s~mtlieh rational und ganz. 

Ich will insbesondere 'die De~erminan~en A(~ ~) und .A('+1) be~raeh~en, 
und sie mi~ Hilfe des Symbols []~ umformen. Es sei ein gewisser posi- 
~iver echter Bruch ~ ( 0 <  a < 1) lest gew~hl~. Ich seize 

Die so bes~imm~e ganze Zahl m ~ri~t in den nun folgenden Formeln (16) 
(17) auf, die man durch Addition yon Kolonnen erhiilt (die ersten ms 
Kolonnen bleiben ungegndert~: 

V1 ~ 0 "  . . .  ~ an  * " " a n + m , - 1  a~ a,n+ 1 a 2 n _ m $ _  1 

(16) A (") . . . . . . . .  n 

�9 O ~ O ~ a ~  O "  

t [2]~ 0 "~ . .  El" ~t a �9 . . a n + m , _  1 a n  a n + l  �9 a 2 n _ r a ,  

(17) . . . . . . . . .  

. . 0 "~ 0,~ a t ~  a 2 n + m ~ - I  a2n a@n+t �9 . . [ ~ m a S n _ m  * 

Alle bisher gewonnenen Formeln und Ungleichungen werden nun zur 
AbseNitzung der Determinanten (16) (17) vereinigk 

Wir miissen insbesondere F1 m a t fiir 

(18) ~ < t < 3 n  - m s  

abschiitzen. Dabei mul$ beaehter werden, dal~ m mit n ins Unendliehe 
w~chst. Es ist genauer 

so da6 e~wa die Ungleichung 

(19) 

lira m a 

m 2 ~  



~ber Potenzreihen mi~ gn,nzzahligen Koeffizienten. 505 

nur Ftir endlich viele Werts vsn n falsch ssin kann. Ich behaupte, da~ 
eine positive Zahl ~ existiert, die ffir alle Wer~o ~, m ,  t, die den Be- 
dingungen (18) (19) geniigen, die Ungleichung 

erffill~. In der Ta~, die Ungleichung (20) forder~ das Bes~ehen yon 
t 

g,, 

Gem~B (19) is~ m • 0, also m ~ 1, und nach (18) (19) isf 

t 3n 6s 

Wird also 
65 

gswiihlt, so wird (20) sicherlich erfiill~. 
Unter Beachtung yon 

lira m --  c~ 

erhiil~ man dutch ZusammenschluB yon (13), (14), (20), daI3 die Ungleichung 

l'~,ne 

(~ = n, n +  1, n + 2, .. ., 3 n - m s )  

nur fiiv endlich viele Worts yon n falsch sein kann. 
Die rechte Seite yon (21) nimm~ mit wachsendem t a b .  Es bleibt 

daher irgend ein Element, das den letzten n ~ m s  Kolonnen der Deter- 
minante (16) odor den ls~zten n + 1 -  m s  Kolonnen der Determinants 
(17) entnommen ist, dem absoluten Betrage nach untsr der Schranke 

Nach (5) is~t 

Hier nimmt die rechte Seite mit wachsendem t za, and daher bleibt irgend 
sin Element, das den ms erstsn Kolon.nsn yon (16) odor yon (17) ange- 
hiirb~ absolu~ genommen unter dsr Schranke 

(~) 2 n + m s - -  1 
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Dies alles is~ hiichstens f'fir endlich viele Wer~e yon n ungflltig. In dem- 
selben Sinne sod die aus dem eben Gesag~en folgende Ungleichung 

t < . ,  + ~  

verstanden werden. Umsomehr ist 

also 

m s  ~ - -  m s  

9 n  + r a a  m ,  n - - m ~  

_ + 

lim[a(,,")l"~ =< r(~+~),,/~t_,, 

Leizteres finde~ also fiir jeden positiven echten Brueh a stat~. Daher ist 

(~) 
/ 1  I\ a(l-a) 

n ~ o o  0~-=0 

Dutch die niimliehen Oberlegungen wird aueh 

1 

-- 1 

geschlossen. 
Die Zahlen .d~'o~ .A~ "+1) sind rat~ionale ganze Zahlen, trod die einzige 

rationale ganze Zahl, deren absolu~er Betrag < 1 ist, ist die Zahl 0. 
Daher kiinnen yon den u~endlieh ~ielen Determinanten 

A(:)  A(:+~) . ~(o~), ~i~), . .  , ~, , . . ,  

~ i ' ) ,  ai~), . . . ,  A(2,  . . . . . . . . .  

auf Grund yon (22), (I~3), nut endl~eh viele yon 0 versehieden sein. 
&us diesem Resultat folg~ der Satz I dureh algebraisehe Oberlegungen. 

6. Die Kri~erien, die en~scheiden~ ob eine Po~enzreihe eine rationale 
Funktion dsrs~eR~ oder niche, werden, wie gesag~ mi~ Hilfe der rekurren- 
~en Determinan~en (15) ausgedrti~k~. 

Hilfssatz  I. Die notwendige und hinreichende ~edingung daf'~, daft 
die Po#enzreihe 

a o + a ix  + a~x ~ + . . .  + a~x ~ + . . .  
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eine rationale Funktion darstellt, deren Nenner h~chstens yore Grade r - - 1  

ist, lautet so: unter den Determinante~ 

..., . .. 

sind nu t  encgich vide yon Null  verschieden. 

Dab die besagte Bedingung not~rendig ist, ist leieht ersichtlich. Dab 
sie auch hinreicht, hat Herr Borel a. a. O. gezeig~, und zum Beweise seines 
eingangs zitierten Satzes verwendet. 

Es k6nnen verschiedene Kriterien gebildet werden, die auf den Grad 
des :Nenners keine Rficksicht nehmen. Das fflr meinen Zweck geeignete 
Kriterium wird ausgedrfickt dutch den 

H i l f s s a t z  II. Dafiir, daft die Polengreihe 

a o + a ix  + a~x~+ . . .  + a, ,x"+ . . .  

eine rationale Eunktion darsteUe, ist folgende Bedingung notwendig und 
hinreichend : unter den Determinanten 

. .  A ( : )  .  i(o a l l  ., .., 

. A ( : )  

gibt es nur endlich vide yon Nul l  verschiedene. 

Es ist leicht und zum Beweise des Satzes I unn~tig zu zeigen, dab 
die Bedingtmg des Hilfssatzes II  notwendig ist. DaB sie hinreieht, wird 
so geschlossen: naeh u gibt es eine Zahl r, so dab 

A (~) -----A~ +I) . . . .  - - A  (~+~) = .  . ~ 0 ,  
r - - 1  r - - l + ~  

A ( r )  . ~  A ( r + x ) . ~ -  . . . -~- A ( r + " )  ~. . - - - - - -0  
r - - r + l  r + ~ ,  

ist. Ieh nehme an, dab die Relation 

A (~) -- A~ + l) . . . .  ----- A (~ + ~) -~ A (~ + ~ + ~) . . . . .  0, 

(24) A(~) = A (  ~+~)~. . = A  ~+" 
n n + l  - - n +  ~, 

ffir einen besti 'mmbn Wert  n _~ r erffill~ ist. Fiir n----r ist dies gewilt 
der Fall. Die bekannte Identitiit 

A(~+~}A(,+,) _ [ A ( r + , )  '~s A ( r + ~ + l )  A ( r + , - 1 )  
n+~, - -n+~ ,+2  \ n + ~ ' + l /  ~ 'a. , t . .~ '  - - n + Y + ~  

reduziert sich "nach der Annahme (24) auf 

- -  / A  (r+') ~ 0  (v  ~ 0 , 1 ,  2, 3, . . .), 
k ~+i +~'l 

womi~ (~4) ffir n + 1 ansta~t ffir n, also fiir unbestimmtes n bewiesen 
ist. Es ist insbesondere 

A (r) A (') . . . .  ~ A (') ~ A (') --. . . . .  0 
r - - 1  ~ r n - - 1  n 
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womit, der Hilfssatz II auf den vorangehenden Hilfssatz des Herrn Borel 
zuriiekgeffihr~ ist. 

Der Hilfssa~z II ist das letzb Glied in der SehluBkelb, durch welche 
wir den Satz I begriinde~ haben. 

7. Es ist leicht aus dem Satz I einea Satz fiber Potenzreihen mit 
rationalen Koeffizienten abzuleibn. Ich schicke eine Definition voraus. 
Ich sage yon der Potenzreihe 

~(x )  = a o -{- aix + a~x ~ + . . .  + a~x" -~ . . .  

mit rationalen Koeffizienten no, al, a s , . . . ,  dab sie der ,,Eisensteinschen 
Bedingung" genfigl, wenn eine natiirliche ganze Zahl m(m~_ 1) existier~, 
so dab siimtliche Zahlen aim, a~m~ aaron. . ,  d. h. siimtliohe Koeffizienbn 
der Potenzreihe 

~ ( m x )  --  a o = a lmx  ~- a~m~x ~ + . . .  

gauze Zahlen sind. Es besieht nun der 
Satz II. Die singul~en Bankte der eindeutigen ~'unktion f(x)  sol, len 

keinen im Endlichen liegenden H~ufungs2unkt haben, und die Koeffizienten 
der Botenzreihenentwicklung 

f(x)  = a o -bal x -4- a~x ~ -~ . . .  
sollen rationale Zahlen sein. 

Die iVunktion f (x)  ist rational, wenn ihre _Potenzreihe der Eisenstein- 
schen Bedingung geniigt, und sie ist transzendent~ wenn ihre Botenzreihe der 
Eisensteinschen Bedingung nicht geniigt. 

~i~ anderen Worten, die Eisensbinsehe Bedingung liefer~ ein not- 
wendiges uad hinreichendes Kriterium daftir, da$ eine Funklion f (x )  der 
besagten Art rational sei. DaB dieses Kribrium hinreicht, folgt unmittel- 
bar aus unserem Satz I. DaB es notwendig ist, folgt als trivialer Spezial- 
fall aus einem bekann~en Eisensteinschen Satze*). 

S at z HI. Die Funktion f(x)  sei in ihrem ganzen Existenzbereiche ein- 
deutig. Die ~oeffizienten ihrer Potenzreihenentwicklung um den Punkt x =  0 
seien rationale ganze Zahlen (oder allgemeiner, sie seien rational und der 
Eisensteinschen Bedingung unterworfen). Wenn f (x)  nicht rational ist, so 
hat die Menge ihrer singul~iren Punkte wenigstens zwei H~iufungspunkte. 

Es genfig~ den Fall zu be~rachten, dab die Entwicklung 

f(x)  - - a  o + a~x + a~x ~ + . . .  
nur ganzzahlige Koeffizienten enth~lt. Entgegen der Behauptung sei an- 
genommen, dab a die einzige Hiufungsstelle der singuliren Punkte der 

*) Heine, Der Eisensteinsehe Satz fiber l~eihenentwicklungen algebraiseher Funk- 
~ionen, Crelles Journ. Bd. 45, S. 285--382. 
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~ranszendenten Funktion f(x) ist. Da die-Koeffizienten der Entwic~ung 
yon f(x) um x ~ 0 reell sind, mut~ die Menge der singuliiren Punk~ yon 
f(x) die reeUe Achse zur Symme~rieachse haben, und da "a die einzige 
HKufungssteUe dieser Menge ist, mul~ a auf der reellen Achse liegen. Es 
is~ iibrigens a ~ 0, denn f(x) is~ nach Annahme, fflr x ~ 0 regulKr. Auch 
a ~ ~ is~ dutch Sa~z II ausgeschlossen. 

Wie auch die rationale ganze Zahl n gewiihl~ sei, die Entwicklung 
der Funktion 

(25) = ao + a~ i+~x ~ a~ i - - F ~  + " "  

um den Punkt x -  0 hat ersichtlicherweise nur ganzzahlige Koeffizienten. 
Die Funk~ion (25) ist fibrigens eindeutig, und ihre singuliren Punkb  
haben den einzigen H~.ufungspunkt b, we 

b ~ ~ a  
l §  

also 

W~hlt man 

b _ _ _  
a 1 

l - - h a  1 
a 

n ~ [2a] ,  

so wird even~uell b ~-c% auf alle Fiille wird ]b I > 1, und die eiud:eu~ige 
Funktion (25), die nur ganzzahlige Koeffizienbn hat, wird im Kr~ise 
Ix I ~ 1 nut endlich viele singul~ire Sbllen haben. Datum mul3, kraft des 
Satzes I, die Funktion 425) rational sein~ in offenbarem Widerspruch zu 
der Annahme, dab f(x) ~ranszendent ist. Der Widerspruch 15st sieh nur 
dann, wenn man die Richtigkeit des Satzes III zugibt. 

8. Werfen wir einen Blick auf den Stand der sich aufdr~ngenden 
Frage: welche Arbn  yon analytisch~n Funk~ionen kSnnen durch Pobnz- 
~eihen mit ganzzahligen Koeffizienten dargesbllt werden, und welche niche? 

Durch Pobnzreihen mi~ ganzzahligen Koeffizienbn kSnnen dargeslellt 

werden: 
1) Rationale oder algebraische Funktionen, z. t~. 

2) Eindeutige Funktionen, die fiber einen Kreis hinaus nich~ forb 

se~zbar sind, z. B. 
r 

~ 1 Xn t 
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oder auch Funktionen, die eine singul~re Linie yon anderer Gestalt be- 
sitzen, z. B. 

r 

a l  X -1[- a , ~ '  --}- . . . _-f-__ arX ,  r_ . ~ " !  

n = D  

wo al, a2 , . . . ,  a,., bl, b~,..., b, irgend welehe rationale ganze Zahlen sind. 
(Man beach~e, dali unter dieser Bedingung die Entwicklung um x = 0 
wirklich nur ganze Koeffizienten hat.) 

3) Unendhch vieldeutige Funktionen ohne singul~ire Linie. So hat 
z. B. die Funktion 

1 0o 

_ _  ---__ x 2 n  

V O - ~ " )  0 - ~6 x ~  ') 
0 n = O  

1 1 
die vier Verzweigungspunkte x----0, + 4, 4 '  ~ unendlich hoher Ord- 

hung und sonst keinen singul~iren Punkt. 
Die in den Siitzen I und III erw~hnten Funktionenklassen einerseits, 

und die eben unter 1), 2), 3) aufgez~ihIten Funktionenklassen andererseits 
erschiipfen noch lange nicht alle M~iglichkeiten, und so bleibt der Unter- 
suchung noch ein weites Feld often*). 

Insbesondere wiire es wiinschenswer~ zu entscheiden, ob folgender 
Satz richtig ist oder falsch: 

,,Wenn eine Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffizienten den Konver- 
genzradius 1 hat, so sind nut zwei F~lle miiglich: entweder ist die dar- 
gestellte Funktion rational, oder sie ist tiber den Einheitskreis hinaus 
nicht for~setzbar**)." 

Es set ausdriieklich bemerkt: ich behaupte den eben ausgesprochenen 
Satz nicht, auch sein Gegenteil nicht, ich will nut durch seine Formu- 
lierung die Aufmerksamkeit aus ein reizvolles Untersuchungsgebiet lenken. 

9. Ich will noch eine letzte Anwendung des Satzes I mitteilen, die 
einen etwas verschiedenen Charakter hat, als die unter Nr. 7 erw~hnten. 
Ich schicke voraus den folgenden, yon Herrn Fatou herriihrenden arith- 
metischen 

*) In einer gleichzei~ig erscheinenden Arbeit, Arithmetische Eigenschaf~en der 
Reihenentwicklungen rationaler Funktionen, Crelles Journal, beweise ich dutch arith- 
me~ische Sohliisse, dab das Integral einer rationalen Funktion, wenn es transzenden~ 
ausf'~llt, nicht in eine Potenzreihe mi~ ganzzahligen Koeffizienten entwickelt werden 
kann. 

**) Diese Fragestellung ist nahegelegt durch die Arbeit des Herrn Fatou, Sur 
les sgries enti~res ~ coefficients entiers, C. R. Bd. 198 (1904, 1. Sere ), S. 342--344. 
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H i l f s s a t z  III. D/e be/den Polynome P(x) und Q(x)  soUen gan~e 
rationale Koeffizienten, t~,ine gemeinsame Wurzel  und keinen gemeinsamen 
ganz~ahligen Zahlenfaktor besitzen (aufler + 1). Wenn  s~mtliche Koeffizien- 
ten a o ~ a 1 ~ a~, �9 �9 a, ,  . . � 9  t~eihe 

l~(x)  
Q(x) = ao + alx + a~x~ + " ' "  

ganze Zahlen sind,  so ist 
Q(O) = + 1. 

Herr Fatou hat seinen Satz a. a. O. ohne Beweis ausgesprochen. Ieh 
~eile einen yon Herrn Hurwitz herrtihrenden einfachen Beweis mik 

Die Potenzreihe 
a o + a ix  + a~x s + . . -  

mit ra~ionalen ganzen Koeffizienten heil~t ,,primitiv 'c, wenn die Zahlen 
ao, a l , . . . ,  a,, . . .  aul~er • 1 keinen alien gemeinsamen Teiler besitzen. 
Die gel~ufige klassische Schlul~weise liefer~ den Satz: Das  t)roduI~t $weier 
~rimit iven t)otenzreihen ist wieder eine primitive Potenzreihe. 

Die (abbrechende) Potenzreihe 

Q(x) ~ b o + blx  + . . .  + b,x' 

ist primitiv. Dean sollte t ( t >  1) ein Teiler yon allen Zahlen bo, b l , . . . ,  b, 
sein, so mtiBte t wegen 

-~ x + . . . + -~ x* (ao + a l x  + .  ..) 

in allen Koeffizien~en yon _P(x) aufgehn, was durch die Voraussetzung 
ausgeschlossen is~. 

Auf Grund der Vorausse~zung exislieren zwei Polynomep(x) und q(x) 
mit ganzzahligen Koeffizienten, so da~ 

+ Q(x)  = m, 

wo m eine rationale ganze Zahl ~ 1 ist. Die Potenzreihe 

q(x)  + ~ ( x )  (% + a , x  + a~x ~-{- . . . )  = c o + c~x + e~x ~ + . . .  

Q(x) 

hat ganzzahlige Koeffizie~ten. Die Potenzreihe 

m ---- (bo + blx  + b~x~-t- .. . § b,x*) (c o + clx + c~x2 + . . .) 

isl nicht primi~iv, wenn m ~> 1. Der erste Faktor rechts ist aber sicher- 
lich primitiv, und daher kann im FaRe m ~ 1 der zweite Faktor nicht 
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primi~iv sein. Auf aUe l~iille miissen siimfliche Zahlen co, c~, . . . ,  e~, . . -  
durch m teilbar sein. Aus 

ergibt sieh 

1 ~ bo~" 

also ist b o ein Faktor yon 1 w. z. b. w. 
Ich beweise nun den 
Satz  IV . .D ie  gan~en Eunktionen gl(z),  g2(z), . . . ,  g~(z) 

sollen tier Bedingwng 

li--  < o 
/ ' ~ r  

o) 

gleichm~flig fiir 0 ~ ~ ~ 2~  geniigen, und die Zahlen cx, c~, . . ., c, sollen alle 
voneinander und yon 0 verschieden sein. 

Wenn  die ganze l~unktion 

+ + . . .  + 

fiir z ~ O~ 1, 2, 3~ . . .  ganze rationale Zahlenwerte annimmt,  so sind die 
2"unktionen gl (z), g~ (~), . . . ,  g, (z) ganze rationale l~'unktionen und die Zahlen 
cl, c~. . . ., e, ganze algebraische Zahlen. 

Nach dem schon benutzten Satze des Herrn Wigert ist 

r 

n ~ O  

w.o G,(~) eine ganze Funk~ion yon z ist, und zwar eine rationale oder 
eine transzenden~e, je nachdem g~(z) rational oder transzendent is~. 

Die Funktion 
oo 

n----{) 

ist eindeutig, sie hat die s singul~ren Stellen c'( 1, c~ 1 .. , . . ,  c 7~ und zwar 
ist die Stelle c71 ein Pol oder eine wesenfliche singuliire Stelle der Funk- 
tion f ( x ) ,  je n~ehdem (~,(z) rational oder ~anszendent, also je naehdem 
g~(z) rational oder transzendent ist. 

Die Funkfion f ( x )  ist aber rational, kraft des Satzes I, denn ihre 
Entwicklungskoeffizienten g(0), g(1), g ( 2 ) , . . ,  sind s~mtlieh ganze Zahlen. 
S~imfliche singul~iren Sgellen yon f (x )  sind Pole, und daher sind s~imtliehe 
ganze Funktionen g~(z) Polynome, was zuerst z. b. w. 
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f ( x )  ist der Quotient zweier Polynome ~(x) und Q(x)  

P(x) 
g(0) + g(1)x + g ( 2 ) x  9' ..~- . . . = f ( x )  = Q(---~). 

Bei Berticksichtigtmg des Hiffssa~zes I finder man leicht, daft die Koef- 
fizienten yon Q(x) ,  und folglich auch die yon/)(x)  als rational angenom- 
men werden k~innen. Richtig gekiirzt~ erffillen somit die Polynome .P(x) 
und Q(x)  ane Bedingungen des Hilfssat;zes III, es is~ also 

Q(0) = + 1. 

Die Pole yon f ( x ) ,  d.h. die Zahlen c'[ ~, c ~ 1 ~ . . . ,  c71 sind die Wurzeln 
des Polynoms Q(x) ,  daher sind die Zahlen ci, c ~ , . . . ,  c, Wurzeln der 
Gleichung 

o 

deren h~chster Koeffizient ~ 1, und deren iibrige Koeffizienten rationale 
ganze Zahlen sind~ was an zweRer Stelle z. b. w. 

Ffir andere Fragestellungen betreffend ,gauze ganzwertige Funk~ionen" 
vgl, die zu Beginn zRierte ArbeR des Verfassers. 

Zfirich, den 13. Oktober 1915. 


