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Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten.

Von

Grors Pouya in Ziirich.

1. Herr Borel*) hat im Jahre 1894 folgenden Satz bewiesen:
Die analytische Funktion
f@)=ay+ a2+ ag2*+ -+ a2+ -

sei im Kreise |#| < 1 eindeutig und, abgesehen von einer endlichen Anzahl
von Polen, regulir. Wenn die Koeffizienten a,, a,,dy, -+ a,, -+ ihrer
Potenzreihenentwicklung um den Punkt £ = O ganze rationale Zahlen sind,
so ist f(z) eine rationale Funktion.

Ich habe vor kurzem¥¥*) folgenden Satz bewiesen: wemn g(¢) eine
ganze transzemdente Funktion ist, so konnen nicht alle Koeffizienten
Gy, Oy, Ogy ** % G, + - - der Entwicklung

U

1
g( )=a0+a1x+a2x2+---+a,,a:”+---
ganze rationale Zahlen sein. — Die Funktion g (E—_l-:—é-) hat in der ganzen
Ebene den- einzigen singuliren Punkt z = ¢; da dieser aber ein wesentlich
singuldrer Punkt ist, so ist dieser letzte Satz micht im ersten enthalten.
Ich werde nun in der vorliegenden Abhandlung einen Satz beweisen,
der beide erwihnten Resultate umfaBt, nimlich den folgenden

Satz 1. Es sei B> 1. Die analytische Funktion
(1) f(@) =ay+ @z + aga®+ - - - + @, 2"+ -
sei im Kreise |z| < B eindeutig, und, abgesehen von eélner endlichen Anzahl
von singuliren Stellen, reguldr. Wenn die Koeffisienten a,, a,, ag, -+, @, -+
threr Potenzreihenentwicklung um den Pumkt z =0 ganse rationale Zahlen
sind, so ist [(x) eine rationale Funktion.

*) Borel, Sur une application d'un théordme de M. Hadamard. Bulletin des
sciences mathématiques, 2% Folge, Bd. 18, 8. 2225,

**) Polya, Uber ganzwertige ganze Funktionen, Rend. 4. C. M. di Palermo,
Bd. 40, S.1—18,
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Dieser Satz enthilt den erwshnten Satz von Borel. Denn unter den
Bedingungen des Borelschen Satzes ist, nach den allgemeinen Prinzipien
der Funktionentheorie, die Existenz eines Kreises |#| < B (E>1) ge-
sichert, in welchem die Funktion f(z) eindeutig ist und keine anderen
Singularititen besitzt, als im Kreise |#|<1; er geht aber iiber den
Borelschen Satz hinaus, weil er iiber die Natur der singuliren Punkte im
Kreise |#| < R nichts voraussetzt, so daB insbesondere dieser Kreis auch
isolierte wesentlich singuliire Stellen enthalten kdnnte: Hierdurch wird zwar
der Beweis des Satzes I bedeutend komplizierter, als der des Borelschen
Satzes, seine Konsequenzen sind aber auch viel mannigfaltiger.

Ich werde den Beweis in den 8§ 2—6, die erwihnten Konsequenzen
in den §§ 7—9 entwickeln. Ich schicke nur eine ganz spezielle Folgerung
voraus, um das Interesse fiir den Satz I zu erwecken. Es seien

Qi(x)! Q2(w)7 Y Qn(x)’ Rl(‘”)-} Rﬂ(‘”): "t R,,(x)

beliebige rationale Funktionen mit rationalen Koeffizienten (d. h. sowohl
der Zahler als auch der Nenner sollen rationale Koeffizienten besitzen),
sie seien nur den Bedingungen

Qy(x) %0, Rj(O) =0, Rf(x) = R, (»)
(G, k=1,2,-- 0355 2 k)

unterworfen. Die Funktion

Q, (@) €@ + Q,(2) B + - . . + Q () ea®

ist eindeutig, sie hat nur eine endliche Anzahl singulirer Punkte, und sie
kann sich nie auf eine rationale Funktion reduzieren®). Ihre Potenzreihen-
entwicklung um den Punkt # =0 wird bei jeder Wahl von @, - -, @,
R,, -+, R, nur rationale Koeffizienten enthalten, aber diese Koeffizienten
konnen, kraft des Satzes I, bei keiner Wahl von @, -+, @,, B, --+, B,
simtlich ganze Zahlen sein.

2. Ich kann ohne Beschriinkung voraussetzen, daf die Funktion f(z)
an der Kreisperipherie |#| = R keinen singuldren Punkt hat. Denn wire
das der Fall, so konnte ich den Kreis |#|< R durch einen passend ge-
wihlten kleineren konzentrischen Kreis ersetzen, der sowohl die Voraus-
setzung des Satzes I, wie auch die neu auferlegte Bedingung -erfiillen
wiirde.

*) Nach einer leichten Umformung ist der Beweis ebenso (durch vollsténdige In-
duktion und Differenzieren) zu fithren, wie im geliufigen Falle, wo @; Polynome und E;
Polynome ersten Grades sind. Vgl. z. B. Picard, Traité d’Analyse, Bd. III, 8. 427.



Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten, 499

Die Funktion f(z) soll im Kreise || < R s singulire Punkte haben,
die mit
1 1 1
wa e
bezeichnet werden mdogen. Nach dem eben Gesagten ist
1 <R (v=1,2,-3).

ey

Die Funktion f(z) ist in der Umgebung des Punktes ¢;! eindeutig und
kann daher in eine Laurentsche Reihe entwickelt werden, deren Haupt-

teil mit
1
G" (c,, x — 1)

bezeichnet werden soll. G,(2) ist eine ganze rationale oder eine ganze
transzendente Funktion der Variabeln s, je nach der Art der Singularitit
im Punkte z = ¢;!, und es kann

(2) G,(0) =0
vorausgesetzt werden.
Die Funktion

f(®) —gGv (5:5,—1_‘:1) =by+ b+ -+bar+t.-.
y=1

ist im Kreise |#]| < R eindeutig und regulir. Folglich ist der Konver-
genzradius der rechts stehenden Potenzreihe gréBer als R und so kann
die Ungleichung

3) b, | B"< 1
hochstens fiir eine endliche Anzahl Werte von # unrichtig sein.
Man wihle eine positive Zahl »(r>0), die simtlichen Ungleichungen

1
(4) r <I—07l

gentigt. Der Konvergenzradius der Potenzreihe (1) ist gréBer als 7, und
daher ist die Ungleichung
(5) gl < 1
hochstens fiir eine endliche Anzahl Werte von # nicht erfiillt.

Es kann gewi8
(6) r<l
angenommen werden, aber man wird auch zu dieser Annahme gendtigt,
wenn man Trivialititen ausweichen will. Denn ist (6) nicht erfiillt, so
muB die Potenzreihe (1) wegen (D) und wegen der Ganzzahligkeit der
Koeffizienten a, sich auf ein Polynom reduzieren.
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3. Mein Beweis stiitzt sich wesentlich auf den folgenden wichtigen
Satz des Herrn Wigert*®):
Dafiir, daf die durch die Potenzreihenentwicklung

D0+D1w+1)2xz+...+ann+”.=H( 1 )

x—1

definierte Funktion H (2) eine ganse Funktion der Variabeln 2 mit der
Eigenschaft
H(0)=0

set, st notwendig und hinreichend, daf} eine ganze Funktion
h(g) =dy+ dyz + dye*+ -+ a5+ - - -
existiere, die folgende drei Eigenschaften besitzt:

h(O) e Do’ h(l) =D, h(2) =Dy, h(”) =D, -

1
(M lim |d,[* =0,
o s
(8) Iim l_g-lﬁ(;-‘i—)—' <0

gleichmiifig fiir 0 < 9 < 2.

Jede der beiden ganzen Funktionen H(2) und h(z) ist durch die andere
eindeutig bestimmt, und sie sind entweder beide rational oder beide transzendent.

Von den beiden Bedingungen (7) und (8) geniigt es iibrigens immer
nur die eine zu verifizieren, denn sie sind &quivalent.

Auf Grund des Wigertschen Satzes 138t sich eine ganze Funktion

gv(z) = dv,o + dv,l‘é + dv,ﬂ‘g? +- -+ dv,k'zk_’— cUe
bestimmen, so daB

G, (7=7) =@ + 0,z + -+ + g+

gesetzt werden kann. Da v nur einer endlichen Anzahl Werte fihig ist,
kann die Bedingung (7) auch so ausgesprochen werden: bei vorgegebenem
&> 0 ist die Ungleichung

&
(9) 'dv,k‘<%f ('”21)2)"';3)

hochstens fiir eine endliche Anzahl Werte von % unrichtig.
Ich fiihre die ganze Funktion

9(#) = 0@+ @+ -+ g,e)c;

*) Wigert, Sur les fonctions entidres, Oefversigt af K. Vetenekapakademiens
Forhandlinger, Stockholm (1900), S. 1001—1011.
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ein. Mit dieser neuen Bezeichnung liBt sich die Funktion

o) = > a,z
n=0
=§ G, (=) + %’ b, 2"

=Dl (gm+b,)2"
n=0

schreiben.

4. Ich definiere die Zahlen C,,, C,,, -, C, .
identische Gleichung
(10) Om,O + Gm,lx + Cm,2x2 +oo 4 Om,maa"ms
=1—cqxy(1—cz)™:-- (1 —ca)™.

durch die in z

§

Es ist also
C

n

e, 0 = 1} * ‘s Om,ms = (-— l)ms cvlnc;n v C?.

Die Funktion A(¢) sei fir ¢=0,1,2,3,-.. irgendwie erklirt. Ich
setze*)

O"h(t) = D Cp bt +ms— )
u=0

= h(t+ ms) + 0’,,,,1 h(t+ms—1) + - -+ C’m,m,h(t).
Sind A, (¢) und A, (f) zwei beliebige Funktionen, so ist
O™ (hy () + hy(®)) = O™y (£) + O™hy(2).
Ich will den Wert von O"h(2) fiir gewisse spezielle Funktionen A (?)
berechnen bzw. abschétzen. Ich betrachte zuerst O™ P(¥) ¢, wo
P(t)y=wuy + ut + ugt®> + - - - 4w, ™1
ein beliebiges Polynom bedeutet, dessen Grad < m — 1 ist. Man kann

und zwar nur auf eine Weise m Konstanten v, v,, v, - - -, v, _; bestim-
men, 80 daB identisch in ¢

t+m—1
m-—1

P(t)_=_vo+vlt_';1+vzt'll'1 t—|2-2+“.+vm—1t-|1-1”

*) Das Symbol )™ hat die Eigenschaft
O™ @"h@) =0O"*+"h(@).
Ist s=1, ¢, = 1 so ist in gewbhnlicher Bezeichnung
O™k (@) = A™h(t).
Vgl. iibrigens Encyklopadie, Bd. I, Teil 2, S. 933—937.
Mathematische Annaler. LXXVIL 33
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wird. Wenn die rationale Funktion

Uyt

+(1—-0x)’+ +(1___cm)m,

1——cw

t41 t4+1 ¢4 2 t4+m—1\ , ,
=2;(vo+”1 1 i 2 T Tm—1 )H*

=D/ P#)dar
i=0

mit dem Polynom (10) multipliziert wird, so wird daraus ein Polynom
vom Grade ms—1. Daher verschwindet in der Produktenreihe der Koef-
fizient von af+m* fiir £=0,1,2,8,.-- d. h. es wird

ms

(11) D0, PE+ms—p)ermer = O P(t)dy = 0,
pu=0

Die Gleichung (11) ist also unter der Voraussetzung abgeleitet, daB der
Grad des Polynoms P(¢) < m — 1 ist. Ist der Grad > m, so ist das Re-
sultat viel komplizierter, und so will ich mich mit der Abschéitzung von
Oméke} fiir beliebige & begniigen. BEs ist

Dmtkct =2 #(t—{—ms——y)"c”m“‘f‘

let]‘O,t,l <2l (t-{-ms__“)klc lt+mc—y

-< (t+ms)ec, FZI ,1;.! le, -,

= @+ ms)flef (lel+le ™ (e 1+ ey (e +]e )

mit Beriicksichtigung von (10), nach der geliufigen Majorantenmethode.
Endlich kommt mit Ricksicht auf (4)

(12) | O™tk ct| < (t+ ms)t (.;{_)‘ (.2_)’"

r

Die gewonnene Ungleichung (12) ist fiir jeden Wert von k richtig,
-aber nur fiir X = m von Interesse.
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Ich will nun zur Abschitzung von 00" g(¢) schreiten. Hg ist

3 L4 o«
Omg(#) = 2 Ong, (! = ) D) &, Onte
r=1 v=1 k=0

mit Benutzung der Gleichung (11). Mit Benutzung der Ungleichung (12)
erhilt man

|9 ()] éz D ld,l |Oreey]

=1 k=m

ég 7‘;: l dv,kl <t+ ms)k (';’)H-m’ 2ms,

Mit Benutzung der Ungleichung (9) gelangt man zur Ungleichung

Tmgt) < 200 (25 STE (14 mep,

k=m

die nicht immer richtig zu sein braucht, aber bei festem positivem & nur
fiir eine endliche Anzahl Werte von m fflsch sein kann. Ist s < 1, so
gelangt man weiter zu der Ungleichung

/ . i i4me ” bt t %
g @) <sgme (5) e S EERS,

k=m
(13) |Omg(#)] < s2me (—f)”m' &",
Ich will noch

ms

m — E
D bt~ Om,ﬂbt”f‘m“’"}&

p=0

abschiitzen. Durch Anwendung von (3) erhilt man

080 < S0 (3) 7 = (B) D1l (2)
n=0

k=0

IV 71 m{l m 1 m
< (@) (& +1al) (@ + o))" (& +1a)
mit Benutzung der Formel (10) und der schon einmal angewandten
83%
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Majorantenmethode. Mit Benutzung von (4) gelangt man endlich zu der
Ungleichung
1

1\¢ /1 ms
(14) |ars,| < <§) (§+7) ’
die héchstens fiir eine endliche Anzahl Werte von ¢ nicht erfiillt ist.

5. Ob die Potenzreihe (1) eine rationale Funktion darstellt oder
nicht, wird durch die Betrachtung der rekurrenten Determinanten

a, Gpgy *° " Ay -1
a a, M . .
(15) A(nr) = :n+1 :+2 : ¥ = (an+i+kl (?’)k=‘0)1,27”‘77""1)

Opir—t Opgr * " Cppgr_g
entschieden. Die Zahlen A{) sind séimtlich rational und ganz.
Ich will insbesondere 'die Determinanten Af:') und Af‘”“) betrachten,

und sie mit Hilfe des Symbols O™ umformen. Es sei ein gewisser posi-
tiver echter Bruch o (0< & <C1) fest gewihlt. Ich setze

m=fe2]

Die so bestimmte ganze Zahl m tritt in den nun folgenden Formeln (16)
(17) auf, die man durch Addition von Kolonnen erhilt (die ersten ms
Kolonnen bleiben ungeindert):

m m m
a, “ Oy ime—1 O a, - Bpyr * U A3 pems—1
(= _ . e e e
16) A"=|. . . C e,
m m m
Qyp_1°° gy pms—2 O A3p—1 O Ao n e A3y mg—2
m m m
@, * oy ems—1 U a, O Qpyy . A pems
1
(17) AT =
m m m
O3 v Ogpimsea O Gy, O Fgppr** O Uy s

Alle bisher gewonnenen Formeln und Ungleichungen werden nun zur
Abschétzung der Determinanten (16) (17) vereinigt.
Wir miissen insbesondere (0" a, fiir

(18) n<t< 9n—ms
abschitzen. Dabei muB beachtet werden, daB s mit » ins Unendliche
wichst. Es ist genauer

lim

s|3

04
s )

so daB etwa die Ungleichung

(19) Tl

&



Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. 505

nur fiir endlich viele Werte von # falsch sein kann. Ich bebaupte, daB
eine positive Zahl ¢ existiert, die fiir alle Werte n, m, ¢, die den Be-
dingungen (18) (19) gentigen, die Ungleichung

t+ms 1\¢/1 1\ms
(20) sem (2) e < (5) (7 +7)
erfillt. In der Tat, die Ungleichung (20) fordert das Bestehen von

4

<l +)) = (@)

Sm

Gem#B (19) ist m > 0, also m > 1, und nach (18) (19) ist

t 3n 68
m<m <%
Wird also

6s

P/l I\1PL /" ,
<laz+7) (@) O<e<)
gewihlt, so wird (20) sicherlich erfiillt.
Unter Beachtung von

li~m m = 00
erhilt man durch Zusammenschlixnl-;von (13), (14), (20), daB die Ungleichung
|07 4| [T g (0| + (O <527 (2) T et (2) (+ 5)™
L2 el <2 (z) (7 +3)"

(t=nn+1,n+2,.-,3n—ms)

nur fiir endlich viele Werte von » falsch sein kann.
Die rechte Seite von (21) nimmt mit wachsendem ¢ ab. Es bleibt
daher irgend ein Element, das den letzten #'— ms Kolonnen der Deter-

minante (16) oder den letzten n 4+ 1 — ms Kolonnen der Determinante
(17) entnommen ist, dem absoluten Betrage nach unter der Schranke

2(z) &+

1\¢
] < (5)"
Hier nimmt die rechte Seite mit wachsendem ¢ za, und daher bleibt irgend

ein Element, das den ms ersten Kolonnen von (16) oder von (17) ange-
hort, absolub genommen unter der Schranke

1\2n+ms—1
O

Nach (5) ist
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Dies alles ist hochstens fiir endlich viele Werte von # ungiiltig. In dem-
selben Sinne soll die aus dem eben Gesagten folgende Ungleichung

AP < {2 @) @+ )Y

verstanden werden. Umsomehr ist

ms n—ms

1 1” n
1 1 1 - il
i ;(R“‘r)
n 2

(m)
[A” < In+ms ms n—ms
y 7 73 n
also
1 1 a(l—a)
nl-.glo "= @+ae ploa

Letateres findet also fiir jeden positiven echten Bruch o« statt. Daher ist

T @ e \R
(22) 3;1:?0 |47 éi‘fé r(2+a):'Rl—a = 713‘ <l

Durch die nimlichen Uberlegungen wird auch

1
(23) T |45 < & <1
geschlossen.

Die Zahlen A%, A®*" sind rationale ganze Zahlen, und die einzige
rationale ganze Zahl, deren absoluter Betrag << 1 ist, ist die Zahl O.
Daher konnen von den unendlich vielen Determinanten

i -
AS), Af”, NN Ay(flh AS,”“), :
1 2
AP AP, L AT

auf Grund von (22), (23), nur endlich viele von O verschieden sein.
Aus diesem Resultat folgt der Satz I durch algebraische Uberlegungen.

6. Die Kriterien, die ezftscheiden, ob eine Potenzreihe eine rationale
Funktion darstellt oder nicht, werden, wie gesagt, mit Hilfe der rekurren-
ten Determinanten (15) ausgedriickt.

Hilfssatz I. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf
die Potenzreihe

ay + o + 092 + -+ -+ @@ - - -
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eine rationale Funktion darstellt, deren Nenner hichstens vom Grade r —1
ist, lautet so: wunter den Determinanten

A AP AP, ... 4D, ...
sind nur endlich viele von Null verschieden.

DaB die besagte Bedingung notwendig ist, ist leicht ersichtlich. Da8
sie auch hinreicht, hat Herr Borel a. a. O. gezeigt, und zum Beweise seines
eingangs zitierten Satzes verwendet.

Es konnen verschiedene Kriterien gebildet werden, die auf den Grad
des Nenners keine Riicksicht nehmen. Das filr meinen Zweck geeignete
Kriterinm wird ausgedriickt durch den

Hilfssatz II. Dafiir, daff die Potenzreihe

A+ oz + ag2?+ -+ a "+ -
eine rationale Funktion darstelle, ist folgende Bedingung notwendig und
hinreichend: unter den Determinanten
AP, AP, . 4D
Aﬁ”, AP, . 4D ..
gibt es nur endlich viele von Null verschiedene.
Es ist leicht und zum Beweise des Satzes I unnétig zu zeigen, daB

die Bedingung des Hilfssatzes II notwendig ist. DaB sie hinreicht, wird
so geschlossen: nach Voraussetzung gibt es eine Zahl 7, so daB

Ty

) 4V a4 L o
‘Ar—-l— Ar - ‘A'r—-1+v— O’
Q] r+1) = 4t Lo
A‘r = Ar+1 - _‘A‘r+v =0
ist. Ich nehme an, daB die Relation
") (r+1) __ . g+ (r+v+1) R
24 An—l = A'n =0T 'A'n—1+v - An+v — - O’
( ) A" _A(?‘+1)_,,,=A’"+” S
n T et nt+v

fiir einen bestimmien Wert » >+ erfiillt ist. Fiir n = ¢ ist dies gewif
der Fall. Die bekannte Identitit

(r+v) 4+ (r+v) 2=_____ (r+v+1) 4(r+v—1)
'A'n+v An+v+2—_ (A'n+v+1) ‘An-}-v ‘A'n+v+2

reduziert sich nach der Annahme (24) auf

— (4% =0 (v=0,1,2,3,--"),

n+1 4

womit (24) fiir » 4+ 1 anstatt fir », also fiir unbestimmtes # bewiesen
ist. Es ist insbesondere

() (r) _ AN A L=
Ar—1'=Ar =”.——An-—1—An - O’



508 G. Porya.

womit der Hilfssatz II auf den vorangehenden Hilfssatz des Herrn Borel
zurlickgefiihrt ist.

Der Hilfssatz II ist das letzte Glied in der SchluBkette, durch welche
wir den Satz I begriindet haben.

7. Es ist leicht aus dem Satz I einen Satz tiber Potenzreihen mit
rationalen Koeffizienten abzuleiten. Ich schicke eine Definition voraus.
Ich sage von der Potenzreihe

B)=ay,+azx+ay2®+---+a,2"+---
mit rationalen Koeffizienten a,, a,, a4, ---, daB sie der ,Eisensteinschen
Bedingung® gentigt, wenn eine natiirliche ganze Zahl m(m>1) existiert,
so daB simtliche Zahlen a,m, a,m? a;m? ... d. h. simtliche Koeffizienten
der Potenzreihe
B(mz) — ay = a,mz + agméa® 4 . - -
ganze Zahlen sind. Es besteht nun der

Satz II. Die singuliren Punkte der eindeutigen Funktion f(z) sollen
keinen im Endlichen liegenden Hiufungspunkt hoben, und die Koeffizienten
der Potenareihenentwicklung

f(@) =ay+ a2 + agz®+ - - -
sollen rationale Zahlen sein.

Die Funktion f(x) ist rational, wenn ihre Potenzreihe der Fisenstein-
schen Bedingung geniigt, und sie ist transsendent, wenn ihre Potenzreihe der
Eisensteinschen Bedingung wicht gendigt.

Mit anderen Worten, die Eisensteinsche Bedingung liefert ein not-
wendiges und hinreichendes Kriterium dafiir, da eine Funktion f(x) der
besagten Art rational sei. DaB dieses Kriterium hinreicht, folgt unmittel-
bar aus unserem Satz I. DaB es notwendig ist, folgt als trivialer Spezial-
fall aus einem bekannten Eisensteinschen Satze*).

Satz III. Die Funktion f(x) sei in ihrem ganzen Existenzbereiche ein-
deutig. Die Koeffizienten ihrer Potensreihenentwicklung um den Punkt x=0
seien rationale gamze Zahlen (oder allgemeiner, sie seien rational und der
Eisensteinschen Bedingung unterworfen). Wenn f(x) nicht rational ist, so
hat die Menge ihrer singuliren Punkte wenigstens zwei Haufungspunlie.

Es gentigh den Fall zu betrachten, daB die Entwicklung

f(#) =a,+ a,x + azz® + - - -
nur ganzzahlige Koeffizienten enthilt. Entgegen der Behauptung sei an-
genommen, daf & die einzige Hiufungsstelle der singuliren Punkte der

*) Heine, Der Eisensteinsche Satz tiber Reihenentwicklungen algebraischer Funk-
tionen, Crelles Journ. Bd. 45, S. 285—382.
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transzendenten Funktion f(z) ist. Da die- Koeffizienten der Entwicklung
von f(x) um z =10 reell sind, mufl die Menge der singuliren Punkte von
f(x) die reelle Achse zur Symmetrieachse haben, und da’a die einzige
Hiufungsstelle dieser Menge ist, muB a auf der reellen Achse liegen. Es
ist tibrigens a 2 0, denn f(x) ist, nach Annahme, fir z=0 regulér. Auch
a = oo ist durch Satz II ausgeschlossen.

Wie auch die rationale ganze Zahl n gew#hlt sei, die Entwicklung
der Funktion

*

x xz \?
(25) f(1+nw)=a°+a1 1+nw+a" (1+nac) L
um den Punkt 2 = O hat ersichtlicherweise nur ganzzahlige Koeffizienten.
Die Funktion (25) ist tibrigens eindeutig, und ihre singuliren Punkte
haben den einzigen Hiufungspunkt b, wo

b
14+nb a
also
a 1
b= 1—na 1
——m
a

Wihlt man
1
n=[z):
so wird eventuell b = oo, auf alle Félle wird jb[ > 1, und die eindeutige
Funktion (25), die nur ganzzahlige Koeffizienten hat, wird im Kreise
|| <1 nur endlich viele singulire Stellen haben. Darum muB, kraft des
Satzes I, die Funktion (25) rational sein, in offenbarem Widerspruch zu

der Annahme, daB f(«) transzendent ist. Der Widerspruch 1dst gich nur
dann, wenn man die Richtigkeit des Satzes III zugibt.

8. Werfen wir einen Blick auf den Stand der sich aufdringenden
Frage: welche Arten von analytischen Funktionen konnen durch Potenz-
feihen mit ganzzahligen Koeffizienten dargestellt werden, und welche nicht?

Durch Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten kinnen dargestellt

werden: _
1) Rationale oder algebraische Funktionen, z. B.

o ©
1—2 ’ Vl_.._4x n
n=0 . n=10

2) Eindeutige Funktionen, die iiber einen Kreis hinaus nicht fort-
setzbar sind, z B.

o0

n=0
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oder auch Funktionen, die eine singulire Linie von anderer Gestalt be-
gitzen, z. B.

=]

Sttty

n=0

WO @y, 0y, -, &, by, by, -+, b, irgend welche rationale ganze Zahlen sind.
(Man beachte, daB unter dieser Bedingung die Entwicklung um x = 0
wirklich nur ganze Koeffizienten hat.)

3) Unendlich vieldeutige Funktionen ohne singulire Linie. So hat
z. B. die Funktion

1 ©
== R
P — B (1l — 187203

. YV —u® (1 —1622u% o n

die vier Verzweigungspunkte # =0, + —l—, — —:T, oo unendlich hoher Ord-

nung und sonst keinen singuliren Punkt.

Die in den Sitzen I und III erwdhnten Funktionenklassen einerseits,
und die eben unter 1), 2), 3) aufgezihlten Funktionenklassen andererseits
erschopfen noch lange nicht alle Moglichkeiten, und so bleibt der Unter-
suchung noch ein weites Feld offen®).

Insbesondere wire es wiinschenswert zu entscheiden, ob folgender
Satz richtig ist oder falsch:

,Wenn eine Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffizienten den Konver-
genzradius 1 hat, so sind nur zwei Fille mdglich: entweder ist die dar-
gestellte Funktion rational, oder sie ist tiber den Einheitskreis hinaus
nicht fortsetzbar*¥).”

Es sei ausdriicklich bemerkt: ich behaupte den eben ausgesprochenen
Satz nicht, auch sein Gegenteil nicht, ich will nur durch seine Formu-
lierung die Aufmerksamkeit auf ein reizvolles Untersuchungsgebiet lenken.

9. Ich will noch eine letzte Anwendung des Satzes I mitteilen, die
einen etwas verschiedenen Charakter hat, als die unter Nr. T erwihnten.
Ich schicke voraus den folgenden, von Herrn Fatou herrithrenden arith-
metischen

*) In einer gleichzeitig erscheinenden Arbeif, Arithmetische Eigenschaften der
Reihenentwicklungen rationaler Funktionen, Crelles Journal, beweise ich durch arith-
metische Schliisse, daB das Integral einer rationalen Funktion, wenn es transzendent
ausfallt, nicht in eine Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffizienten entwickelt werden
kann.

*#) Diese Fragestellung ist nahegelegt durch die Arbeit des Herrn Fatou, Sur
les séries entidres & coefficients entiers, C. R. Bd. 138 (1904, 1. Sem ), S. 842—344.
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Hilfssatz III. Die beiden Polynome P(x) und @Q(x) sollen ganze
rationale Koeffizienten, keine gemeinsame Wurzel und keimen gemeinsamen
ganzzahligen Zahlenfoktor besitzen (aufer +1). Wenn similiche Koeffizien-
ten ay, ay, Qgy+* vy O,y - -+ der Reihe

P(z)
Q@)
gange Zahlen sind, so st

Q) =
Herr Fatou hat seinen Satz a. a. O. ohne Beweis ausgesprochen. Ich

teile einen von Herrn Hurwitz herriihrenden einfachen Beweis mit.
Die Potenzreihe

Gy + a,x + ag2® + - -
mit rationalen ganzen Koeffizienten heilt ,primitiv¢, wenn die Zahlen
Gy, Gy, * = * Gy, -+ auBer 4 1 keinen allen gemeinsamen Teiler besitzen.
Die geliufige klassische SchluBweise liefert den Satz: Das Produki zweier

primitiven Potensreihen ist wieder eine primitive Potenzreihe.
Die (abbrechende) Potenzreihe

Q@) =by +bx+---+b2

ist primitiv. Denn sollte ¢ (£>>1) ein Teiler von allen Zahlen b, b, -, b,
sein, so miiite ¢ wegen

P(x)=t(z%+§—‘w+- -x’)(a0+a,1ac+ )

in allen Koeffizienten von P(z) aufgehn, was durch die Voraussetzung
ausgeschlossen ist.

Auf Grund der Voraussetzung existieren zwei Polynome p(z) und q(x)
mit ganzzahligen Koeffizienten, so daf

2(2) P(2) + g(2) Q() = m,
wo  eine rationale ganze Zahl >1 ist. Die Potenzreihe
¢(@) + @) (@ + a2+ 02"+ ) =6 + oz + g2°+ -
= p(z) 2@
»(z) o) + q(®)

—
G

hat ganzzahlige Koeffizienten. Die Potenzreihe

m = (by+by & +bya?+ .-+ ba*) (¢ + ¢, + a2+ -+ )

ist nicht primitiv, wenn m > 1. Der erste Faktor rechis ist aber sicher-
lich primitiv, und daher kann im Falle m > 1 der zweite Faktor nicht
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primitiv sein. Auf alle Fille miissen simtliche Zahlen ¢, ¢, -, ¢, - - -
durch m teilbar sein. Aus

1= @+t +be) (E+2a+2a+. )
ergibt sich
1= bo ::7

also ist b, ein Faktor von 1 w. z. b. w.

Ich beweise nun den

Satz IV. Die gancen Funktionen g,(2), g5(2), - -, 9,(2) (g, = 0)
sollen der Bedingung

11m log ‘M <

gleichmdifig fiir 0 < & < 2n gendigen, und die Zahlen ¢, ¢,, - - -, ¢, sollen alle
voneinander und von O verschieden sein.

Wenn die ganze Funktion

9(8) = 91(9) e + 95 (8 eg” 4+ - - + 9,()¢;”
fir 2=0,1,2,3, .. ganze rationale Zahlenwerte annimmi, so sind die
Fun]ttz'onen 9:1(2), 95(2), « - -, 9,(2) ganze rationale Funktionen und die Zaklen

€y Cg. * * +y C, gamze algebraische Zahlen.
Nach dem schon benutzten Satze des Herrn Wigert ist

ng(n) c”x"—G( w_l)

wo (,(¢) eine ganze Funktion von # ist, und zwar eine rationale oder
eine transzendente, je nachdem g¢,(2) rational oder transzendent ist.
Die Funktion

29<%>w"=9(m )+ 6 Gz) ++ 6

ist eindeutig, sie hat die s singuliren Stellen ¢f?%, ¢;%,- -+, ¢7%, und zwar
ist die Stelle ¢;' ein Pol oder eine wesentliche singulére Ste]le der Funk-
tion f(x), je nachdem G,(#) rational oder transzendent, also je nachdem
9,(#) rational oder transzendent ist.

Die Funktion f(x) ist aber rational, kraft des Satzes I denn ihre
Entwicklungskoeffizienten g(0), g(1), g(2), - - - sind sémtlich ganze Zahlen.
Séamtliche singuléiren Stellen von f(z) sind Pole, und daher sind sémtliche
ganze Funktionen g, (#) Polynome, was zuerst z. b. w.

—;) = (@)
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f(x) ist der Quotient zweier Polynome P(z) und @()

P
90+ 9z +g(2)2* + - - =1(2) = j@%-

Bei Beriicksichtigung des Hilfssatzes I findet man leicht, da die Koef-
fizienten von Q(x), und folglich auch die von P(x) als rational angenom-
men werden konnen. Richtig gekiirzt, erfilllen somit die Polynome P(z)
und @Q(z) alle Bedingungen des Hilfssatzes III, es ist also

Q0)=+1.
Die Pole von f(x), d. h. die Zahlen ¢, ¢;%, -+, ¢! sind die Wurzeln

des Polynoms @(z), daher sind die Zahlen ¢, ¢, - - -, ¢, Wurzeln der
Gleichung

#o(2) -0

deren hochster Koeffizient 4+ 1, und deren iibrige Koeffizienten rationale
ganze Zahlen sind, was an zweiter Stelle z. b. w.

Fir andere Fragestellungen betreffend ,ganze ganzwertige Funktionen®
vgl. die zu Beginn zitierte Arbeit des Verfassers.

Ziirich, den 13. Oktober 1915,




