
RISOLUZIONE DI UNA CLASSE DI EQUAZIONI FUNZIONALI. 

Nota di S. P i n o h e P I e, in Bologna. 

Adunanza del 2~ maggm x9o4 

Le equazioni alle differenze e le equazioni funzionali analoghe, in 
quanto possono servire alia determinazione di s analitiche, non 
sono state molto studiate. Prescindendo dai lavori anteriori all'epoca 
delle odierne vedute nella teoria delle funzioni, rimangono quasi isolati 
il lavoro del GmCH~.RD *) sull'integrazione finita di una funzione intera 
e la bella memoria dell 'Huawirz **) cui esso ha dato origine; e 1o 
stesso si pub dire delle interessanti pubblicazioni del MELLm sparse nella 
raccolta degli r Acta Mathematica % e di alcuni miei lavori ***). 

Eppure simili equazioni offrono molto interesse per s~, e per le 
applicazioni cui esse d~nno luogo: esse si presentano nello studio delle 
singolarit~ delle funzioni definite da uno sviluppo di TAYLOR, in quelle 
delle trascendenti intere, ecc.; inoltre si trova campo di applicare in 
modo assal naturale, nelta loro risoluzione, alcuni dei sussidi pifl recenti 
dell'Analisi, come la teoria delle serie assintotiche del POmCAR~ ****) ed 

*) Annales de l't~cole Normale Sup6rieure, III e s6rie, t. IV, pag. 36I (I887). 

**) Acta Mathematica, t. XX, pag 285. 

***) Per esempio le due memone:  

Sulla ,isoluzjone dell'equal(zone ~ - h ~  ~ ( x  -~- av ) = f(x), a coeffic~entt r e 

Sulla r,solu~ione dell'equazwne ~ - b  v ~ ( x  -~- a v ) ~ f ( x ) ,  a coeJficienti raz~tonali [Me- 

nlorie dell'Accademta di Bolog-na, s. IV, t IX ( 1 8 8 8 ) ] . -  Cfr. HALPHEN, Comptes 

Rendus de l'Acad6mie des Sctences, t. XCIII, pag. 781 (1881). 

****) V. pifl avanti, il ~ 27 di questo lavoro. 

Rend C,rr Matem. Palermo, t. XVIII (i9o4).--Stampato 11 x 5 giugno xgo 4. 3~ 
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anche, come ha mostrato recentemente il Fkj~It *), la teoria ddia som- 

mabilitk secondo il BOREL. Pur nonostante, non sembra che sia stato 
fatto fino ad ora uno studio sistematico di classi generali di simili e- 
quazioni. 

La presente Nota si propone di portare un contributo a codesto 
studio: in essa si esporr~ un metodo per la risoluzione generale del- 
l'equazione 

. 4 (b )  = 

dove a ~ una funzione nota, b una funzione incognita, ed ~/ un'opera- 
zione che si supporr~ commutabile colla derivazione. 1~ evidente che l'e- 
quazione considerat~ confiene, come casi particolarissimi, le equazioni 
differenziali o alle differenze finite lineari e a coefficienti costanti. II pro- 

blema verr~ risoluto in due casi, che si disfinguono per l'ipotesi che si 
far~ circa all'insieme funzionale cui appartengono la funzione data a e 
la funzione incognita b. 

Conviene aggiungere che il metodo qui indicato per la risoluzione 
dell'equazione (a) si estende, con lievi modificazioni, alia soluzione del- 

l'equazione pifl generale 

dove ~, %,  . . .  ap sono funzioni razionali, A, A ,  . . . .dp sono opera- 
zioni commutabili con D, a ~ la funzione data e b la funzione incognita. 

I . -  N o t a z i o n i  e r i ch i amL 

I. In ci6 che segue, indicheremo costantemente le operazioni distri- 
butive mediante le lettere maiuscole dell'alfabeto romano. In particolare, 
D rappresenter~t l'operazione di derivazione. 

2. Le funzioni o elementi di funzioni verranno rappresentate colle 
lettere minuscole dell'alfabeto greco. Per6, le fun<ioni determinanti, de- 
finite al ~ 4, verranno indicate colle lettere a ,  b, e, . . .  

3- L'insieme (o spazio funzionale) dei rami dl funzioni analitiche 
della variabile x regolari in un intorno di x = o, si indicherk col sim- 

bolo S. La somma di quanti si vogliano elementi di S dA un elemento 

*) Comptes Rendus de l'Acad~mie des Sciences, t. CXXXVII, 23 nov. 19o 3. 
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dello spazio medesimo : cib si esprime dicendo che lo spazio S ~ lineare. 

Entro lo spazio S si possono distinguere infiniti spazi, pure lineari; in 

particolare, si pu6 considerate Io spazio, che si indicher~ con Sr, di 

tutte le serie di potenze convergenti entro un cerchio di centro x - - o  

e di raggio maggiore di r. Dei due spazi S~, S,, dove si suppone r  ~ t, 

il primo e contenuto nel secondo. In particoiare, S o h l'msieme dt tutte 

le serie di potenze avenfi uu raggio non nullo di convergenza, e non 

differisce da S; S~ 4 l'insieme di tat~e le funzioni intere e io indlcheremo 

con E ;  esso ~. contenuto in ogni S~. Aila sun volta, E contiene infiniti 

spazi hneari; fra questi, indicheremo con E l'msieme delle funzioni in- 

tere 7>-c,~x '~ tah che ~ - n !  c x '~ appartenga ad S~. 

4- Daremo il home di flmZione determinante ad ogni funzione a(x) 
di x rappresentabile sotto la forma 

j[~ (x) a ( x )  = e-tx~(t)dt. 

Ci limiteremo al caso in cui ~ (t), oltre ad essere finita ed atta al- 

l'integrazione fra o ed co, sia anche continua ed ammetta le derivate di 

tutti gli ordmi, pure finite e continue nello stesso mtervallo. E noto, 

dalla teoria deile funzioni rappresentabih nella forma (I) ,  che se l'inte- 

grale ha un significato per x ~---Xo, esso avr~ senso per ogni x tale 

che sia 

(2) iv > iv (Xo) *) ; 

si sa pure che nel semi-piano definito da (2), la a ( x )  ~ analitica rego- 

lare e che essa tende a zero s e x  tende all'infinito nella direzione dell'asse 

reale positivo. Si sa di pifl **) che la funzione q~(t), che 6 detta fun-  

zione ge,zeratr~ce di a(x), ~ univocamente determinata dalla ( I ) ,  e che 

essa funzione 6 espressa, mediante la sua funzione determinante, dall'in- 

tegrale definito : 
pk+~o~ 

I 1 etxa(x)dx' 

dove t ~ reale e positivo, e k ~ un numero reale arbitrario, purch~ su- 

periore ad R(xo). 

*) Con R (x) si intende (~ la parte reale di x ~. 
**) V. L~RCH, Acta Mathematica, t. XXVII, pag. 347. 
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5- Le relazioni ( I )  e (3), Ira loro inverse, definiscono una trasfor- 
mazione funzionale cui dal POINCAR~, che ne ha studiato notevoli appli- 
cazioni, ~ stato dato il nome trasformazione di LAPLACE. Per brevitY, le 
relazioni ( I ) e  (3) si possono rappresentare mediante simboli operatorl, 
ponendo 
(4) . (x) = l [ ~  (t)], q~ (0  = G [a  (x)]. 

Fra le propriet~ della trasformazione di LAPLACZ ricorderemo le 
seguenti, di cui dovremo fare uso. Derivando la ( I )  si ottiene 

s  i)"D"a(x), (n = 1, 2, 3,'" (S) 

che si pu6 scrivere simbolicamente 

(5')  /[t"~p(t)] = ( - -  I)"D"J% 
Integrando per parti la medesima (I) ,  viene 

(6) x J? = JD*? -~- ?(o). 

6. L'insieme delle funzioni determinanti costituisce uno spazio li- 
neare, che indicheremo con D. A questo spazio appartengono, in parti- 
colare, tutti i rami di funzioni analitiche di x regolari in un intorno di 
x - -  co e nulle per x --- oo ; Io spazio, pure lineare, di cotesti rami di 
funzione verr~i indicato con F. Indicheremo con F r lo spazio lineare, 

contenuto in F e quindi in D, di queue serie di potenze y x-~-+z con- 

vergenti fuori di un cerchio di centro x - - o  e di raggio inferiore al 
numero positivo r. Se ~ r ~ s, lo spazio F,  5 contenuto in F , .  

I I . -  Cenno sulla propriet~ delle operazioni distributive, 
commutabil i  con D nello spazio S. 

7. Un'operazione distributiva 2/ sia univocamente definita per gli 
elementi I, x, x 2, . . .  x",  . . .  coi qual i  ~ costruito lo spazio S. Sup- 
poniamo inoltre questa operazione commutabile con D ; sia cio~ 

(7) 2/D = D2/. 

Ne verr~ che 2 / ( I )  sar~ una costante; sia ko. Volendo 2/(x), si avr~ 

daUa (7 ) :  
2 / ( 0  = D.4(x),  onde A(x) = koX + k,. 

In generale, sar~ 
2 / ( x - )  = 
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dove K ( x )  ~ un polinomio intero delia forma 

(8) K"(x)  = k~ + nkxx"-' + ( n ) k'x"-~ + ' ' '  + 

ci6 si dimostra concludendo d a n  ad n + I, e fondando il passaggio 
sulla relazione (7). I1 sistema delle costanti ko, k,, k , . . .  definisce l'o- 
perazione A, e i polinoml (8) sono i polinomZ cli API'ELL formati con 
queste costanti. 

8. Applicando formalmente l'operazione A ad un serie di potenze 

~( ' 0  = C o + C X + c ~ x  = +  . . . ,  
si ottiene dapprima 

(9) .4 (~) = y- c, ~ (x) ; 

poi, ordinando rispetto aUe costanti k ,  si ottiene per A l'altra espressione 

g- k. r)._ 

Ma questi risultati formali hanno sempre, per le serie q~ di un certo 
spazio funzionale convenientemente preso entro S, una va|idith effetdva: 
codesto spazio contiene le funzioni I, x, x = , . . .  e si dirh spazio fun- 
zionale di convergenza della ( io).  Per dimostrarne l'eslstenza, si scelga 
una successione di numeri positivi decrescenfi 

m o~ mx ~ ~t~ a~ �9 .. 

tali che la serie: 

S m,,K. 
n ~ o  

sia assolutamente convergente ; presa allora, nella serie (IO), la funzione 
~(x) tale che k.I < ~ . ,  le (9) e 0 o )  ~i~.lta~o .~olutam~nte ed .~i- 
f o r m e m e n t e  convergenti per tutti 1 valori di x di modulo finito. L'insieme 
delle serie ~(x) tali che sia ]c,I ~ m, appartiene dunque allo spazio 
funzionale di convergenza (assoluta ed uniforme) della (9). 

9- Supponiamo che la  s e x~ appartenga allo spazio di con- 
vergenza di A. VerrA 

( ) A ( ~ ' ) = ~  ~' ~o+k,t+k~+ . . . .  

Porremo 
t ~ 

ko + k,t + k=i- ~ + . . .  = ~(0,  
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e supporremo questa serie appartenente allo spazio S,. La funzione ~( t )  
definisce, mediante i valori 

(o), ~'(o), ~"(o), . . . ,  

le costanti ko, k~, k~, . . . ,  e quindi l'operazione 21; daremo a questa 
s il nome di run,  lone caratterist~ca dell'operazione stessa. 

IO. Sia ora q~(x) appartenente ad E . Per i! ~ 3, ci6 significa che 

la serie 
~ ' - n ! C n X  n 

converge entro un cerchio di centro x - - o  e di raggio superiore ad 
I 

- - ,  e quindi la funzione 
r 

~ - n .  c.  

converge fuori di un cerchio di centro t - - -o  e di raggio r, inferiore ad 

r. II prodotto 
j ' (  t) o: ( t) 

dark una serie di LAURE~qT convergente nella corona circolare compresa 
ira i cerchi (o, r,) e (o, r) *); se (1) ~ una linea circondante l'origine 

e tutta contenuta in questa corona, p. es. una circonferenza (o, r ' )  con 
r, , (  r '  ~ r, si avr~i, come si verifica sabito : 

~ " ~  (t)f(O d t = y ~,, K,, (x). 0 2 )  2 ~ i  .~<~ ~=o 

Ma (~$ 4, 5) la funzione f ( t )  non + altro c h e l a  determinante Jq~ di 
c?(x); inoltre, il secondo membro della (12) ~ l'espressione di 2/(~). 
Onde per l'operazione A@),  nello spazio s E , vale l'espres- 

sione in s d'integrale definito : 

= d ~ ( O f e ? d t .  (b) "1(~) 2,~ i . ,  ,~ 

In particolare, si ha l'espressione del.le K ( x ) :  

K . ( x ) - -  n! [~d '~( t )d t  .,'l(x"). 
2 ~ i J ( z >  t"+' - -  

*) Indichiamo con (a, b) il cerchio di centro a e di raggio b. 
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Si nod, dalla (z a), che viene 

I /)eX~j ~ ~ ( x ) -  2~i (Odt' 
ossia 

I / ) e ~ , j ? d t .  ( i 3 )  = 

I I. Siano ..4, B due operazioni distributive della forma (IO), e siano 

le rispettive funzloni caratteristiche. Si verifica immediatamente, con cal- 
colo semplicissimo, che l'operazione A B ha come funzione caratterisdca 
il prodotto ~ ( t )} ( t ) ;  ne risulta per quest'operazione, l'espressione 

( i4)  AB(q~) - -  2~:i ,,,,) 

valida nello spazio funzionale E se le serie ~(l), ~(t) appartengono 

allo spazio S~. 
Le operazioni A, B sono manifestamente commutabfli. 

I2. Fin qui, abbiamo supposto l'operazione A definita mediante il 
sistema delle costanti leo, k ,  k ,  . . .  , aggiungendo l'ipor che e "~ ap- 
partenesse, per I*1 < r, allo spazio dl convergenza della serie (Io). Per 
una simile operazione abbiamo veduto che vale anche l'espressione (b), 
almeno per le funz*om q~ di uno spazio funzionale conveniente. Ora, 
questa stessa espressione (b) si pu6 assumere come definizione di ope- 
razioni commutabih con D, anche in casi in cui, per tall ope:azioni, 
non valga una rappresentazione della forma (Io)  

Si supponga, infatti, che ~ (t) sia una funzione analkica uniforme entro 
una corona circolare di centro o, comprendente nel suo interno la circon- 
ferenza (o, r), e sia la funzione ?(t)  appartenente ad E .  Prendendo 

r 

come linea (1) d'mtegrazione la circonferenza (o, r), l'espressione (b) 
rappresenter~ una funzione intera in x, e si avr~t: 

= 2 g,, x~ 

con 
I / ,. 

g, = o~(O.l-? dt. 
2 w i n !  ) 
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Questa forma dei coeitMenti dello sviluppo in serie della funzione A(q 0 
mostra come codesta funzione sia intera, ed appartenga all'insieme E 

Inoltre, sotto certe condizioni, l'operazione A definita da (b) pub essere 
commutabile con D ;  infatti: 

[ 
- -  e ~ o : ( t ) t J ~ d t ;  
2 ~ i ,I(I) 

ora, per la (6), l'integrale scritto nel secondo membro ~ uguale a 

se ora il secondo di questi integrali 6 nullo, o se ~ q~(o)-~-o, viene 
D A  ~ A D. Si conclude da ci6 che l'espressione (b) pub servire a rap- 
presentare operazioni commutabJli con D, anche quando per codeste 
operazioni non valga un'espressione in serie di potenze del simbolo D, 

della forma (io).  

I I I . -  Risoluzione del l 'equazione (a) per  lo spazio S. 

13" Abbiasi ora da risolvere l'equazione 

-4 = 

dove ? ~ una funzione data, appartenente ad E ; co ~ una funzione 

da determinarsi; A ~ nn'operazione c0mmutabile con D, la cui funzione 
caratteristica ~(t) appartiene ad S .  

I 
Entro il cerchio (o, r), la funzione 7~-~ ~ regolare, all'infuori di 

un numero finito di poll Si pu6 dunque assegnare una corona circolare, 
di centro o, che includa la circonferenza (o, r) ed entro la quale corona 

J ?  sia regolare, ad eccezione di un numero finito di polk iI quoziente ~75(t) 

Descriviamo, in questa corona, una linea chiusa (I)circondante l'origine 
e su cui non si trovi alcuna radice di ~ (t) ; l'integrale (che ci dA quindi 
un'espressione analitica dell'operazione A - ' ) :  

f,, (c) (x) = 2, i , 

rappresenter~ (~ 12) una funzione intera, appartenente ad E 

Ora, applicando a questa funzione l'operazione A, rappresentata da 
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I ;  
verr~t per il ~ II  : 

.4(~) I f 
2 ~ i  ,j(~) 

e, per la ( I3)  , 
. 4 ( ~ )  = ~. 

L'equazione (a) ~ dunque nsoluta dalla formula (c), e la soluzione 
una funzione appartenente ad E 

! -  

14. Risolvendo l'equazione (a), si ~ data contemporaneamente la 
risposta a varie ahre questioni. 

a) Dapprima, il probMua (a) coincide colla risolu<ione di un'equa- 
<ione differenziale Iineare non omogenea, in generale d'ordine infinito : 

ci6 per la forma (Io)  dell'operazione A. 
b) Nel caso chela serie . ( t )  sia sempre convergente ed appartenga 

ad E~, la serie 

converge per ltl ~ s , ,  s, ~ s. Se ~(t)  a una serie di potenze conver- 
gente entro il cerchio (o, s=) con s~ ~ s, la operazione A si pu6 porre 
sotto la forma 

A(o,) = I---k- f ~ ( t  - -  x)o~(O dt, O5) 2 ~ t  J(l) 

valida per Ix[ ~ s~ - - s  e dove la linea d'integrazione 6, p. es., una 
circonferenza di centro o e di raggio compreso fi'a s, ed s, .  La risolu- 
zione dell'equazione (a) equivale pertanto all'inverswm, mediante una 
serie di potenze di t, dell'mtegrale defimto 

f a (t - x),,, (0 dr = ~ (x). 

c) Sappiamo chese  co ~ - ~ - g . x  '~, si ha (~ 8) 

~(~) = Z g,,~(x), 

essendo K ( x ) i  polinoml di APPELL relativi al sistema di coeflicienti 
ko, k,, . . . .  Perci6, colla risoluzione dell'equazione (a) ~ anche risoluto 

~r C~r~ Mc~ten: -Palermo, t XVIU ( i 9 o 4 ) . -  Stampa~o 1t :L6 gmgno xgo 4 36 
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il problema di sviluppare la fun~ione data ? (x) in serie ordinata secondo 
un dato sistema di polinom~ di APPELL K • ( x ) .  

d) Infine la risoluzione della medesima equazione (a) risponde al 
problema della risoluzione di un sistema di infinite equazioni lineari ad 
infinite incognite, in cui il determinante dei coefiicienti ha la forma: 

k 2 k~ k 4 
k o k, 2l 3l 4 ! " ' "  

k~ k3 
( i7)  o k o k, 2l 3 ! " " " 

k~ 
o o k o k,  2--[. " ' '  

15. La soluzione dell'equazione (a), data dalla formula (c), non 
in generale unica. Se infatti (0, ( I )  sono due linee chiuse nelle condi- 
zioni indicate al w i3, non intersecantisi Ira di loro, nell'area chiusa da 
queste linee si pgtranno trovare radici di a ( 0  , in numero finito; siano 
esse 

a , ~ ct 2 ,  . . .  a t , .  

L'integrazione di 

eseguita lungo (I) ed (I,) dar~ due funzioni ~o (x), % (x), la cui diffe- 
renza sara espressa da 

( ' 0  - " ,  ( x )  = ~ ,~ i  i> ~ ( 0  ' 

nel caso che le radici di 0~(t) siano semplM *), viene dunque : 
p 

0 8 )  ,~(x) - ,~ (,0 = Y cj  e~ , 

dove le C 7 sono costanti. 1~ d'altra parte evidente che il secondo membro 
della ( i8 )  soddisfa all'equazione A(@---= o. 

Dall'osservazione precedente, si deduce che i quattro problemi enu- 
mera;d al ~ ~4 sono suscettibili di pifl soluzioni nello spazlo S; le difl~- 
renze di due soluzioni d~mno, nello spazio medesimo, la risposta ai se- 
guenti problemi : 

*) Si lascia al lettore la facile modificazione che avviene nel caso di radici multiple. 
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a) Risoluzione di un'equazione differenziale lineare ad infiniti ter- 
mini e a coefficienti costanti; 

b) Soluzione di un'equazione funzionale della forma:  

s  x) (0dt = O ;  

c) Sviluppi dello zero in serie ordinate per i polinoml di APPELL 
di un dato sistema; 

d) Risoluzione del sistema di equazioni differenziali lineari omogenee 
in numero infinito e ad infimte mcognite, aventi per matrice dei coef- 
ficienti 11 sistema (I7).  

16. Consideriamo il caso che ~ (0  sia una funzione intera. La sua 
I 

inversa 7-(t-(t) sar~t uniforme e in ogni area finita del piano t avr~, per 

sole singolarit~t, poll in numero finito. Se la linea d'integrazione (1) 
include il cerchio (o, r), e se 

y a x  ~ 

appartiene ad E , la 
"7" 

I ['eX, J~d 

si ridurr,~ ad uno sviluppo in serie i cui termini avranno la forma 

n! 1" e'*dl 
( I9)  a ~vi g , l t  "+-r~-(t) " 

Ora, supponiamo dapprima che entro (l) non cada alcuna radice 
di 0~(0. La ( I 9 ) ~  allora il polinomio di At'PEeL ;%(x) formato coi 
coeflicienti dello sviluppo in serie 

I z +z=e+ . . . ;  

esso soddisfa alia equazione A(X,,)~---x' ,  ed appartiene ad un sistema 
che si dice inverso del sistema K, (x) .  Si ha cosl il seguente risukato: 

. Se q~ (x) ~ una s appartenente ad E , dove r ~ il minimo 
r 

. modulo delle radici di - ( t ) ,  la soluzione dell'equazione (a) ~ data 

c, dalla serie 

co(,,)= ZcoL(x) , , .  

Supponiamo invece che entro (I) vi siano p radici di ~ (t), e siano 
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le radici semplici a i ,  a=, . . .  ap. L'integrale 0 9 )  si ridurr~t aUora alla 
f o r m a  

p 

( = o )  ~ n ( ~ )  = x o ( ~ )  - y c~i~~ 
, /=I 

questo soddisfa, come'~, (x), all'equazione 

. 4 ( o , )  = x n . 

Questa equazione si pub anche soddisfare prendendo in (19) una linea 
d'integrazione (/,) variabile con n ; iI numero delle radici di 0~ (t) incluse 
in (I,) varier~ con n, e la (2o) si potr~ scrivere 

:on 

(,.o') *~n(x) = x ( ~ ) -  Z c,,, '~ 
1 : I  

17. Un caso interessante, nel quale Hntegrazione della equazione 
(a) si pub estendere oltre lo spazio Er,  ~ quello in cui sia possibile di 
assegnare un sistema di costanti C~j tale che, essendo m, g ed h nu- 
meri positivi, si abbia per lxl < g:  

I ~  (:01 < m h ~ . 

Se allora la serie q~ (x) = ~--c~ x n ~ convergente in un cerchio di raggio 
superiore ad h, la serie 

o'(x) = y co .(x) 

sara convergente assolutamente ed uniformemente per Ixt < r e darer 
la soluzione dell'equazione (a) che sar~ cosl risoluta per tutto Io spazio 
S h . Questo caso ~ quello che si presenta nella risoluzione dell'equazione 

o" (x  + ~) - -  o" (x )  = ~ (x), 

come si vede dalla bella soluzione che per questa equazione ~ stata data 
dall'HuRwlvz *) per il caso di una funzione intera q~(x); si vede poi 
facilmente che l a  medesima soluzione si pu6 anche estendere al caso in 
cui q~ (x) ~ una serie di potenze convergente in un cerchio di raggio 

superiore ad I 

*) Acta Mathemafica, t. XX,  p. 285. 
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I V . -  Cenno  su l le  p r o p r i e t h  delle ope raz ion i  d i s t r i bu t ive  
c o m m u t a b i l i  con  D, nel lo  spaz io  D. 

18. Riprendiamo l'accenno alle proprietA generali delle operazioni 
A commutabili con D, giA indicato nei ~ 7- i2 ;  ma a differenza di quei 
~ ,  consideriamo la funzione, cui l'operazione .// va applicata, come ap- 
partenente allo spazio definito al ~ 6 e indicato con D : allo spazio cio~ 
delle funzioni determinanti. 

Supponiamo dapprima l'operazione rappresentabile medlante uno 
sviluppo della forma ( io) ,  che scriveremo ora 

( -  
009  D I ;  
la serie 

a(t) = k,, 
o t T M  

appartenga ad F~. Se allora f ~ pure un elemento di F r ,  alla ( lO')  
si potr~i, per il teorema di CAUCHY, dare la forma : 

I ~ a ( x - -  t)f(t)dt, 
( I 5 ' )  . A ( f )  - -  2'/I;i 

essendo (1) una linea chiusa semplice, circondante il punto t =  o, e 
tutta compresa fuori del cerchio (o, r). I1 punto x sara esterno a 
questa linea, ad una distanza dal contorno superiore ad r. Ora per questa 
linea (l) si pub prendere anche il contorno composto del segmento ret- 

tilineo unente i punti 

k + iv, k - -  iv, (k > r) 

e della semicirconferenza avente questo segmento per diametro e rivolta 
dalla parte negativa dell'asse reale. 

Passando al limite per v ~ o% l'integrale esteso alla semi-circonfe- 

renza tende a zero, e viene cosl per A ( f )  l'espressione 

I :~k+zo~ 

(d) t1(]') -- 2=i [ a(x --  Oj"(t)dt, 
--zoa 

con k > r, R (x) > k + r. 

19. L'espressione (d) ~ pi t  generale della (I5 ') .  Infatti, mentre 
questa 8 definita per gli elementi di F,, la (d) viene ad avere signifi- 
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-cato anche per gli elementi di D non appartenenti ad F. Se f ~ deft- 
nito per R(x)  > h, la (d) vale per R(x)  > k -Jr h. 

Questa espressione si pub ancora modificare. Si ha, per R(x)> R(t); 

fo I git--x)u d U~ 
x t 

onde 

n! fo  ~ (x - 0 "§ - e ( ' - *  " d u. 

Posto quindi 

( 2 0  ~ ( . )  = ~ , !  

la (d) viene a scriversi: 
I pk+~ p~ 

AO~)= s,~i _ _  _J~_,oIO)Jo ~(,,)~<'-*a~a~, 
o, invertendo le integrazioni, il che ~ evidentemente lecito in seguito 
alle ipotesi fatte : 

(22)  A W )  = 2 :  i ~ ( . )  ~-"" f ( 0  d t d . .  
I v O  

Ma si ha (SS 4-5) che 
I pk+t~ 

J~_,o ~ '7 ( t )d t  = G f ;  2 ~ i  

onde la (22)  ci d~t, per l'operazione A, l'espressione 

fo (0 A 0 o) = ~-.~< (.) G:d.. 

20. Alle precedenti espressioni (IO') ,  ( I59  e (d) della A si ~ dunque 
aggiunta anche la (e). Ora, questa nuova espressione offre maggiore 
generalitA delle precedenti in quanto che, in essa, si possono fare ipotesi 
pi t  larghe sulla natura della ~ (u), che diremo funzione caraUeristica di 
A. Infatti, non sark gift necessario di supporre, come al S precedente, 
che ~(u) sia una funzione intera di u data dalla (2I).  Basta supporre 

,che ~ (u) sia una funzione delia variabile u data per tutti i valori reali 
e positivi di questa variabile, insieme alle sue derivate di tutti gli ordini, 
e tale che, per x = Xo, e-"x~. (u) sia integrabile Ira o ed oo. Lo stesso 
accadrA allora per tutti i valori di x tall che sia R ( x ) ~  R (xo); e se 
f ~ un elemento di D, valido per R(x )~  R(x~), il procedimento stesso 
del ~j precedente mostra che per R (x) > R (x o -t-- x,), la (e) ha signi- 
ficato e rappresenta una funzione determinante. 
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L'espressione (e), sotto questa ipotesi, rappresenta dunque un'ope- 
razione applicabile allo spazio D, e questa operazione contiene, come 

casi particolari, quelle della forma ( Io ' ) ,  ( I5 ' )  e (d). 
Ora ~ facile vedere che essa ~ commutab~le colla derivazione; basra 

infatti notare che 

D d ( f )  = -  e-"~o~ u u u, 
~ 0  

ma dalla formula (5 ')  del ~ 5, risulta subito che 

u G f  = - -  GDf, 
onde D A = A D .  

21. Quando la funzione ~(u),  caratteristica delPoperazione d ( f ) ,  
si specializzi alquanto, 4 possibile di variare, entro certi limiti, la linea 
d'integrazione della (e) stessa. Sia infatti ~ (u) funzione analitica regolare 

della variabile u - - r d  g , per tutti i valori di r compresi fra o ed oo, e 
per tutti i valori dell'argomento g compresi ira o e go ; inoltre, esista 

un valore di x o di x per il quale il prodotto e- '"~.(u) tenda a zero, uni- 
formemente rispetto a g, per r - - o o .  Esisteranno allora infiniti valori 
di x per i quali quest'ukima proprieta verrA soddisfatta, e saranno tutti 
quelli interni ad un angolo g' di vertice x o e col lati perpendicolari l'uno, 

all'asse reale, l'altro, alla direzione di argomento - - g o -  Ora, presa con- 
venientemente at, si integri la 

e O0 Of 
lungo il contorno di un settore circolare formato da due raggi di argo- 
menlo o, go e dall'arco mtercetto sulla circonferenza (o, r). L'integrale 
esteso al contorno sark hullo ; di pi/1, per r =-- 0% tender~ a zero l'mte- 
grale esteso all'arco di cerchio: onde verr~i 

(23) Jo 
L'espressione dell'operazione A ~ quindi data da un integrale analogo 

ad (e), ma esteso ad una semi-retta uscente dall'origine e di direzione go. 
Evidentemente, si pu6 sostituire a questa qualunque semi-tetra uscente 
da o e di direzione g compresa fra o e go ; la funzione rappresentata 
da A ( t ' )  ~ espressa, per x preso entro l'angolo g', indifferentemente 
daU'uno o dall'altro membro della (23). 

22. Abbiasi una seconda operazione B analoga ad A,  e di cui ~(u) 
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sia la funzione caratteristica: 

/o (24) B ( f )  = e -x" ~ (u) G f d  u. 

I1 secondo membro della precedente ~, per R(x)  abbastanza grande, 
una funzione determinante di cui 

( . )  G f  

la generatrice: applicandole l'operazione 21,4, verr~ dunque [o 
(20  A B ( f )  = ~ - ' ~  ( .)  ~ ( . )  G f d . .  

~ t / o  

Questa relazione mostra che il prodotto di due opera~ioni 21, B deI tipo 
(e) ~ un'opera~ione del medesimo tipo, e chela fun~ione caratteristica dd 
prodotto ~ il prodotto delle fun~ioni caratteristiche ~(u), fS(u), di 21 e B. 
Ne segue ancora che le operaziom del tipo (e) sono fra loro commu- 
tabili. 

23. Ponendo 
Gf  = ~ (.),  

l'espressione (e) dell'operazione .4 diviene simmetrica in . ( u ) ,  ~(u).  
Posto . ( u ) - -  G a, la .4 si pub dunque scrivere: 

fo ~ 2o (26) 21(f) = e - x ~ ( . ) ~ f d .  = e - x ~ ( . ) ~ a d . .  

Questa relazione pone in evidenza una legge di reciprocitY, che si pu6 
formulare dicendo che I'opera~ione avente come fun~ione caratteristica o~, 
apphcata ad f ,  coincide colI'opera~ione avente per fun~ione caratteristica 
G f,  applicata ad J a. 

V . -  Riso luz ione  de l l ' equaz ione  (a) pe r  Io spaz io  D. 

24 Abbiasi da risolvere l'equazione 

(a) 21(g) = f,  

dove f 5 una funzione data in D ;  g ~ una funzione da de terminarsi 
nel medesimo spazio ; A 5 un'operazione commutabile con D, rappre- 
sentata da un'espressione della forma (e) ed avente ~ (u) come funzione 
caratteristica. 

La formula (a5) permette di dare immediatamente la soluzione 
formale del problema. Se infatti s'indica con B l'operazione avente per 
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funzione caratteristica - -  

e quindi, per il ~ 4:  

I 
~ ( u ) '  viene immediatamente, daUa (25): 

AB(j")  = e .... G f d u  

.4 B ( f )  = f ;  
onde : 

(27) g = G f d . .  
a 

L'operazione rappresenta:a dal secondo membro della (27) ~ dunque 
l'espressione formale di A - ' .  

Ora, a~nch~ questa soluzione formale sia effettiva, basta chela (27) 
abbla slgmficato per un valore x dl x. Se allora ] '  si prende regolare 
per R (x) > R (x=), la (27) varrh (~ 20) per R (x) > R ( x  q-- x~). 

Supponendo ~(u), come al ~ 21, regolare entro un angolo, o pifl 
particolarmente ancora, supponev.,dola intera come al ~ 19, baster~, per 
la risoluzione delI'equazione (a), che esista una semi-retta uscente dall'o- 
ngine e dl argomento g, lungo la quale, per un valore k ~ k , Fln- 
tegrale 

jo 77(.) ~  d " 
abbla significato, perch~ l'equazione (a) sia risolubile in tutto un angolo 
del piano k, facilmente assegnabile. 

25. La risoluzione dell'equazione (a) d~t, come al ~ I4, la soluzione 
di problemi funzionah ad essa equivalenti; ess, sono i seguenn: 

a) La funzione g del ~ precedente nsolve il ploblema di inverslone 
d'integrale definito espresso dail'equazione 

/ , ,  (x - t) g ( 0  d t = t ' (x ) .  
2 ' r r  ,.' k - , ~  

b) Nel caso che ad A si possa dare la s (Io ') ,  clo& se la serie 

a ( t )  = ~- ~7vi- e convergente o anche sempbcemente sommabile (som- 

mazione esponenziale del BOREL), l a g  ~ l'integrale dell'equazione diffe- 
renziale lineare a coefficienti costanti e non omogenea 

~ ' ( - -  I) ~ D"g = f ,  

in cui il secondo membro appartiene a D. 
Rend C~rc Matcm Palermo, t XVlII  (x9o4) - - S t a m p a t o  xl I6 gmgno i9o 4 37 
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c) Per la legge di reciprocit~t enunciata al ~ 23, se la g ( t )  6 svi- 
luppabile nella serie (convergente o anche soltanto sommabile) 

Cn 
a (0 = Y ,o+,, 

la A (g)  si pub scrivere 

nl D" a.  

Onde l'equazione (a) si pu6 interpetrare come esprimente il seguente 
problema : (~ determinare i coetlicienti dello sviluppo della funzione/~' in 
. serie ordinata secondo le successive derivate della funzione a data ,); 
e la formula (27) ne d~i la soluzione. 

26. La funzione a ( u )  si trovi nelle condizioni ammesse al S 2I 
per tutti i valori di u compresi entro un angolo di vertice u = o ed 
i cui lati abbiano per argomento g -= o e g =- go. Entro quest'angolo, 
la ~ (u )  abbia un numero finito di radici semplici a , ,  a~, . . .  a , .  A1- 
Hnfuori di questi punti a i , siano soddisfatte le medesime condizioni 

I 
anche per a ( u ) "  

In tall ipotesi, gl'integrali 

/ ~  e - ~  f ~ , ' ~ ~  e-,X 
(,.8) g ( x )  = jo  ~ ( u ) G f d u ,  g , ( x )  = ~o ~(u)  G t ' d ,  

daranno entrambi, per i valori di x presi entro un angolo opportuno, 
soluzioni dell'equazione (a). L'integrazione estesa al contorno di un 
settore circolare quale ~ mdicato al ~ 2I d~t, mediante il teorema di 
CAUCHY) 

P 

- = 5 - , , c  , 

essendo le c I costanti (nel caso che l e a  i siano radici semplici~ si om- 
mette la nora ed ovvia modificazione del caso in cui le aj siano radM 
multiple). 

Con ci6 ~ veduta la plurivociffi dell'operazione A - ' ,  e si lascia al 
lettore di enunciate quei problemi, analoghi a quelli enumerati al ~ 25, 
i quali ammettono come soluzione la differenza di due soluzioni della (a). 

27. Sia ancora data un'espressione 

( i )  . ( x )  = e-x"  . a . ,  
~ o  

rappresentante u n a  funzione determinante per R ( x ) >  R (Xo). 
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Si suppone che per ~ (u) e per tutte le sue derivate, definite fra 
u - - o  ed u = o% siano integrabili le 

e -~~ (u) (,, = o, ~, = . . . .  ) 

per R (x) ~ R (Xo). L'espressione ( i ) ,  come tutte le analoghe in cui al 
posto di 0~ (u) figurano le sue derivate, tende a zero per R ( x ) = - 3  r- o% 
come ~ facile vedere. Ne viene, con successive integrazioni per parti, e 
posto 0~ (o) -=- ko, cz' (o) = k~, . . .  , ~(,,/(o) = k , ,  che il prodotto 

tende a zero per x ---- co nel senso dell'asse reale positivo; in altri ter- 
mini, ~(x)  ammette lo sviluppo assintofico, nel senso del POmCAR~: 

k~ k, kox J - 7  + "'" + x  - ~ +  " ' "  

Ci5 premesso, si consideri un'operazione A della forma (e), e la 
cui funzione caratteristica :((u) abbia le proprietA indicate. Presa f in 
D, tale che G f  = q)(u) abbia la stessa proprietA per R(x)  ~ R ( x ) ,  

e posto 
(o)  = Co, ~'Co) = c ,  . . . ,  r  = c. ,  . . . ,  

il risukato deli'operazione A (1') sara una funzlone determinante, regolare 
per R (x) > R (x o -t- x,), e per la quale varrA lo sviluppo assmtotico : 

Naturalmente, questo sviluppo, anzicch5 assintotico, sara effettivo qualora 
f ed a appartengano ad F. L'espressione precedente di A( / " )  pone in 

evidenza la legge di reciprocitA enunciata al ~ 23. 

28. Per terminate, accenniamo brevemente ad alcuni casi particolari 

dell'equazione (a). 
a) L'equazione differenziale lineare a coefficienti costanti e dell'or- 

dine m, il cui secondo membro ~ elemento di D, 

(.30) 2 ( - -  I)"k,,D'* g ~--- f ,  
~ 1 ~ o  

rientra come caso speciale nel problema che abbiamo risoluto. Per la 
nora scomposizione dei primo membro della ( 3 o ) i n  un prodotto di 
fattori operativi semplici, la sua risoluzione si riconduce alla soluzione 
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successiva di equazioni della forma 

(31) •ff - -  D g  = f ,  

dove a 6 una costante. La (3I )  si integra immediatamente mediante la 
formula (27) , che nel nostro caso dA: 

f 
o~ g--xu 

(32) a(x) = ,)o Gfdu. 

L'integrazione si pu6 fare lungo qualsiasi semi-retta uscente dall'origine, 
di argomento g diverso dall'argomento di ct, e l'espressione (32) 6 rego- 
late in x in tutto un semi-piano hmitato da una perpendicolare alia di- 
rezione - - g .  Se, facendo variare g, esso oltrepassa l 'argomento di a, 
si troverA una seconda soluzione gl (x) differente dalla prima per una 
funzione esponenziale 

C gax 

dove  c ~ una costante. 
Se f ( x )  appartiene ad F, ed + regolare per Ix] > r, la g ( x )  sar~ 

regolare nel medesimo campo Ix] ~ r all'infuori di un tagfio v che si 
estende all'infinito. 

Se f ( x )  ammette una funzione generatrice Gf~-~-~ (~t) finita, in- 
sieme a tutte le sue derivate, per u = o, ed 5 q~c")(u)= c , ,  si avrA 
per l'mtegrale di (3 I)  lo sviluppo assintotico 

I 
(33) ~-[c.a" + nc ,_ ,a  "-~ - - } - n ( n - -  i )c ,_ ,a"-2-~ - . - . -{-  n!Co) x,~+,a,,+i 

~ O  

e se fl  appartiene ad F, questo sviluppo sara valido in tutte le direzioni, 
una sola eccettuata. 

Per f =-I_I__, la g (x) si riconduce alia nora trascendente li. 
x 

b) L'integrazione dell'equazione dl prim'ordine alle differenze finite 

(34) ff (x  -t- I )  - -  a g ( x )  = f ( x )  

si eseguisce pure mediante la (27) , e si ha, escluso il caso di a = i : 

- -  G t " d  u .  

L'integrazione si pub fare anche qui lungo una semi-retta qualunque 
uscente dall'origine, e che non contenga alcuna deUe radici dell'equazione 

radici allineate parallelamente all'asse immaginario. La direzione dell'asse 
immaginario 5 qnindi naturalmente esclusa. 
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Se G f  = q~ (u), con ~")(o)  = c , ,  varr~ per ff uno sviluppo assin- 
totico delia forma (29). In questo, i coefficienti k,, sono quelli dello svi- 
luppo di ( e - " -  a) - '  in serie di potenze di u 

I ]~n un 
~-~ ~ -  Y ;,i 

e sono dati da 

(36 ) 
I 

k o - - ,  (k-- I)~=akn, 
I - - a  

dove la relazione ncorrente si otfiene sviluppando ( k -  I)" secondo la 
regola del binomio, e sostituendo poi gli esponenfi mediante indici. 

Per il caso di a ~  I, la (35) non vale; ma poich6 e - w -  I con- 
tiene u come radice semplice, si potrA, in forza delle relazioni del ~ 5, 
sostituire alia (35) la 

l-.=o g--xu U 

(37) if(x)--= a - '  ] = - -  Gl"du. 
do e - - I  

In questo caso, le relazioni (36 ) si riducono per n - - I ,  2 , . . . ,  a 

I &i la nota quelle dei numeri di BERNOULLI, e la (37), per f = - - ,  
x 

serie assintotica di STn<LING. 
C) Corne ultimo esempio, si potrebbe considerare l'equazione fun- 

zionale pifl generale della (34) :  
P 

X ~, g (x + %) = / , (x) ;  
j=I 

ma per lo sviluppo della sua soluzione rimando ad un mio lavoro di pa- 
recchi anm fa, pubblicato nel tomo IV della serie IX delle Memorie 
delia R. Accademia delle Scienze di Bologna. 

Bologna, 2 maggio 19o4. 

S. PINCHERLE. 


