RISOLUZIONE DI UNA CLASSE DI EQUAZIONI FUNZIONALL

Nota di S. Pincherle, in Bologna.

Adunanza del 22 maggio 1904

Le equazioni alle differenze e le equazioni funzionali analoghe, in
quanto possono servire alla determinazione di funzioni analitiche, non
sono state molto studiate. Prescindendo dai lavori anteriori all’epoca
delle odierne vedute nella teoria delle funzioni, rimangono quasi isolati
il lavoro del GuicHARD *) sull’integrazione finita di una funzione intera
e la bella memoria del’Hurwrtz **) cui esso ha dato origine; e lo
stesso si pud dire delle interessanti pubblicazioni del MELLIN sparse nella
raccolta degli « Acta Mathematica », e di alcuni miei lavori **).

Eppure simili equazioni offrono molto interesse per s¢, e per le
applicazioni cul esse ddnno luogo: esse si presentano nello studio delle
singolaritd delle funzioni definite da uno sviluppo di Tavror, in quelle
delle trascendenti intere, ecc.; inoltre si trova campo di applicare in
modo assa1 naturale, nella loro risoluzione, alcuni dei sussidi pitl recenti
dell’Analisi, come la teoria delle serie assintotiche del Poncarg ***) ed

*) Annales de 'Ecole Normale Supérieure, ITI° série, t. IV, pag. 361 (1887).

**) Acta Mathematica, t. XX, pag 28s.

***} Per esempio le due memorie:

Sulla 1isolugione dell’equazrone Z byo(x + ay) = f(x), a coeffictents costanti, e
Sulla risolugione dell’equazione Z byo(x 4 ay) = f(x), a coefficienti ragionali [Me-
morie dell’Accadema di Bologna, s. IV, t IX (1888)]. — Cfr. Harpuen, Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences, t. XCIII, pag. 781 (1881).

***¥) V. piti avanti, il § 27 di questo lavoro.

Rend Circ Matem. Palermo, t. XVIII (1904). — Stampato 1l 15 giugno 1904. 35
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anche, come ha mostrato recentemente il FEjer *), la teoria della som-
mabilitd secondo il Borer. Pur nonostante, non sembra che sia stato
fatto fino ad ora uno studio sistematico di classi generali di simili e-
quazioni.

La presente Nota si propone di portare un contributo a codesto
studio: in essa si esporrd un metodo per la risoluzione generale del-
Pequazione
(@) A@l) = a,
dove a4 ¢ una funzione nota, b una funzione incognita, ed 4 un’opera-
zione che si supporrd commutabile colla derivazione. E evidente che e-
quazione consideraw contiene, come casi particolarissimi, le equazioni
differenziali o alle differenze finite lineari e a coefficienti costanti. Il pro-
blema verri risoluto in due casi, che si distinguono per Pipotesi che si
fard circa allinsieme funzionale cui appartengono la funzione data a e
la funzione incognita &.

Conviene aggiungere che il metodo qui indicato per la risoluzione
dell’equazione (a) si estende, con lievi modificazioni, alla soluzione del-
Pequazione piti generale

2()A0) + (D A4E) + - @, () 4,0) =q
dove «, a_, ... «, sono funzioni razionali, 4, 4., ... 4 , sono opera-
zioni commutabili con D, a & la funzione data e b la funzione incognita.

I. — Notazioni e richiami.

I. In ci6 che segue, indicheremo costantemente le operazioni distri-
butive mediante le lettere maiuscole dell’alfabeto romano. In particolare,
D rappresenterd P'operazione di derivazione.

2. Le funzioni o elementi di funzioni verranno rappresentate colle
lettere minuscole dell’alfabeto greco. Pero, le funzioni determinanii, de-
finite al § 4, verranno indicate colle lettere @, B, ¢, ...

3. L’insieme (o spazio funzionale) dei rami di funzioni analitiche

della variabile x regolari in un intorno di x == o, si indicherd col sim-
bolo S. La somma di quanti si vogliano elementi di § di un elemento

*) Comptes Rendus de 'Académie des Sciences, t. CXXXVII, 23 nov. 1903.
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dello spazio medesimo : cid si esprime dicendo che lo spazio S & lineare.
Entro lo spazio S si possono distinguere infiniti spazi, pure lineari; in
particolare, si pud considerare lo spazio, che si indicherd con §,, di
tutte le serie di potenze convergenti entro un cerchio di centro x = o
e di raggio maggiore di . Dei due spazi S, S,, dove si suppone r > ¢,
il primo & contenuto nel secondo. In particolare, S, & I'nsieme di tutte
le serie di potenze avent un raggio non nullo di convergenza, e non
differisce da S; S,, ¢ linsieme di tutee le funzioni intere e lo indicheremo
con £ esso & contenuto in ogni S, . Alla sua volta, E contiene infiniti
spazi lneari; fra questi, indicheremo con E, Pinsieme delle funzioni in-

tere > ¢, x" talt che > mlc x" appartenga ad S, .

4. Daremo il nome di fungione determinante ad ogni funzione @ (x)
di x rappresentabile sotto la forma

(1) a(x) = A/ome""@ (Hat.

Ci limiteremo al caso in cui ¢ (), oltre ad essere finita ed atta al-
integrazione fra o ed oo, sia anche contnua ed ammetta le derivate di
tutti gli ordini, pure finite e continue nello stesso ntervallo. E noto,
dalla teoria delle funzioni rappresentabili nella forma (1), che se I'inte-
grale ha un significato per x = x_, esso avrd senso per ogni x tale
che sia
(2 R(@) > R(x) )
si sa pure che nel semi-piano definito da (2), la @(x) ¢ analitica rego-
lare e che essa tende a zero se x tende all'infinito nella direzione dell’asse
reale positivo. Si sa di pilt **) che la funzione ¢(Z), che ¢ detta fun-
zione generatrice di a(x), & univocamente determinata dalla (1), e che
essa funzione & espressa, mediante la sua funzione determinante, dall'in-

tegrale definito :

k100

©) PO =55 ) Fal)dx

2wt f, |

dove t & reale e positivo, e k ¢ un numero reale arbitrario, purche su-

periore ad R(x,).

*) Con R(x) si intende «la parte reale di x».
**) V. LErCH, Acta Mathematica, t. XXVII, pag. 347.
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5. Le relazioni (1) e (3), fra loro inverse, definiscono una trasfor-
mazione funzionale cui dal Poincart, che ne ha studiato notevoli appli-
cazioni, ¢ stato dato il nome trasformagione di LapLACE. Per brevita, le
relazioni (1) e (3) si possono rappresentare mediante simboli operatord,
ponendo
@ a(x)=Jlp®, ()= Gla@x)]

Fra le proprietd della trasformazione di LaPLACE ricorderemo le
seguenti, di cui dovremo fare uso. Derivando la (1) si ottiene

(s [e”“t"@(t)dt =(—1)yD'alx), (n=1,2,3,...)

che si pud scrivere simbolicamente

(57 JiFe @] = (=D Je.
Integrando per parti la medesima (1), viene
() x]Jo = JDo + ¢(0).

6. L’insieme delle funzioni determinanti costituisce uno spazio li-
neare, che indicheremo con D. A questo spazio appartengono, in parti-
colare, tutti i rami di funzioni analitiche di x regolari in un intorno di
x = oo e nulle per x = co; lo spazio, pure lineare, di cotesti rami di
funzione verrd indicato con F. Indicheremo con F, lo spazio lineare,

Cn
K con-

vergenti fuori di un cerchio di centro x — o e di raggio inferiore al
numero positivo 7. Se & r <(s, lo spazio F, ¢ contenuto in F,.

s

contenuto in F e quindi in D, di quelle serie di potenze >

II. — Cenno sulla proprietd delle operazioni distributive,
commutabili con D nello spazio S.

7. Un’operazione distributiva 4 sia univocamente definita per gli
elementi 1, x, x*, ... x", ... coi quali & costruito lo spazio S. Sup-
poniamo inoltre questa operazione commutabile con D; sia ciog

@) AD=DA.
Ne verrd che A(1) sard una costante; sia k,. Volendo 4(x), si avrd
dalla (7):

A(1)=DA(x), onde Ax)=Fkx-tEk,.

In generale, sard

A(x") = K, (x),
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dove K, (x) ¢ un polinomio intero della forma

(®) K= b aba o (] o b

cid si dimostra concludendo da n ad # -} 1, e fondando il passaggio
sulla relazione (7). Il sistema delle costanti k_, & , k,, ... definisce l'o-
perazione A, e i polinomi (8) sono i polinomi di AppeLL formati con
queste costanti.

8. Applicando formalmente l'operazione 4 ad un serie di potenze

CP(JC):CO—I—CIX—I—CZ.XZ—I— 0

si ottiene dapprima
®) 4@ =3 o K,);

poi, ordinando rispetto alle costanti k,, si ottiene per 4 'altra espressione

(10) A(e) = Z%D”@-

Ma questi risultati formali hanno sempre, per le serie ¢ di un certo
spazio funzionale convenientemente preso entro S, una validitd effettiva :
codesto spazio contiene le funzioni 1, x, x*, ... e si dird spagio fun-
zionale di convergenza della (10). Per dimostrarne Pesistenza, si scelga
una successione di numeri positivi decrescenti

m My, M,y oou,

R4 1

> mK,

=0

tali che la serie:

sia assolutamente convergente ; presa allora, nella serie (10), la funzione
o (x) tale che [c | <m,, le (9) e (10) risultano assolutamente ed uni-
formemente convergenti per tutti 1 valori di x di modulo finito. L’insieme
delle serie o(x) tali che sia |c| > m, appartiene dunque allo spazio
funzionale di convergenza (assoluta ed uniforme) della (9).

9. Supponiamo che la funzione e* appartenga allo spazio di con-
vergenza di 4. Verra

4@ = (ke ki b+ ).
Porremo

N R )
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e supporremo questa serie appartenente allo spazio S,. La funzione « (%)
definisce, mediante i valori

«(0), a’(0), 2'(0), ...,
le costant %, k,, k,, ..., e quindi Voperazione 4; daremo a questa
funzione il nome di funzione caratierisica dell'operazione stessa.

10. Sia ora ¢(x) appartenente ad E . Per il § 3, cio significa che

7

>l x*

converge entro un cerchio di centro x = o e di raggio superiore ad

la serie

I .o .
—, e quindi la funzione
r

2nlc
) Jo=r@)=3"%%

n=0
converge fuori di un cerchio di centro i=o0 e di raggio r, inferiore ad
r. Il prodotto

VAOLIO)

dard una serie di LAURENT convergente nella corona circolare compresa
fra i cerchi (o,r,) e (0,7) *); se (I) ¢ una linea circondante Porigine
e tutta contenuta in questa corona, p. es. una circonferenza (o, r") con
r, <r' <r, si avrd, come si verifica sabito :

(12) = e (OF (= Z ¢, K, (%)

271

Ma (§§ 4, 5) la funzione £(#) non & altro che la determinante Jo di
¢(x); inoltre, il secondo membro della (12) & Vespressione di 4(g).
Onde per l'operazione 4(¢), nello spazio funzionale E_, vale Despres-

T

sione in forma d’integrale definito :

I X
® 4@y =527 [ = T9ar
In particolare, si ha Pespressione delle K (x):

1 xi
K =5 [0 — a0

271

*) Indichiamo con (g, b) il cerchio di centro & e di raggio b.
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Si noti, dalla (12), che viene

00 = 57 | A
ossia
I £33
(13) o (x) = S (l)e Jodt

1. Siano 4, B due operazioni distributive della forma (10), e siano

k, . b,
a(i):Zﬁt , B = > —h
le rispettive funzioni caratteristiche. Si verifica immediatamente, con cal-
colo semplicissimo, che l'operazione 4B ha come funzione caratteristica
il prodotto «(#)B(); ne risulta per quest’operazione, l'espressione

(14) AB(p) zz—qi—ill/(:)e"‘a(t)ﬂ(t)]cpdt,

valida nello spazio funzionale E  se le serie «(?), (7)) appartengono

allo spazio S, .
Le operazioni 4, B sono manifestamente commutabili.

12. Fin qui, abbiamo supposto Poperazione A definita mediante il
sistema delle costant %, & , k., ..., aggiungendo lipotesi che ¢*' ap-
partenesse, per [f| <(r, allo spazio di convergenza della serie (10). Per
una simile operazione abbiamo veduto che vale anche Vespressione (b),
almeno per le funziont ¢ di uno spazio funzionale conveniente. Ora,
questa stessa espressione () si pud assumere come definizione di ope-
razioni commutabili con D, anche in casi in cui, per tali operazioni,
non valga una rappresentazione della forma (10)

Si supponga, infatti, che « (¢) sia una funzione analitica uniforme eatro
una corona circolare di centro 0, comprendente nel suo interno la circon-
ferenza (o, r), e sia la funzione ¢(#) appartenente ad E . Prendendo

v
come linea (I) d’mntegrazione la circonferenza (o, r), Vespressione (b)
rappresenterd una funzione intera in x, e si avrd:

A(p) = Z g,x"

con
I
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Questa forma dei coefficienti dello sviluppo in serie della funzione 4(¢)
mostra come codesta funzione sia intera, ed appartenga allinsieme E .

-
Inoltre, sotto certe condizioni, 'operazione 4 definita da (b) pud essere
commutabile con D ; infatti:

—_ 1 [ .
DA() == J{;e a(D)t Jodt;

ora, per la (6), Pintegrale scritto nel secondo membro ¢ uguale a

- zz(t)]Dq;dt—I—cP()f a(f)di:

by

se ora il secondo d1 questi integrali ¢ nullo, o se ¢ ¢(0) = o0, viene
DA = A4D. Si conclude da cid che Pespressione (&) pud servire a rap-
presentare operazioni commutabili con D, anche quando per codeste

2'7171

operazioni non valga un’espressione in serie di potenze del simbolo D,
della forma (10).

III. — Risoluzione dell’equazione (a) per lo spazio S.

13. Abbiasi ora da risolvere Pequazione

(@) 4(@) =9

dove ¢ ¢ una funzione data, appartenente ad E ; ® & una funzione
7

da determinarsi; A & un’operazione commutabile con D, la cui funzione

caratteristica «(¢) appartiene ad S, .

Entro il cerchio (o, 7), la funzione ——< & regolare, all’infuori di

()

un numero finito di poli. Si pud dunque assegnare una corona circolare,
di centro o, che includa la circonferenza (o, r) ed entro la quale corona

Je

il quoziente PTO) sia regolare, ad eccezione di un numero finito di poli.
&

Descriviamo, in questa corona, una linea chiusa () circondante Iorigine

e su cui non si trovi alcuna radice di «(2); lintegrale (che ci di quindi

un’espressione analitica dell’operazione 47"):

(C) w(x)—zwzf xt]‘? oc(t)

rappresenterd (§ 12) una funzione intera, appartenente ad E|
Q

Ora, applicando a questa funzione ’operazione A, rappresentata da
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_ 1 [
A(w)_zm.fme a() Jwdi,

verrd per il § 1r1:
A(m)——-« "‘]cpdt

271

A(w) = g.

L’equazione (4) ¢ dunque risoluta dalla formula (¢), e la soluzione

e, per la (13),

¢ una funzione appartenente ad E

7

14. Risolvendo l'equazione (a), si ¢ data contemporaneamente la
risposta a varie altre questioni.

a) Dapprima, il problema () coincide colla risoluzione di un’equa-
gione differenziale lineare non omogenea, in generale dordine infinito :

S b o=

= n!

cid per la forma (10) delPoperazione 4.
b) Nel caso che la serie « () sia sempre convergente ed appartenga

ad E,, la serie

a)=3

72=0

converge per i > s , s, < s. Se o(t) & una serie di potenze conver-
gente entro il cerchio (o, s5,) con s, >> s, la operazione 4 si puo porre
sotto la forma
(15) A(w)———— a(l — x)o()dt,

U]
valida per |x] <s, — s, e dove la linea d’integrazione ¢, p. es., una
circonferenza di centro o e di raggio compreso fra s, ed s, . La risolu-
zione dell’equazione (@) equivale pertanto allinversione, mediante una
serie di potenze di #, dell’mtegrale definito

(16) L/(;)a(t———x)m(t)dt—_—tp(x).
¢) Sappiamo che se w = D g x*, si ha (§ 8)
() =2 g, K, (),

essendo K, (x) i polinomi di Apperr relativi al sistema di coeflicienti
k,, k ,.... Percio, colla risoluzione dell’equazione (2) & anche risoluto

Rend. Circ Matem Palermo, t XVIIL (1904). — Stampato il 16 gugno 1904 36
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il problema di sviluppare la funzione data @(x) in serie ordinata secondo
un dato sistema di polinomi di AppELL K (x).

d) Infine la risoluzione della medesima equazione (&) risponde al
problema della risoluzione di un sistema di infinite equazioni lineari ad
infinite incognite, in cui il determinante dei coeflicienti ha la forma:

on b Bk
° Tt o2l 3l 4l
k, &
(17) (o] kO kl "5—!‘ '; s v .
o o k, & —]?—zl— ..

15. La soluzione dell’equazione (&), data dalla formula (c), non ¢&
in generale unica. Se infatti (I), (I,) sono due linee chiuse nelle condi-
zioni indicate al § 13, non intersecantisi fra di loro, nell’area chiusa da
queste linee si potranno trovare radici di 2 (%), in numero finito; siano
esse

a,, o a

L’integrazione di ’ !
exi]?
2wio(t)
eseguita lungo (I) ed (1) dard due funzioni (x), o (x), la cui diffe-
renza sard espressa da

o1 ¢ & Jodt
w(x)——wx(x)_mjzr ) O((t) )

nel caso che le radici di «(t) siano semplici *), viene dunque:

(18) o(x) —o (x)= ZP Cer,

=
dove le C, sono costanti. E d’altra parte evidente che il secondo membro
della (18) soddisfa all’equazione 4 () = o.

Dall’osservazione precedente, si deduce che i quattro problemi enu-
merati al § 14 sono suscettibili di pit soluzioni nello spazio S; le diffe-
renze di due soluzioni dinno, nello spazio medesimo, la risposta ai se-
guenti problemi :

*) Si lascia al lettore la facile modificazione che avviene nel caso di radici multiple.
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a) Risoluzione di un’equazione differenziale lineare ad infiniti ter-
mini e a coefficienti costanti;
b) Soluzione di un’equazione funzionale della forma:

fa(t — x)o(t)dt = o0;
o)

¢) Sviluppi dello zero in serie ordinate per i polinomi di APpELL
di un dato sistema

d) Risoluzione del sistema di equazioni differenziali lineari omogenee
in numero infinito e ad infinite mcognite, aventi per matrice dei coef-
ficienti 1l sistema (17).

16. Consideriamo il caso che « (1) sia una funzione intera. La sua
I
o ()
sole singolaritd, poli in numero finito. Se la linea d’integrazione (1)

include il cerchio (o, r), e se

o(x) =D ¢, x"

inversa sara uniforme e in ogni area finita del piano ¢ avra, per

appartiene ad E_, la

T

oy = L [ ]2
4 (CP)_zwi (l)e oc(t)dt

si ridurrd ad uno sviluppo in serie i cui termini avranno la forma

(19) n! f e dt
I Pl =gl
7 2mwi J o, " a(t)
Ora, supponiamo dapprima che entro (I) non cada alcuna radice

di «(f). La (19) ¢ allora il polinomio di AppeLL A, (x) formato coi
coefficienti dello sviluppo in serie

! _— 2 -
=k LE

esso soddisfa alla equazione 4(X) = x", ed appartiene ad un sistema
che si dice inverso del sistema K (x). Si ha cosi il seguente risultato :
« Se ¢(x) & una funzione appartenente ad E _, dove r ¢ il minimo

7

«modulo delle radici di «(t), la soluzione dell’equazione (&) & data
« dalla serie
o (%) =D ¢, (x)».

Supponiamo invece che entro (I) vi siano p radici di «(#), e siano
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le radici semplici 4,, a,, ... a,. L’integrale (19) si ridurrd allora alla
forma

(20) =, (x) = 2 (x) — ZP Cﬂiea}x;

=1

questo soddisfa, come -}, (x), all’equazione
A(0) = x".

Questa equazione si pud anche soddisfare prendendo in (19) una linea
d’integrazione (I} variabile con #; il numero delle radici di « (%) incluse
in (1)) varierd con n, e la (20) si potra scrivere

(20) 5, () =, (x) — 3 Coe.

J=I

17. Un caso interessante, nel quale lintegrazione della equazione
(a) si pud estendere oltre lo spazio E,, & quello in cui sia possibile di
assegnare un sistema di costanti C, tale che, essendo m, g ed b nu-
meri positivi, si abbia per {x] <{g:

Iz, ()] << mb”.

Se allora la serie ¢ (x) = D>_c,x" & convergente in un cerchio di raggio
superiore ad b, la serie

(@) =2 ¢,,(x)

sard convergente assolutamente ed uniformemente per |x} < g, e dari
la soluzione dell’equazione () che sard cosi risoluta per tutto lo spazio
S, . Questo caso & quello che si presenta nella risoluzione dell’equazione

o(x+ 1) — o (x) = ¢(x),
come si vede dalla bella soluzione che per questa equazione & stata data
dal’Hurwrrz *) per il caso di una funzione intera ¢(x); si vede poi
facilmente che la medesima soluzione si pud anche estendere al caso in
cui 9(x) & una serie di potenze convergente in un cerchio di raggio

. I
superiore ad —— .
27e

*) Acta Mathematica, t. XX, p. 28s.
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IV. — Cenno sulle proprieta delle operazioni distributive
commutabili con D, nello spazio D.

18. Riprendiamo l'accenno alle proprieta generali delle operazioni
A commutabili con D, gia indicato nei §§ 7-12; ma a differenza di quei
§S, consideriamo la funzione, cui 'operazione 4 va applicata, come ap-
partenente allo spazio definito al § 6 e indicato con D: allo spazio cioé
delle funzioni determinanti.

Supponiamo dapprima l'operazione rappresentabile mediante uno
sviluppo della forma (10), che scriveremo ora

(10) agpy=3 &%

la serie

nDﬂ

a)y=3 ke

appartenga ad F,. Se allora f ¢ pure un elemento di F,

rd

alla (10")
si potra, per il teorema di Caucny, dare la forma:

(157 A(f)—w a(x—t)f(t)dt

271

essendo (/) una linea chiusa semphce, circondante il punto t =o, €
tutta compresa fuori del cerchio (o, r). Il punto x sard esterno a
questa linea, ad una distanza dal contorno superiore ad r. Ora per questa
linea (1) si pud prendere anche il contorno composto del segmento ret-
tilineo unente i punti

kv, E—iv, k>r)
e della semicirconferenza avente questo segmento per diametro e rivolta
dalla parte negativa dell’asse reale.
Passando al limite per v — oo, lintegrale esteso alla semi-circonfe-
renza tende a zero, e viene cosi per A(f) espressione
k1o

@ Af) =5 a(x —Df@Hd,

2mi S, .

con E>r, R(x) >k-r.

19. L’espressione (d) ¢ pia generale della (15’). Infatti, mentre
questa & definita per gli elementi di F,, la (d) viene ad avere signifi-
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<ato anche per gli elementi di D non appartenenti ad F. Se f & defi-
nito per R(x) > b, la (d) vale per R(x) > k- h.
Questa espressione si puo ancora modificare. Si ha, per R(x)> R(t}

e“’"""d u,
onde
n' —_— ” {(4—x)u n
(x——t)"*‘_[ e u"du.
Posto quindi E
uﬂ
(1) “()= 3
la (d) viene a scriversi:
k4-100
_— (t—x}u
A =5 (t)f « () " du 1,

o, invertendo le integrazioni, il che & evidentemente lecito in seguito
alle ipotesi fatte :

(22) AF) = = woc(u) g fk ey drdu.

271 o

Ma si ha (§§ 4-5) che
k100
— [ &fdt= Gf;

271 E—ico

onde la (22) ci d4, per 'operazione 4, Pespressione

© A(f) = f "o () GFdu.

20. Alle precedenti espressioni (10"), (15”) e (d) della A4 si & dunque
aggiunta anche la (¢). Ora, questa nuova espressione offre maggiore
generalitd delle precedenti in quanto che, in essa, si possono fare ipotesi
pitt larghe sulla natura della «(u), che diremo fungione caratteristica di
A. Infatti, non sard pitt necessario di supporre, come al § precedente,
che a(u) sia una funzione intera di » data dalla (21). Basta supporre
.che «(u) sia una funzione della variabile » data per tutd i valori reali
e positivi di questa variabile, insieme alle sue derivate di tutti gli ordini,
e tale che, per x = x_, ¢ e (u) sia integrabile fra 0 ed co. Lo stesso
accadrd allora per tutti i valori di x tali che sia R(x) > R(x,); e se
f ¢ un elemento di D, valido per R(x) > R(x)), il procedimento stesso
del § precedente mostra che per R(x) > R(x,+ x,), la (¢) ha signi-
ficato e rappresenta una funzione determinante.

—UX
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L’espressione (e), sotto questa ipotesi, rappresenta dunque un’ope-
razione applicabile allo spazio D, e questa operazione contiene, come
casi particolari, quelle della forma (10"), (15") e (d).

Ora ¢ facile vedere che essa & commutabile colla derivazione ; basta
infati notare che

DA = — fme‘""oc(u)qudu,

ma dalla formula (57) del § 5, risulta subito che

uGf=— GDf,
onde DA = AD.

21. Quando la funzione «(u), caratteristica dell’operazione A4(f),
si specializzi alquanto, & possibile di variare, entro certi limiti, la linea
d’integrazione della (¢) stessa. Sia infatti «(») funzione analitica regolare
della variabile u = re*¥, per tutti i valori di r compresi fra 0 ed oo, e
per tatti i valori dell’argomento g compresi fra o e g ; inoltre, esista
un valore di x, di x per il quale il prodotto ¢« (u) tenda a zero, uni-
formemente rispetto a g, per r == co. Esisteranno allora infiniti valori
di x per i quali quest'ultima proprietd verrd soddisfatta, e saranno tutt
quelli interni ad un angolo g’ di vertice x, e coi lati perpendicolari I'uno,
all’asse reale, I'altro, alla direzione di argomento — g, . Ora, presa con-
venientemente f, si integri la

e a(n)Gf
lungo il contorno di un settore circolare formato da due raggi di argo-
mento o, g, e dallarco intercetto sulla circonferenza (o, r). L’integrale
esteso al contorno sard nullo; di piu, per r = oo, tendera a zero 'mte-
grale esteso all’arco di cerchio: onde verri

(23) fme_xu x(u)Gfdu = /migoe""‘ a(u)Gfdu.

L’espressione dell’operazione 4 ¢ quindi data da un integrale analogo
ad (e), ma esteso ad una semi-retta uscente dall’origine e di direzione g, .
Evidentemente, si pud sostituire a questa qualunque semi-retta uscente
da o e di direzione ¢ compresa fra o e g ; la funzione rappresentata
da A(f) & espressa, per x preso entro l'angolo g’, indifferentemente

dall’uno o dall’altro membro della (23).

22. Abbiasi una seconda operazione B analoga ad 4, e di cui B(x)
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sia la funzione caratteristica :
(24) B(f)= [ eb@Grin

Il secondo membro della precedente &, per R(x) abbastanza grande,
una funzione determinante di cui

Bw)GSf
¢ la generatrice: applicandole Poperazione 4, verrd dungue
(25) AB(f) = f e e () 6 (4) G fdu.

Questa relazione mostra che il prodotto di due operagioni A, B del tipo
(e) & un’operazione del medesimo tipo, ¢ che la fumzione caraiteristica del
prodotto ¢ il prodotto delle funzioni caratteristiche «(u), (u), di 4 e B.
Ne segue ancora che le operaziom del tipo (¢) sono fra loro commu-

tabili.

23. Ponendo
Gf = o),
Pespressione (¢) dell'operazione 4 diviene simmetrica in a(u), ¢ (u).
Posto a«(u) = Ga, la 4 si pud dunque scrivere:

(26) A(f):fme“""oc(u)Gfdu:/We"‘“cp(u)Gadu.

Questa relazione pone in evidenza una legge di reciprociti, che si pud
formulare dicendo che ’operazione avente come fumzione caratteristica o,
apphcata ad f, coincide coll’operazione avente per fumzione caratteristica
Gf, applicata ad Je.

V. — Risoluzione dell’equazione (2) per lo spazio D.

24 Abbiasi da risolvere P'equazione

@) Alg) =1,
dove £ ¢ una funzione data in D; g & una funzione da determinarsi
nel medesimo spazio; A ¢ un’operazione commutabile con D, rappre-
sentata da un’espressione della forma (¢) ed avente «(u) come funzione
caratteristica.

La formula (25) permette di dare immediatamente la soluzione
formale del problema. Se infatti s’indica con B 'operazione avente per
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funzione caratteristica , viene immediatamente, dalla (25):

1
a(u)
AB(}"):/me"‘“Gfdu
e quindi, per il § 4: °
AB(f)=r1;

onde:
L] E—xu
(27) g:j{: &—QT)Gfdu.

L’operazione rappresentaza dal secondo membro della (27) ¢ dunque
Pespressione formale di 47'.

Ora, affinche questa soluzione formale sia effettiva, basta che la (27)
abbia sigmificato per un valore x, di x. Se allora # si prende regolare
per R(x) > R(x,), la (27) varra (§ 20) per R(x) > R(x, 4 x,).

Supponendo «(u), come al § 21, regolare entro un angolo, o pit
particolarmente ancora, supponeudola iatera come al § 19, basterd, per
la risoluzione dell’equazione (a), che esista una semi-retta uscente dall’o-
ngine € di argomento g, lungo la quale, per un valore # =Fk , I'm-
tegrale

)fcﬂztg e-—ku

{  —=Gfdu

Jo o a(u)

abbia significato, perché 'equazione (a) sia risolubile in tutto un angolo
del piano %, facilmente assegnabile.

25. La risoluzione dell’equazione (#) dd, come al § 14, la soluzione
di problemi funzional ad essa equivalenti; essi sono i seguenti:
@) La funzione ¢ del § precedente risolve il problema di inversione
d’integrale definito espresso dall’equazione
i k100

— a(x — g ()dt = f(x).

2T Ji e

b) Nel caso che ad 4 si possa dare la forma (10"), clo¢ se la serie

a(l) = Ztn - & convergente o anche semplicemente sommabile (som-

mazione esponenziale del BoreL), la ¢ ¢ lintegrale dell’equazione diffe-
renziale lineare a coeflicienti costant e non omogenea

’nk‘ﬂ ul
2.(—1) “n—!D 9 =1

in cui il secondo membro appartiene a D.

Rend Circ Matem  Palermo, t XVIII (1904) - Stampato 1l 16 giugno 1904 37
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¢) Per la legge di reciprocitd enunciata al § 23, se la g (t) & svi-
luppabile nella serie (convergente o anche soltanto sommabile)

g®) =2+ =
la 4(g) si puod scrivere

Z('—' I) Cu D'a

Onde Pequazione (a) si pud mterpetrare come esprimente il seguente
problema : « determinare 1 coeflicienti dello sviluppo della funzione £ in
« serie ordinata secondo le successive derivate della funzione @ data»;
e la formula (27) ne di la soluzione.

26. La funzione «(u) si trovi nelle condizioni ammesse al § 21
per tutti i valori di u compresi entro un angolo di vertice » = o ed
i cui lati abbiano per argomento g = 0 e g = g, . Entro quest’angolo,
la «(u) abbia un numero finito di radici semplici 4,, 4,, ... 4,. Al-
Pinfuori di questi punti a;, siano soddisfatte le medesime condizioni

1
a(u)’

In tali ipotesi, glintegrali

anche per

P L

28 gxzf Gfdu, x:f G
@) 90 = [ Fs6rin 9= fo6f
daranno entrambi, per i valori di x presi entro un angolo opportuno,
soluzioni dell’equazione (&). L’integrazione estesa al contorno di un

settore circolare quale & indicato al § 21 di, mediante il teorema di
CaucHy,

96— 9.() = Yo,
essendo le ¢, costanti (nel caso che le 4; siano radici sempliciy si om-
mette la nota ed ovvia modificazione del caso in cui le 4, siano radici
multiple).
Con cid ¢ veduta la plurivocitd dell’operazione 47", e si lascia al
lettore di enunciare quei problemi, analoghi a quelli enumerati al § 23,
i quali ammettono come soluzione la differenza di due soluzioni della (a).

27. Sia ancora data un’espressione

0 a(x) = f " (i) du,

rappresentante una funzione determinante per R(x) > R(x,).
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Si suppone che per «(u) e per tutte le sue derivate, definite fra
u =0 ed u = oo, siano integrabili le

P a(ﬂ) (u) (n =0, 1, 2, .. )

per R(x) > R(x,). L’espressione (1), come tutte le analoghe in cui al
posto di «(u) figurano le sue derivate, tende a zero per R(x) = - oo,
come ¢ facile vedere. Ne viene, con successive integrazioni per parti, e
posto a(0) =k , @' (0) =k, ..., «"(0) = k,, che il prodotto

xn—H l:a (X) _ %_ —_ _Ezl_ ..... _éni‘_:l

X X

tende a zero per x = co nel senso dell’asse reale positivo; in altri ter-
mini, «(x) ammette lo sviluppo assintotico, nel senso del PoNcark :

k, k, k,
— Tt st
Cio premesso, si consideri un’operazione A4 della forma (e), e la
cui funzione caratteristica o (1) abbia le proprietd indicate. Presa f in
D, tale che Gf = ¢ (u) abbia la stessa proprietd per R(x) > R(x),
e posto
(P(O):CO’ (P,(O):cl’""(P(n)(o):cn""’

il risultato dell’operazione 4 (f') sara una funzione determinante, regolare
per R(x) > R(x,+ x,), e per la quale varrd lo sviluppo assintotico :

3 I
(29) ;o[kocn—*—nkxcn—t—i_(Z)kzcn_z_'— +kn60:§n—+l'

Naturalmente, questo sviluppo, anzicche assintotico, sard effettivo qualora
f ed @ appartengano ad F. L’espressione precedente di 4(f) pone in
evidenza la legge di reciprocitd enunciata al § 23.

28. Per terminare, accenniamo brevemente ad alcuni casi particolari
dellequazione (a).

@) L’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti e dell’or-
dine m, il cui secondo membro ¢ elemento di D,

m

(30) 2 (—kDg =T
rientra come caso speciale nel problema che abbiamo risoluto. Per la
nota scomposizione del primo membro della (30) in un prodotto di
fattori operativi semplici, la sua risoluzione si riconduce alla soluzione
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successiva di equazioni della forma

(1) ag —Dg =1,
dove 2 ¢ una costante. La (31) si integra immediatamente mediante la
formula (27), che nel nostro caso da:

(32) g(x) = f " Gfiu

a—u

L’integrazione si pud fare lungo qualsiasi semiretta uscente dall’origine,
di argomento g diverso dall’argomento di a4, e espressione (32) ¢ rego-
lare in x in tutto un semi-piano limitato da una perpendicolare alla di-
rezione — g. Se, facendo variare g, esso oltrepassa 'argomento di 4,
si troverd una seconda soluzione g (x) differente dalla prima per una
funzione esponenziale
ce™,

"dove ¢ & una costante.

Se f(x) appartiene ad F, ed & regolare per |x| > r, la g (x) sard
regolare nel medesimo campo |x| > r allinfuori di un taglio % che si
estende all’infinito.

Se f(x) ammette una funzione generatrice Gf = ¢ (#) finita, in-
sieme a tutte le sue derivate, per u =0, ed & ¢ (u) =¢,, si avrd

per mntegrale di (31) lo sviluppo assintotico
I

(33) i[cna”—i— ne, 4" +n(n—1)c, a4 - —l—n!ﬂo)"mj’_—f

e se f appartene ad F, questo sviluppo sard valido in tutte le direzioni,
una sola eccettuata.
Per f = —9Ic— » la g (x) si riconduce alla nota trascendente Ii.
b) L’integrazione dell’equazione di prim’ordine alle differenze finite
(34) gx+ 1) —ag(x) =75
si eseguisce pure mediante la (27), e si ha, escluso il caso di 2 = 1:
© g—ux
(35) g(x) = f —— Gfdu.
L’integrazione si pud fare anche qui lungo una semiretta qualunque
uscente dall’origine, e che non contenga alcuna delle radici dell’equazione
e =ua,

radici allineate parallelamente all’asse immaginario. La direzione dell’asse
immaginario ¢ quindi naturalmente esclusa.
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Se Gf = 9(u), con ¢ (0)=r¢,_, varrd per ¢ uno sviluppo assin-
totico della forma (29). In questo, i coefficienti &, sono quelli dello svi-
lappo di (¢™ — a)™" in serie di potenze di u

I k,u"
=2

e n!

e sono dati da

(36) k°:I——a’ (k—I)n:akn’

dove la relazione ricorrente si ottiene sviluppando (k¥ — 1) secondo la
regola del binomio, e sostituendo poi gli esponenti mediante indici.

Per il caso di @ = 1, la (35) non vale; ma poiché ¢™*
tiene # come radice semplice, si potrd, in forza delle relazioni del § 5,
sostituire alla (35) la

(37) g(x) = D“’f S Gfdu.

In questo caso, le relazioni (36) si riducono per n =1, 2, ..., 2

— I con-

quelle dei numeri di BernouLLy, e la (37), per f'= %, di la nota

serie assintotica di STIRLING.
¢) Come ultimo esempio, si potrebbe considerare Pequazione fun-
zionale pit generale della (34):

gh,g@ ta)=F();

ma per lo sviluppo della sua soluzione rimando ad un mio lavoro di pa-
recchi anni fa, putblicato nel tomo IV della serie IX delle Memorie
della R. Accademia delle Scienze di Bologna.

Bologna, 2 maggio 1904.

S. PINCHERLE.



