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Zur Geometrie der Speere im Euklidischen Raume.
Von Wilhelm Blaschke in Bonn.
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Bildet man jede Minimalebene des Euklidischen Raumes ab
auf die in ihr liegende reelle Gerade und macht man die Ab-
bildung dadurch umkehrbar eindeutig, daff man diese Gerade mit
einem bestimmten Durch]aufungssmn ’versieht oder, wie wir uns
ausdriicken wollen, sie zu einem ,Speere“ orientiert, so geht hiebei
die Gruppe der komplexen Bewegungen, welche die Minimalebenen
untereinander vertauschen, in eine zwolfgliedrige Gruppe &, von
sopeertransformationen iiber, deren Geometrie hier untersucht
werden soll.1)

Der erste, der hiehergehtrige Fragen behandelt hat, ist an-
scheinend A. Ribaucour, der in seiner Preisschrift tiber Minimal-
flichen?) auch schon spez1elle, besonders elegante Transformationen
aus G, angegeben hat, Allerdings fehlt bei Ribaucour noch
vollig die Orientierung der geraden Linien, die eine wesentliche
Rolle spielt.

Die Gruppe G,,, auf die Herr E. Study in seiner Geo-.
metrie der Dynamen hingewiesen hat,®) wurde mittels der
angedeuteten Abbildung auf die Bewegungsgruppe durch Herrn
E. v. Weber studiert.?)

Y Die vorliegende Arbeit ist unabhingig von der in den ,Monaish.
f. Math. u. Phys.*, Jahrg. 1910, 8. 3—60, unter dem Titel ,Untersuchungen tiber
die Geometrie der Speere in der Euklidischen Ebene“ vom selben Verfasser ver-
tffentlichten Abhandlung.

%) Ttade des élassoides, Bruxelles Mém. cour. 44 (1880).

8) Geom. der Dynamen, Leipzig 1903, S. 230.

4) ,Die komplexen Bewegungen®, Lexpzlger Berichte 1903, 8. 384—408
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) Man kann jedoch auch in einfacher Weise mit Hilfe des
Ubertragungsprinzips aus der Geometrie der Dynamen?) zu unserer
Gruppe G, gelangen. Bildet man die (reellen, eigentlichen) Speere
auf die (reell-) ,dualen“ Punkte der Einheitskugel ab, so geht
hierbei die ¢, in die kontinuierliche Gruppe der (reell-) dualen
automorphen Kollineationen der Kugel iiber. Diesen Weg hat im
Anschlusse an Study Herr J. Griinwald? bei der Untersnehung
von (I, eingeschlagen. In seiner Arbeit ist eine (im allge-
.meinen) ein-eindeutige Abbildung zwischen den komplex-dualen
Zahlen und den (reellen, eigentlichen) Speeren angegeben, von der
auch hier Gebrauch gemacht werden soll. Man kommt zu dieser
Abbildung einfach dadurch, dafl man die Einheitskugel in bekannter
Weise als Riemannsche Zahlenkugel auffafit und dann ins ,duale
Gebiet hinein erweitert.

Hier -sollen nun zunidchst die Untersuchungen der Herren
Weber und Griinwald in einigen Punkten weitergefiihrt werden,
indem die éinfachsten in der Geometrie der 7,4 auftretenden Gebilde
eingehend = untersucht und gegeniiber Bewegungen Kklassifiziert
werden. Dabel ist, wie dies auch bei den genannten Autoren der
Fall ist, die Beschrinkung auf reelle, eigentliche Speere festgehalten,

Erst spater wird ein abgeschlossenes Kontinuum von
Speeren angegeben, das nach der Terminologie des Herrn Study
als ein gegeniiber Gy, natiirliches Speerkontinuum?) zu be-
zeichnen ist, In diesem Kontinuum werden dann auch komplexe
Speere in Betracht gezogen und die komplexen, eigentlichen Speere
werden in einfacher Weise dargestellt durch geordnete Paare reeller,
eigentlicher Speere. Diese Darstellung steht in einer gewissen
Analogie zu einer von L. Laguerre angegebenen Abbildung
der komplexen (eigentlichen) Punkte einer (reellen, eigentlichen)
Ebene auf die geordneten Paare reeller (eigentlicher) Punkte dieser
Ebene, eine Abbildung, die neuerdings durch Herrn Study aus-
fiithrlich dargelegt worden ist.4)

In den letzten Abschnitten der vorliegenden Abhandlung werden
einige, im Sinne von S. Lie ,unendliche” Gruppen von Speertrans-
formationen behandelt, die die Gruppe G, umfassen. So wird
z. B. die Gruppe aller Transformationen untersucht, welche die
isotropen Kongruenzen von Ribaucour und die Gruppe
der Transformationen, welche die synektischen Kongruenzen
des Herrn Study untereinander vertauschen. Es ergibt sich hierbei
u. a. eine geometrische Deutung in unserem gewidhnlichen Raume

) G. d D, § 23 8 195 u f.

2) yDuale Zahlen und ihre Anwendung in der Geometrie“, Monatsh. XVII,
1906, 8. 81—136. Die genannten Arbeiten von Ribaucour, Weber und
Grinwald werden spiter nur mit den Namen der Autoren zitiert.

%) Vgl G. 4. D. § 27.

%) Siche den ersten Band der Vorlesungen iiber ausgewihlte Kapitel der
Geometrie. - Leipzig 1911.
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fiir einige von C. Segre und Study angegebene Sitze aus der
Geometrie des vierdimensionalen Raumes.?)

Dann deuten wir noch eine Abbildung der (komplexen,
eigentlichen) Speere des Raumes auf die geordneten Paare von
(komplexen, eigentlichen) Speeren einer Euklidischen Ebene an,
bei der die synektischen Kongruenzen in die sogenannten dqui-
longenBeriihrungstransforma tionen?) iibergefithrt werden.

Zum Schiusse geben wir der leichteren Lesbarkeit halber ein
Verzeichnis der angewendeten Kunstausdriicke mit Hinweisungen
auf die Stellen, an denen sie erkldrt sind.

§ 1. Die komplexen Euklidischen Bewegungen mit den Minimal-
ebenen als Raumelement.

Jede eigentliche Ebene des Euklidischen Raumes, welche den
absoluten Kegelschnitt beriihrt, wird eine Minimalebene ge-
nannt. Die uneigentliche Ebene rechnen wir nicht zu den Minimal-
ebenen. Beniitzen wir sogenannte Hessesche Koordinaten,. d. h.
homogen geschriebene rechtwinklige Punktkoordinaten ?1 —x—‘7 ;’1—

. . . . »0 0 0
und schreiben die Gleichung einer Ebene in der Form u, z, -+ u, z, -}
~- Uy ¥y -+ ugx; =0, so sind die Minimalebenen durch die Be-

dingung . . .
u, -y, 4 u; =0

gekennzeichnet, wenn man die Voraussetzung hinzuftigt, dal u,, u,
und w#; nicht gleichzeitig verschwinden. _

Damit ist also. die Mannigfaltigkeit der Minimalebenen durch
vier komplexe Verhiltnisgrofien mit einer quadratischen Bedingungs-
gleichung dargestellt. Wir konnen aber auch eine Darstellung
durch unabhéingige Koordinaten erreichen, wenn wir setzen

Uo P Uy =Ty Uy F ity LU= dlgy: —tr & bty fi=V—1)
Ut Ut :us=—2it00:ti—t;:i(ti—l—t:):—%ﬁltz.

Jetzt entspricht jedem Tripel von komplexen Zahlen ¢, ¢,
(nur die Tripel #,,, 0, 0 miissen wir ausschlieflen) eine einzige
Minimalebene. Erkliren wir ferner die Koordinaten ¢ als ,homogen“
in dem Sinne, daB wir die beiden Tripel 4,4, ¢, &, und p2ty, o, pty,
wobei p einen komplexen, von Null verschiedenen Proportionalitéits-
faktor bedeutet, als Hquivalent ansehen, so entspricht auch um-
gekehrt jeder Minimalebene im wesentlichen ein einziges System
von Koordinaten £, #,, f,. Wir werden spiter auch nicht-homogene
Koordinaten verwenden, nimlich

1) Segre: Le rappresentazioni reali delle forme complesse..., Math.
Annalen, XT. (1892) und Study: Sugli enti analitici. Rend. di Palermo 1906.
*) Vgl. Enzyklopiidie d. m. W., IITAB4b. G. Fano: Nr. 24, S. 347.
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Dieser Darstellung entziehen sich allerdings die Minimalebenen
des Biischels

t, =0 oder u, —iuy, =0, 1, =0.
Die beiden obigen Gleichungen lauten unhomogen geschrieben
(8) wugrug—iuy suytiuytu;= T —1 : 2 ¢
8% wp: w1 wy ruy=—20T:(1—¢%) i (1+22): —2¢.

Fir das Folgende ist es zweckmillig, die Mannigfaltigkeit
einer reellen Veriinderlichen als ,einfach unendlich“ (co!) und daher
die einer komplexen Verinderlichen als ,doppelt unendlich“ (co?)
zu bezeichnen.

Die Gruppe der komplexen Ahnlichkeitstransformationen des
Raumes enthilt 7 komplexe Parameter, wir werden sie daher eine
14-gliedrige Gruppe I';, nennen. Da die Ahnlichkeitstransformationen
die Minimalebenen unter sich vertauschen, so konnen wir die I';,
durch unsere Koordinaten #y,, ¢,, #, darstellen. Um zu erkennen,
wie sich diese beiden Transformationen von I',, substituieren, be-
achten wir zuniichst, daf die Tangenten des absoluten Kegelschnittes

auf das bindre Gebiet der Verinderlichen ¢, :£, bezogen sind. Da
nun bei einer dquiformen Transformation die Tangenten des absoluten
Kegelschnittes projektiv untereinander vertauscht werden, so miissen
sich die Verinderlichen #, und ¢, linear homogen substituieren. Da
anderseits die Ebenenkoordinaten w, sich linear durch die Gréfen

toos tys b tay & ausdriicken und umgekehrt, und da ferner eine Ahn-
lichkeit durch eine lineare, homogene Substitution der u, dargestellt
wird, so miissen sich die Koordinaten ¢, ¢, ¢, hierbei folgender-
maflen untereinander vertauschen

[ 6 =n.8tpd e t: 20,8 t, 4 3510,
(4) ] tf =ayt, +a,t,, B =ay, a5, — a5 05}
l t; =gy t; Gy, t,.

Damit dadurch eine wirkliche Transformation gegeben ist,
miissen wir jedenfalls

4 «==0 und 80

voraussetzen.
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Bis jetzt ist gezeigt, daf sich jede #quiforme Abbildung in
den Koordinaten ¢y, f;, ¢, in die Form (4) bringen liit. Man kann
aber auch umgekehrt zeigen, dab die Formeln (4) bei einer im
tibrigen beliebigen Wahl der Koeffizienten x, 8, ¢, @ stets eine Ahn-
lichkeitstransformation darstellen (was ja durch eine Abzihlung der
Konstanten schon anschaulich gemacht wird), indem man nimlich
auf die Koordinaten » zuriickgeht. Man erhilt so lineare Transfor-
mationen der u, die das absolute Gebilde als Ganzes in Ruhe lassen,
also tatsdchlich Ahnlichkeitstransformationen.

Fiihrt man nach der Transformation mit den Koeffizienten

. . . . 3 9 \
«V, 8% a0l Y eine weitere mit den Koeffizienten x®,3%, a2, cle.i

aus, so erhilt man eine neue Transformation vonI';,, deren Koeffi-
zienten wir x, 8, @,,, ¢,, nennen wollen. Es ist dann x =P «®
und §=23".3®. Beriicksichtigt man noch, daB die Koeffizient-
systeme x, 8, @,,, ¢;;,, und %, 3p% @, 0, ¢, p? {p=0} #quivalent sind,
so erkennt man, dafl durch die Bedingung x =1 eine invariante
Untergruppe I';, von I'), charakterisiert ist, nidmlich die Gruppe
der Bewegungen. x==-—1 gibt die ,Nebengruppe“ der Um-
legungen.

Schreiben wir die Formeln (4) noch in unhomogener Form

l g OaH gyl

®) a, a5t
| T% — xb T+011+2"12t+022t2_
l (@31 + a5 8)* (a1 ay58)?

Fiir die Bewegungen (x=1) ist es zweckmifig, die von
Herrn Study so benannten dualen Grofen') zu verwenden.
Es sei 4,,=a,;,-}-¢b,s, wo a,, und b,, gewthnliche komplexe
Zahlen sind und die neue Einheit ¢ der Rechenregel 2 =0 geniigt.
Setzen wir nun

(6) S=t-1<T,
so lassen sich die Formeln (5) fiir den Fall der Bewegungen zu-
sammenfassen
Ay -4, 8
i S# — 21 22 ™,
( ) All + Al2 S

Dabei sind die komplex-dualen Gréfien 4,, nur der Bedingung
unterworfen, dall der ,skalare“, d. h. von e freie Teil der Deter-
minante A, 4,, — Ay, 4,, von Null verschieden sei. Die skalaren
Bestandteile a,, der 4,, stimmen mit den in (5) so bezeichneten
Grsfen iiberein, wihrend zwischen den ,vektoriellen® Teilen &,,
der 4,, und den c¢;; der zweiten Formel (5) die Beziehungen be-
stehen

{"4:07 8 ==a,,0yy — @y, ag; + O}

) Geom. d. Dyn. 8. 195 u, f.
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ayy by — Gy 01y = 1,
F PR
(8) Uyy by — Gy byy ~F @y by — g, by =20y,
U9 by — Gyg by = G

woraus die &,, bel gegebenen a;; und ¢;; bis auf additive Vielfache
der a,; bestimmt sind.?)

§ 2. Abbildung der Minimalebenen auf die Speere.

In jeder Minimalebene u liegt cine reelle eigentliche Gerade
Linie, namlich die Schnittlinie mit der konjugiert-imaginiren Minimal-
ebene %.2) Nun erfolgt die ,Orientierung® einer eigentlichen Ge-
raden zu einem ,Speere“ durch die Entscheidung iber das Vor-
zeichen einer Quadratwurzel und dieselbe Quadratwurzel tritt auch
aufbei der Bestimmung der beiden durch die Gerade hindurchgehen-
den Minimalebenen. Daraus erhellt, daff man zwischen
den Minimalebenen und den redlen, eigentlichen, mit einem
Durchlaufungssinn versehenen Geraden, oder Speeren eine um-
kehrbar eindeutige Beziehung herstellen kann.9)

Dies folgt auch unmittelbar aus der v. Staudtschen reellen
Abbildung imaginirer Ebenen. Eine Minimalebene wird nach
Staudt auf eine Rechtwinkelinvolution um ihre reelle Gerade
und- einen Drehungssinn um diese Gerade dargestellt; nun kann
man doch den Drehungssinn um eine (reelle, eigentliche) Gerade
mit ihrem Durchlaufungssinn in eine umkehrbar eindeutige Be-
ziehung bringen. Damit ist dann wieder die gewiinschte Zuordnung
zwischen den Minimalebenen und Speeren hergestellt.

Wir wollen den Drehungssinn um einen Speer positiv
nennen, der einem Beobachter nach links zn weisen scheint, wenn er so
auf dem Speere liegt, daB die Richtung des Speeres mit der Rich-
tung von deun Fiiflen zum Kopfe iibereinstimmt. Wir setzen ferner,
um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, im folgenden unser
(reelles) rechtwinkliges Achsenkreuz z,, «,, x, als ein ,englisches
voraug, d. h. die kleinste Drehung, welche die positive Achse der @,

1) Zwischen den 4,5 und den dualen Bewegungsparametern a=u,4¢ef,
des Herrn Study (vgl. G. d. D., 8. 174 u. f. u. 8. 557) besteben die Beziehungen
Ay = ay--tag, dip=0ayiay,
Aoy = — 0y F- ¢y, Agg=0ay,—ias.
Somit sind wir auf einfache Weise zu diesen Parametern gekommen.
Die Formeln (7) und (9) finden sich bei J. Griinwald a. a. O. 8. 107, (41),
und bei Study ,Zur Differentialgeom. d. analytischen Kurven“ Transactions of
the Am. math. soc. 8. 41, (56) (1909); sie gehen durch das Ubertragungsprinzip
der G. d. Dyn, hervor aus analogen Formeln der sphiirischen Geometrie, die von
Gaull und Cayley herriihren. -
?) Durch den Querstrich deuten wir den Ubergang zu koujugiert-kom-
plexen Figuren oder zu konjugiert-komplexen Werten an.
) Wir beschrinken also vorldufiz den Begriff des Speeres auf reelle,
eigentliche, orientierte Gerade,

©
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mit der positiven Achse der w, , , zur Deckung bringt, soll um die:
Achse der positiven z, , , (der Index ist natiirlich nach dem Modul 3.
zu nehmen) im positiven Sinne erfolgen (vgl. Fig. 1, S. 210).

Wir wenden uns jetzt dazu, die Zunordnung zwischen den
Speeren und den Minimalebenen analytisch zu formulieren. Fiir
die Koordinaten zweier konjugiert-imaginéirer Minimalebenen haben.
wir [vgl. Formel (3%) in § 1] die Parameterdarstellung

Up g iUy sy =—20T: (1—1t%): (-4t —2¢

Up ity gy = 2iT:{l—t):—i(1-E7):— 217

S .. Uy U ‘ C

etzen wir jetzt z. B. | " _ | = pX,,, so erhalten wir bei ge-
Uy Usg

eigneter Wahl des Proportionalititsfaktors p

it P 1—1¢¢

R DU

W !z _T+T_$T+fﬂ’x

23

(&)

01
P—T—ET—7T)
— 2 TS - — 3.

(14¢1)° o (14++¢7)*
t Tt T
=2 L, @
(1 ¢1) -
Die Verhiltnisse der X., sind die Pliickerschen Linien-
koordinaten der Schnittlinie von » mit #. Wir haben p so bestimmt,
daf X, - X, X, =1 wird; wir konnen daher die X,, als die

Richtungskosinus des Speeres, welcher der Minimalebene « zuge-
ordnet wird, definieren.

Liosen wir die Gleichungen (1) noch nach ¢ und T auf

;= xm + 2%02 — 1 ‘“%03 ,
1 X5 Xy — 1 Xgy
@) T— (1+&:03) (:£23‘+“ ix3l)ﬁ("£ﬂl+7:x02) :flg —
(1 %,)°
— (1— xos) (%23 - 7:'?631) _|‘ (3501 —_ i£02) -%12 \
(xox _i&"m)?

so haben wir die gewiinschte Zuordnung erreicht.

Wegen der unhomogenen Parameter entziehen sich, wie schon-
oben bemerkt wurde, die Minimalebenen des Biischels u, ~— ju, =
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=0, u; =0 und daher die Speere, welche zur Achse der positiven z,
o"egensmnlg parallel oder ,antitaktiseh® also zur Achse der
negativen xz, ,syntaktisch® sind, unserer Darstellung 1

Auch hier ist es zweckmiiflig, duale Verbmdungen einzufiihren.
Wir setzen
®) S=t+eT,
Xy =%+t ek X, =%+ Xy, Xy=%p3 X,

{(die Verhiltnisse der X, sind dann die dualen Strahlenkoordinaten
von Study) und finden an Stelle der Formeln (1) und (2)

_ S+8 5—5

4) X — Xm i 578 x 5y (x

@ L= 1188 T T 'iLss T L+SS )
_ XbiX, 1%,

© YTOFE TE X

Wir geben schliefilich noeh an, wie sich die Koordinaten
X1, X35, X, des Fullpunktes vom Anfangspunkte o auf unseren Speer S
durch die Parameter ¢, T’ ausdriicken. Beachtet man ninilich, da8
die X, , gleich den zwenelhlgen Determinanten der Matrix

)

& 3: l

sind, so erhilt man:

=TT _T’BE T+T+ﬁT+t1
1415 e (14-1t1)°

%332

X, =
{6)

|@

AT — T
RENDR

(1_ Xos) Koy 11X, ) + 0 Xy — 0 Xp) Xy
(Xor — 1 o2> -
_ (I Xps) Koy — i &,4) + ¢ Koy 1~ 1 &ps) xss
B (1 %)’

1) Die Ausdriicke ,syntaktisch® und ,antitaktisch® sind von Herrn Study
eingefithrt worden.

Man kann die angefiihrten Ausnahmen dadurch beseitigen, daB man mit
Herrn Griinwald ,unendlich-groBe“ duale Grofen einfithrt. Doch lduft dies
natiirlich nur darauf hinaus, fiir einen Grenziibergang eine abkiirzende Bezeichnung
einzufithren.

%) Der Querstrich deutet anch hier den Zeichenwechsel von 4 (und nicht
etwa von &) an,

(7)
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(3‘ s Xy ) —i (X +lx22) (xw“‘i&"sx)—i(a‘ ’&22)

8) 1T'=
® (1 Xo4)? (Xor — 1 Xpq)?

. 2 TT 77 . 2
@) -%;—l—:‘f:l—l—:{?2=£f1+&22+x33=4a;~t?)—z= TT(1+&03) ,

Wir wollen nun dazu tibergehen, unsere Formeln zu deuten
und insbesondere zu ermitteln, welche geometrische Bedeutung die
komplexen Zahlen ¢ und T fiir den zugehirigen Speer S haben.
Wir fithren, um uns leichter ausdriicken zu konnen, noch einige
Bezeichnungen ein,

Wir nennen, wie dies schon in den Formeln angedeutet ist;
die Vektoren mit den Koordinaten Koy Xoay Xos5 Xogy Xy, Xy,
X1, X5, X,; entsprechend X, X, X. Ferner sei X der ,duale

Vektor mit den Koordinaten X, XZ,, X;. Die geometrische Deu-
tung der reellen Vektoren ist die folgende : Der Einheitsvektor X ist zu
dem Speere § syntaktisch. Heftet man seinen Anfangspnnkt am
Koordinatenursprung o an, so beschreibt sein Endpunkt ,das
sphiarische Bild* des Speurdumes Der Vektor X ist normal

zur Verbindungsebene von o mit dem Speere S und so gerichtet,
dafy S im positiven Sinne um den in o angehefteten Vektor X

dreht, Seine Li#inge ist gleich der Entfernung von o und S. X ist

der Vektor, dessen Anfangspunkt in o und dessen Endpunkt der
Fulipunkt des Lotes von o auf 8 ist. Bezelchnet man das ,idulere

Produkt“ zweier Vektoren X und X mit E& 1) so bestehen die Be-
ziehungen

A
A A X 3 XX
%@,_ﬁf_:—&i,x —: —==

(10) X

wobei z. B. (X |X) das ,innere Quadrat® (9) des Vektors X bedeutet.

Aus den ersten drei der Formeln (1) entnimmt man, daf}
durch die Angabe von ¢ das sphirische Bild eines Speeres bestimmt
ist, und umgekehrt [vgl. die erste Formel (2)]. Beniitzt man die
Ebene x,, #, als Gaulische Ebene fiir die komplexe Zahl ¢, so dall
die positive reelle und die pogitive imagindre Achse mit der Achse
der positiven #; und xz, zusammenfallen, so erhilt man das sphi-
rische Bild aus der Gauflischen Ebene der ¢ durch stereo-
graphische Projektion aus dem ,Stidpol® s(r, =x,==0,
2y ==—1) der Einheitskugel.

Durch die Angabe von T’ wird jetzt noch die Lage des Speeres S
in dem Biindel der zu ihm syntaktischen Speere festgelegt, und
zwar in folgender Weise. Wir iiberdecken die Ebene 2, #, noch
mit einer G auffschen Ebene fiir 7, die ihren Anfangspunkt (7'=0)

B d b Xy = Xpo Xy — X3 Xgy u. 5. w.

Monatsh. fir Mathematik u. Physik. XXI. Jahrg. 14
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im Punkte t(xl = t——g d ) Xy == t—;zi; xy = O> hat und deren po-
sitive reelle und imaginire Achse zu den Achsen der positiven a,
und x, syntaktisch sind. Der Punkt ¢ bildet sich stereographisch
—
auf den Punkt ¢, (of, = ¥) der Einheitskugel ab, der das sphérische
Bild des Speeres ist; die Tangentialebene t in ¢, beziehen wir nun
dhnlich auf die G auBsche Ebene der 7, und zwar so, dal diese
Abnlichkeit die Umgebung des Punktes ¢, auf die Umgebung von ¢

Fig. 1.

in erster Anniherung ehenso abbildet, wie die stereographische
Projektion. In dieser Ahnlichkeit entspmeht Jjedem . Punkte T

(x:t+t_i_T+T ___t——t_l_T—~T

1= 797 9%

Punkt ¢ (09-3:—]—%) von t. Dreht man diesen im positiven

) Xg= O) ein

Sinne um den Speer ot durch einen rechten Winkel, so erhilt
man den Durchstofipunkt p (op X—]—%) der Tangentialebene t
in ¢, mit dem gesuchten Speere S.

Die Ahnlichkeit zwischen der G aufschen Ebene der 7' und
der Tangentialebene t kann man dadurch herstellen, daff man zu-
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nichst die Ebene der T zentral aus dem Siidpol der Einheitskugel
auf eine parallele und, wie wir uns denken wollen, horizontale
Ebene durch ¢, projiziert und diese dann in bestimmter Weise
um die horizontale Kugeltangente in ¢ in die Ebene < hineinklappt.

Die Ahnlichkeit ist eine ,eigentliche“ (d. h. gleichsinnige), wenn

C o . . >
wir die Richtung der positiven z, der Richtung o¢  zuordnen. Als
wichtigstes Ergebnis merken wir an:

Hédlt man den Wert von ¢ fest und lafit man T vari-

ieren, d. h. betrachtet man ein Biindel syntaktischer
Speere, so ist jede Normalebene des Biindels auf die
Gaufische Ebene der 7" ahnlich, und zwar in dem er-
klirten Sinne eigentlich 4hnlich bezogen.
" Die Entwicklungen dieses und des vorigen Abschnittes sind
zum Teile in der angegebenen Arbeit von J. Griinwald enthalten,
insbesonders die Zuordnung zwischen Speeren und dualen Zahlen.
, Wir haben jetzt die zwei Abbildungen gefunden, die fiir das
Folgende grundlegend sind: Zuerst die Abbildung der Speere aunf
die Minimalebenen (wir nennen diese im Folgenden kurz ,die
erste Abbildung) und damit auf die dualen Grofien und an
zweiter Stelle die Abbildung der Speere auf die ,dualen Punkte* X
mit den Koordinaten X, X,, X; auf der Enheitskugel (,die
zwelite Abbildung¥). Die zweite Abbildung gibt uns Gelegen-
heit, einen ausgedehnten Gebrauch von dem Ubertragungsprinzip aus
der Geometrie der Dynamen zu machen.

Es sei hier daran erinnert, welche Bedeutung der ins duale
Gebiet. erweiterte Winkelbegriff oder der duale sphirische Abstand
zweier dualer Punkte X® und X® der Einheitskugel fir die zu-
gehorigen Speere S und 8® bat: Es entspricht ihm der (abge-
sehen vom Vorzeichen mod. 27 bestimmte) ,duale Winkel“ der
Speere S und S8®, namlich die duale Grofie

(11)  Winkel (8%, §¥)4-<Abstand 8P, 8Py =atep.

Hierbei sind noch die Vorzeichen der beiden Bestandteile an einander
gebunden, welchem Umstande die geometrische Tatsache entspricht,
daf, sobald die gemeinsame Normale der beiden Speere zu einem
Speere orientiert ist, sowohl dem Winkel wie dem Abstande ein
bestimmtes Vorzeichen zuzuschreiben ist. Bezeichnen wir das ,innere
Produkt® der dualen Vektoren X® und X®, d. h. die duale Grofle

XOX® L X X® 1 XOXP mit (XP[XP), so ist z B.
12) . (XY XPy=cos & — epsina,?)

wie man durch Sonderung der skalaren und vektoriellen Teile leicht
bestéitigen kann.

1) Vgl. Geom. der Dynamen, S, 205.
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Im folgenden werden wir an einigen Stellen eine ,Bewegung*
vom ersten Freibeitsgrade zu betrachten haben, die man dadurch
herstellen kann, dafl man eine (reelle, eigentliche) Gerade des be-
wegten starren Raumes als Ganzes festhilt, wihrend man einen
(reellen, eigentlichen) Punkt dieses Raumes auf einer (reellen, eigent-
lichen) festen Ebene fiihrt, die zu der festen Geraden nicht
parallel ist.?) .

Nebenbei bemerkt, kann man zu dieser Bewegung auch mit
Hilfe unserer zweiten Abbildung kommen, und zwar durch folgende
Betrachtung, Man stelle zunichst die zweigliedrige Gruppe der
dualen Dreliungen um einen dualen Durchmesser der Einkeitskugel
so dar, dal man die Tangente des halben dualen Drehungswinkels
als Parameter einfiihrt, Lafit man dann diesen Parameter eine
Staudtsche ,Kette“ von Werten durchlaufen, d. h. ein eindimen-
sionales kontinuierliches System von (reell-) dualen Griflen, deren
belicbige vier ein reelles Doppelverhiltnis bestimmen, so wird
aus der zweigliedrigen Gruppe eine eingliedrige Schar von dualen
Drehungen herausgehoben. Dieser entspricht vermoge der zweiten
Abbildung die eben definierte eingliedrige Schar von Schraubungen.
In rechtwinkligen Punktkoordinaten kann diese so dargestellt
werden:

T, = I, COS W — I, SiN w,

(13)

=, sin o ~}- 7, cos v,

o0 % m R

I

e i,
IS

, = @ sin o -,
w
2

dafl jeder (eigentliche) Punkt des bewegten Korpers, der nicht auf
der festen Geraden x, = 2, — 0 gelegen ist, einen Kegelschnitt durch-
lguft. Durch Auflésung der Gleichungen nach den z, (k =1, 2, 8)
erkennt man, daff die 1averse Bewegung eine Bewegung derselben
Art ist. Da nun die Punkte sich in festen Ebenen bewegen, so
miissen bei der umgekehrten Bewegung die Ebenen durch feste
Punkte hindurchgehen. Daraus folgt, daf bei unserer Bewegung
die (reellen, eigentlichen) Ebeunen, die nicht zu der festen Geraden
parallel lanfen und nicht auf ihr senkreeht stehen, Drebkegel um-
hiillen.?) Fir ¢ =0 reduziert sich die Bewegung auf die Gruppe
der Drehungen um die feste Gerade.

it e, .

--Es sei hier noch kurz auf einige Formeln aus der Differen-
tialgeometrie der Regelflichen hingewiesen, deren wir uns spiter
bedienen werden.

Fiihrt man tg —- als neuen Parameter ein, so erkennt man,

1) Diese Bewegung jbildet einea Sonderfall der allgemeinsten Bewegung
des Raumes, bei der jeder Punkt allgemeiner Lage einen Kegelschnitt durchliuft
Vgl. die Note Il von Darbouxlin der Cinématique von Koenigs. Paris 1897,
bes. Nr. 2, 8. 353 u. f.

%) In Studys Kinematik Jwird diese Bewegung als_eindimensionale Kette
von Somen bezeichnet. Vgl. Geom. d. Dynamen, Anhang.
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Wir wollen einen reellen Zug einer analytischen Speer-
mannigfaltigkeit von einer komplexen Dimension emm Speerband
nennen und ein solches Band soll insbesonders zylindrisch
heiflen, wenn sein sphirisches Bild sich auf einen Punkt redu-
ziert.!) Wir beschrianken unsere Betrachtungen auf nicht-zylindrische
Bénder.

Ist da-tedp der duale Winkel zweier benachbarter Speere
eines Bandes, so nennt man die einwertig definierte Grofie

__dp
(14) L_%
den Verteilungsparameter an dieser Stelle. Beniitzt man zur

Parameterdarstellung des Bandes die Bogenlinge « ihres sphirischen
Bildes: ¥=2%(«), X = X(2), ¥ = X(a), so ergibt sich

(15) L=@®|¥)=@&¥Z),

wenn wir durch die Striche die Differentiationen nach « andeuten und

durch den zweiten Klammerausdruck die Determinante | X, X, .. |.

Den Fufipunkt der gemeinsamen Normalen eines Speeres mit
dem benachbarten, nennt man den Zentralpunkt 2. Es ist

(16) c— XXX XL XA =— ¥ (X)X} X.

Bezeichnen wir fiir den Augenblick den Fufipunkt des Lotes
vom Koordinatenursprung o auf den betrachteten Speer S des

—>
Bandes mit f {of=2X}. Aus (16) ersehen wir, daf die (auch
ihrem Vorzeichen nach definierte) Strecke A = fz die Liinge

(17) A=FX¥¥)=—(X|X)
hat. v

Den Ort der Zentralpunkte eines (nicht-zylindrischen) Bandes
nennt man die Striktionslinie. Diese kann sich auch auf
einen Punkt reduzieren.

Die dem Speere § vermige unserer ersten Abbildung des
Speerraumes (§ 2) zugeordnete Minimalebene beriihrt ihre Iin-
hiillende lings einer Minimalgeraden, deren Schnittpunkt mit S
b genannt werden soll. Wir werden 6 als den Brennpunkt des
Speerbandes in S bezeichnen. Es findet sich die Beziehung

(18) b= —il.?
1) Die Terminologie ist der des Herrn Study nachgebildet.

%) Fafit man X, X wieder zu einer dualen Verbindung X (a) -f-¢¥(z) = X (a)

zusammen, so ergeben sich auBler I noch sofort zwei weitere Bewegungsinvarianten
der Speerbinder

19) M- eN=(XX'"X")
oder

(19%) M= (XEXT), N= EXE) -+ XEE) -+ EXE).
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§ 3. Endliche Gruppen von Speertransformationen.

Wir bringen nun die Uberlegungen des ersten Paragraphen
in Verbindung mit den im zweiten angegebenen Abbildungen.
Die Gruppe I, der komplexen Bewegungen mit den Minimal-
ebenen als Raumelement bildet sich auf eine zwolfgliedrige kon-
tinuierliche Gruppe von (reellen) Speertransformationen ab, die wir
mit &,, bezeichnen wollen und die die Grundlage unserer Unter—
suchungen bilden wird. Heben wir also hervor:

DiekontinuierlicheGruppe G, welche dieSpeere
ausnahmslos transitiv unter einander vertauscht,
geht vermoge der ersten Abbildung aus der Gruppe
derkomplexenBewegungen des EuklidischenRaumes
hervor, wenn man als deren Element die Minimal-
ebene ansieht. Die Gruppe G, enthilt die Gruppe
der reellen Euklidischen Bewegungen des Speel—
raumes als (nicht-invariante) Untergruppe, die in G,
dadurch charakterisiert ist, daffi ihre Transforma-
tionen mit der Umkehrung?) vertauschbar sind.

Hieraus ergibt sich die Moglichkeit, Gebilde, die gegeniiber
G, dquivalent sind, noch einer weitergehenden K1a551f1kat10n gegen-
iiber der Beweﬂungsgxuppe zu unterziehen. ’

Die Formeln (5) [ftir x=1] und (7) des § 1 geben uns eine ana-
Iytische Darstellung von @,,. Aus der Formel (7) folgt anderseits:

Die Gruppe G,, geht durch unsere zweite Ab-
bildung (das Ubertragungsprinzip der Geometrie der
Dynamen) hervor aus der kontinuierlichen Gruppe
der (eigentlichen) Mobiusschen Kreisverwandtschaf:
ten, die man auf der Einheitskugel ins (reell) duale
Gebiet hinein fortgesetzt hat,

Ahnliche Formeln finden sich zu Anfang des zweiten Bandes der Linien-
geometrie (Leipzig 1906) des Herrn K. Zindler, wo die Grofien L, M, N der

. #+
Reihe nach mit —, (11, — bezeichnet werden, doch sind einige der dortigen
w w w

Formeln nicht geniigend vereinfacht.
Ist y ein beliebiger (eigentlicher) Punkt und fithrt man fiir die inneren

A
Produkte des Vektors y —z mit den Einheitsvektoren X, ¥', ¥, = XX’ die Ab-
kitrzungen 1, 7,, %, ein, so daf

(20) y=z+0X 1+ 75 ¥ 4-1,%,
" wird, so erhilt man durch Differentiation die fiir die Differentialgeometrie der
Regelflichen grundlegende Formel

d d ar d
(21)7%:{61’“— ‘2+N}%—{—{ T o — Do) ¥ {50 4 2y 1) %,
die sich in der (dem Verfasser nicht zughinglichen) Thése von Antomar
(Paris 1894) finden diirfte.

Wir bemerken nebenbei, dall sich die Differentialgeometrie der Regelfiichen
mittels des Ubertragungsprinzips der Geometrie der Dynamen mit grifiter Leichtig-
keit entwickeln und auch weiterfithren 140t

%) Als ,Umkehrang“ bezeichnet man die Transformation

¥t =%, X¥e=—F =7,
welche jedem Speere den mit ihm antitaktisch zusammenfallenden zuordnet.
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Insbesonders geht die Untergruppe der Euklidischen Be-
wegungen des Speerraumes hervor aus der Gruppe der (reell-)dualen
automorphen Bewegungen der Einheitskugel. Aus der ersten
Formel () des § 1 entnehmen wir: Die Gruppe Gy, vertauscht
die Biindel syntaktischer Sperre unter sich. Das
(reelle) sphérische Bild von ¢, ist die Gruppe der
eigentlichen Mobiusschen Kreisverwandtschaften.

Beriicksichtigt man jetzt die Bedeutung, welche die komplexe
Koordinate 1" eines Speeres fiir seine Lage im Biindel der zu ibm
syntaktischen Speere hat, wiec wir dies am Schlusse des § 2 er-

-ortert haben, so schlieflen wir aus der zweiten Formel () des §1,
in der » =1 zu setzen ist:

Zwei durch eine Transformation von ;, auf-
einander bezogene Biindel syntaktischer Speere sind
stets so aufeinander abgebildet, daf Normalebenen
der Biindel auf einander #hnlich bezogen sind, und
zwar eigentlich dhnlich, wenn man die Normalebenen
einander so zuordnet, dall sich die Richtungen der
Speere der beiden Biindel entsprechen,

Dies ist infolge der unhomogenen Annahme unserer Koordi-
naten fir die Biindel = oo noch nicht bewiesen, doch konnen
diese natiirlich keine Ausnahmestellung einnehmen, wovon man
sich etwa durch Ausiibung einer reellen Bewegung auf das Koor-
dinatensystem iiberzeugen kann.

Die niichst der Mannigfaltigkeit der Speere einfachste Mannig-
faltigkeit, deren Elemente ebenfalls nur von vier Konstanten ab-
hingen und durch @, (transitiv) vertauscht werden, ist demnach
die Mannigfaltigkeit der Biischel syntaktischer Speere.

" Betrachten wir dassphirische Bild einer Transformation von G,,.
Da dieses eine konforme Abbildung ist, so gehort zu jedem Paar
entsprechender Punkte ¢, ¢ ein infinitesimales' VergroBerungsver-
hiltnis. Das zugehorige VergrioBerungsverhiltnis in der durch stereo-
graphische Projektion abgeleiteten Ebene hat, wie man aus der
ersten Formel (5) des § 1 entnimmt, den Wert

]/dt*. dv 1Y)
— = — =y
dt.dt (@ a5 1) (ay; + 045 0)

wobei die Wurzeln alle positiv auszuziehen sind. Das Verhiltnis
fir die Verwandtschaft auf der Kugel ist daher:

st: st ]/ﬁ
AR, - .,
_ st st, (@t ) (@ a5 1)
worin die Strecken zwischen dem Stidpol s und den verschiedenen
mit ¢ bezeichneten Punkten positiv zu nehmen sind. Denselben
Ausdruck findet man aber auch aus der zweiten Formel (5) des

§ 1 und nach der am Schlusse des § 2 gegebenen geometrischen
Deutung der komplexen veriinderlichen 7' fiir das Vergroferungs-
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verhsltnis der Ahnlichkeit zwischen den Normalebenen auf die zu
- -
ot, und ot, syntaktischen Speere. Beriicksichtigt man auBer dem

TN »

d .
absoluten Betrage von —- auch noch das Argument dieser kom-

plexen Zahl, so findet sich schlieflich:

Es sei S—»> S* eine Transformation von G, und ¢ —>¢,
ihr sphérisches Bild. Wir beziehen die Tangentialebenen t und <*
in £, und t: an die Kinheitskugel, derartig eigentlich #hnlich auf
einander, daff diese Ahnlichkeiten in der infinitesimalen Umgebung -
der Punkte 7, und t: mit der Kreisverwandtschaft £ —> t: iiber-
einstimmen. Andererseits ist die Ebene t auf t* cbenfalls eigentlich
#hnlich bezogen durch die Transfornlatlon_)S_-) S; wenn wir die
beiden Ebenen als Normalebenen der zu of, und o t% syntaktischen
Speerbiindel ansehen und die Fufipunkte entsprechender Speere
einander zuordnen. Nehmen wir jetzt einen beliebigen (reellen,
eigentlichen) Punkt p von t* ihm entspricht in der ersten Ahnlich-
keit ein Punkt p, von =, dlesem entspricht weiter in der zweiten
Ahnlichkeit ein Punkt p, von ¥, so daff also in * eine eigentliche
Ahnhchkel’c71)—->]02 entsteht. Diese Ahnlichkeit istnun eine
bloBe Schicbung in der Ebene .

Darunter, daff die erste Ahnlichkeit zwischen den Ebenen t
und ¥ im Infinitesimalen mit der Kreisverwandtschaft iiberein-
stimmt, man konnte vielleicht aucb sagen: diese Kreisverwandt-
schaft in den Punkten ¢ und t nberihrt®, wollen wir verstehen,

dafl das Vergroﬁerungsverhaltms der Ahnlichkeit mit dem infini-
tes1malen Vergroferungsverhiltnis der konformen Transformation
¢, »—)t iibereinstimmt und daB die Ahnlichkeit die orientierten
(mlt einem Durchlaufungssinn versehenen) Linienelemente oder Fort-
schreitungsrichtungen von # und £, in der gleichen Weise auf-
einander bezieht, wie die Abblldung t, —-)t Der geometrische
Sinn dieser etwas langatmigen }erlarungen ist ja sehr einfach.
Wir bemerken gleich hier, dafl die drei letzten Eigenschaften nicht
blofi der Gruppe G, sondern auch einer im Sinne von Lie ,un-
endlichen“ Gruppe von Speertransformationen zukommt, die ver-
moge unserer zweiten Abbildung des Speerraumes aus der ins (reell-)
duale Gebiet hinein fortgesetzten eigentlich-konformen Transforma-
tionen der Einheitskugel hervorgeht.?)

Wir erweitern jetzt die kontinuierliche Gruppe &,, durch
Adjunktion einer diskreten Gruppe von vier involutorischen und
daher vertauschbaren Transformationen zu einer aus vier konti-
nuierlichen Scharen bestehenden gemischten Gruppe. Die Trans-

1) Naheres bieriiber in § 10, wo sich auch ein anderer Beweis fiir unseren
Lehrsatz findet.
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formationen der beizafiigenden diskreten Gruppe sind auller der
Identitit

(¢)) S*=8; =t I"=1T (%)
die folgenden

8*= g ; ANE TH=—T;
S
X, =—%,, X =%, X, =—%,;
X, =—%, X,=—%,, X, =—%,.
S = S ; =t T = T
“ ae(,z &, x%:;-aeaz, ks_ X, o
X,= X, ¥, =%, Ey= X,
X =—%,, X,= %, X,=—%.;

S*= 5 ; = 7, T*=—T ;
TR L o=t f= i
%, =—%,, £ = %, X X,

X, = %, X, =—%,, X,= %,

Dabei deuten wir durch den Querstrich .den Zeichenwechsel
von 4 und durch den Circumflex den von ¢ an. Die Transformation
%, kann man zusammensetzen aus der Spiegelung am Ursprunge

¥r=—% ¥*=% X*:——E}undderUmkehrung{}i*:~3€,
X =—X X* ——E} ebenso ¥, aus der Umwendung an der Axe

der , mit der Umkehrung. &, ist die Spiegelung an der Ebene
#, = 0. Ubt man nun vor oder nach allen Transformationen von G, ,
die Transformation Ty (k=1, 2, 3) aus, so erhilt man die Trans-

formationen einer Schar, die wir H nennen werden. Wir konnen
dies durch die Formeln ausdriicken:

G12 _'Sz G12_G127
G, =%, 6,=HY,
G, =%, 6, =HY

12

— & 16
Glz C’1:3 - ~3 12 - le . 1)

@

') Dadarch soll ausgedriickt sein, daB T, mit der ganzen Gruppe Gy,
(nicht etwa mit jeder einzelnen Trapsformation von G,,) vertauschbar ist.
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Man nennt nach C. Segre die Transformation, welche jedem
Element sein konjugiert-komplexes zuordnet, das ,Konjugium®
und die Transformation, welche durch Zusammensetzung des Kon-
jugiums mit einer komplexen Bewegung oder Umlegung entsteht,
eine ,Antibewegung“ oder ,Antiumlegung“?t). Es ergibt sich
nun, wenn man beachtet, dafi sich das auf die Minimalebenen
angewandte Konjugium anf die Umkehrung im Speerraume ab-
bildet :

Durch unsere erste Abbildung des Speeraumes
gehen iiber

die komplexen Bewegungen in &,,

die komplexen Umlegungen in Hl(;),

die komplexen Antibewegungen in Hl(;),

die komplexen Antiumlegungen in HY,
Die analytische Darstellung der Scharen G,

HY H?, HY indenkomplex-dualenKoordinaten Sist:
. Ay 4y S
# . 21 22
S _“Au ~{—A22 S? (G12)
S*:Am +A22§ (H(l)
All +A12 S’ 12
@ S* — A21 "tégz_‘_:g (H('l))
Ay "]l" Ay S7 "
S% = 4_411 _!— A22 Ii (H(s))
'All +A12§ b

wobei stets der skalare Teil von (4, 4,, — 4, 4,,)von
Null verschieden anzunehmen ist.

Wir bemerken, dafl jede der Scharen Hl(;‘) zusammen mit G,
eine Gruppe bildet und daB die vier Gruppen Gy, (Gy, HY)in-

12
® g g
127 H]Z b ‘H127 Hl )

variante Untergruppen der umfassenden Gruppe (G )

sind.
(A) DassphirischeBildder Gruppe(G,,, HY)ist die
Gruppe der (reellen) eigentlichen Kreisverwandtschaften,
das der Scharen HJ), HY die Schar der uneigentlichen
Kreisverwandtschaften und bei der Gruppe (G, Hf;))
werden dieNormalebenen (rund<*) auf entsprechende
Bindel syntaktischer Speere eigentlich-ahnlich, bei der

1} Diese Bezeichnungen sind denen des Hertn Segre nachgebildet. Man
konnte vielleicht besser ,Gegenbewegung“ und ,Gegenumlegung® sagen, doch
wollen wir hier die obige Terminologie anwenden, um die Analogie mit spéteren
Uberlegungen (§ 9, § 10) besser hervortreten zu lassen.
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Schar (HY, HY) uneigentlich-ihnlich aufeinander be-

120 2

zogen. In den Tangentialebenen t* finden bei der
Gruppe (G, Hl(z)) Schiebungen p —» p, ) bei den Scharen
Hg), HI(Z) Spiegelungen an Punkien statt. v

Die Kreisverwandtschaften auf der Kugel sind “bekanntlich
konforme Abbildungen. Ubertrigt man dies zunichst auf die
dualen Kreisverwandtschaften der Kugel und dann mittels der
zweiten Abbildung auf den Speerraum, so erhiilt man folgendes.

Es sei §—> S* eine Transformation der Gruppe G, und S, §*
ein Paar zugeordneter Speere, ferner S;, S, zwei zu S ,benach-
barte (zu S nicht-syntaktische) Speere und S, .S; die entsprechen-

1 .
den, zu S* benachbarten Speere. N, sei die gemeinsame Normale
von S, §;, die wir so zu einem Speere orientieren, daf die Ent-
fernung ihrer Schuittpunkte mit .S S, in dieser Reihenfolge positiv
ausfillt. Analog orientieren wir die gemeinsame Normale N, von
8%, 87.%) Dann ist der auch seinem Vorzeichen nach (mod 2m) be-
stimmte duale Winkel (NV,, N,) (bis auf Vielfache von 2x) gleich
dem ebenso bestimmten dualen Winkel (N}, N)).

Wir wollen dieser Beziehung noch einen etwas anderen Aus-
druck geben. Zu dem Zwecke legen wir um den Speer S als
Drehachse einen Drehzylinder ® mit dem Halbmesser 41 und
nennen % den , Austrittspunkt des Speeres N, aus ®. Analog kon-
struieren wir den Austrittspunkt »* von N avs dem Drehzylinder (D;*,
der S* als Achse hat., Variiert man nun S, und entsprechen S,
so durchlaufen die Punkte n, #* die Zylinder ®, ®* so, dab sie
ein-eindeutig aufeinander bezogen sind:

(B) Die Beziehung n—»»"* der Drehzylinder ¢, ®*
um Speere S, 8%, die einander in einer I'ransformation
von Gy, zugeordnet sind, wird durch eine Bewegung ver-
mittelt, die die Achsen S, §* gleichsinnig zur Deckung
bringt.

Darch Austibung der Transformationen T,, T,, T, folgt hieraus
weiter : ‘

(B,) Fiir eine Transformation §—>S8* von Hl?
werden die Abbildungen n—>n* durch Umlegungen ver-
mittelt, welche die orientierten Zylinderachsen &, S*
gegensinnig zur Deckung bringen.

(B,) In H? sind die Beziehungen n—» #* Bewegungen,
die die Drehachsen gegensinnig zuordnen und schlieBlich

(By) in Hf:) Umlegungen, welche die Achsen gleichsinnig
aufeinander beziehen.

1) Vgl. oben 8. 216.
%) Die Speere N;, N} sind natiirlich im allgemeinen einander in §—» S*
nicht zugeordnet.
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Gehen wir wieder auf die Betrachtung einer Transformation
S —> 8% der Gruppe G, zuriick und nennen den infinitesimalen
dualen Winkel von S mit S, (d« - =dp) und analog (d a* 4 =d p*)

den von S* mit S}. Aus bekannten Eigenschaften der konformen
Abbildungen ergibt sich, wenn man sie ins duale Gebiet iiber-

tragt, dall
(Ao cdp®) = (a, -+ ebs) (do+-edp)

ist, wo der (abgesehen vom Vorzeichen bestimmte) (reell-) duale
Faktor (@, eb,) nur von der Wahl des Speeres S, nicht aber
von der Wahl des zu diesem benachbarten Speeres .S; abhingt.

Aus dieser Gleichung folgt weiter
do* =a,.da,

®)

dp*=1b,. da--a,.dp

und, wenn wir die Beziehungen

dp __ ap* ..
Tu =L ga="T
einfiithren
LF=1L-+c,

worin die Grifle ¢, = b;:a, eindeutig definiert ist.
Wir konnen dieses auch so ausdriicken und verallgemeinern:

(C) Fiir eine Transformation §—> 8% aus (G, HE)
besteht zwischen ‘den Verteilungsparametern L, L*
an entsprechenden Stellen & S* entsprechender

Speerbinder eine Beziehung

(6) L*=-+ L+,
wo die GroBe ¢, nur von der Wahl des Speeres S, nicht
aber von der Wahl des hindurchgehenden Bandes ab-
hingt. :

Die analoge Beziehung fiir die Scharen H und
H? hat die Form

(6") LI'=—TL-e,.

Aus unseren Formeln fir die Speertransformationen ergibt
sich anderseits: :

SindzudreiSpeeren S, (k=1,2,3)die entsprechen-
den S;: gegeben, so ist dadurch, falls in keinem der
beiden Tripel zwei Speere syntaktisch sind, je eine

Transformation aus Gm,Hl(;), Hg) und Hf? bestimmt.
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Fragen wir jetzt nach allen Transformationen von (G, Hf?,

H® H?Y), deren spharisches Bild die Identitit {¥*= X
ist. Da erhalten wir zunichst in G, eine invariante Untergruppe
G, von vertauschbaren Transformationen, die durch die erste Ab-
bildung mit der Gruppe der komplexen Schiebungen zusammen-
hingt:
)

tF =1,
T* =T, +2cytdcy 12
Analog gibt es in der Schar Hl(;) die Schar HG(]), welche
durch die Formeln (7) dargestellt wird, wenn man rechts fir 7'

— T schreibt. Die Gruppen G, (G, Hél)) sind beideinvariante

Untergruppen der umfassenden Gruppe. Schneidet man zwei
entsprechende Biindel syntaktischer Speere durch ein und dieselbe
Normalebene t, so entsteht in dieser Ebene eine Transformation
P —>p* zwischen den Fufipunkten entsprechender Speere S, S%
und zwar ist diese eine Schiebung.

Vermoge der ersten Abbildung des Speerraumes entspricht
der Gruppe G5 die Gruppe der komplexen Schiebungen. Man kann
Jjede komplexe Schiebung (2, =} =1,)

® . _ . I 7
oy =z, 4a,4ib k=1, 2 3; g,=a, b= by
zerlegen in die Aufeinanderfolge einer reellen Schiebung
*

xk = xk —l— ak
und einer rein imaginiiren

& .
(8) x,=ux,41b,.

Bie reellen Schiebungen bilden sich natiirlich auf dieselben
Schiebungen des Speerraumes ab. Wir wenden uns daher gleich
zur Betrachtung der dreigliedrigen Gruppe der rein-imaginiren
Schiebungen. Man erhiilt zuniichst in Ebenenkoordinaten

W =u, —ibu, —ib,u, —ibyu
) 0 0* 1Yy 2 Ug 3U3 5
Uy == Uy {k:l, 2, 3}

und hieraus in Speerkoordinaten, wenn wir den Vektor mit den
Koordinaten &; mit B bezeichnen

(=%
=X (B | DXL B,

(10) ) %=
1~ A
| ¥=2% — BX.

t



2992 W. Blaschke,

Am einfachsten folgert mian aus der ersten nnd letzten dieser
Formeln folgende Konstruktion des Speeres S* aus dem Speere S:

Man unterwirft Seiner Schiebung durch denVek-
tor B, dreht dann den so erhaltenen Speer um den
urspriinglichen S durch einen positiven rechten
Winkel; der auf diese Art gefundene Speer ist S*

Diese kontinuierliche dreigliedrige Gruppe von vertauschbaren
Speertransformationen hat schon A. Ribaucour betrachtet
und Herr J. Griinwald batihre Transformationen ,Querschiebun-
gen® genannt (,Querschiebung gegen den Vektor B).1)
: Betrachten wir zwei beliebige (nicht-zylindrische) Speerbénder,
die einander in der Querschiebung zugeordnet sind. Die zu diesen
Bindern gehorigen Grofien L, A, L*) A* [vgl. die Formeln (15) und (17)
von § 2] stehen, wie man durch Differentiation von (10) nach der
Bogenléinge des’ gemeinsamen sphérischen Bildes der Binder findet,

in der Beziehung:

L'=L-— (8%,
(11)

/&* = A

Der Gruppe (I, X,,) der komplexen Ahnlichkeiten und
Antighnlichkeiten entspricht vermoége der ersten Abbildung eine
Gruppe (G,,, H,,) von Speertransformationen. Diese besteht aus
zwel kontinuierlichen Scharen?2), deren eine G,, die Scharen

G, HS) und deren zweite H,, die Scharen Hl(:), H, ®  enthalt.

(G, HY, HY HD) ist eine invariante Untergruppe von (G1 o H)P)

Fine umfassendere, ebenfalls invariante Untergruppe (&5, H1 s)
von (Gy,, H,,) entspricht den komplexen Ahnlichkeiten, welche
die Strecken in einem Verhiltnis vom absoluten Betrage Eins ver-
#ndern. )

Die analytische Darstellung der Gruppe &, wird uns durch
die Formeln () des § 1 geliefert, wenn wir die komplexe Grobe «
beliebig, von Null - verschieden wihlen. Schreiben wir links an
Stelle von ¢, 7" ¢ und T, so ergibt sich eine Darstellung fiir H,,.
Beschrianken wir » anf Zahlen vom abscluten Betrage Eins, so
erhalten wir entsprechend die Formeln fir Gy, und H,

Um von der Gruppe (Gy,, H ) zur Gruppe (Gm HIS) auf—
zusteigen, geuniigt es, die emghedr:ge Gruppe zu adjungieren, welche
der Gruppe von komplexen, perspektiven Ahnlichkeiten entspricht,
die den Anfangspunkt in Rube lassen und die Strecken in Ver-
hiltnissen vom absoluten Betrage Eins verindern. Diese kinnen
wir in Ebenenkoordinaten so darstellen:

1) Vgl. Ribaucour a. a. 0. 8. 44, J. Grinwald a. a. O. 8. 129,

%) Es sei daran erinnert, daB die Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen
imreellen Gebiete gemischt, im komplexen hingegenkontinuierlichist.

%) Auch Gy, (G4, H%)) sind in (G,,, H,,) invariant enthalten, nicht aber
(G ng))? und (Gyp, HE).
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(12)

Um dann weiter zur Gruppe (@, H,,) aufzusteigen, brancht
man nur mehr die reellen, perspektiven Ahnlichkeiten hinzu-
zufligen, die den Anfangspunkt in Ruhe lassen.

. Unsere Formeln (12) in Ebenenkoordinaten ergeben fiir die
Speerkoordinaten ¢, 7'

t=t¢,

13
15 T*=¢e# T,

Daraus ergibt sich nach unserer Deutung der Zahlen ¢ und 7
sofort folgende Konstruktion: Um zu einem Speere S den
entsprechenden S8* zu finden, drehe man § um den
dureh den Ursprung synktaktisch gelegten Speer
durch den Winkel @.

Auch diese Transformation, die man auch in der Form:
(¥ =%,
(14) {f”:_}f cos {5-—}«-£§sin6=ﬂ£_cosﬁ—}-£sinﬁ,
@*:g cos @—{—%Azsin szggcos@—%sinﬁ

anschreiben kann, findet sich schon bei Ribaucour und Herr
J. Grinwald nennt sie Schwenkung durch den Winkel
beztiglich des Ursprunges.?) Von besonderer Bedeutung ist die

Transformation von der Periode Vier, die man fiir §E%{mod 2%}

erhilt und die wir kurz die (positive) Schwenkung (beziig-
lich des Ursprunges) nennen wollen. Die inverse Operation oder
auch die dritte Potenz des Schwenkungsprozesses ist die negative
Schwenkung. Die positive Schwenkung wird durch die Formeln
gegeben
tr=t, T =iT}
8 N
=X, B =EX=X, == —%.

.

(15)

&

if

Die Substitution der zu zwei (nicht-zylindrischen) Speerbéndern,
die in der Schwenkung durch den Winkel § zugeordnet sind, ge-
horigen Groflen L, A hat hier die Form

L= Lcosfh— Asin§,
A= Lsinf 4 Acosf.
) Ribaucour & a, O, 8. 94, J. Griinwald a. a O, 8. 131, 132.

(16)
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Insbesondere ist fiir 3:%

a7 LF=—A, A=L.

Diese bemerkenswerte Formel (17) wird uns spiter gute
Dienste leisten.

Fiigt man in der zweiten Formel (7) rechts noch den komplexen
Faktor x hinzu, so hat man eine analytische Darstellung der invarianten
Untergruppe G von (G, H,,) deren sphiirisches Bild die Iden-
titdt ist (t*:t}. Beschriinkt man xz auf Werte vom absoluten
Betrage Eins, so erhiilt man die weitere invariante Untergruppe
Gy von (G, Hyy

Deuten wir invariantes Enthaltensein durch Pfeile an, so
kionnen wir folgendes Schema aufstellen :

Sphiirisches Bild: Identitit, eigentliche, - uneigent!, Kreisverwandtschaften.
it et amaein, St et e ———.

G *'—*““Glu

v
e f/7< i:

67 Ii 12’

4

N,

) @)
H®, HY.

127

<1

<

Es seien Si {k==1,2,34} vier Speere, von denen keine zwei
synktaktisch sind. Das Doppelverhiltnis

S — 5 8—5 = 5
b= S S S —S _01+ZO2+ (03—{—'204)7{ ‘:Ok:(\lk}

der zugehorigen komplex-dualen Zahlen
§,=t, 421,

hat dann einen bestimmten Wert, dessen skalarer Teil nicht ver-
schwindet, wenn keiner der Speere S, dem Biindel #=occ ange-
hort, was man durch geeignete Wahl des Koordinatensystems stets
vermeiden kann, Die reellen Zahlen §, sind absolute Invarianten
gegeniiber der Gruppe Gy, der linearen, komplex-dualen Substitu-
tionen von S. Bel einer Transforma’uon von H( > tindern hingegen
8, und 3, bei einer von H() 3, und 3, und schlieflich bei
einer Fransformatmn von H andern 3, und 8, ihre Vorzeichen.
Bei einer Transformation Von Gy (vgl. die Formel (b) des § 1)
bleibt &, ~-i8, ungesdndert, wihrend 3, --73, mit der komplexen
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Zahl x multipliziert wird. Bei H,, endlich ist 3] =23, 8, =0,
* . - .
63—{—162:x(03—_—184).1)

Wir werden einen reellen Zug einer analytischen Speer-
mannigfaltigkeit von zwei komplexen Dimensionen eine Speer-
membran nennen., Wir wollen nun im Folgenden zuniichst die-
jenigen algebraischen, irreduziblen Speermembranen - betrachten,
welche die Eigenschaft haben, dafi das Doppelverhiltnis. von vier
beliebigen Speeren -der Membran, die itberhaupt ein bestimmtes
Doppelverhiltnis definieren, einem der drei Gleichungssysteme
gentigt :

1) 8 =2¢,=0,
(18) 2) ¢,=2¢,=0,
3) 8,=208;,=0,

ferner die Speerbiéinder, fiir welche
19) | 8y =08, =&, =0

ist, Dabei schlieffen wir noch den Fall von vorne herein aus, daf§
alle Speere einer der zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten einerlei
Richtung haben, d. h, einem Biindel syntaktischer Speere ange-
horen, wobei alle Doppelverhiitnisse zunéchst unbestimmt werden.
Wir nennen die Membranen 1. (Speer-)Garben, 2. (Speer-)
Kugeln, 3. (Speer-)Quirle und die Biander (Speer-)Ketten.?)

Aus dieser Definition schlieffit man, dall Garben, Kugeln,
Quirle und Ketten, von deren Existenz man sich an Bei-
spielen leicht {iberzeugen kann, durch die Transformationen von

(G Hg), H® Hl(?) wieder in gleichartige Mannigfaltigkeiten tiber-
gefiibrt werden. Die Garben und ebenso die Ketten werden auch
noch durch die Gruppe (G,,, H,,) unter einander vertauscht, nicht
mehr aber im Allgemeinen die Kugeln und Quirl. Diese ordnen
sich dem allgemeineren Begriffe der ,(Speer-) Wirbel“ unter,
der durch die Beziehungen 3, =0, §; : 3, = const. charakterisiert
ist. Durch den Schwenkungsprozel werden die Kugeln in Quirle
itbergefiihrt und umgekehrt.

Zu einer vorliufigen Orientierung bemerken wir, daf} die
Ketten von neun, die Garben, Kugeln und Quirle von sechs und
die Wirbel von sieben (reellen) Konstanten abhiingen, ferner, daf
alle Membranen und Binder jeder einzelnen dieser verschiedenen

1) Herr E. v. Weber hat eine geometrische Deutung der Invarianten 3;

angegeben a, a. 0., 8. 402 u. f. Wir bemerken nebenbei, da diese aus der Deutung,
die Mobius fiir das komplexe Doppelverhiltnis von vier Punkten einer Kugel
angegeben hat, mittels des Ubertragungsprinzips der Geometrie der Dynamen
unmittelbar entnommen werden kann.

%) Vgl bei J. Griinwald § 19, 8. 132 u. f. Ich habe mir hier erlaubt,
die Terminologie des Merrn Griinwald, von der a.a.O. ja fast gar kein Ge-
branch gemacht ist, vollig umzustofen,

Monatsh, fir Mathematik u. Physik. XXI Jahrg, 15
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Familien mit Ausnahme der Wirbel schon durch G|, ausnahmslos
transitiv vertauscht werden, wihrend die Wirbel gegeniiber G,, eine
absolute Invariante (3, :3,) enthalten und erst durch G, transitiv
vertauscht werden.

§ 4. Speergarben und Speerketten.

Wir konnen sofort eine Mannigfaltigkeit von Speeren angeben,
die unserer Definition der Speergarben geniigt: die Gesamtheit der
Speere durch den Ursprang. Fiir diese ist =0, also sind alle
Doppelverhiltnisse von vier Speeren durch den Anfangspunkt, da
Si=t (k=1, 2, 3, 4) wird, skalar, d. h. gewthnliche komplexe
Zahlen. Die vermoge der ersten Abbildung zu diesen Speeren ge-
hérigen Minimalebenen gehen auch alle durch den Koordinaten-
anfangspunkt hindurch. Uben wir auf diesen Minimalkegel irgend
eine komplexe Bewegung aus, so geht der reelle Anfangspunkt in
irgend einen eigentlichen komplexen Punkt iiber.

Wir wollen daher unsere Definition der Speer-
garben dahin prizisieren, dafl wir jede Speermem-
bran, die durch unsere erste Abbildung auf ecinen
Minimalkegel (d. h. die Gesamtheit der Minimal-
ebenen durch einen eigentlichen Punkt) bezogen wird,
eine Garbe nennen,

Man bestitigt leicht, daB durch diese neue Definition, durch
welche die Speergarben umkehrbar eindeutig auf die eigentlichen
komplexen Punkte des Raumes bezogen sind, simtliche irredu-
ziblen Membranen geliefert werden, die der ersten Definition ge-
ntigen und umgekehrt, ferner, dafl die Garben sechs reelle (drei
komplexe) Konstante enthalten und durch ¢, untereinander tran-
sitiv. vertauscht verden. Da schon durch die reellen Ahnlich-
keitstransformationen die eigentlichen imaginiren Punkte transitiv
vertauscht werden, so kinnen wir gegeniiber dieser ,Hauptgruppe*
nur zwei verschiedene Arten von Garben unterseheiden: Die ,all-
gemeinen” Garben, welche den imaginidren {eigentlichen)
und die ,Nullgarben“, welche den reellen (eigentlichen)
Punkten entsprechen. Diese letzteren bestehen, wie wir im be-
sonderen Falle schon bemerkt haben, aus allen durch einen solchen
Punkst hindurchlanfenden Speeren.

Wir wenden uns daher den elementargeometrischen Eigen-
schaften der allgemeinen Garben zu, die simtlich untereinander
dhnlich sind, und gegeniiber Bewegungen eine reelle, absolute In-
variante haben, als die man etwa den absoluten Betrag der rein-
imagindren Entfernung 4 2@ des zugehorigen imaginiren Punktes
x (%, @y, 2;) von seinem konjugiert-imaginiren (a2, &,, «,) wihlen
kann. Ein imaginiirer, eigentlicher Punkt x gestattet und bestimmt
eine eingliedrige, kontinuierliche Gruppe von reellen Bewegungen,
nimlich die Drehungen um die reelle Verbindungslinie von z mit ».
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Bei dieser Gruppe mufl daher auch unsere Garbe als Ganzes in Ruhe
bleiben, d. h. ihre Speere miissen sich zu einschaligen Umdrehungs-

hyperboloiden anordnen lassen mit z« als Drehachse. Da ferner

alle Speere der Garbe in Minimalebenen durch # und z gelegen
sind, also die Minimalkegel durch diese Punkte beriibren, so be-
rithren auch die Hyperboloide diese Kegel, d. h. sie sind konfokal

und haben das Punktepaar z, z als doppelt zithlenden, entarteten
Fokalkegelschnitt, Der dritte Fokalkegelschnitt ist ein reeller, und
zwar einteiliger Kreis 4, der in der reellen Symmetrieehene a

zwischen den Punkten # z liegende Durchsehnitt der Minimalkegel
durch diese Punkte. Legt man also durch die ,Mittelgerade®

zx der Garbe eine Ebene, die den Fokalkreis 4 in zwei Punkten
trifft, und denkt man sich in dieser Ebene alle Hyperbeln ver-
zeichnet, die diese beiden Punkte zu Brennpunkten haben, so ent-
steht durch Umdrehung dieser Kegelschnitte um die Mittelgerade
die Schar unserer Hyperboloide, deren (reelle) Erzeugende sich zn
Speeren der (Gtarbe orientieren lassen.

Wir wollen gleich angeben — den Beweis dazu kann man
aus der spiteren analytischen Ableitung entnehmen — wie diese
Orientierang erfolgt. Zuniehst besitzt der ,Aquatorkreis® 4 der
Garbe einen bestimmten Durchlaufungssinn und alle diesen Kreis
syntaktisch bertihrenden Speere der Aquatorebene gehoren der Garbe
an (vgl. Fig. 2 auf der nichsten Seite, wo der Aquatorkreis stark ausge-
zogen ist). Die iibrigen Erzeugenden werden so orientiert, dafl ihre or-
thogonale Projektion auf die Aquatorebene ¢ um den Mittelpunkt m des
Aquators im selben Sinne dreht wie der Aquator. Die Mittelgerade
selbst gehort in beliebiger Weise orientiert der Gtarbe an.

Eine Garbe gestattet im allgemeinen nur eine eingliedrige
gemischte Gruppe aus der Gruppe der reellen Bewegungen und
Umlegungen und nur im besonderen Falle der Nullgarbe, fiir die
jede durch den ,Mittelpunkt* hindurchgehende Gerade als ,Mittel-
gerade“ anzusehen ist, erweitert sich die eingliedrige Gruppe zu
der zweigliedrigen gemischten Gruppe aller Bewegungen und Um-
legungen, die den Mittelpunkt m in Ruhe lassen.

~ In innigem Zusammenhang mit der Abbildung der imaginiren
Raumpunkte © auf die Speergarben steht eine Abbildung dieser
Punkte auf geordnete Paare reeller Punkte, die anscheinend von
Tarry herrihrt: Man ordnet jedem imaginiren Punkte x ein Paar

reeller Pankte r, x zu, das mit dem Paare z,z Verbindungslinie, Mittel-

punkt und absoluten Betrag der Entfernung gemein hat, in un-
homogenen Koordinaten {z,==1} durch die Formeln

Ek"f_mk T xk_l_ixk

L=y TiTy Ty

(1

v+, e R el £

L= R



298 W. Blaschke,

Umgekehrt ist durch die Angabe des beliebig zu wiihlenden
Paares reeller eigentlicher Punkte g, der Punkt « eindeutig be-

stimmt : '
v
(1*) xk — ék + k.
114
Der Zusammenhang des Punktepaares r y mit der zngehdrigen

Garbe ist der folgende: ¢ und r sind Nord- und Stdpol

einer Kugel, deren von West nach Ost umlaufender
Aquator mit dem Aquatorkreis der Garbe zusammen-
fallt (vgl. die Figur 2).%)

Wir werden dies jetzt durch Rechnung nachweisen. Der Mi-
nimalkegel mit dem Punkte x als Scheitel wird durch die Glei-

chungen
o~} w2y = vy By Uy 5 = 0
2 t 2 2 .
w, T, 4w, =20
1} In dieser Figur sind die einschaligen Hyperboloide durch dasjenige der

mit ihnen konfokalen Ellipsoide abgeschnitten, welches durch die Punkte ¥, 71
hindurchgeht. -
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in Ebenenkoordinaten #, und daher durch die Gleichung.

2) — 20 T4 (- ia,) — @yt — (0, — ix,) 12 =0
in den Koordinaten ¢, T dargestellt. Jede Gleichung von der Form
(2*) T+ A+2Bt4 Ct2=0

stellt also eine Speergarbe dar. Der zugehorige imaginire Punkt
hat die Koordinaten

3) 2y =—i(d—C), my=—(A-}C), 2, =2iB

Setzen wir &, = @, = 0, @, =ia, {@ = a}, was man immer durch
eine reelle Bewegung erreichen kann, so vereinfacht sich die Glei-
chung der Garbe:

4) THat=0.
Die Punkte ¢ und r haben dann die Koordinaten

L=t,=0r,=0a ¢ =y,=0, t,=—a.
Fiihrt man die Koordinaten X, ein, so wird
Xps= —aX, X3 X,= aX,,
Xy = —aX, Xy, X,=—a¥Xy,,
Xy=a—aX,; %, X,= 0,

oder wenn man den Vektor 7! mit den Koordinaten 0, 0, & mit B
bezeichnet

®) X=— (BX)X+Y, X=—BX

Unmittelbar kommen wir zu diesen Formeln, wenn wir be-
achten, daf unsere Garbe aus der Garbe T'=0, ¥=X=0 durch
»Querschiebung® gegen den Vektor B [vgl. § 3, (10)] hervorgeht.

Daraus folgt auch folgende Konstruktion:

Um zu einer vorgeschriebenen Richtung den
(einzigen) syntaktischen Speer § unserer Garbe auf
zufinden, ziehen wir zuerst durch ¢ und den ,Mittel-

gk —I— —E—k

punkt® m der Garbe ym, = 5 die syntaktischen

Speere S, S unddrehen den ersten S, um den zweiten
S, durch einen positiven rechten Winkel; der so er-
haltene Speer ist der gesuchte S.

Man kann diese Konstruktion auch etwas anders ausdriicken,
wenn man voraussetzt, dafl die Richtung von S nicht zur Aquator-
ebene o parallel ist: Man bringe S, zum Schnitte mit der



280 W. Blaschke.

um die Strecke rr als Durchmesser geschlagenen
Kugel im Punkte s und drehe die orthogonale Pro-
jektion s’ von s auf die Aquatorebene « durch einen
rechten Winkel entgegen dem Umlaunfssinne des
Aquators nach s;.5; ist dann der Durchstofipunkt von
S mit a.t) (Vgl. die Figur 3.)

Wir heben noch einige Eigenschaften der Garben hervor, die
man mittels der ersten Abbildung leicht bestitigen wird:

Durech drei Speere, von denen keine zwei syn-
taktisch sind, geht eine einzige Garbe hindurch.

Fig. 3.

Zwei verschiedene Garben haben stets zwel
(reelle) Speere gemeinsam, die auch zusammenfallen
konnen.

Beachtet man ferner, dafi das Quadrat der Entfernung zweier
(eigentlicher) komplexer Punkte x und «* mit den reellen Bildern
%, ¢ und ¥, ¢* sich so ausdriicken lift:

©® (V) =VEVE) = [ V) — (7 | v

1) Diese Konstruktion findet sich bei E. v. Weber a. a. O. 8. 338, Nr. 4.
Im Wesentlichen aber auch schon bei Ribauncour a. a. 0. § 92, 8. 118,
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wenn man z. B. mit V:* den von x nach z* laufenden (komplexen)
Vektor bezeichnet und wie auch sonst durch die vertikalen Striche
die inneren Produkte andeutet,!) so folgt:

Werden zwei Garben, zu denen die Punktepaare
trundx*r* gehoren, denselben Transformationen von
(G127H1(;)) unterworfen, so bleiben folgende zwei Gro-
flen ungesndert: Das innere Produkt der Vektoren
VE und VZ und die Differenz der Quadrate der

Strecken ry* und r1r*. Bei den Transformationen von
Hg) und Hfz) bleibt nur die erste dieser GrioBen unge-
geidndert, wihrend die zweite ihr Vorzeichen dndert.

Bei den Transformationen von Gy bleiben die Vektoren
VEE* und VEL'* ungetindert.

Fir die Speerbiinder der Nullgarbe mit dem Mittelpunkt m
ist stets L—=A=-—=0, wenn wir den Koordinatenanfang in den
Punkt m verlegen. Unterwerfen wir nun die Garbe der Quer-

schiebung gegen den Vektor V=13, so ist fir die Binder der
entstehenden allgemeinen Garbe nach (11) § 3

%) L=—(B|%, A=0.

Die zweite dieser Formeln besagt:

Die Striktionslinie eines bheliebigen Bandes in
einer allgemeinen Garbe liegt stets in der Aquator-
ebene der Garbe.

Aus der ersten. ergibt sich:

Alle Speerbédnder ineiner Garbe, die durcheinen
festen Speer S der Garbe hindurchgehen, haben in §
denselben Verteilungsparameter L, und zwar ist—L
gleich der orthogonalen Projektion des Vektors B
auf S.

Trigt man auf den Speeren eines Bandes der
Garbe von den Zentralpunkten aus Strecken auf, die
gleich den zugehorigen Verteilungsparametern sind,
so liegen die Endpunkte dieser Strecken auf der
Kugel mit gy als Durchmesser.?)

Wir wollen nun noch eine andere geometrische Deutung der
zwel simultanen Invarianten von zwei Garben ableiten. Dazu gehen
wir von folgender Bemerkung aus, die man leicht bestiitigen wird.

1) Diese Formel ist (fiir die Ebene) angegeben bei E. Study, Vorlesungen
iiber ausgewihlte Gegenstinde der Geometrie, 1. Bd.

%) Tragt man allgemeiner Strecken ab, die zu den Verteilungsparametern
in konstantem Verhiltnis stehen, so liegen die Endpunkte :auf einer Kugel durch
den Aquatorkreis der Garbe.
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Es seien @, " zwei komplexe eigentliche Punkte, deren Entfernung
von Null verschieden sei, ferner sei w eine der beiden (voneinander
verschiedenen) Minimalebenen, die gleichzeitig durch # und «* hin-
durchgehen. Schlieflich seien M, M* die beiden Minimalgeraden
von u, die beziiglich durch  und z* laufen. Das Entfernungs-
quadrat der Punkte z, 2" ist gleich dem Entfernungs-
quadrat zweier beliebiger (eigentlicher) Punkte b, 5™

von M und M*.

Die beiden Garben, welche vermoge der ersten Abbildung
den Punkten z, * entsprechen, haben den Speer S gemein, der
der Minimalebene p in derselben Abbildung zugeordnet ist.” Wir
withlen um die Punkte &, 6* insbesondere auf S, so daf also & der
Schnittpunkt von S mit M und S der von M* mit S wird. 2 und 2*
seien die Schnittpunkte von S mit den Aquatorebenen der beiden
Garben.?)

Nehmen wir nun ein im iibrigen beliebiges Speerband in un-
serer ersten (Garbe an, das durch S bindurchlduft. Dann sind
2z und b sein Zentralpunkt und Brennpunkt in S. Analog nehmen
wir in der zweiten Garbe ein Band durch & an, dessen Zentral-
und Brennpunkt hier nach 2* und 5™ fallen. Haben nun L, A; L, A"
fiir unsere beiden Biinder in § die am Schlusse von § 2 angegebene
Bedeutung, so ist nach Formel (18) von § 2

o P ={bb P ={(A"—i L) — (A — i L),
oder

(8) lea P ={(A*—N)— i (L*— )"

Wiiren wir von dem zweiten Speere S ausgegangen, den die
beiden Garben gemeinsam haben, so hitten wir ein analoges Re-
sultat erhalten, da (in leicht verstindlicher Bezeichnungsweise) die
Beziehungen stattfinden

(A — A4 (A — D) =0,

&) . ;
(L — L)+ (L*—Ly=20.

An der Relation (8) erkenmen wir die neue geometrische
Deutung der Entfernung von @, #° und aus ihr folgt die Invarianz
von (A*—A) und (L*— L) gegeniiber G,, die wir schon auf
andere Weise bewiesen und in den Theoremen (B) und (C) des
§ 3 ‘ausgesprochen hatten. Diese Sitze, die wir mitteis der zweiten
Abbildung gewonnen hatten, sind somit jetzt zum Teile mittels der
ersten Abbildung neuerdings bewiesen.

, Fiir manche Fragen kann es zweckmiiflig sein, auch den un-
eigentlichen Punkten z Specrgarben zuzuordpen, diese wiren

1) Sollte 8 in einer dieser Ebenen liegen, so tritt an Stelle des Schniti-
punktes der Berithrungspunkt mit dem Aquatorkreis.
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dann als uneigentliche“ oder reduzible Garben den . eigentlichen
oder irreduziblen gegeniiber zu stellen, Sie bestehen aus Paaren
von Biindeln syntaktischer Speere, insbesondere gehtren zu den
Punkten x des absoluten Kegelschnittes syntaktiseh zusammen-
fallende Paare solcher Biindel. Wir wollen hier der Einfachheit
zuliebe auf die Kinfilhrung uneigentlicher Garben verzichten.

Wir geben nebenbei noch einige elementar geometrische Eigen-
schaften der allgemeinen Garben an:

Legt man durch g und y parallele Gerade zu

einem beliebigen Speere S der Garbe, so geht die
erste in die zweite durch eine Drehung.um S, und

zwar durch die Drehung um einen negativen rechten
Winkel tiber. )

Die Fufpunktfliche der Garbe in bezug auf
einen (reellen) Punkt p der Mittelgeraden, der aber
nicht mit dem Mittelpunkt m der Garbe zusammen-
fallt, ist eine Kugel, die durch den Punkt p und den
Aquator 4 hindurchgeht.

Trigt man auf den Speeren einer allgemeinen
Garbe gleichlange Strecken im positiven und negat
tiven Sinne ab, deren Anfangspunkte in der Aquator-
ebene liegen, so gehtren die Endpunkte einem Um-
drehungsellipsoid an, das den Aquator als Fokal-
kegelschnitt hat.

Wir wenden wus jetzat zur Betrachtung der automorphen
Transformationen einer Garbe. Zunichst bemerken wir:

Es gibt in der Gruppe (G HY H? Hf”) aufler der

127 127 127 2
Identitéit eine einzige Transformation, und zwar eine

involutorische Transformation der Schar HS, die

simtliche Speere einer Garbe einzeln in Ruhe labt.
Wir wollen diese Transformation die Spiegelung an der Garbe
nennen. Man findet zu irgend einem Speere S sein
Spiegelbild S* wenn man S um den syntaktischen
Speer der Garbe umwendet (durch den Winkel -~ = dreht).

Dies folgt unmittelbar aus unseren . Betrachtungen iiber die
Schar Hgl) (vgl. § 3), doch konnen wir die Konstruktion -auch
leicht rechnerisch bestitigen. Die Spiegelung an der Garbe, die
zum Punkte z{x, =, =0, a; =1ia} gehort, geht nimlich durch
unsere erste Abbildung aus der komplexen Umlegung hervor, die
man als die Spiegelung an dem Punkte z bezeichnet. Diese kann
man in den verschiedenen Koordinaten so ausdriicken

=i, " =—T—2at;

10 .
{10 8% = (1—ca)?B,



284 W. Blaschke.

oder in den Vektorbezeichnungen
A
(11) ¥*=% ¥=—X—2X(B|X)+ 29, 5*2—3:6—223&

Ist insbesonders die betrachtete Garbe eine Nullgarbe (a = 0),
so reduziert sich die Spiegelung an ihr auf eine Transformation,
die man durch Zusammensetzung aus der Spiegelung an ihrem
Mittelpunkte mit der Umkehrung herstellen kann. Ist allgemein die
Gleichung einer (Gtarbe in der Form

T+ A 2Bt Ct2 =0

gegeben, so wird die Spiegelung an ihr durch die Formel geliefert

12 ==t T#=—T-—2{4d+2Bt-}C¢}.
Es gibt in der Gruppe (G, HY, Hl(?a'ﬂl(z)) eine ge-

mischte sechsgliedrige Untergrupype, nennen wir sie fir
den Augenblick (g,, hg), hf), hff’), deren Transformationen
eine Garbe in sich transformieren. Bei dieser Gruppe
werden die der Garbe nicht angehdrenden und ebenso die der
Garbe angehorenden Speere transitiv vertauscht. Da wir wissen,

dafl es in der Schar h?, die in Hél) enthalten ist, eine Transfor-
mation gibt, die simtliche Speere der Grarbe in Ruhe lift, niimlich

die Spiegelung an der Garbe, so erkennen wir, daf die kontinuier-
lichen Scharen g, und A’ und ebenso die Scharen B® und 2P,
die in Hém und H® enthalten sind, die Speere der Garbe in

gleicher Weise vertauschen. Betrachten wir also blofi diese als
Objekte der Gruppe, so spaltet sich die automorphe Gruppe nur

. . . . . . . 1)
in zwei kontinuierliche Scharen v,, ., von denen die erste zu (g, %, ),

die zweite zu (hg), hf) ) meromorph ist. Die kontinuierliche Gruppe 7,

ist isomorph zur Gruppe der (reellen) eigentlichen Mo biusschen
Kreisverwandtschaften und ebenso entspricht die Schar y der Neben-

gruppe der uneigentlichen Kreisverwandtschaften. Ist ndmlich die
Garbe eine Nullgarbe, so erhdlt man die zugehorigen Vertauschungen
der Speere einfach dadurch, daff man die Kreisverwandtschaften
auf einer Kugel um den Mittelpunkt der Garbe aus diesem Mittel-
punkte projiziert.

Bei einer allgemeinen Garbe konstruiert man eine beliebige
automorphe Transformation S—» S* unter den Speeren der Garbe
auf folgende Weise. Zunichst nimmt man das sphirische Bild der
Transformation, das wir uns auf der Kugel mit ¢y als Durchmesser

konstruiert denken, als eine beliebige Kreisverwandtschaft s — s* an.
Dann projiziert man die Paare zugeordneter Punkte s, s* orthogonal
auf die Aquatorebene und dreht sie noch durch einen positiven rechten

. —> "
Winkel um den Speer rt, wodurch man in dieser Aquatorebene
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eine Punkttransformation s, —» s) herstelit. Die Speere § und S*

. - —> )
durch s, und s} syntaktisch zu ms und ms* entsprechen sich dann

in der zugehorigen Transformation. Es folgt dies aus der zuvor
angegebenen zweiten Konstruktion des Speeres einer Garbe, dessen
Richtung gegeben ist (vgl. die Figur 3),

Beachtet man, daB sich ein Kugelkreis auf die Aquatorebene
im allgemeinen als ein Kegelschnitt projiziert, der den Aquator
doppelt beriihrt, so erkennt man: Die Gruppe der Vertau-
schungen der Schnittpunkte der Speere einer allge-
meinen Garbe mit der Aquatorebene ist die Gruppe
der (reellen) Kreisverwandtschaften der Nicht-Eukli-
dischen (hyperbolischen) Maflbestimmung, die den
Aquator als absoluten Kegelsehnitt hat,

_Man kann die Zuordnung zwischen den (reellen) Punkten s,
der Aquatorebene innerhalb des Aquators und den Speeren der
Garbe durch eine gewisse ,Orientierung® dieser Punkte zu einer
umkehrbar eindeutigen machen.

Innerhalb der Gruppe (G, H,,) gestattet und be-
stimmt eine Gtarbe eine achtgliedrige aus zwei kon-
tinuierlichen Scharen bestehende Untergruppe. Diese
vertauscht jedoch die Speere der (arbe nicht anders als die Gruppe
(14 %)y da in Gy, eine zweigliedrige kontinuierliche Gruppe ent-
halten ist, deren Transformationen alle Speere der Garbe einzeln
in Ruhe lassen. Diese Gruppe, die insbesondere die Spiegelung
an der Garbe umfalit, entspricht vermige unserer ersten Abbildung
der Gruppe aller komplexen, perspektiven Ahnlichkeiten, die den
zugehorigen komplexen Punkt z in Ruhe lassen. Man erhilt eine
beliebige Transformation dieser Giruppe, wenn man jeden Speer nm
den syntaktischen Speer der (tarbe durch einen konstanten (reellen)
Winkel dreht und gleichzeitig den Abstand von diesem Speere
um einen konstanten (reellen) Falktor dndert.

Betrachten wir jetzt ein Speerband einer Garbe, deren sphari-
sches Bild ein (einteiliger) Kreis ist. Jedes Doppelverhiltnis von
vier dualen Speerzahlen S, {k=1,2,3, 4}, die zu vier Speeren
dieses Speerbandes gehiren, ist zunichst, da die vier Speere
einer Garbe angehtren, gleich dem Doppelverhiltnis der zu den
entsprechenden vier Punkten des sphirischen Bildes gehorigen kom-
plexen Zahlen ¢, und dieses ist, weil die vier Punkte auf einem
Kugelkreise liegen, reell. Die betrachteten Binder sind also Speer-
ketten [siehe § 3 (19)] Umgekehrt bekommen wir auf diese Art
alle Speerketten, wie man aus folgenden Sitzen schliefit, die sich
leicht bestétigen lassen:

Das sphidrische Bild einer Kette ist der reelle
Zug eines Kreises (der sich nicht auf einen Punkt reduziert).
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Durch drei Speere, von denen keine zwei syn-
taktisch sind, geht eine einzige Kette.

Daraus folgt weiter:

Durch jede Kette geht eine einzige Garbe hin-
durch.

Nehmen wir an, es liege eine Kette vor, die in einer allge-
meinen Garbe enthalten ist und deren sphérisches Bild, ‘das wir
wieder iber der Strecke rr als Durchmesser konstruiert denken,

ein Kreis . ist, dessen Ebene nicht auf der Aquatorebene « senk-
recht steht. Projizieren wir » orthogonal auf die Aquatorebene und

2>
drehen wir dann die Projektion um yy dureh einen positiven rechten

Winkel, so erhalten wir einen irreduziblen Kegelschnitt C-(genauer:
den reellen Zug eines solchen Kegelschnittes) und dieser liegt nach
dem fritheren wieder auf der Speerkette und ist die Striktions-
linie der Kette. Wir sehen also:

- Die Striktionslinie einer Kette ist in der Regel
ein irreduzibler Kegelschnitt, der in der Aquator-
ebene der Garbe liegt, welche durch die Kette hin-
durchgeht und der den Aquatorkreis dieser Garbe
doppelt berihrt,

Legen wir durch den Mittelpunkt der Striktionslinie C eine
Gerade G (die ,Mittelgerade“ der Kette), die auf der Ebene des
sphiirischen Bildes » der Kette senkrecht steht, so ist diese Achse
eines Umdrehungszylinders, der durch C hindurchgeht. Bemerkt
man ferner, dafl die Gerade G mit den Speeren der Kette einen
konstanten Winkel einschliefit, so erkennt man:

Wird ein Speer S kontinuierlich so bewegt, da8

sein Winkel {E§EO T} und seine Entfernung (=0) von

72
einer festen (reellen, eigentlichen) Geraden unver-
andert bleibt, wihrend der Fuflpunkt des gemein-
samen Lotes von @ und S auf 8 in einer (reellen,
eigentlichen) Ebenc gefithrt wird, die nicht zu ¢ pa-
rallel ist, so durchlduft der Speer eine (,allgemeine¥)
Kette.

Dall die Bestimmungsstiicke wirklich voneinander unabhingig
sind, weisen wir dadurch nach, daf wir eine Konstruktion angeben,
welche uns die Garbe liefert, die durch die so erzeugte Kette hin-
durchliduft. Die Ebene, in welcher der Fullpunkt des Lotes ge-
fihrt wird, ist die Aquatorebene und der FuBlpunkt beschreibt
die Striktionslinie C. Bezeichnet man den Offnungswinkel des
Drehkegels, dessen orientierte Erzeugende syntaktisch zu den
Speeren der Garbe gezogen sind, mit 2¢ und die grofie Achse

. . a
von C mit 2q, so ist —— = a der IHalbmesser des gesuchten
sing - ~
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Aquatorkreises. Seinen Mittelpunkt m, der auf der kleinen Achse
von C gelegen ist, findet man auf folgende Art: Man trégt auf den
zwei Speeren der Kette, die durch die Endpunkte der kleinen
Achse von C hindurchgehen, von diesen Punkten aus auch dem
Vorzeichen nach gleiche Strecken ab und projiziert ihre Endpunkte
orthogonal auf die Aquatorebene; die Verbindungslinie der so er-
haltenen Punkte geht ebenfalls durch m. Damit ist aber der
Aquatorkreis und dadurch auch die Garbe bestimmt. [Vgl. die
Formeln (D).]

Als Grenzfille unserver jallgemeinen® Speerkette, die sich
jedoch der angegebenen mechanischen Erzeugungsweise nicht ent-
ziehen, treten folgende Figuren auf: Die orientierten (reellen) Eir-
zeugenden einer Regelschar eines einschaligen Umdrehungshyper-
boloids, oder eines (einteiligen) Drehkegels, die orientierten Tan-
genten eines orientierten (einteiligen) Kreises, die Speere eines
Biischels mit eigentlichem Scheitel. Damit sind aber noch nicht
alle (gegeniiber der Gruppe der reellen Abnlichkeiten) verschiedenen
Arten von Speerketten erschopft. Wir kommen zu einer mechani-
schen Erzeugungsweise, welche uns alle Ketten liefert durch
folgenden Satz:

Bei jeder reellen kontinuierlichen Bewegung
des starren Raumes, bei der cine (reelle, eigentliche)
(Gerade festgehalten wird, wihrend ein (reeller, cigent-
licher) Punkt des Raumes an eine feste, zu der Gera-
den nicht parallele Ebene gebunden ist, beschreibt
jeder (reelle, eigentliche) Punkt des bewegten Rau-
mes, der nicht in der festen Geraden liegt, eine (irre-
duzible) Ellipse und jeder Speer des Raumes, der
nicht zu der festen Geraden parallel ist, eine Kette.?)

Zunichst beachte man nimlich, daB die Punkte Ellipsen
beschreiben, wie wir am Schlusse des § 2 nachgewiesen haben.
Dann bleibt nur nachzuweisen, dafi die Speere, welche die feste
Achse schneiden, auch Ketten durchlaufen, was man wieder durch
die Erzeugung der allgemeinen Speergarben bestitigen kann.

Wir finden jetzt auch die zuvor angegebene Behauptung be-
stitigt, daf die Ketten durch G, transitiv vertauscht werden, ferner
bemerken wir:

Eine Kette gestattet und bestimmt eine drei-
gliedrige, gemischte und aus acht kontinuierlichen
Scharen bestehende automorphe Transformations-

gruppe aus der Gruppe (G, Hy, Hf?, H®). Hierbei werden
die Speere der Kette auch mnoch dreigliedrig vertauscht, doch be-
steht die Gruppe, wenn man als ihr Objekt nur die Speere der
Kette ansieht, nur mehr aus zwei getrennten kontinuierlichen
Scharen. Innerbalb (G,,, H,,) erweitert sich die automorphe Gruppe

zu einer fiinfgliedrigen, aus vier kontinuierlichen Scharen bestehen-

') Diese Erzeugung der Ketten hat J. Gritnwald angegeben a.a. O. 8. 184,
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den Gruppe, die jedoch die Speere der Kette ebenso vertauscht,
wie die frithere dreigliedrige Gruppe.

Unter den elementargeometrischen Eigenschaften der allge-
meinen Ketten heben wir noch die folgenden hervor:

Die gemeinsamen Normalen benachbarter Speere
einer allgemeinen Kette erfiillen eine Regelflidche
(oder besser den reellen Zug einer Regelfldche), die
(auf zwei Arten) wieder zu einer (allgemeinen) Kette
orientiert werden kann. Diese beiden Ketten haben
ihre Striktionslinien gemein und stehen in wechsel-
seitiger Beziehung.

Sieht man bei einer allgemeinen Kette von der
Orientierung ihrer Speere ab, so erhdlt man den
reellen Zug einer Regelfliche. Setzt man diesen
analytisch ins komplexe Gebiet hinein fort, so er-
hialt man eine algebraische, und zwar rationale
Fliche vierter Ordnung, die die uneigentliche Ebene
in einem KegelschnittderdenabsolutenKegelschnitt
doppelt beruhrt und in zwel Erzeugenden trifft.

Auf jeder Kette liegen oo! Llllpsen, die auf
den Speeren der Kette (gleichsinnig) kongruente
Punktreihen ausschneiden und auf den konfokalen
Ellipsoiden liegen, die den Aquator der durch die
Kette gehenden Garbe als Fokalkegelschnitt haben.

Ist die durch die Kette gehende Garbe eine Nullgarbe, so
treten an Stelle der Ellipsoide natiirlich Kugeln, die mit der Garbe
den Mittelpunkt gemein haben,

§ 5. Speerkugeln, Speerquirle.

Die Transformation von (Gi,, ;) lassen sich in den reell-

dualen Koordinaten X, X,, X, durch die lineargebrochenen, reell-
dualen Substitutionen ausdriicken, welche die Einheitskugel

X'+ X'+ X’=1 in sich transformieren. Durch eine lineare
Gleichung

Eo +E X +E, X +F, X, =0,
deren reell-duale Koeffizienten E die Bedingung erfiillen, dafi der
skalare Teil von EX:E;-|-E;4-E] kleiner als Eins ist, wird auf der
Kugel ein ,dualer Kreis“ ausgeschnitten, d. h. die Mannigfaltig-

keit aller dualen Punkte auf der Kugel, welche von jedem der
beiden diametral gegeniiberliegenden Punkte mit den Koordinaten

m {k=1, 2, 8} einen konstanten sphérischen Abstand
1 2 3 . E i
haben, dessen dualer Kosinus gleich — ——————— ist. Durch

VER - BB
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eine lineare Substitution der genannten Art wird ein dualer Kreis
der Kugel wieder in einen solchen iibergefiihrt. Deuten wir nun
die Koordinaten X, als Speerkoordinaten im Raume, so konnen
wir feststellen:

Die Gesamtheit aller co® Speere, die mit einem
festen Speere (und daher auch mit dem durch Um-
kehrung aus diesem hervorgehenden) einen konstan-
ten (reell-) dualen Winkel einschlieffen, dessen ska-
larer Teil von Null verschieden ist, nennen wir eine
Speerkugel.

Dafl diese neue Definition mit der zuver auf Grund der
Doppelverhiltnisse gegebenen tibereinstimmt, erkennt man dadurch,
dab man die bekannte Tatsache, dall das komplexe Doppelver-
hiltnis von vier reellen Punkten einer Kugel dann reell ist, wenn
die vier Punkte auf einem Kreise liegen, auf das (reell-) duale
Gebiet iibertrigt. KEine Speerkugel wird von einem Speere be-
schrieben, den man um eine reelle eigentliche, zu ihm nicht
parallele Gerade, die ,Mittelgerade der Kugel, in beliebiger Weise

schraubt.
Die Transformationen von (GIQ,HI(;),HQ,HI(?) ver-

tauschen die Speerkugeln transitiv unter sich.

Nach unserer neuen Definition der Speerkugeln folgt dies fiir
die Scharen &, HJ(? unmittelbar aus der eben angestellten Uber-
legung ; dafl es auch fiir die Scharen Hl(;) ,H 1(2) richtig ist, erkennt
man etwa durch Anwendung der involutorischen Transformation,
die wir in § 3 mit T, bezeichnet haben.

Eine Speerkugel hingt von sechs (reellen) Kon-
stanten ab und enthilt zwei absolute Bewegungs-
invarianten. Sie gestattet und bestimmt aus der
Gruppe der (reellen) Bewegungen und Umlegungen
die zweigliedrige kontinuierliche Gruppe aller
Schraubungen um ihre Mittelgerade, vorausgesetzt,
dall sie nicht aus allen Speeren besteht, welche diese
Mittelgerade senkrecht schneiden. In diesem Falle er-
weitert sich die automorphe Bewegungsgruppe zu einer gemischten,
aus vier getrennten kontinuierlichen Scharen zusammengesetzten
Gruppe. Vermioge unserer zweiten Abbildung entsprechen diesen
speziellen Speerkugeln, die wir kurz Normalennetze von Speeren
nennen kinnen, die dualen grifiten Kugelkreise.

An weiteren elementargeometrischen Eigenschaften der Speer-
kugeln erwihnen wir:

Jede Speerkugel kann von einem Biischel syn-
taktischer Speere beschrieben werden, dessen Ebene
auf einem Kreiszylinder rollt oder sich um eine Ge-
rade dreht. Umgekehrt wird hicrbel immer eine Speerkugel be-
schrieben, wenn die Speere des beschreibenden Biischels nicht zu
den Zylindererzeugenden oder zur Drehachse parallel sind.
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Sieht man von derOrientierung derSpeerceiner
Kugel ab, so erhidlt man den reellen Zug einer Linien-
kongruenz, und zwar einer Normalenkongruenz, die
unendlich viele, untereinander parallel abwickel-
bare Flichen, im allgemeinen Schraubfldchen, im
besonderen Drehkegel oder Drehzylinder orthogonal
durchsetzt. Die eine Brenn-,Fliche® der Kongruenz 1st ein
Drehzylinder, der auch in eine (terade ausarten kann, die zweite
reduziert sich auf einen Kegelschnitt der uneigentlichen Ebene,
der den absoluten Kegelschnitt doppelt beriihrt oder auch in eine
doppelt iiberdeckte Gterade ausartet.

Die gemeinsamen Normalen zwischen einem
Speereeiner Speerkugel und den benachhbarten nicht
parallelen Speeren derKugel fallen samtlich ineine
Gerade zusammen, Betrachten wir den Fall, in welchem
der Abstand der Speere von der Mittelgeraden nicht verschwindet.
Dann beriithren die Speere alle einen Kreiszylinder und die ge-
meinsame Normale zwischen einem Speere § und irgend einem
benachbarten Speere der Kugel fillt mit der Tangente an den
Zylinder zusammen, welche in demselben Punkte wie S berithrt
und auf § senkrecht steht.

Kehren wir jetzt wieder zu Eigenschaften der Speerkugeln
zuriick, die gegeniiber den umfassenderen Gruppen invariant sind:

Durch drei Speere S, {#=1,2,3}, von denen keine
zweil syntaktisch sind, geht eine einzige Speerkugel.

Ihre Mittelgerade kann man folgendermaflen finden. Man
konstruiere zunichst zu je zwei Speeren S, S, diejenige Gerade
M,,, die den kiirzesten Abstand der beiden Speere halbiert und
iiberdies auf ihrer Winkelhalbierenden senkrecht steht, so daB man
also S, mittels einer Umwendung um M,, mit S, antitaktisch zur
Deckung bringen kann. Die drei Geraden M,,, M,,, M;; gehoren
dann einem Normalennetze an und ihre gemeinsame orthogonale
Transversale ist die gesuchte Mittelgerade der Kugel.

Eine Speerkugel enthédlt co® Speerketten
oder :

Es gibt co® Speergarben, die eine Speerkugel in
einer Kette durchsetzen.

Berticksichtigen wir wieder den allgemeinen Fall; dafi der
Kreiszylinder, welcher als die eine Brennfliche der Speerkugel
auftritt, nicht in eine Gerade ausartet. Ordnen wir hier jedem
(eigentlichen) Punkte des Zylinders denjenigen Speer der Kugel
zu, der in diesem Punkte den Zylinder beriihrt, so entspricht
jedem irreduziblen Kegelschnitte des Zylinders eine Kette, und
umgekehrt jeder Kette der Kugel ein irreduzibler Kegelschnitt des
Zylinders, der auch gleichzeitig Striktionslinie der Kette ist.
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Durch jede Speerkette geht eine einzige Speer-
kugel.

Zwei verschiedene Speerkugeln haben entweder zwei ver
schiedene oder zwei zusammenfallende oder keinen (veellen) Speer
gemein, es kann aber auch der Fall eintreten, daf} sie ein oder
zwei Biischel syntaktischer Speere gemeinsam haben.

Wir wenden uns nunmehr zur Betrachtung der automorphen
Transformationen einer Speerkugel. Zunichst findet man:

Es gibt in der Gruppe (G,,, H;,) auber der Iden-
titdt eine einzige Transformation, die alle Speere
einer Kugel einzeln in Ruhe 1468t. Wir nennen diese invo-
lutorische Transformation dieSpiegelung an der Speerkugel.
Sie gehort der Schar H2 an und hiéingt vermige unserer zweiten Ab-
bildong zusammen mlt der Inversion an dem entsprechenden dualen
Kugelkreis. Bei dieser Inversion werden alle dualen grofiten Kreise,
die durch die sphirischen Mittelpunkte des gegebenen hindurch-
gehen in sich transformiert. Daraus folgt: Bei der Spiegelung an
einer Kugel werden alle Normalennetze, die die Mittelgerade der
Kugel enthalten, in sich transformiert. Nennen wir ¢ und ¢* die
dualen sphérischen Abstinde zweier inverser Kugelpunkte von
einem der sphérischen Mittelpunkte, so ist

P A AL

wenn o der sphirische Abstand der Punkte des gegebenen Kreises
von demselben Mittelpunkte ist. Macht man in den einzelnen
Gliedern die skalaren und vektorlellen Teile sichtbar, so erhilt

man, wenn ¢ =7y —-ep, ¢* =y +sp und w._a—i—va gesetzt

wird
{tg§+e’§(1+tg2f§;)}{tg2 s%( A

L ool 02

oder @) tg2 .ty 5 =1g 37
P p¥ o a

@) siny+s1ny = 2w

Die erste dieser Gleichungen sagt aus, dafl das (reelle
sphirische Bild unserer Transformation die Inversion an dem Kreise
ist, der das sphirische Bild unserer Speerkugel ist. Die zweite
G‘rlelchung gibt an, wie die Normalennetze, welche die Mittelgerade
der Kugel enthalten in sich transformiert "werden, Sie ist o zu

Monatsh. fiir Mathematik u, Physik, XXI. Jahrg. 16
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deuten: Man denkt sich zuerst die Mittelgerade M der Kugel
und die. Axe A des betrachteten Normalennetzes in beliebiger
Weise orientiert. Von den beiden Speeren der Kugel, welche in
diesem Netz enthalten sind, wihlen wir einen beliebig aus und
bezeichnen seinen jetzt einschliefilich des Vorzeichens bestimmten
kiirzesten Abstand von der Mittelgeraden M mit ¢ und seinen

inkel mit der orientierten Mittelgeraden, der ebenfalls einschlief3-
lich des Vorzeichens modulo 2 = bestimmt ist, mit «. Dann bestehen
zwischen den analog definierten kiirzesten Abstinden p, p* und
Winkeln ¢, ¢ entsprechender Speere des Netzes mit der Mittel-
geraden die eben angegebenen Beziehungen.

M

Fig. 4.

Geometrisch kann man die zweite Formel durch folgende
Konstruktion ersetzen. Ist zunichst der Speer §, zu dem man
den entsprechenden S* auffinden soll, zu einem Biischel von
Speeren der Kugel syntaktisch, so geht S* aus S durch Um-
wendung an dem zu S syntaktischen Speere der Kugel hervor,
der mit S und der Mittelgeraden M in einem Normalennetz liegt.
Nehmen wir an zweiter Stelle an, dall S zu keinem Speere der
Kugel syntaktisch liege. Dann beschreiben wir (vgl. Fig. 4) um
die gemeinsame Normale N von 8 und M (oder, wenn S und M
parallel laufen, um eine beliebige (eigentliche) gemeinsame Normale)
einen Drehzylinder, etwa mit dem Radius Eins, Ferner ordnen
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wir jedem Speere des Normalennetzes von N einen seiner Schnitt-
punkte mit dem Zylindei; etwa seinen . ,Austrittspunkt® zu. So
seien den beiden Speeren der Kugel, die in diesem Normalennetz
enthalten sind, die Punkte m und n des Zylinders zugeordnet und
dem Speere S der Punkt s. Die Ebene durch m, » und s trifft
den Zylinder nach einem irreduziblen Kegelschnitt. Der Punkt s*
dieses Kegelschnittes, der durch das Paar m, n von s harmonisch
getrennt wird, ist der Austrittspunkt s* des gesuchten Speeres S¥.
Die Verbindungslinien entsprechender Austrittspunkte s, s* gehtren
dem Liniennetze an, das die Verbindungslinie von » und » und
die Schuittlinie der Tangentialebenen an den Zylinder in diesen
Punkten zu Brennlinien hat.

Ist die Speerkugel, an der gespiegelt wird, ein Normalennetz

(a =0,a= -;— {mod -r:}) ; 80 entsteht die Spiegelung durch Zusam-

mensetzung der Umwendung an der Achse des Netzes mit der
Umkehrung.

Um die Gesamtheit der automorphen Transformationen einer
Speerkugel mit den Bestimmungsstiicken o und a {a==0} zu unter-
suchen, verwenden wir wieder die Abbildung der Speerkugel auf
die Punkte eines Drehzylinders, und zwar ordnen wir, wenn a =0
ist, jedem Speere der Kugel seinen Beriithrungspunkt mit dem
Zylinder, der als Brennfliche auftritt, zu, wihrend wir, fallsa =20
ist, um die Mittelgerade als Drehachse einen Zylinder mit dem
Radius Eins beschreiben und jedem Speere der Kugel seinen Aus-
trittspunkt das dem Zylinder zuweisen, Jeder der co® Ketten der
Kugel entspricht auf dem  Zylinder ein irreduzibler Kegelschnitt
(der reelle Zug eines einteiligen Kegelschnittes). Die automorphen
Transformationen der Kugel aus (G, Hf;), Hg), HS)) miissen da-
‘her automorphe Kollineationen des Zylinders nach sich ziehen.

DieTransformationen von(@,,, Hg), H?, Hl(?),welche
eine bestimmte Speerkugel in sich transformieren,

bilden eine gemischte sechsgliedrige Gruppe.
Nennen wir diese fiir den Augenblick (&,, §¢7, §, $&),indem

6 1%
wir' voraussetzen, daB ®, in G, und $° in H enthaltensei. Be-
trachten wir nur die Speere der Kugel als Objekte der Gruppe,
so ist offenbar ®, mit ' und ebenso I mit H identisch, Doch
sind diese beiden so entstehenden Scharen von Vertauschungen
der Speere unserer Kugel noch nicht kontinuierlich, sondern jede
von ihnen besteht aus zwei getrennten Scharen, weshalb wir fiir
sie die Bezeichnungen g, f); und [)?, I)?[ einfilbren wollen, so daB
also (g, b;) meromorph zu (®,, &) und (g,, bs, Bis 5:™) mero-
morph zu (&, 5, 7, H) ist.

16*
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Ein irreduzibler Zylinder gestattet bekanntlich eine sieben-
gliedrige automorphe Kollineationsgruppe mit einer sechsgliedrigen in-
varianten Untergruppe. Auf diese Untergruppe, die bei den hier vor-
liegenden Realititsverhiltnissen im reelen Gebiete aus vier getrennten

kontinuierlichen Scharen besteht, bildet sich die Gruppe (g,, f)z R f)?, ?I
ab. Bei der kontinuierlichen Gruppe g bleibt sowohl der Umlanfungs-
sinn des Zylinders als auch der Durchlanfungssinn seiner Erzeugenden
erhalten, wihrend die Transformationen von §, beide Sinne um-
kehren. Die Transformationen von B;" kehren den Umlaufungs-
sinn des Zylinders um und lassen den Durchlaufungssinn seiner
Erzeugenden unverindert, wihrend umgekehrt die Transformationen
von §" den Umlaufsinn nicht #ndern und die Durchlaufungssinne
der Erzeugenden vertauschen.

Innerhalb (Gy,, H,,) gestattet eine Speerkugel eine sieben-
gliedrige, ebenfalls aus vier kontinuierlichen Scharen zusammen-
gesetzte gemischte Gruppe, die sich auf die Gruppe aller auto-
morphen Kollineationen des zugehérigen Zylinders abbildet.

Ubt man aunf alle Speerkugeln die Schwenknng durebh den
Winkel { beziiglich des Ursprunges aus (vgl. § 3), so erhilt man
oof Speerwirbel, die wieder untereinander beziiglich @,, dquivalent
sind, weil G, in G, invariant enthalten ist. Um die Gestalt
dieser Speerkongruenzen zu untersuchen, beniitzen wir unsere

Koordinaten X, X, X. s sei
@ (] X)=cos(a+ca), {z=a=20z20(modr), d=a=a}

die Gleichung irgend einer Speerkugel, Trennen wir skalare und
vektorielle Yeile, so wird

16); A [ X)=cosa, A|XF A |X)=—asina.

Nun tben wir die Schwenkung durch den Winkel 2 aus:
A
(6) E=X*, X=2Xx%cos § — XX*sin g, {2 == 0 (mod =)}.

Das gibt, wenn wir die Sternchen nachtriglich wieder weg-
lassen, fiir die Gleichungen des Wirbels

@ (A | X) = cos «,
U %) cos p — (AXX) sinf - (A | X) =—asina

Fithren wir jetzt eine (reelle) Schiebung aus

®) B4 X B — TR,
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deren Vektor

B @ cos o sin cos B Q['/\QI
sin asin cos?asin?@4cos?f =  cos?asin?B-cos?f T =

ist, so vereinfachen sich die Gleichungen des Wirbels, wenn wir
wieder die Sternchen weglassen, zu den folgenden-

(A[X)=cosa, (U|X) cosf — (AXX)sin =0.

Dabei miissen wir zuniichst den Fall ausschlieBen, dafl cos a
und ecos { gleichzeitig verschwinden, weil dann und nur dann der
angegebene Ausdruck fiir 8 unbestimmt wird. Um nun. diese
Formeln geometrisch zu deuten, bemerken wir, daf wir auf die-
selben Formeln kommen, wenn wir auf die Speerkugel

(A1) =cosa, (A X)=0 {Y=0, «=0]

die Schwenkung durch-den Winkel 3 ausiiben. Diese Kugel, deren
Mittelgerade durch den Koordinatenanfangspunkt geht, besteht aber
ans allen Speeren, welche die zu einem Speere orientierte Mittel-
gerade unter. dem Winkel « schneiden. Drehen wir ein in dieser
Kugel enthaltenes Biischel syntaktische Speere um den Speer des
Biischels, welcher durch den Koordinatenanfangspunkt hindurchgeht,
durch den Winkel $ und lassen dann das so erhaltene Parallelen-
biischel um die Mittelgerade rotieren, so beschreibt es unseren
Speerwirbel, Wir haben also gefunden:

Dreht man ein Biischel syntaktischer Speere um
eine (reelle,eigentliche)Gerade —die ,Mittelgerade
des Wirbels — so beschreibt das Biischel einen Wir-
bel, wenn seine Speere zu der Drehachse nicht
parallel laufen.!) Doch kann man auf diese Art nicht alle
Wirbel erzeugen, wie wir gleich sehen werden.?) ,

Besteht der Wirbel aus allen Speeren einer Ebene, so kann
jede (reelle, eigentliche) Gerade, die auf dieser Ebene senkrecht
steht als seine Mittelgerade angesehen werden. ,

Legt man durch einen beliebigen Speer S eines Wirbels
eine Ebene parallel zur Mittelgeraden, so schliefit diese mit der
Ebene des Biischels der zu S syntaktischen Speere des Wirbels den
Winkel § ein, der — auch seinem Vorzeichen nach — modulo =
bestimmt ist. Dieser Winkel ist gegeniiber den Transformationen
von (4, invariant und seine (eindeutig bestimmte) Cotangente ist
gleich dem Verhaltnis 3;:3, (vgl. das Ende des § 3). Die Wirbel,
fir welche die Invariante 8,:9, denselben Wert hat, werden
T

2

durch G, transitiv vertauscht. Fiir == - {mod=} erhilt man die
Speerquirle:

1 Vel J. Griinwald a. a. O. 8. 135,
2) Dies wurde von Herrn J. Griinwald anscheinend iibersehen.
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Dreht man ein Biischel syntaktischer Speere um
eine (reelle, eigentliche) Gerade, die in einer Ebene
liegt, welche die Ebene des Biischels lidngs eines
seiner Speere senkrecht schneidet, so beschreibt
das Biischel einen Quirl, wenn die Drehachse nicht
zu den Speeren des Biischels parallel lauft.

Man kann die Quirle auch als Gesamtheit aller Speerkongruen-
zen definieren, welche beziiglich @, dquivalent sind zu der Kon-
gruenz, welche durch alle Speere einer (reellen eigentlichen) Ebene
gebildet wird,

Unter die Quirle gehort nun auch der oben ausveschloasene
Sonderfall cos a =cos f =0, in welchem, wenn wir es nicht mit
allen Speeren einer Ibene zu tun haben, die angegebene Erzeu-
gung durch Rotation eines Parallelenbiischels versagt. Die Formeln (7)
nehmen hier die einfachere Form an

11 @B =0, AXX)—|H)=a.

Ein derartiger Quirl wird dadurch hergeleitet, dafi man die Speere
einer Ebene einer Querschiebung (vgl. § 3) gegen einen Vektor
unterwirft, den man zu dieser Ebene parallel annehmen kann.

Eine mechanische Erzeugung fiir diese Quirle liefert uns wieder
die am Ende des § 2 betrachtete Bewegung. Bei dieser beschreibt
némlich jedes Biischel syntaktischer Speere, das mit dem bewegten
Raume verbunden ist und nicht zu der festen Geraden parallel
lauft, einen Wirbel und insbesondere beschreiben -die Parallelbiischel,
welche in Ebenen senkrecht zu der festen Greraden gelegen sind,
Quirle der ehen erwihnten besonderen Familie. Diese Quirle sind
simtlich zueinander dhnlich,

Aus der Gruppe der Bewegungen und Umlegungen gestattet
ein Quirl in der Regel nur die kontinuierliche eingliedrige Gruppe
der Drehungen um seine Mittelgerade. Laufen die Speere des Quirls
aber zu einer Ebene parallel, so erweitert sich die Gruppe zu einer
zweigliedrigen, gemischten, aus zwei getrennten Scharen bestehen-
den Gruppe. Ein Quirl endlich, der aus allen Speeren einer Ebene
besteht, gestattet die dreigliedrige, aus vier getrennten Scharen be-
stehende Gruppe aller Bewegungen und Umlegungen, die diese
Ebene in Ruhe lassen.

Da die Speerkugeln mit den Quirlen durch den Schwenkungs-

prozel ( —%) vertauscht werden, so konnen wir die Kigen-

schaften der Kugeln hieher iibertragen. So finden wir z. B.:

Durch drei verschiedene Speere, von denen keine
zwel syntaktisch sind, geht ein einziger Quirl.

Es gibt in der Gruppe (G4, Hy,) auller der Iden-
titdt nur eine einzige Transformation, welche alle
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Speere eines Quirls einzeln in Ruhe 148t. Diese
Transformation, die ,Spiegelung an dem Quirl¥, ge-

hort der Schar Hg) an. ,

Allgemeiner: Es gibt nur eine einzige von der Identitit ver-

schiedene Transformation in (@G,,, H,,), die alle Speere -eines
Wirbels einzeln in Ruhe lifit, ,die Spiegelung an dem
Wirbel¥,
' Besteht ein Quirl aus allen Speeren einer Ebene, so reduziert
sich die Spiegelung an ihm auf die_gewthnliche Spiegelung an
dieser Ebene. So stellt z. B. §* = § die Spiegelung an der Ebene
x, =0 dar (vgl. § 3).

Im allgemeinen Falle kénnen wir die Spiegelung folgender-
maflen konstruktiv durchfiihren. Die Ebenen aller Biischel
syntaktischer Speere, die in unserem Quirl enthalten sind, um-
hilllen einen Drehkegel. Den Doppelpunkt o dieses Drehkegels
nehmen wir als Mittelpunkt der Kinheitskugel des sphirischen
Bildes. Es sei irgend ein Speer S gegeben und wir sollen den
daraus darch Spiegelung an dem Quirl hervorgehenden Speer S*
aufsuchen. Liegt der Punkt ¢., welcher das sphirische Bild von S
ist, auf dem Kreise K, der das sphirische Bild des Quirls ist, so
findet man S* aus S durch Spiegelung an der Ebene des Biischels,
der zu S syntaktischen Speere des Quirls. Im allgemeineren Falle,
wenn ¢, nicht anf K gelegen ist, suchen wir zuniichst den Pol %
der Ebene des Kreises K beziiglich -der Kugel. Der zweite Schnitt-
punkt der Verbindungslinie k¢, mit der Kugel ist das sphérische
Bild # von 8* Is sei p der Schnittpunkt von S mit der Tan-
gentialebene t in ¢, an die Einheitskugel. Zu = legen wir die
parallele Ibene v, durch ¢ und projizieren p aus k zentral auf t,
nach p,. Klappen wir nun die Ebene t; in die Tangentialebene t*
in ¢ um ihre Schnittlinie in bestimmter Weise hinein, so kommt
p, in den Fufipunkt p* von S* auf t* zu liegen. Das Hineinklappen
hat hiebei so zu erfolgen, dal die bestehende Ahnlichkeit p—»p*
eine uneigentliche wird, wenn man die zum Kugelmittelpunkt
gerichteten Normalen von t und <* einander zuordnet.

Die Gruppe der automorphen Formationen eines Quirls ist natiir-
lich #hnlich zu der eines Wirbels. Besteht der Quirl aus allen Speeren
einer Ibene, so enthilt er oo% Ketten, die wir als ,orientierte
Kreise“ bezeichnen konnen, indem wir die Biischel von Speeren mit
eigentlichem Scheitel auch zu diesen Kreisen rechnen. Die sieben-
gliedrige Gruppe aus (G,,, H;,) mub also, soweit sie sich auf die
betrachtete Ilbene bezieht, orientierte Kreise wieder in solehe
iiberfilhren. Die Gesamtheit aller Vertauschungen der Speere einer
Ebene, welche diese Eigenschaft haben, ist aber eine siebengliedrige,
gemischte Gruppe, wie zuerst S. Lie angegeben hat,!) eine Unter-
gruppe der zehngliedrigen Gruppe aller ebenen orientierten Be-

1) Lie, Gottinger Nachrichten, Mai 1871 und Math, Ann. 5. Bd. (1872),
8. 186,
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rihrungstransformationen, die Kreise in Kreise iiberfilhren. Man
hat diese siebengliedrige Gruppe, da sich Laguerre mit ihrer
Geometrie eingehender beschiftigt hat, die ,erweiterte Laguerresche
Gruppe (der Kbene)“ genannt. Wir finden also:

Hilt man die Gesamtheit der Speere einer (reel-
len, ecigentlichen) Ebene fest, so vertauscht die
Gruppe (Gyy, H;,) die Speere dieser Ebene ebenso, wie
die erweiterte Liaguerresche Gruppe.

Die automorphe Gruppe aus (¢, HJ, H?, H(a)) bildet sich

ab auf die sechsgliedrige , Laguerresche Gruppe, die in der fritheren
invariant enthalten ist. Diese Gruppe gehort der unendlichen Gruppe
von Speertransformationen an, die Scheffers die Gruppe der
squilongen Transformationen genannt hat.*)

Wie die automorphe Gruppe eines allgemeineren Quirls dessen
Speere untereinander vertauscht, erkennt man, wenn man beachtet,
daB die orthogonale Projektion dieser Vertauschungen auf eine Ebene,
die zur Mittelgeraden des Quirls senkrecht steht, wieder die
(erweiterte) Laguerresche Gruppe ist, wovon man sich leicht iiber-
zeugen kann,

‘ Machen wir noch einige Bemerkungen beziiglich der Speer-
ketten.

In jedem Wirbel gibt es oo® Ketten. Dureh jede
Kette geht ein einziger Quirl und oo Wirbel.

Es gibt innerhalb der Gruppe (G Y g®. [ (3))

127 127 127
eine diskrete Gruppe von vier vertauschbaren Trans-
formationen, die die Speere einer Kette einzeln in
Ruhe lassen, namlich

aus G, die Identitit,
aus Hl(;) die Spiegelung an der Garbe
@ 1. . l durch die
aus H’ die Spiegelung an der Kugel [ Kette
aus HY die Spiegelung an dem Quirl
Einen speziellen Fall dieser diskreten Gruppen haben wir
schon im § 8 betrachtet, nimlich die vier Transformationen §* = S,
S¥=4§, S*=275 und S*=18, welche simtlich die Speerkette

in Ruhe lassen, die aus allen Speelen der Ebene a, =0 gebildet
wird, die durch den Koordinatenanfangspunkt hindurchgehen.

§ 6. Die involutorischen Transformationen der Gruppe (G, H;4).

Wir wollen jede Transformation, die zweimal hintereinander
angewendet die Identitit ergibt, involutorisch nennen, so dafi also
auch die Identitiit selbst zu den involutorischen Transformationen

1) Vgl. die Abhandlung des Verfassers ,Zur Geometrie der Speere in der
Euklidischen Ebene®, Monatsh. 1910, 8. 3.
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gerechnet wird.!) Um =mun derartige Abbildungen in unserer Gruppe
zu finden, gehen wir von der Betrachtung des sphiirischen Bildes
aus. Da das sphiirische Bild einer involutorischen Transformation
wieder eine solehe sein mufl, so kommen hier nur die folgenden
vier Fille von reellen M 6 biusschen Kreisverwandtschaftenin Frage:

I. Die Identitit.

IT. Eine Transformation, die folgendermafien konstruiert wird:
Man nimmt zwei beliebige, voneinander verschiedene, reelle Kugel-
punkte als Doppelpunkte der Abbildung an; um zu einem belie-
bigen dritten Punkte den entsprechenden zu finden, legt man durch
ihn und die beiden Fixpunkte den Kugelkreis und ermittelt darauf
beziiglich dieser beiden Punkte zu dem gegebenen Punkt den vierten
harmonischen. Entsprechende Punkte werden durch die Geraden
des Netzes ausgeschnitten, dafi die Verbindungslinie der Doppel-
punkte und deren reziproke Polare beziiglich der Kugel als Leit-
linien hat, Man kann diese Kreisverwandtschaft auch durch die
Aufeinanderfolge von zwei anderen, miteinander vertauschbaren
ersetzen; nimlich z. B. durch die Inversionen an dem kleinsten und
grobten der durch die Doppelpunkte gehenden Kugelkreise. Liegen
die Iixpunkte diametral gegeniiber, so reduziert sich die Trans-
formation auf die Umwendung um den verbindenden Durchmesser.

III. Die Inversion an einem (mit einem reellen Zug versehenen
oder) einteiligen Kugelkreis.

IV. Die Inversion an einem nullteiligen Kugelkreis. Man
kann diese auch durch zwei vertauschbare Transformationen er-
setzen, nimlich durch die Spiegelung an einem einteiligen Kreise
und die Umwendung an dem Durchmesser, der zu der Ebene des
Kreises senkrecht ist.

Die Transformationen I und II sind eigentliche, III und
IV uneigentliche Kreisverwandtschaften. Unsere Aufzihlung
ist ferner vollstindig, d. h. jede (veelle) involutorische Kreis-
verwandtschaft ist gegeniiber der Gruppe aller (reellen) Kreis-
verwandtschaften mit einer der vier aufgezihlten Arten dquivalent.

Wir beginnen damit, die involutorischen Transformationen
der Gruppe (G, HY, HY HY) zu ermitteln.

Da das sphiirische Bild einer Transformation aus G,, eine
eigentliche Kreisverwandtschaft ist, so haben wir hier nur die
Fille T und II zu beriicksichtigen. Wir finden 1. die Identitit
und 2. die Abbildung, welche wir Spiegelung an einem
Speerpaar neunen konnen, da bei dieser Transformation nur
zwei verschiedene, nicht-syntaktische Speere in Ruhe bleiben. Ver-
. moge der ersten Abbildung des Speerraumes entspricht dieser
Transformation die Umwendung an der komplexen Euklidischen
Geraden, in der sich die beiden Minimalebenen schneiden, die den
festbleibenden Speeren zugeordnet sind, Ist diese Gerade reell,

) Diese Festsetzung machen wir nur hier fir den Augenblick, und zwar
aus naheliegenden Griinden.
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d. h. fallen die beiden Speere gegensinnig oder antitaktisch zu-
sammen, so wird die Umwendung mit der zugehorigen Trans-
formation des Speerraumes identisch. Ein zweiter Sonderfall, -der
den ersten umfafit, ist der, daff die komplexe Gerade eine reelle
Richtung, d. h. einen reellen uneigentlichen Punkt hat, so dafi die
beiden Fixspeere der Abbildung antitaktisch liegen. Man fiihrt
diesen Fall durch Transformation mit einer ,Querschiebung® auf
den ersten zartick. Wenden wir uns jetzt zu dem ,allgemeinen
Fall“, in dem die Fixspeere weder syn- noch antitaktisch sind.
Wir legen durch den Halbierungspunkt ihrer gemeinsamen Normalen
oder, falls sie sich schneiden, durch ihren Schnittpunkt eine Gerade,
die .in beliebiger Weise zu einem Speer orientiert mit den gegebenen
Speeren gleiche Winkel bildet. Schraubt man unsere Fixspeere
nun um die so gefundene Gerade als Axe, so durchlaufen sie eine
Speerkugel. Die Spiegelung an dem Paar der Fixspeere kann
man nun durch die Aufeinanderfolge von drei bekannten Trans-
formationen ersetzen: erstens die Spiegelung an der eben gefundenen
Kugel, zweitens die Umwendung an der gemeinsamen Normalen
des Speerpaares, drittens die Umkehrung. Man bemerkt, dafl jeder
der oot Speerketten durch das Fixspeerpaar in sich transformiert
wird, und zwar so, dafi Speere, die beziiglich des gegebenen Paares
harmonisech liegen, miteinander vertauscht werden. Das Doppel-
verhiiltnis der vier dualen Speergrofen, welche an den beiden Fix-
speeren und einem Paare entsprechender Speere gehort, hat, falls
es ilberhaupt einen bestimmten Wert hat, den Wert — 1.

Wir wenden uns an zweiter Stelle zu den invelutorischen

Transformationen von Hf;), deren sphirische Bilder wieder eigent-

liche Kreisverwandtschaften sind. Wir finden fiir den Fall I
3. die Spiegelung an einer Garbe, die wir schon in § 4 behandelt
haben, und entsprechend dem Fall TI erhilt man eine 4. Trans-
formation, die durch die erste Abbildung aus der Spiegelung an
einer komplexen Euklidischen Ebene & hervorgeht. Da man mit

Hilfe derartiger Transformationen die ganze Gruppe (G,,, H')) auf-

bauen kann, so wollen wir sie einer etwas eingehenderen Betrach-
tung unterziehen.

Ist die Ebene & reell, so kann unsere Transformation zusam-
mengesetzt werden aus der Spiegelung an dieser Ebene und der
mit dieser vertauschbaren Umkehrung. Der Fall, dall die Ebene ¢
eine reelle uneigentliche Gerade oder eine ,reelle Stellung“ hat,
laBt sich analog wie im Falle 2. durch eine Querschiebung
in einfacher Weise auf dic erste Annahme zuriickfihren. Wir
wollen daher voraussetzen, dafi unsere Kbene ¢ imaginir sei
und von der konjugiert-imaginiren Ebene in der reellen, eigent-
lichen Geraden A4 geschnitten werde. Die Kreisverwandtschaft,
welche das sphirische Bild unserer Transformation ist, kann man
zusammensetzen aus der Inversion an einem einteiligen Kugel-
kreise K, dessen Ebene auf 4 senkrecht steht, mit der Spiegelung
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an einer (reellen) Durchmesserebene 3, die zu A parallel ist. Man
kann pun zu einem Speere S, der nicht zu 4 parallel ist, in
folgender Weise den entsprechenden S* aufsuchen. Man ermittelt
zuerst mit Hilfe des sphirischen Bildes die Richtung von S*. Dann
legt man durch zwei verschiedene (reelle, eigentliche) Punkte p
und ¢ von A syntaktische Speere zu S, namlich S, und S,, ebenso
zu S* S; und S:. Man bringt nun die drei syntaktischen Speere
S, S, und §, durch eine (reelle, eigentliche) Normalebene v in dem
Dreieck s, sp, 8, zum Durchschnitt; ebenso die beiden Speere
S; und S; mit einer Normalebene v in den Punkten s;, sq*. Der
DurchstoBpunkt s* von S* mit v* ist jetzt so zu konstruieren, dafl
die Dreiecke s, s,, s, und s, s;, s: eigentlich ihnlich werden,
wenn man die orientierten Normalen S und S§* von v und v* ein-
ander zuordnet. Dadurch ist S* eindeutig bestimmt.

Schlieflich ist noch anzugeben, wie man die zu A parallelen
Speere behandelt. Es sel also S ein zu A paralleler Speer und S*
der gesuchte entsprechende Speer. Wir nehmen an, daff der Mittel-
punkt der Einheitskugel des sphérischen Bildes auf 4 gelegen sei.
Wir bringen nun S im Punkte s zum Schnitt mit der Tangential-
ebene v in dem Punkte s, der Einheitskugel, der das sphérische
Bild von S ist.- Dann projizieren wir s; aus dem Pole der Ebene
des selbstentsprechenden Kreises K beziiglich der Einheitskugel
auf die Tangentialebene v* im Punkte s,, der dem Punkt s, dia-
metral gegeniiberliegt. Der so erhaltene Punkt s* ist der Schnitt-
punkt von S* mit v*, und zwar liegt S* antitaktisch zun &S.

Bei unserer Transformation gehen alle Speere einer (reellen)
Ebene a durch 4 wieder in die Speere einer solchen Ebene a*
iiber, und zwar liegen a und o* symmetrisch beziiglich der Ebene 8.
Insbesonders werden die Speere der Ebene & und ebenso auch die
Speere der zu & normalen Ebene durch 4 untereinander vertauscht.
In & liegen zwei Biischel syntaktischer Speere, die bei der Trans-
formation einzeln in Ruhe verbleiben, wihrend es in der genannten
zu § normalen Ebene keine (reellen) festbleibenden Speere gibt.

Betrachten wir noch die Vertauschung der Speere in der
Ebene & etwas eingehender. Es sei K; der Schnitt von & mit der
Einheitskugel des sphirischen Bildes und v der Mittelpunkt der
Kugel. Um zu einem Speere S von 3, der nicht zu 4 parallel ist,
den entsprechenden S* aufzusuchen, sucht man zuerst den Punkt

—>
s, auf K, so auf daB vs, syntaktiseh zu .S ist. Dann sucht man
den zweiten Schnittpunkt s, der Verbindungslinie k s, mit K. Der

—>,
durch den Schnittpunkt von S mit 4 syntaktisch zu vs, gezogene
Speer ist der gesuchte S”.

Diese Transformation der Speere einer Ebene gehtrt der
sLaguerreschen Gruppe® an, kann als ,Laguerresche
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Spiegelung® bezeichnet werden und steht in gewisser Analogie
zur Transformation durch reziproke Radien (Inversion).?)

Wir kommen jetzt zu den involutorischen Abbildungen der

Schar ‘H®, deren sphirisches Bild die Schar der uneigentlichen

Kreisverwandtschaften ist. Entsprechend dem spharischen Bilde III
erhalten wir als 5. involutorische Transformation die Spiegelung
an einer Speerkugel. Setzt man eine derartige Spiegelung
noch zusammen mit einer mit ihr vertauschbaren Transformation,
ndmlich der Umwendung an der Mittellinie der Kugel, so erhilt
man die 6. involutorisehe Transformation, deren sphirisches Bild
von der Art IV ist. Aus der Spiegelung an einem Normalennetz
erhilt man durch Zusammensetzung mit der Umwendung an der
(eigentlichen) Achse des Netzes die Umkehrung, die also auch
hierher gehort.

Zum Schlusse haben wir noch die Schar H(3) ins Auge zu

fassen, zu der als sphirisches Bild wieder die Schar der uneigent-
lichen” Kreisverwandtschaften gehort. Dem sphirischen Bilde III
entspricht 7. die Splewelung an einem Quirl. Als Sonder-
fall tritt hier die Spiegelung an einer (reellen, eigentlichen) Ebene
auf. Fiigt man zur Spiegelung an einem allgemeinen Quirl noch
die Umwendung um seine Mittelgerade hinzu, so erhilt man 8.

die involutorische Transformation von HI(Z), deren sphirisches Bild

mit der Nummer IV zu bezeichnen ist. Als Spezialfall gehort
hierher die Spiegelung an einem (reellen, eigentlichen) Punkte.

Damit sind die involutorischen Transformationen der Gruppe
(G HY, O® B(s)) ersehopfend aufgezihlt, d. h. jede derartige

122 122
Transformation ist mit einer der acht anvezahlten dquivalent,

Innerhalb der Gruppe &, gibtes keine neuen involutorischen
Transformationen, d. h. diese Abbildungen sind simtlich gegen-
iiber @, mit den Transformationen 1., 2., 3. und 4. #quivalent.
Dies folgt sofort aus dem Zusammenhange der Gruppe G, mit
den komplexen -Ahnlichkeitstransformationen.

Innerhalb der Schar H,, gibt es noch 2.c0! gegeniiber ¢/,
verschiedene involutorische Abbildungen, die aus den Transforma-
tionen H., 7.; 6., 8. am einfachsten mittels geeigneter Schwenkungen
durch belleblge Winkel hervorgehen. Innerhalb (Gh4 Hp) glbt
es nur sechs verschiedene Klassen involutorischer Transformationen,
namlich die Abbildungen 1., 2,, 8., 4., dann die Spiegelungen
an Wirbeln, die zn 5. und 7. #quivalent sind, und endlich
diejenigen Abbildungen, welche zu 6. und 8. dquivalent sind.

Stellen wir noch die einfachsten Formen unserer acht involu-
torischen Abbildungen in (G,, Hl(;), HS), Hl(z)) iibersichtlich zu-
sammen,

1) Vgl. § 5 und die Abh. des Verf. ,Zar Geom. der Speere in der Ebene*,
Monatshefte f. Math, XXL (1910) hes. S. 15.
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1) Identitat,
2) Umwendung.

3) Spiegelung an einem Punkte X Umkehrung.
4) Spiegelung an einer Ebene >} Umkehrang.

o | D) Umwendung X Umkehrung.
{ 6) Umkehrung.

7) Spiegelung an einer Ebene.
8) Spiegelung an einem Punkte.

§ 7. Abgeschlossene Speerkontinuen.

Will man das Kontinuum der (reellen) Specre oder, wie wir
jetzt sagen wollen, der (reellen) eigentlichen Speere durch Hin-
zuftigung ,uneigentlicher® Speere zu einem abgeschlossenen
Kontinuum ergéinzen, das fiir die Betrachtung der Gruppen G,
und G, geeignet ist, so bietet sich zuniichst der folgende Weg
dar. Wir hatten die eigentlichen Speere umkehrbar eindeutig auf
die Mannigfaltigkeit der Minimalebenen abgebildet und diese (in
§ 1) durch drei ,homogene* komplexe Koordinaten #, 7, t, dar-
gestellt, Nun wird nach der Anpschauung der projektiven Geo-
metrie das Kontinuum der Minimalebenen durch eine einzige ,un-
eigentliche Minimalebene“ abgeschlossen, ndmlich durch die un-
eigentliche oder unendlich ferne Ebene, die dem oben ausgeschlossenen
Wertetripel #5, <=0, ¢, =0, ¢, =0 entspricht. Es liegt daher der
Gedanke nahe, auch das Speerkontinuum durch Einfiihrung eines
einzigen uneigentlichen Speeres abzuschlieffen. Die homogenen
komplexen Koordinaten ¢, #, ¢, stellen dieses abgeschlossene
Kontinuum, das wir mit €, bezeichnen werden, ausnahmslos eindeutig
dar, natiirlich unter der Voraussetzung, daB man das Tripel 0, 0, O
ausschliefit.

Aus dieser ersten Erginzung kasn man leicht eine zweite
herleiten, Wir setzen

¢Y) too ==Tooy b =TT, =TT

und betrachten die komplexen Zahlen <4, 1, 7, 7, als Speer-
koordinaten. Bedeuten p und & zwei beliebige komplexe, von
Null verschiedene Zahlen, so sehen wir die Systeme (v, T, 7y, 7T5)
und (p%6% 140, pT, 67, 67;) als dquivalent an. Ferner wollen wir
die Wertesysteme (to,, 7, 0, 0) ausschliefen, Dadurch kommen
wir zu einem neuen Kontinuum €, mit co? uneigentlichen Elementen,
die den Zusammenhang der (reellen) Punkte einer Kugel haben
und durch das Verschwinden von t charakterisiert sind. Jedem
Verhiltnis <, :t,=4¢ :#, entspricht ein einziges uneigentliches
Element (p2¢,0, 0, 7, Tp), d. h. in jedem Biindel syntaktischer
Speere liegt ein einziger uneigentlicher Speer, umgekehrt geht durch
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jeden uneigentlichen Speer ein einziges Biindel syntaktischer Speere
hindurch. Die uneigentlichen Speere bilden sich also auf die
sphirischen Bilder der Biindel syntaktischer Speere auf der Ein-
heitskugel ein-eindetitig ab.

Wir beniitzen im Folgenden einen fiir die Geometrie grund-
legénden Begriff, den Herr Study eingefiihrt hat, ndmlich den
Begriff, der zu einer Gruppe gehorigen ,natiirlichen* Kon-
tinuen.!) )

Wir baben bis jetzt abgeschlossene Speerkontinuen in der Weise
hergestellt, dafl wir die (reellen) Speere auf die komplexen Tangential-
ebenen éines irreduziblen Kegelschnittes oder dual auf die komplexen
Punkte eines irreduziblen Kegels abgebildet haben, dann haben wir
das Punktkontinuum dieses Kegels in einer gegeniiber der automorphen
projektiven Gruppe ynatiirlichen Weise zu einem abgeschlossenen
Kontinuum ergiinzt und diese Erginzung auf den Speerraum iiber-
tragen. Auf diesem Wege konnen wir aber nichts Neues mehr
gewinnen, da die beiden angegebenen Kontinuen die -einzigen
natiirlichen Kontinuen fir die Gruppe eines Kegels sind, was man
ebenso nachweisen kann, wie Study den analogen Satz fiir seine
Gruppe der radialen Projektivititen beweist.?) Wir wollen daher
jetzt einen anderen Weg einschlagen, der uns zu einem dritten
- Speerkontinuum €, fiihren wird, das die Grundlage unserer spiteren
Untersuchungen bilden soll. :

An Stelle der in § 2 beniitzten unhomogenen dualen Koor-
dinaten X, X,, X, wollen wir hier homogene duale Koordinaten
fiir die Speere einfiihren, indem wir an Stelle von X, X, : X,

setzen. Dann besteht zwischen den neuen dualen Groflen die
Beziehung

(2) X=X+ X4 X2
Wir trennen ferner skalare und vektorielle Teile

X():xoo'*"séoo:)‘;:xm‘{‘e 23 9

(3) .
X, =X,q +5&311X3 —_—xog’l‘sxsn

so dafl die Beziehungen statt haben

2 2 2 2
) Xoo = X5, + Xy + X
®) X0 :ﬁoo = Xgy Xp5 1 Xo2 X5y -+ Xp; Xy

1) Man vgl. Geom, d. Dynamen § 27, bes. S. 272, Ferner Study, die
Elemente 2. Ordnung . . ., Leipzig Ber. 53 (1901), S. 838 und Enzyklopidie

d. m. W. IlI, AB, 4 b, Fano S. 338, Nr. 19.

?) Geom. der Dynamen § 27. Vgl. auch die Arbeit des Verfassers ,Unters.
zur Geom. d. Speere in der Euklidischen Ebene“, Monatsh. 1910, bes. § 11, S. 52.
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Dann fiihren wir nochmals neue Bezeichnungen ein, indem wir
(6) X, =5 k=0,1,2, 8
setzen und die zweiteiligen Determinanten der Matrix

‘ Xoo g1 Xos g

1

%00 523 %31 Im
mit £ bezeichnen {rs=01, 02, 03, 23, 31, 12}, also z. B.
(D xoo xea’ — an Xy = Eo1-

Zur Abkirzung fihren wir endlich noch Vektorenbezeich-
nungen ein: ' ’
(Ep Eo E5)=¢,

(8) (501:’ £o2 an):Ea
(Eus5 Es1s EIZ):i'

Dann bestehen folgende Gleichungen:

) E=(t]8)
(10) LEIO=6EIH=(EY),
(an E19=0, ¢]D=0, ¢[|H=0,
* +51£23+22‘E31+E3512:07
(12) _‘50223 * +$2£03—53502:07
_50531_51503 - ® ‘!‘53501:07'
—*20512—}—51502—52801 * :—09
* +E1501+22502+E3503:07
(12)* — & &1 * —62?12+€3531 ;OJ
_EOEO?+EIEI2 by =0,
U — & Eo3 — £ &5y 65 £ ¥ =0
JAY N
(13) =46 LEE=EDE=(]D5EE=6E

1) Eine Darstellung der £,,£, als rationale Funktionen von vier unabhin-

gigen Parametern (£, Ty, tj, ’1—'7) gebén die Formeln (23) des § 8.
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Zwischen den Vektoren ¢, & und § und den zuvor beniitzten
Vektoren X, X, X (vgl. § 2) bestchen die Relationen

(14) X =

Sehen wir nun die Koordinaten &, §, in dem Sinne als
homogen an, daB die Systeme (£, &) und (g€, p*¢,) als #qui-
valent gelten, so stellen diese Koordinaten, von demen wir nur
voraussetzen miissen, daf sie nicht siimtlich gleichzeitig verschwinden,
ein abgeschlossenes Kontinuum dar, von dem wir zeigen werden,
dafl es fiir die Gruppe ¢, ein natirliches Kontinuum ist.

Wir setzen £ .§, =« und deuten die zehn  , zwischen denen
die lineare Beziehung x,, = 2,; -} 2,, -+ 255 besteht, und die sechs
&, als tiberzihlige homcgene Punktkoordinaten in einem ebenen
Raume E;, von vierzehn Dimensionen. Unser Speerkontinuum
bildet sich ausnahmslos ein-eindeutig auf eine rationale vier-
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M, in diesem R,, ab.l) Wir
haben nun zu zeigen, dafll sich unsere Gruppe G,, auf eine Gruppe
von Kollineationen im E,, abbildet, die naturgemifl M, als Ganzes
in Ruhe lassen miissen.

Zunichst konnen wir die Transformationen von G, in den
dualen Koordinaten X, durch die linearen Substitutionen

=3
(15) X =3 4,X, k=01, 2, 8

=0

darstellen, welche die Gleichung X == X X~ X in sich trans-
formieren. Dabei miissen wir noch voraussetzen, dafl die Deter-
minante der (reell-) dualen 4,, =a,, -+ <b,, einen von Null ver-

schiedenen und zwar positiven skalaren Bestandteil |ay | habe.
Daraus folgt in den Koordinaten ¢, £ fiir G, die Darstellung

Ei——*;:gu g, k=0, 1, 2, 8
(16)

Gri Os;
b'ri bsj

Arm Arn
asm asn

e 3 3
N N
%szo

IR

mn

tn

n?

‘wobei mn und ebenso rs die Wertepaare 01, 02, 03, 23, 31, 12
zu durchlaufen haben. Die Gruppe G, bildet sich also tatsich-
lich auf Kollinationen im R,, ab, von deren Determinanten man
zeigen kann, daff sie nicht verschwinden. Nehmen wir noch die
Transformationen ¥, ¥,, T, der diskreten Gruppe des § 3.

') Dies ist bereits bei J. Gritnwald angedeutet a. a. O., 8. 135.
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E-e; =&, ET & E: £y EZ ¢y
Z, E:! = E01 5:2 == g 6:3 - 2037
E;s =— &y E; = — & Efz — 3
E:—__ao; E: 6172; —EJ’E; E37
(17) L ‘ E:l = &y ESQ € ‘2:3 = £
E; =& E; &0 E;‘Q €123
Jejj__eo, S, =t b=—F
Ly 851 = 6017 222 = E02’ &:3 = E037
] EZS =y E; =— & Ejz =%,

und endlich eine zweigliedrige Gruppe, durch deren Adjunktion
man Gy, zu G, erweitern kann,

E::Em k=01, 23}

& ==\, cos -6, sinB), & =h(E,cosp—E&, sind)

a8) & =M\(§,cosp--&, sinf), & =h(5,cosf—E,sinf)

£,==h(f, cosf--£,sinf), &, =h(E,cos—§&, sinP)
{0}

zu den obigen Transformationen hinzu, so erkennen wir, dafl sich
alle Transformationen von (Gis, f1s) auf automorphe Kollineationen
der M, abbilden. Damit ist gezeigt, dall unser abgeschossenes
Speerkontinuum €, fir die Gruppe (Gy,, H,,) ein natiirliches
Kontinuum ist.

~Wir wollen nunmehr die Mannigfaltigkeit der un-
eigentlichen Speecre unseres natiirlichen Kontinuums hetrachten,
die durch das gleichzeitige Verschwinden aller x. charakterisiert
sind. Wir finden, dafl es oo% uneigentliche Speere gibt, die sich
auf die rationale 4, von der vierten Ordnung abbilden, die als
vollstindiger Durchschnitt der beiden vierfach ausgedehnten quadra-
tischen Raume

Eo? + 502 -+ E—oi - 222 + Esi -+ 5127
€01 £y + €0 Ea1 -+ §s £, =0

Monatsh, fiir Mathematik u. Physik. XXI. Jahrg. 17

(19)
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in-dem ebenen B {x,s—_O} auftritt, Die M, bleibt natiirlich bei
der betrachteten 14ghed11gen gemischten Gruppe von automorphen
Kollineationen der M, als Ganzes in Ruhe.

In jedem Biischel syntaktischer Speere liegt ein einziger
unelgenthchm Speer und umgekehrt gehen durch jeden uneigent-
lichen Speer co! Biischel syntaktischer Speere, die durch beliebige
Schiebungen untereinander vertauscht werden. Ein Biischel syn-
taktischer Speere kann n#dmlich mit Hilfe eines Parameters o so
dargestellt werden:

X =% k=0, 1, 2, 3)
_x.:o - ._x_oo “+ o éoo 3‘: = st + o x:‘n

{rs =00, 23, 31, 12,
oder

g =t élJ_ELJ—{—wE

Fir lim w=occ erhilt man den uneigentlichen Speer des

Biischels
£ =0, §,=¢_.

Mittels unserer Formeln erhdlt man sofort eine Abbildung
der uneigentlichen Speere auf die Tangenten der Kinheitskugel
oder, was im reellen Gebiete gleichbedeutend ist, auf ihre Linien-
elemente. Deuten wir ndmlich die £, als Plickersche Linien-

koordinaten einer Ceraden E, was ja zufolge der Gleichung
(£ ] §)=0 moglich ist, so stellt die Gleichung (€ | &)= (€ | §) den
Tangentenkomplex der Einheitskugel dar, wenn wir uns die Linien-
koordinaten aus den homogen geschmebenen rechtwinkligen Punkt-
koordinaten zusammengesetzt denken, Die zu einem eigentlichen
Speer, der nicht durch den Koordinatenanfangspunkt o gehb, gehorige
Gerade Z geht zufolge der Gleichungen (12) auch darch das
sphérische Bild <xk :%

0
der zweiten Gleichung (14) auf der Verbindungsebene des Speeres
mit 0 normal. Lassen wir nun unseren Speer in einem Parallelen-
biischel ins unendliche riicken, so dreht sich die zugehorige Gerade
in der Tagentialebene um den Punkt der Einheitskugel, der das
sphirische Bild des Speeres ist, und steht in der Grenze auf der
Ebene des Biischels normal. Wir werden zweckmilig die so er-
haltene Kugeltangente oder das Linienelement, welches sie mit der
Kugel gemein hat, das sphéarische Bild des uneigent-
lichen Speeres nennen. Man konstruiert demnach das sphérische
Bild des uneigentlichen Speeres, der in einem gegebenen Parallelen-
biischel enthalten ist, indem man in dem Punkte der Einheitskugel,

) des Speeres hindurch und steht zufolge
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welcher das sphirische Bild der eigentlichen Speere des Biischels
ist, das Linienelement der Kugel verzeichnet, das auf der Ebene
des Biischels senkrecht steht. .

Man kann durch Einfilhrung eines Agquivalenzbegriffes von
unserem natiirlichen Kontinuum auf das zweite abgeschlossene
Speerkontinuum zuriickgelangen, indem man néimlich Linienelemente
des sphirischen Bildes mit gemeinsamem Anfangspunkt nicht von-
einander unterscheidet.

‘ Um einen Einblick in die Struktur der M; zu gewinnen,
wird es notig sein, auch ihre analytische Fortsetzung ins komplexe
(Gebiet zu betrachten,

In dem Biischel von quadratischen, vierfach ausgedehnten
Mannigfaltigkeiten, das durch die beiden Gleichungen (19) be-
stimmt ist, gibt es sechs von verschwindender Diskriminante. Davon
fallen aber je drei zusammen, so dal nur zwei verschiedene vor-
handen sind, nimlich die beiden konjugiert-imaginiren

B0)  Coig) Gy i8) G Fi8)° =0,
20y (— i) (G — i) 2 (6, i5,) T =0.

Die erste dieser Mannigfaltigkeiten besteht aus allen Geraden,
die gleichzeitig die. imaginire Ebene (d. h. die lineare Mannig-
faltigkeit mit zwei komplexen Dimensionen)

(21) b T 16, =0, Eoz—l—iemzo’ Eos—l_iEm:O

und den Kegelschnitt C treffen, der aus der konjugiert-imaginiren
Ebene

(2% by — 1y, =0, €p — 18, =0, 503——7:512———0

durch (20) ausgeschnitten wird. Analoges gilt von der konjugiert-
imagindren Mannigfaltigkeit (20)*, Der Durchschnitt der beiden
(20) und (20)*, das ist die analytische Fortsetzung der M;, besteht
somit aus allen komplexen Geraden, die gleichzeitig die beiden

konjugiert-imagindren Kegelschnitte ¢ und C schneiden.

Nimmt man im R, zwei beliebige Kegelschnitte an, deren
Ebenen keinen Punkt gemein haben, so erfiillen die gemeinsamen
Treffgeraden der beiden Kegelschnitte eine Mannigfaltigkeit von
drei komplexen Dimensionen, die zur analytischen Fortsetzung
unserer M, gegeniiber der Gruppe der komplexen Kollineationen
des R, dquivalent ist. Daraus ersieht man, daB die M, von 28
reellen Konstanten abhingt.

Auf die Kegelschnitte C und C, lings welcher sich die qua-
dratischen Mannigfaltigkeiten des Biischels (19) beriihren, kommen
wir auch in einfacher Weise, wenn wir von unserer Abbildung
der M, auf den Tangentenkomplex der Einheitskugel ausgehen.
Diesem Komplex gehtren némlich die beiden Scharen von Kugel-

17%
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erzeugenden an und diese entsprechen gerade den beiden Kegel-
schnitten C und C. Jede Kugeltangente, die nicht selbst Kugel-
erzeugende ist, liegt in einem einzigen Biischel von Tangenten
der Kugel und in diesem Biischel liegen auch zwei ihrer Erzeu-
genden. Daraus folgt far die M,: Jeder Punkt der 3, der nicht
auf einem der Kegelschnitte C und C liegt, gehort einer einzigen
Erzeugenden der M, an und diese KErzeugende trifft jeden der
beiden Kegelschnitte ¢ und C in einem Punkte. Die Erzeugen-
den der M, sind demnach ein-eindeutig auf die Punkte der Lin-
heitskugel bezogen, und zwar die reellen Erzeugenden auf die
reellen Kugelpunkte. Die Einheitskugel ist ferner Riemannsche

Zahlenkugel fir die biniren Crebiete der Kegelschnitte ¢ und C.

Mit Hilfe unserer sphéirischen Abbildung ist es nun auch
leicht die ~o* (reellen) Kegelschnitte zu finden, die auf der M,
gelegen sind. Jeder reellen Regelschar, deren Erzeugende Kugel-
tangenten sind, entspricht ein solcher Kegelschnitt. Und umge-
kehrt: jedem recllen Kegelschnitt der M, entspricht eine solche
Regelschar, vorausgesetzt, daff wir auch die Schar der Erzeugenden
eines der Kugel umschriebenen (irreduziblen) Kegels und die Schar
der Tangenten eines (irreduziblen) Kreises der Kugel unter diesen
Begriff fassen. An Stelle der reellen Erzeugenden der Regel-
scharen kénnen wir auch blof ihre Beriihrungselemente mit der
Kugel betrachten. Das ist eine kontinuierliche Figur von oc!
Linienelementen, wir wollen sie fiir den Augenblick ein Band
von Elementen nennen, deren Punkte einem irreduziblen Kugel-
kreise angehtren und deren Geraden diesen Kreis unter einem
festen Winkel treffen.

Wir stellen einige #iquivalente Eigenschaften der Kugel und
der M, gegeniiber:

Auf der Kugel gibt es
oot Binder.

Durchjedes(reelle) Linien-
element der Kugel gehen oc?
dieser Binder.

Durch zwei (reelle) Linien-
elemente, die ihre Punkte nicht
gemeinsam haben, gehen zwei

Auf der M, liegen oot
(reelle) Kegelschnitte.

Durch jeden (reellen)
Punkt der M, gehen oo? die-
ser Kegelschnitte.

Durch zwei(reelle) Punkte
der M,, die nicht auf derselben
Erzeugenden liegen, gehen zwei

Binder hindurch, ihrer Kegelschnitte.

Wir wollen nunmehr die Gruppe der automorphen
Kollineationen der M, mittels der sphirischen Abhildung unter-
suchen. Zunichst orientieren wir uns durch eine Abzihlung iiber die
Parameterzahl der Gruppe: Man findet als Differenz der Parameter-
zahl 35 der Kollineationsgruppe im R, und der Konstantenzahl 28
unserer M, fiir die automorphe Gruppe die Parameterzahl 7. Nun
zeigt es sich aber, dal bei der oben aufgestellten 14gliedrigen,
gemischten Gruppe von automorphen Kollineationen (@, ,, H,,) der M,,
wie wir gleich nither ausfithren werden, die Punkte der M; sieben-
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gliedrig vertanscht werden,') und es liegt daher von vorneherein der
Gedanke nahe, dafi durch diese Vertauschungen schon die gesamte
(reelle) Kollineationsgruppe der M erschoptt ist.

Beachten wir zuniichst, wie bei der Gruppe (G, Hl(;), Hfi), H:[(;)
die Linienelemente der Kugel vertauscht werden, wenn wir sie als -
sphiirische Bilder der uneigentlichen Speere ansehen. Aus den
Sitzen (4) des § 3 folgt unmittelbar, daf diese Elementtransformationen

yerweiterte“ Punkttransformationen auf der Einheitskugel sind, und

zwar bei G,,, HY) eigentliche und bei HY, H® uneigentliche Ms-
biussche Kreisverwandtschaften. Nehmen wir die umfassendere
Gruppe (G, H,,), so tritt zu der sechsgliedrigen Gruppe (ys, 75)
der Kreisverwandtschaften noch eine eingliedrige, kontinuierliche
Gruppe ¥, von Elementtransformationen hinzu, deren Transforma-
tionen die Eigenschaft haben, die Punkte der Linienelemente in
Ruhe zu lassen und ihre Geraden alle durch den gleichen Winkel 3
zu drehen. Dadurch wird (g, 7,) zu einer siebengliedrigen, ge-
mischten Gruppe (y;, y7) erweitert, die (y5, 7¢), Ys und v, als in-
variante Untergruppen enthilt. Insbesonders ist vy, eine ausge-
zeichnete invariante Untergruppe, d. h. jede ihrer Transformationen
ist mit jeder Transformation von (y;, y;) vertauschbar.

Zur besseren Ubersicht geben wir eine Gruppentafel an.

Gy Hy o= e Y23 %y
i S
, . g® e ) ]
Gy Hyps Hiy, Hp G, 16t X f
NS X/
Ges HY -mmmmmos G To

Dabei ist links (G,, H;,) angegeben und invariante Unter-
gruppen dieser Gruppe, rechts die induzierten Gruppen von Element-
transformationen auf der Einheitskugel oder anders aufgefafit, die
zugehtrigen Gruppen von Punktvertauschungen auf der M,. Zu--
sammengehorige, zueinander meromorphe Gruppen sind durch
punktierte Linien verbunden. Hierbei ist die Identitét rechts mit 7,
bezeichnet.

17)77717)i<;sﬂelben Vertauschungen erleiden die Punkte der M, auchschon durch’
die Abbildungen der Gruppe (G5, Hy,).
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Man kann nun leicht zeigen, dafi durch (y;, y;) die Gruppe
der (reellen) automorphen Kollineationen der M, bereits erschopft
ist. Nehmen wir an, es sei uns eine beliebige derartige Kollineation
vorgelegt. Sie mufl jedenfalls die Erzeugenden der M; untereinander
vertauschen. Demgemifl mull die zugehorige Elementtransformation
auf der Einheitskugel die Eigenschaft haben, Linienelemente mit
gemeinsamem Punkt wieder in solche iiberzufiihren, also mit einer
Punkttransformation verbunden zu sein. Da ferner bei der Kollinea-
tion die Kegelschnitte auf der M, untereinander vertauscht werden,
so mufl unsere Elementtransformation Binder in Bénder tiberfithren
und daher die zugehirige Punkttransformation auf der Kugel Kreise
in Kreise. Eine derartige Punkttransformation auf der Kugel ist
aber bekanntlich eine Mgbiussche Kreisverwandtschaft.l) Nehmen
wir auf der Kugel zwei (reelle) Linienelemente £/ und £’ an. Ihnen

mogen in der Kreisverwandtschaft die Elemente £, und Ei und in
der Elementtransformation dic Elemente E* und K™ entsprechen.
Die Elemente E; und E* und cbenso die Elemente £, und £

haben dann ihren Punkt gemeinsam. Es mogen ferner die beiden
ersten den (mod. = bestimmten) Winkel 8 und die beiden zweiten
den Winkel #' einschlieffien. Aus der Bedingung, dafl Binder in
Binder itbergehen miissen, konnen wir schliefien, daf § = £’ (mod. =)
ist. Nehmen wir nimlich etwa an, dall die Elemente E und £’
ihren Punkt nicht gemeinsam haben und denken wir uns eines
der beiden Binder B konstruiert, die & und &' verbinden. Die-
sem entspricht in der Kreisverwandtschaft ein Band B, durch K,

und E, und in der Elementtransformation ein Band $* durch B
und E'*, und zwar haben 9B, und B* den Kreis, welcher als Pankt-
ort ihrer Linienelemente aufitritt, gemeinsam, d. h. ibre Elemente
schneiden ein und denselben Kreis unter festem Winkel. Daraus
folgt aber, daf (bis auf Vielfache von =) =2§" ist und damit ist
auch bewiesen, dafi durch (y,, y;) die automorphe Kollineations-
gruppe der M, erschopft ist.

Bei den Abbildungen von 1, wird jeder der Kegelschnitte C

und C in sich selbst transformiert, wihrend bei denen von y, die
beiden Kegelschnitte untereinander vertausecht werden. Die Kol-
lineationen der Gruppe v, sind im R, dadurch charakterisiert,
dall sie die quadratischen Mannigfaltigkeiten des Biischels (19)
durch die M, einzeln in Ruhé lassen, hingegen die von 7, dadurch,
daf sie die Iirzeugenden der M, einzeln in Ruhe lassen.

Die Punkte der M, sind im reellen Gebiete simtlich regulir,
im komplexen Gebiete hingegen sind die Punkte der Kegelschnitte

1) Man kommt zu demselben Ergebnis auch durch folgende Betrachtung:
Bei der Kollineation der M; mufl der Kegelschnitt C entweder auf sich selbst
oder auf 'C projektiv bezogen werden. Die Einheitskugel, d. i. die zugehorige
Riemannsche Zahlenkngel wird daher durch eine Kreisverwandtschaft in sich
transformiert.
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C und C, durch die die M; doppelt hindurchgeht, singulir. Die
Fortschreitungsrichtungen auf M,, welche von einem Punkte p
des Kegelschnittes C ausgehen, erfiillen die quadratische Mannig-
faltigkeit von drei komplexen Dimensionen, welche von den Geraden
tiberdeckt wird, die gleichzeitig die Tangente in p an C und den
Kegelschnitt C treffen.

Gehen wir jeizt dazu iiber, den Bau der Mannigfaltig-
keit M, nsher zu untersuchen. Zuniichst bemerkt man, daB die
M, (oder genauer ihr reeller Zug) ein abgeschlossenes Kon-
tinuum von oco? (gewthnlichen) Ebenen enthilt, deren jede
einem Biindel syntaktischer Speere entspricht. Durch jeden
reellen Punkt der M, geht eine einzige dieser Ebenen hindurch
und jede der Ebenen schneidet die invariante M, in einer ihrer
Erzeugenden. Setzt man die Mannigfaltigkeit der oc? Ebenen,
die man die erzeugenden Ebenen der M, nennen wird, ins kom-
plexe Gtebiet hinein fort, so erhilt man, wie man unschwer ein-
sehen kann, alle komplexen Ebenen auf der M,. Auch durch
einen komplexen Punkt der M, geht in der Regel nur eine der
erzengenden Kbenen hindurch, ausgenommen sind nur die Punkte

der ausgezeichneten Kegelschnitte C und €, durch deren jeden co?
der co* komplexen erzeugenden Ebenen hindurchlaufen.

Die M, enthilt keine Gerade, die nicht auf einer ihrer er-
zeugenden Ebenen gelegen wire. Da jeder reellen Geraden auf M,
die nicht ganz auf der M liegt, demnach ein Biischel syntaktischer
Speere zugeordnet ist, so liegt es nahe, das Kontinuum der co*
Biischel syntaktischer Speere durch Hinzufigung von co? ,unei-
gentlichen® Bischeln zu einem abgeschlossenen Kontinuum zu er-
ginzen. Jedes derartige Biischel besteht aus den oc!' uneigent-
lichen Speeren eines Biindels syntaktischer Speere und auf der M,
ist ihin eine Irzeugende der M, zugeordnet.

Die Punkte der M,, welche nicht gleichzeitig auf der M,
liegen, sind reguldr. Doch auch noch in jedem Punkte der Mj,
der nicht auf C oder (' liegt, gibt es einen eindeutig bestimmten
Tangential- B, an die M,, den man erhilt, wenn man den
Tangential- B, an die M; in diesem Punkte mit der erzeugen-
den Ebene der M, verbindet, die durch den Punkt hindurchgeht.

Die Punkte der Kegelschnitte ¢ und € sind hingegen in der
Weise singular, dal die Tangenten an die M, in einem dieser
Punkte einen rationalen ,Kegel“ von der vierten Ordnung in einem
R, erfiillen. Jeder derartige Kegel ist, wie man ohne weiteres
bestitigt, gegeniiber komplexen Kollineationen #quivalent zu einer
Mannigfaltigkeit, die man folgendermafen konstruiert. Man nimmt
zuerst eine rationale Regelfliiche vierter Ordnung in einem B, an,
die durch Verbindung entsprechender Punkte von projektiv auf-
einander bezogenen Kegelschnitten K, und Ko entsteht, deren
Ebenen sich nicht treffen. Beniitzen wir die Parameter ay, oy, a5, A,
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. . . 2 2 2 4
die durch die Bedingung o] + o, -2, =0 verbunden sind, so
konnen wir eine solche Regelfliche so darstellen, dall wir die sechs
homogenen Koordinaten in E; einzeln gleichsetzen

Y %2y Ty
hagy hag, hay,

wobei dann die Kegelschnitte K, und Ko, etwa den Werken O
und co von A entsprechen mdgen. Projiziert man nun unsere Regel-
fliche aus einer Geraden R, die mit dem R, keinen Punkt gemein
hat, so entsteht ein Kegel der gewiinschten Art. Die singulire
Gterade R, eines solechen Tangentenkegels in einem Punkte von €

oder C ist die Tangente in diesem Punkte an C' oder C.
Die erzeugenden Ebenen der M,, welche durch den Punkt

von C oder U hindurchgehen, erfiillen einen Kegel von drei kom-
plexen Dimensionen der aus dem Tangentenkegel durch einen R
ausgeschnitten wird. Ein #dquivalentes Gebilde erbilt man dem-
gemif dadurch, daf man die eben beniitzte Regelfliiche vierter Ord-
nung aus einem Punkte projiziert, der nicht in dem FE; der Regel-
fliche liegt. Diese Regelfléiche ist aber einfach iiberdeckt von oo?
irreduziblen Kegelschnitten, deren jeder einem festen Wert des
komplexen Parameters A entspricht. Der Kegelschnitt wird aus dem
singuléiren Punkte des dreifach ausgedehnten Kegels durch einen (ge-
wohnlichen) irreduziblen Kegel zweiter Ordnung projiziert. Demnach

gehen durch jeden Punkt von C oder € oo? derartige Kegel, die
den Punkt als Scheitel haben und ganzin der Mannigfaltigkeit M,
enthalten sind. Man erkennt auch, dafl es andere Kegel zweiter
Ordnung auf der M, nicht geben kann. Einen der oc? Kegel
durch einen Punkt von (' kann man sofort angeben, ndmlich den
Kegel, durch den C aus diesem Punkte projiziert wird,

Unsere Mannigfaltigkeit M, enthidlt zwei von
einander getrennte, abgeschlossene Kontinuen von
ocotirreduziblenKegeln zweiterOrdnung. DieScheitel
dieser Kegel sind auf die beiden singuldren Kegel-
schnitte C und C verteilt.

Durch jeden Punkt der 3, der nicht auf Coder C
liegt, geht aus jedem der beiden Kontinuen, ein ein-
ziger Kegel hindurch.

Die M, ist also von den beiden Scharen von Kegeln in ihn-
licher Weise doppelt iiberdeckt, wie eine Kugel durch die beiden
Scharen von Erzeugenden. Diese Analogie erstreckt sich aber noch
weiter, man findet namlich:

Jeder dieser cot Kegel, der keinen der Kegel-
schnitte C oder C ganz enthilt,enthédlt nur‘einen ein-
zigen reellen Punkt. Jeder der hier ausgeschlossenen Kegel
enthilt hingegen eine ganze reelle Erzeugende der M.
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Ordnet man jedem Kegel des einen der beiden Kontinuen
seinen reellen Punkt zu, so entsteht dadurch eine im Allgemeinen
(1, 1)-deutige Zuordnung. Krinnern wir uns des zweiten €, der von
uns zn Anfang dieses Paragraphen betrachteten Speerkontinuen,
bei dem es nur co? uneigentliche Speere gab, die den Erzeugenden
der M, entsprachen, so erkennen wir:

Jedes der beiden Kegelkontinuen bildet sich
ausnahmslos ein-eindeutig auf das Speerkontinuum
C, ab.

Wir wollen jetzt zusehen, welche Gebilde den Speer-Garben,
-Wirbeln und -Ketten auf der M, zugeordnet sind.

Als Beispiel einer Garbe werden wir am einfachsten die
Nullgarbe verwenden, die aus allen Speeren durch den Koordi-
natenanfangspunkt gebildet wird. Fiir sie sind die sechs £, =0
und es bleiben nur die zehn @, ==& &, librig, von denen nur neun
linear unabhingig sind infolge der Bedingung zyy = #,, -+ 25y - 255
Wir erhalten so eine rationale Fliche von der achten Ordnung in
einem ebenen Raume von acht Dimensionen, die auf die Einheitskugel
ausnahmslos ein-eindeutig abgebildet ist. Diese Fliche hat mit der
M, keinen Punkt gemein, da tiberdies ihr R, mit dem R; der M,
keinen Punkt gemein hat. '

Als Beispiel eines Wirbels kionnte man etwa das orientierte
Normalennetz der z,-Achse verwenden. Man findet fiir die zu-
gehorige rationale Regelfliche auf M, dann eine einfache Parameter-~
darstellung. Die Flidche ist von der sechsten Ordnung und liegt
in einem R, der mit dem E, der M eine Ebene gemeinsam hat.
Diese Ebene enthilt einen irreduziblen Kegelschnitt, in dem sich
die Fliche und die M, durchsetzen,

Einer Speerkette — etwa dem Durchschnitt ,der eben
verwendeten Garbe und des eben verwendeten Wirbels — ent-
spricht auf der M, eine rationale Normalkurve. vierter Ordnung
in einem I, ‘

Die Ordnung der M, ist 20. Man kann dies etwa so
feststellen, dal man die M, wit dem R,, schneidet, der durch die
Gleichung #;; = O bestimmt ist. Das Schnittgebilde zerfallt: 1. in
die invariante M, die von der vierten Ordnung ist und bei der
Abzihlung einfach in Rechnung zu ziehen ist, 2. eine ebenfalls
dreifach ausgedehnte rationale Mannigfaltickeit, die alle Punkte
der M, enthilt, die den zur z;-Achse normalen eigentlichen Speeren
entsprechen. Diese Mannigfaltigkeit ist von der Ordnung acht,
ist aber doppelt in Rechnung zu bringen, da der R, die M, lings
dieses Gebildes beriihrt. So ergibt sich tatstiehlich fir die M,
die Ordnung-4 -4 2.8 =20.

Es ist offenbar die Frage von einer gewissen Bedeutung, ob
es (reelle) automorphe Kollineationen der 3, gibt, die nicht in
der Gruppe (G, H,,) enthaltcn sind. Giibe es nimlich solche
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Transformationen, so wire (Gy,, H,,) eine Untergruppe der un-
fassenderen Gruppe aller Kollineationen des R,,, die unsere Jf,
in sich selbst transformieren, und die Geometrie unserer Gruppe,
wire in der Geometrie einer weiteren endlichen Gruppe enthalten,
die der unseren in uatiirlicher Weise iibergeordnet ist. s zeigt
sich jedoch, daf} dies nicht der Fall ist:

Die Gruppe (G, H,,) enthilt similiche reellen anto-
morphen Kollineationen der M.

Um dies nachzuweisen, machen wir zuniichst die Bemerkung,
dafl bei jeder Kollineation der M, die_ M, invariant bleiben mufl,
denn die singunliren Kegelschnitte ¢, ' miissen doch jedenfalls ein-
zeln fest bleiben oder miteinander vertauscht werden und durch
sie ist die M;, der Ort der Treffgeraden beider Kegelschnitte,
schon bestimmt,

Um die Vertauschung der reellen Punkte der M, die nicht
auf M, liegen, zu untersuchen, beniitzen wir die komplexen Para-
meter 7, T, deren wir uns sehon in § 2 bedient haben. Die
genannten Punkte der M, sind im allgemeinen ein-eindeutiz auf
die endlichen Wertepaare ¢, T' abgebildet. Und zwar entspricht
jedem festen Werte von ¢ eine der oo? reellen erzeugenden Ebenen
auf M, und jede dieser Ebenen (mit Ausnahme von t=—oo ist
Gaulische Ebene fir die zweite komplexe Verinderliche 7, wenn

man die beiden Schnittpunkte der Ebene mit € und C als ibre
absoluten Punkte ansieht,

Ersetzt man in den Formelu (1), (2), (6), (8) des § 2 die
Versnderlichen X, durch die ,homogenen® ¢ mit Hilfe der
Formeln (14) unseres jetzigen Paragraphen, so erkennt man, dafl
sich die automorphen Xollineationen notwendiger Weise so dar-
stellen lassen miissen: o

= f,t, T, T),

T*=F(,t T, T),

wo f und F' rationale Funktionen der angegebenen Verinderlichen
bedeuten. .

Wic machen jetzt von einer fiir unsere Uberlegung wichtigen
Tatsache Anwendung, deren Beweis wir uns auf spiter aufsparen.
Wir werden in § 9 zeigen, dafi bei jeder automorphen Kollineation
der M, analytische Beziehungen zwischen den Parametern ¢, T
wieder in solche tibergehen miissen. Das ergibt fiir die Trans-
formationsformeln die einfacher Gestalt

| &£ =t J =t 1T,
‘ oder o
| 7°=17¢, 1), | =101,
wobei die Funktionszeichen wieder rationale Funktionen andeunten.?)

) Man vgl. den Lehrsatz I1I in Study (Circole mat, di Palermo 1906)
Sugli enti analitiel,
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Uber die Gestalt dieser Funktionen konnen wir sofort einige:
weitere Aussagen machen. Da bei den gesuchten Kollineationen
die erzeugenden Ebenen der MM, untereinander vertauscht werden,

so kann t* nur von ¢ oder ¢ abhiingen, und zwar wird diese Ab-
biingigkeit durch eine linear-gebrochene Substitution vermittelt.
Ordnet man nimlich jeder der erzeugenden Ebenen ihre beiden

Schnittpunkte mit € und € zu, so werden die bindiren Gebiete
dieser beiden Kegelschnitte durch den komplexen Parameter ¢ dar-
gestellt und die projektiven Vertauschungen der Punkte dieser
Kegelschnitte driicken sich durch linear-gebrochene Substitutionen
von £ aus. Greifen. wir anderseits zwei zusammengehorige Werte
¢, t* beraus. Thnen entsprechen zwei erzeugende Ebenen, die fiir
die Verinderlichen T, T™ Gaufische Ebenen sind, wenn wir ihre
Schnittpunkte mit ¢ und C als absolute Punkte ansehen. TUnter
derselben Annahme sind aber die beiden ebenen dureh die gesuchte
Kollineation #hnlich aufeinander bezogen. Unsere Transformation
mul demnach so geschrieben werden konnen:

# % +a2gf ~ % +a2i
(22) ] ty e a4y a5t
T*=H@#)+00)T, T*=H@pH+o@T

Nennen wir einen reellen Flichenzug, der auf M,, aber nicht
auf M, liegt und durch eine analytische Beziehung zwischen
den Parametern #, T’ dargestellt wird, einen ,isotropen Flichen-
zug“, dann konnen wir das schon oben beniitzte Ergebnis, dessen
Beweis wir auf spiter verschoben haben, auch so aussprechen: Jede
automorphe Kollineation von M, vertauscht die isotropen Flichen-
ziige untereinander. Zu diesen Flichenziigen gehoren die Mannig-
faltigkeiten, welche den Speergarben entsprechen und durch
Gleichungen von der Form

(28) T4 A+ Bt Ct2=0

dargestelit werden.') Diese speziellen (algebraischen) isotropen Flichen-
ziige sind unter allen anderen durch die folgenden zwei Eigenschaften
gekennzeichnet: 1. Sie haben mit jeder (reellen) erzeugenden Ebene
der M, pur einen einzigen Punkt gemein; 2. zwei verschiedene
derartige Ziige schneiden sich stets in zwei Punkten, die auch zu-
sammenfallen konnen. Diese Eigenschaften, von denen auch schon
die zweite allein geniigt, sind aber gegeniiber den zu suchenden
Kollineationen invariant. Demnach miissen diese die zu Garben
gehorigen isotropen Flichenziige untereinander vertauschen. Solllen
aber die Transformationen (22) Gleichungen von der Form (23)
wieder in solche iiberfilhren, so folgt, dal sie entweder die Ge-

?) Vel. §4 (2.
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stalt (5) in § 1 haben miissen oder die, welche man hieraus erhlt,
wenn man rechts fir ¢ und 7’ ¢ und 7' einfiihrt.

Damit ist aber das oben angefiihrte Ergebnis nachgewiesen.

Das Speerkontinuum €, ist in gewissem Sinne das ein-
fachste aller zur Gruppe (G, H;,) gehdrigen natiir-
lichen Kontinuen, doch kann man ihm noch eine Reihe an-
derer an die Seite stellen, inshesondere sind auch die Kontinuen
€, und €, natiirlich. Der Verfasser behilt sich vor auf diese Fragen
noch ausfiihrlicher zurtickzukommen,

§ 8. Komplexe Speere und ihre reelle Darstellung.

Wir wenden uns nunmehr zur Betrachtung der oo® kom-
plexen Speere unseres natiirlichen Kontinuums €, die den komplexen
Punkten der M, entsprechen. Hierhei wird uns eine reelle Dar-
stellung der komplexen Speere gute Dienste leisten, die nach dem
Vorhergehenden ziemlich nahe liegt,

Die beiden ausgezeichneten Kegelschnitte © {Formeln (20)
und (21)* des § 7} und C auf der M, wollen wir durch die Bei-
worte ,links“ und ,rechts® voneinander unterscheiden. C sei
also der linksseitige, C der rechtsseitige ausgezeich-
nete Kegelschnitt. Entsprechend soll jeder der oc* irreduziblen
Kegel zweiter Ordnung auf M, linksseitig oder rechtsseitig heiflen,
je nachdem er seinen Doppelpunkt auf C oder C hat. Nennen wir
ferner die M; das ,uneigentliche* Gebilde auf M, und diejenigen
Punkte und Kegel der M,, die auf der M, liegen ebenfalls ,un-
eigentlich“, die anderen Punkte und Kegel hingegen ,eigentlich",
so konnen wir frithere Siitze so aussprechen:

Durch jeden eigentlichen komplexen Punkt p
der M, gehen zwei eigentliche Kegel der M, hin-
durch, ein linksseitiger und ein rechtsseitiger,
deren jeder einen einzigen, und zwar eigentlichen
reellen Punkt {p und p,} enthidlt. Durch Angabe
zweier beliebiger reeller, eigentlicher Punkte p,
und p, ist umgekehrt ein einziger komplexer Punkt p
der M, eindeuntig bestimmt, nimlichder Schnittpunkt
des linksseitigen Kegels durch p, mit dem rechts-
seitigen durch p. Dadurch sind also die komplexen,
eigentlichen Punkte der M, umkehrbar eindeutig
abgebildet auf die geordneten Paare reeller, eigentlicher
Punkte derselben Mannigfaltigkeit.

Auf der uneigentlichen Mannigfaltigkeit M; liegen die Dinge
etwas anders. Nehmen wir zuerst einen komplexen Punkt p auf M,
an, der auf keinem der ausgezeichneten Kegelschnitte C und C liegt.
Durch p geht sowohl ein linksseitiger wie ein rechtsseitiger, und
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zwar uneigentlicher XKegel der M,, deren jeder eine reelle Er-
zeugende { G, und & ) der M; enthilt. Diese Greraden findet man
folgendermafien: Man legt durch p die komplexe Erzeugende der Mj,
die C und C in den Punkten ¢, und ¢, treffen moge. G, ist dann
die Verbindungslinie von ¢, mit dem konjugiert-komplexen Punkt ¢,
und ebenso @, die Verbindungslinie von ¢, und ¢,. Nehmen wir
also irgend einen reellen Punkt p, auf G, und einen zweiten p,
auf G an, so stellt uns dieses Punktepaar den Punkt p dar,
ebenso aber auch jeden anderen Punkt der Erzeugenden [¢; c,].
Jeder uneigentliche Punkt p, der weder auf Cnoch C gelegen ist,
bildet sich also auf co? Paare uneigentlicher, reeller Punkte (p,, p,)
ab, die sich auf zwei reelle Erzeugende G, und G, der M, ver-
teilen, und umgekehrt stellt jedes solche Punktepaar co? Punkte
auf einer bestimmten komplexen KErzeugenden der 3/, dar.

Noch anders gestalten sich die Verhiltnisse fiir die ,aus-
gezeichnet-uneigentlichen“ Punkte der M,, d. h. fir die Punkte
auf C und C. Es sei z. B. p auf C gelegen. Dann gibt es oo?
linksseitige Kegel auf M,, die durch p hindurchgehen, und zwar
diesen Punkt als Scheitel haben. Die reellen Punkte dieser Kegel
gehoren einer der oo? reellen Ebenen auf M, an. Durch p gehen
ferner co? rechtsseitize Kegel, nimlich alle uneigentlichen, rechts-
seitigen Kegel, deren jeder eine reelle Erzeugende der M; enthilt.
Gibt man daher einen reellen eigentlichen Punkt p, und einen
reellen uneigentlichen Punkt p_der M, an, so ist dadurch zwar
ein einziger linksseitiger, ausgezeichneter Punkt p festgelegt, es
wird jedoch derselbe Punkt p dargestellt, wenn wir an die Stelle
von p, irgend einen anderen reellen Punkt der Ebene von M, durch p
und an die Stelle von p_ irgend einen anderen reellen, uneigent-
lichen Punkt treten lassen. Man ersieht daraus, daf unsere Ab-
bildung im uneigentlichen Gebiete nicht mehr so einfach ist und
nur dorch Einfiihrung ziemlich verwickelter Aquivalenzbegriffe
umkehrbar eindeutig gemacht werden konnte.

Wir deuten nun die imagintiren Punkte der M, als ,imaginsre
Speere“. Aus den Formeln (14) des § 7 geht hervor, dafl auch
im komplexen Gebiete die Mannigfaltigkeit der Euklidischen
Geraden durch die Mannigfaltigkeit der ,Euklidischen Speere”
16 =& & - £ 4 0} geradeso wie im rechten Gebiete doppelt
iberdeckt ist: Jede komplexe Euklidische Gerade triigt zwel ver-
schiedene Kuklidische Speere, die durch die Umkebrung mit ein-
ander vertauscht werden, und jeder Kuklidische Speer liegt auf
einer einzigen Kuklidischen Geraden. Bezeichnen wir die aus
Hesseschen Punktkoordinaten , :w; : @, : 2, zusammengesetzten
Plickerschen Linienkoordinaten der Euklidischen Geraden mit
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Pix {pm Pos +poz Ps1 -+ Pog P1a =0, p(zn +P§2 “I‘ng =+ 0}7 50
finden wir fiir die Koordinaten der darauf liegenden Speere die Werte:

IEO =pw, Ek:‘ppok {k:l,?,g}
(1) 01 =0%Pas 0, -y &5 =07 (Doa P12 — Po3 P23)y - - -
l w2:ﬁ%1 +p?2 “I”ng

und umgekehrt

@ 1001.:;002.:]903:}:{508135022':2063:
Pas  Psy : Prs Er ¢ o2 T Gy -
Zur Abkiirzung fiihren wir auch Vektorenbezeichnungen ein
(Pors Pozy Pos) =P, (Pags P31y Piz) =p, dann ist
© b=, E=pp, E=ppw, E=0'pD.

Indem wir uns zundchst auf Euklidische Gerade und Speere
beschriinken, wollen wir untersuchen, welche Mannigfaltigkeit von
Geraden diejenigen Speere iiberdecken, die den co* Punkten eines
eigentlichen Kegels auf M, entsprechen. Greifen wir auf der M,
den reellen, eigentlichen Punkt heraus, der der z;-Achse unseres
Koordinatensystems entspricht:

t=0, T==0

(4)
80:1; EIZO, £2::O; 83:1; Er3:O~

Den linksseitigen Kegel durch diesen Punkt konnen wir mit
Hilfe der (unhomogenen) Parameter p, v so darstellen:

b =1, & =up, b= ip, & =1;

Too =1, @, =p, Loy = T, Lz =1,

oy = ph Ty = AP, Ty =y,
®) Tyy = — u?, Ly —=1p,
Z33 =1;

o1 =, € =1V, €5 =0,

g =—1iv, & =v, €2 =0.

Sein Scheitel auf C hat die Koordinaten {v = oo}

l alc:(); xrs:();
(6) br=1 , E&p=1i, ¢&;=0,
l E23:——2‘7 231:17 812:0.

Die von den zugehtrigen Speeren iiberdeckten Geraden haben nach
Formel (2) die Koordinaten -



Geometrie der Speere. 271

) ?90112)0213903:}:{9:{‘\“:1:
DPag % P31t Dz viiv i 0,
liegen also in der Minimalebene
(10) @ 42z, = 0.
Dieselbe Minimalebene enthilt jedoch auch die Speere
B =1, § =—u, § =—ip, § =—1;
Zgg =1, Tgy =-—u, &gy =iy, @y =—1,
Ty = uh oy = i} ay= oy,
(11) Ly, =08, Ty = iy,
Ty = 1;
b =-— v, Ep=—1iv, Ez= 0,
by = —1v, & = v, &= 0

Diesen entspricht ein rechtsseitiger Kegel auf M, mit dem
Scheitel

) k

(12) { bp=—1, fp=—1, &3=0
{ b= —1

auf C.

Wihrend den komplexen Euklidischen Speeren einer Eulkli-
dischen Ebene oot Punkte auf der M, entsprechen, die einer
irreduziblen algebraischen Mannigfaltigkeit von zwei komplexen
Dimensionen angehoren, gehtren die Punkte welehe den kom-
plexen Kuklidischen Speeren einer Minimalebene entsprechen, zwet
Kegeln auf der M, an, einem linksseitigen und einem rechtsseitigen.?)
Die beiden Kegel werden durch die automorphe Kollineation der M,
mit elnander vertauscht, welche der Umkehrung entspricht.

Betrachtet man den komplexen Speer als Raumelement, so
erscheint es daher vorteilhaft, die Gesamtheit der
Minimalebenen doppelt zu iiberdecken und entsprechend
den linksseitigen und rechtsseitigen Kegeln der M, linksseitige
und rechtsseitige Minimalebenen zu unterscheiden. Die
beiden, voneinander vollig getrennten Kontinuen von je oot ,ein-
seitigen“ und, wie wir jetzt beiftigen wollen, ,eigentlichen®
Minimalebenen wird man zweckméafig durch je co?  uneigentliche,
einseitige“ Minimalebenen, die man etwa auf die Punkte des ab-
soluten Kegelschnittes abbilden kénnte, zu abgeschlossenen Kontinuen
erginzen. Jedes Biischel von einseitigen Minimalebenen enthilt eine

1) Es genligt natiirlich, wenn wir, wie das hier geschehen ist, dies fiir-eine
beliebig herausgegriffene Minimalebene nachweisen, da durch die reellen
Bewegungen die Minimalebenen transitiv vertauscht werden, gerade so wie durch
die zugehtrigen Kollineationen der M, deren reelle, eigentliche Punkte.
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einzige uneigentliche Minimalebene und umgekehrt, durch jede un-
eigentliche, einseitige Minimalebene geht ein einziges Biischel von
einseitigen Minimalebenen hindurch. Jede gewishnliche oder besser
ndoppelseitige® Minimalebene trigt zwei einseitige, eine links-
und eine rechtsseitige. Zwei einseitige, eigentliche Minimalebenen
gleicher Art haben stets keinen eigentlichen, zwei von verschiedener
Art haben stets einen einzigen, und zwar eigentlichen Speer gemein.
Jede einseitige, eigentliche Minimalebene enthilt einen einzigen
reellen, und zwar eigentlichen Speer.

Bei der in § 2 betrachteten Zuordnung von reellen, eigent-
lichen Speeren und eigentlichen, doppelseitigen Minimalebenen, hatten
wir jedem solchen Speer diejenige doppelseitize Minimalebene zu-
geordnet, weleche die linksseitige Minimalebene trigt, die durch
den Speer hindurchgeht.

Aus der reellen Abbildung der komplexen, eigentlichen Punkte
der M, ergibt sich nun folgendes: Die komplexen, eigent-
lichen Speere werden ausnahmslos umkehrbar ein-
deutig abgebildet auf die geordnefen Paare reeller,
eigentlicher Speere. Man findet zu einem kom-
plexen, eigentlichen Speere S seinreelles Bild (S, S,),
indem man den reellen Speer §; der linksseitigen
und den reellen Speer S, der rechtsseitigen Minimal-
ebene durch S aufsucht. Istumgekehrtein beliebiges
geordnetes® Paar reeller eigentlicher Speere (S, S;)
vorgelegt, so findet man den dargestellten kom-
plexen, eigentlichen Speer S als gemeinsamen Speer
der linksseitigen Minimalebene durch S mit der
rechtsseitigen durch S..

Man bemerkt, dafi S; auch in der rechtsseitigen Minimal-
-ebene durch 5, den zu & konjugiert-komplexen Speer, liegt und
-ebenso S, in der linksseitigen Minimalebene durch 5. Eigentliche

komplexe Speere mit reeller Richtung, d. h. mit reellen sphérischen
Bilde {£, : & : &, : £} bilden sich ab auf geordnete Paare syn-
taktischer Speere. Insbesonders bilden sich reelle eigentliche Speere
ab auf Paare zusammenfallender Speere {S =5=27, } Zu komplexen
Euklidischen Speeren {, =0} gehoren Paare reeller, nicht-antitak-
tischer Speere.

Wir richten nun unser Angenmerk auf die oo® Speere, die
‘durch die {gegeniiber (,, nicht-invariante} Bedingung & = 0
-charakterisiert sind und die wir akzessorische Speere nennen

wollen. !) Das entsprechende Gebilde auf M,, der Schnitt mit dem
R, 2y, =0, zerfillt in zwei analytisch-getrennte Mannigfaltig-
keiten, néimlich in die Mannigfaltigkeit M, der ,uneigentlichen“
Punkte, lings welcher die M, von dem R, beriihrt wird, und

1) Die Terminologie ist der des Herrn Study in der Geom. der Dynamen
nachgebildet. Vgl. dort S. 290,
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eine zweite nationale Mannigfaltigkeit ¥; von der Ordnung 8 in
einem reellen R,,, die aus oo? imaginsiren Ebenen besteht, keinen
reellen Punkt enthilt und die M, in einer rationalen Regelfliche
vierter Ordnung trifft.

Beachten wir zunichst die eigentlichen Punkte der V7,
denen die eigentlichen, akzessorischen Speere entsprechen. Fir
sie ist zwar &, =0, aber es sind nicht gleichzeitig alle & =0
{k=1, 2, 8}, oder in Vektorbezeichnung £<4=0. Wollen wir
die von diesen Speeren iiberdeckten Geraden des Pliickerschen
Greradenkontinuums ermitteln, so miissen wir zwei Fille unter-
scheiden: entweder ist neben & — 0, £==0 auch £ = O oder nicht
{¢+0]. -
~ Im zweiten Falle liefern die Formeln (2) eine bestimmte,
und zwar uneigentliche, von dem Speer iiberdeckte Gerade
{p=0, p=£=0}. Da iiberdies sich zufolge der Formeln (13)
des § T aus £ =0 ergibt, dal die Vektoren £ und & proportional

A

{¢€ =101} sind und somit 2 =(t]6)=(818) = (p|p)=0 wird,
ist die tiberdeckte Gerade eine Tangente des absoluten Kegel-
schnittes. Wir finden also, dafl co* verschiedene eigentliche
Speere, fir die die Verhiiltnisse € : &, : & = &), : &, : &, bestimmte
feste Werte haben, eine einzige Gerade des Pliickerschen Linien-
kontinuums itberdecken, und zwar eine uneigentliche Gerade,
nimlich eine Tangente des absoluten Kegelschnittes.

Nehmen wir an zweiter Stelle an, es sei neben £, =0, £=0
noch § = 0. Jetzt werden die Formeln (2) illusorisch, doch

kénnen wir aus den Gleichungen (8) dieser Paragraphen ersehen, daf

A
(13) E=ypp, E=pPp
wird und hieraus
' A
1 1 &
TR ET ey

worin » einen im iibrigen belicbigen Vektor bedeutet, dessen
inneres Produkt mit ¢ nicht versehwindet {(£]v) == 0}. Andern
wir den Vektor #, so durchliuft die Gerade mit dem Koordinaten
p, p ein Biischel von- Minimalgeraden. Nehmen wir umgekehrt

ein solches Biischel an,

(15) pzpoap:]jo_}‘)\poy{po*oy(Z’olpo):O}

5o entspricht allen co? Minimalgeraden des Biischels derselbe Speer

AN
(16) EQZO;E:Ppan:O>£=P2PO£0'

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik. XXI. Jahrg. 18
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Nennen wir cinen derartigen Speer {{, =0, ¢=0, £=0} einen
eigentlichen Minimalspeer, so konnen wir uns so ausdriicken :
Jeder eigentliche Minimalspeer iiberdeckt alle co? Geraden eines
Biischels von Minimalgeraden und jede eigentliche Minimalgerade
trigt einen einzigen eigentlichen Minimalspeer.

Mit Hilfe unserer resllen Darstellung konnen diese Verhiltnisse
ganz anschaulich gemacht werden. Ein eigentlicher akzes-
sorischer Speer bildet sich auf ein (geordnetes) Paar
von (reellen elgenthchen, und zwar) antitaktischen Speeren
(8;,8;) ab. Uberdecken S; und S, nicht ein und dieselbe Gerade,
so sind die doppelseitigen Minimalebenen, welche mit der links-
semgen durch S; und der » echtssel’clgen durch S, zusammentfallen,
parallel, ihre Schnittlinie ist eine Tangente des absoluten Kegel-
schnittes. Die eigentlichen Mlnnnalspeere bilden sich
auf Paare antitaktisch zusammenfallender Speere ab.
Die zugehorigen einseitigen Minimalebenen iiberdecken ein und
dieselbe doppelseitige Minimalebene, deren séimtliche Minimalgeraden
von. dem Minimalspeere iiberdeckt werden.

Man wird das Kontinuum der eigentlichen Mlnlmalspeele
durch co? uneigentliche Mlnlmalspeel e abschlieBen, welche
den Punkten eines Kegelschnittes auf der M; entsprechen.

Wir bemerken nunmehr: Unsere reelle Darstellung
ist gegeniiber jeder (reellen) Transformationder kon-
tinuierlichen Gruppe G, invariant.

Das soll folgendes leisten: Es sei § —» S eine Transformation
von Gy,, (S, S,) das reelle Bild eines komplexen, eigentlichen
Speeres &, (5], 57) das Bild des transformierten Sperres &%, dann
geht durch dieselbe Transformation & —» S* auch S, in S und
S, in S tber. Man konnte diese Tatsache auch dadurch kenn-
zeichnen, dall man sagt: Unsere reelle Darstellung ist mit den
Transformationen von ,, vertauschbar.

Da bei den Transformationen von G, antitaktische Speere
im allgemeinen nicht wieder in antitaktische Sperre iibergehen,
erkennen wir auch auf diese Weise, daf} hierbei im allgemeinen akzes-

sorische Speere nicht wieder in solche und ebenso Minimalspeere
nicht wieder in Minimalspeere tibergehen.

Beachten wir jetzt, wie sich die (reellen) Transformationen
der kontinuierlichen Schaar H,, angewendet . auf die komplexen
Speere reell darstellen. DBehalten wir die eben eingefithrten Be-
zeichnungeu bei, so sehen wir, daB durch die Transformation
S~» 8" 8,in 87 und S, in S iibergeht. Ist beispielsweise die
betrachtete Transformation die Umkehrung, so ist
§f=—8,8"=-—-27§

¢ I3
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wenn wir durch das Minuszeichen die Umkehrung andeuten.’) Die
Minimalspeere sind dadurch gekenmzeichnet, daf
sie bei der Umkehrung einzeln innRuhe verbleiben.

Wir gehen nun einen Schritt weiter und setzen die Scharen
Gh,, H;, analytisch ins komplexe Gebiet fort, wodurch wir zu
Scharen G5, H,; mit 28 reellen Parametern gelangen und fragen
uns, wie sich deren Transformationen reell abbilden. Man findet :

Eine Transformation € von Gy (oder, was das-
selbe ist, eine komplexe Transformation von Gy,),
{9} T=28% wird dadurch reell dargestellt, daB man
die Speere S, S einzeln zwei (reellen) Transforma-
tionen ¥, T von G, unterwirft, {5} T, =5, {Sr}z,,:S;i.

Ist T reell, so ist T= T, = T,. Die Gruppe Gy, ist demnach
halb-einfach und setzt sich aus zwei vertauschbaren Untergruppen
zusammen, deren jede zu G, isomorph ist.

Eine Transformation von H, {S}] T=28% wird
analog folgendermafien reell dargestellt:

S}, =28, {51%,,=5;. Dabeisind®%,, und ¥, (reelle)
Transformationen aus H,,.

Man kann die Gruppe (G,s, H;s) etwa noch dadurch um
zwel weitere kontinuierliche Scharen erweitern, daff man das
Konjugium, das ist diejenige Transformation, welche jedem
Speere den konjugiert-komplexen zuordnet, adjungiert. Das Kon-
jugium stellt sich so dar:

Sr=49, 8 =5,

Unter den invarianten Untergruppen von (f, erwihnen wir
die Gruppe G,,, die aus G, durch analytische Fortsetzung hervor-
geht. Die zugehtrigen Abbildungen T, und ¥ gehoren der
Gruppe G, an.

Um fir die Zuordnung zwischen komplexen, eigentlichen
Speeren und Paaren reeller, eigentlicher Speere auch eine ana-
lytische Formulierung herzustellen, nehmen wir unseren
Ausgang vom sphirischen Bilde.

Ist das sphirische Bild s{%,:¢} eines eigentlichen komplexen
Speeres S gegeben, so kann man die sphirischen Bilder s, und s,
der zugehorigen reellen eigentlichen Speere S und S, folgender-
mafen konstruieren: Wir legen durch den komplexen Punkt s
der Kugel die ,linksseitige® Kugelerzeugende, ihr reeller Punkt
ist s, ebenso die ,rechtsseitige“, deren reeller Punkt ist s,. Dabel

D) Hierhei bedeuten die S nicht etwa auch komplex-duale Groflen, sonst
wiren die Formeln unrichtig.

18#%
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haben wir nur zu beachten, daff der jetzige Gebrauch der Worte
Hlinks“ und ,rechts* mit dem fritheren in der Weise iiberein-
stimmen, dafl z. B. die sphérischen Bilder der Speere einer links-
seitigen Minimalebene auch eine linksseitige Kugelerzeugende er-
fiillen.

Man findet als Bedingung dafiir, dafl zwei Kugelpunkte
s{& 1€} und s* {£7: €7}, auf derselben linksseitigen Irzeugen-
den gelegen sind,

A ‘ -
(17), EEr—i{EE—¢§,8 =0
und analog fiir die rechtsseitigen Erzeugenden
A .
7), fer i (g E—¢g 87 =0.

Fiir die Koordinaten der Punkte s, {Ef)[) : Em} und s, {&g') : Em} ergeben
sich demnach die Verhiltnisse

J— — A_.
€0 R ElEEFitE

(18) g bEF(E]E)

_ o L
ke E—itE
Vo kbt
wo der Querstrich wie frither den Zeichenwechsel von ¢ andeutet.
Umgekehrt ist

' A
(19) R e

G wE %

Die reellen Kugelpunkte bilden sich auf zusammenfallende
[s==s5 =15, die uneigentlichen Kugelpunkte auf ' diametral
gegeniiberliegende Punkte ab {J’£® J- ¢’ €© = 0}-

Aus diesen Formeln (17), (18), (19) kionnen wir unmittelbar
die entsprechenden fiir die reelle Darstellung der komplexen Speere
entnehmen mit Hilfe des Ubertragungsprinzips aus der Geometrie
der Dynamen. _

Bisher hatten wir nur reelle eigentliche Speere anf die reell-
dualen Punkte der Einheitskugel abgebildet. Setzen wir nunmehr
das vierfach ausgedehnte reell-duale Gebiet der Einheitskugel ins
komplex-duale Gebiet hinein fort, so erhalten wir eine achtfach
ausgedehnte Bildmannigfaltigkeit der komplexen Speere. Den
eigentlichen, einseitigen Minimalebenen entsprechen die komplex-
dualen Erzeugenden der Kugel. Beniitzen wir demnach zur Dar- -
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stellung der komplexen Speere die homogenen, Lomplex—dualen
Koordinaten vom Anfange des § 7, X;; (Xl, X, X;) =X, so
ergeben sich fiir die reello Abblldung der komplexen, elgentllchen
Speere die Gleichungen, welche man aus den obigen erhilt, wenn
man die ¢ alle durch die X ersetat. Analog erhilt man aus den
Formeln (17),, (17),, die Bedingungen dafiir, dall zwei Speere
S und S* gleichzeitig in einer linksseitigen oder rechtsseitigen
Minimalebene liegen.

Wihrend diese Formeln fiir alle eigentlichen Speere gelten,
fiihren wir noch einige weitere an, die keinen so umfassenden
Giiltigkeitsbereich aufweisen. Stellen wir nimlich die reellen
Speere S, und S durch die komplex-dualen Speergrofien des § 2
dar, so findet sich

— _ XX, X — X

[ KL A i =P

20) o
S—t4er=tid KX

Xy -+ X, 1 Ay

und umgekehrt
J XX X X, =
|= 1 +8,8):(S,+8):—i(S,—8):(1—58,58). Y

Durch Scheidung skalarer und vektorieller Teile findet man
ferner aus (20) [vgl. (2) und (8) in § 2]:

&1

ft Z527 T — (o 7 8ps) — i Bz 11 &51)

J ¢ E0+Eg t (E —l—Eg ’
(22) _ _

]lt E_l‘{—i_52’ T — (201‘{“2509)_3(523“{‘7'531)

R " (& +E)
und ebenso (23)
0”11+tt}> “91—It+t }7 PEz:—'—th'“t—}7 pc3_11_tltr}7

Pl ={1— BT (1) T}, @b, =—i{1—D T,—(1—T),
Pl i [T —(A+B) 1), 6, — {<1+t2>T+<1+#>1§},
02k =—2{t, T.—1 T}, o2, = 2i(t, T, T).

Diese Formeln (20), (21), (22), (23) versagen (auller fiir die un-
eigentlichen Speere) nur fiir diejenigen, fiir welche & -4 =0 ist,

1) Fs sei hier nochmals daran erinnert, daB der Querstrich den Zeichen-
wechsel von ¢ und nicht etwa von e andeutet.
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doch kann man auch leicht eine homogene Darstellung einfiihren,
die diese Ausnahmsstellen simtlich beseitigt.

Fiigen wir noch einige Bemerkungen iiber die komplexen,
uneigentlichen Speere an. Ihre reelle Darstellung gestaltet
sich ziemlich verwickel, so dafl wir nicht weiter darauf eingehen.

Den beiden ausgezeichneten Kegelschnitten € und C anf M, ent-
sprechen zwel getrennte, - abgeschlossene Kontinuen von je oc?
sausgezeichnet uneigentlichen“ Speeren, die bei den Abbildungen
von (G4, H,,) untereinander vertauscht werden.

Die Mannigfaltigkeit der uneigentlichen Geraden des
Plickerschen Lintenkontinuums ist in folgender Weise durch
Speere iiberdeckt. Jede komplexe uneigentliche Gerade triigt ein
Kontinuum von co* uneigentlichen Speeren, das simtliche aus-
gezeichnet uneigentlichen Speere und zwei verschiedene uneigent-
liche Minimalspeere enthilt. Das entsprechende Gebilde auf der M,
ist eine rationale Regelfliche vierter Ordnung, die durch eine
projektive Beziehung zwischen C und C erzeugt wird. Jede Tan-
gente des absoluten Kegelschnittes trigt drei analytisch-getrennte
Mannigfaltigkeiten von je oot Speeren: Zunidchst ein einziges
Kontinuum von co* eigentlichen, akzessorischen Speeren, das durch
ein Bischel von co? uneigentlichen Speeren abgeschlossen wird
und oo? eigentliche und einen uneigentlichen Minimalspeer enthélt,
dann zwei Mannigfaltigkeiten von oof uneigentlichen Speeren, die
beide denselben uneigentlichen Minimalspeer enthalten. Die ent-
sprechenden Gebilde auf M, sind: eine Ebene und zwei uneigent-
liche Kegel, ein linksseitiger und ein rechtsseitiger.

Jeder uneigentliche Speer, der weder ausgezeichnet-uneigentlich
noch ein Minimalspeer 1st, iiberdeckt ein Biischel von oo? un-
eigentlichen Geraden, das seinen Scheitel nicht auf dem absoluten
Kegelschnitte hat. Jeder Minimalspeer hingegen iiberdeckt ein
Biischel, dessen Scheitel dem absoluten Kegelschnitt angehort, und
jeder ausgezeichnet-uneigentliche Speer iiberdeckt alle oo un-
eigentlichen Geraden.

In der komplexen Speergeometrie wird es zweckmifliig sein,
die Begriffe der Speer-Garben, -Wirbel und -Ketten zu erweitern.
‘Zungichst werden wir namlich diese reellen Gebilde analytisch ins
komplexe Gtebiet hinein fortsetzen, wodurch sich ihre Dimensions-
zahl verdoppelt, und dann werden wir alle Mannigfaltigkeiten, die
mit den so gefundenen gegeniiber (G,g, Hyg) Hquivalent sind, mit
demselben Namen belegen, withrend die urspriinglich so genannten
Gebilde nunmehr als reelle Ziige oder wie wir auch kiirzer sagen
werden, als ,Membranen® reeller Mannigfaltigkeiten zu be-
zeichnen sind. :

Betrachten wir zuniichst die oot komplexen Speere einer
reellen Garbe. An dem speziellen Fall der Nullgarbe kann man
sich leicht folgendes klar machen: Zwei beliebige reelle
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Speere S, und S, einer Garbe ergeben zusammen-
genommen das Bild (S, §,) eines beliebigen kom-
plexen Speeres S der Garbe.

Durch- Austibung einer Abbildung der Gruppe (G5, Hyg)
folgt hieraus:

"Jede komplexe Garbe I' bildet sich derart auf
die Membranen |7 und I, zweier reeller Garben ab,
dal ein beliebiger Speer S, von I zusammen mit
einem beliebigen Speer 8, von [, dasreelle Bild (S, S;)
eines beliebigen Speeres S von I' ergibt.

Unter den reellen Wirbeln haben -wir zwei gegeniiber
(Gyy, H,,) verschiedene Klassen zu unterscheiden: die ein-
teiligen Wirbel .und die nullteiligen. Die einteiligen sind
analytische Fortsetzungen der zuvor als ,Wirbel® bezeichneten
Membranen.. Fiir die nullteiligen Wirhel bietet uns der Wirbel
aller Minimalsperre ein Beispiel. Die in § 6 unter den Nummern
6. und 8. aufgezihlten involutorischen Transformationen haben
wir jetzt als Spiegelungen an nullteiligen Wirbeln zu bezeichnen.

Man kann auch im komplexen Gebiete Speerkugeln und
-Quirle definieren, indem man diejenigen Mannigfaltigkeiten- so
bezeichnet, die aus den analytischen Fortsetzungen der frither so
genannten Gebilde durch Abbildungen der Gruppe G, hervor-
gehen, welche aus G, durch analytische Fortsetzung entsteht..

Das reelle Bild (S) S)) eines Euklidischen Speeres S einer
reellen Ebene besteht offenbar aus zwei zu der Ebene symmetri-
schen Speeren. Verallgemeinert man das Exgebnis, das man hieraus
fir das reelle Bild der co* komplexen Speere des speziellen Quirls,
der alle Speere der Ebene enthilt, gewinnt, so findet sich:

Das reelle Bild (S, S) eines eigentlichen, kom-
plexen Speeres Sin einem reellen (einteiligen oder
nullteiligen) Wirbel, setzt sich aus zwei reellen
eigentlichen Speeren §, S zusammen, die einander
in der Spiegelung an dem Wirbel entsprechen.

Analoges gilt fiir die reellen Speerkugeln und -Quirle, die ja
Sonderfalle der Wirbel sind. Eine spezielle nullteilige Speerkugel
ist die Kugel der Minimalspeere. Die Spiegelung an ihr
ist die Umkehrung.

Daurch die gleiche Verallgemeinerung wie zuvor ergibt sich:

Die reellen, eigentlichen Speere S, § der Paare
(S,, 8,), welche die cot komplexen Speere eines belie-
bigen Wirbels darstellen, entsprechen einander in
einer beliebigen Abbildung S,—»> S, der Schar H,.
Ist inshesonders der Wirbel eine Kugel, so gehort
die Abbildung der Schar H?, und ist der Wirbel ein

123
Quirl, so gehort sie der Schar Hl(;) an.
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Es gibt nuliteilige Wirbel, die nur aus akzessorischen Speeren
bestehen. Man erzeugt einen solchen Wirbel, indem man auf die
Kugel der Minimalspeere eine (reelle) Schwenkung durch einen
beliebigen reellen Winkel 3 ausiibt. Die Spiegelung an einem
solchen Wirbel ist eine involutorische Transformation, die man
als Produkt einer Schwenkung durch den Winkel 2§ mit der

Umkehrung herstellen kann. Fir Bzg— (mod =) erhdlt man ins-

besonders die Quirle, die die Eigenschaft haben, dafl die Spiegelung
an ilnen identisch 1st mit der gewthnlichen Spiegelung an einem
(reeilen, eigentlichen) Punkte.

Betrachtet man eine Speerkette als Durchschnitt der einzigen
durch ihn gehenden Garbe mit den oo? hindurchgehenden (kom-
plexen) Wirbeln, so findet man:

Bezieht man die Speere S, und S, der reellen
Zige Iy und I zweier reeller GGarben so aufeinander,
dafl ihre sphérischen Bilder uneigentlich kreisverwandt
werden, so stellen die entstehenden oo? Paare (S, S,)
die oo? komplexen Speere einer Kette dar.

Zu den Ketten des (eigentlichen) komplexen Gebietes kénnte
man auch - diejenigen Mannigfaltigkeiten rechnen, welche den
irreduziblen ebenen Schnitten der eigentlichen Kegel auf der M,
entsprechen. Eine derartige ,Kette“, die wir uns z. B. in einer
linksseitigen Minimalebene liegend denken, hat als reelles Bild
co? Speerpaare, deren erster Speer S, fest bleibt, wihrend der
zweite S den reellen Zug einer Garbe durchliuft. Man bemerkt,
daff die durch die Gruppe G,g in einer eigentlichen Minimalebene
bestimmte Geometrie tibereinstimmt mit der durch G;, in dem Ge-
biete aller reellen Speere definierten Geometrie,

Unser Kontinuum der komplexen, eigentlichen Speere steht in einem ein-
fachen Zusammenhange mit dem Kontinuum der komplexen ,Strahlen® des
Herrn Study.?) Deutet man die X;:X;: X; als komplex-duale Studysche
Strahlenkoordinaten, so erkennt man, dafl die Gesamtheit der eigentlichen Strahlen
mit der Gesamtheit der eigentlichen Speere derart {iberdeckt ist, dal jeder kom-
plexe eigentliche Strahl, der nicht Minimalstrahl ?) ist, zwei verschiedene komplexe,
eigentliche Speere trigt, die ebenfalls nicht Minimalspeere sind, wihrend jeder
eigentliche Minimalstrahl einen einzigen Speer, und zwar einen eigentlichen

Minimalspeer - trigt. Umgekebrt tiberdeckt jeder eigentliche Speer einen ein-
zigen, eigentlichen Strahl.

Man kann demnach auch die eigentlichen Strahlen auf Speerpaare abbilden,
doch empfiehlt sich hier eine kleine Anderung. Sei & ein eigentlicher Strahl
{Xl Xyt X 3} . Wir ,orientieren“ ijhn zunichst, indem wir iiber das Vorzeichen

der Wurzel X = v Xf -} Xg -+ Xg eine Entscheidung treffen, zu einem Speere S

1) Geom. d. Dynamen § 28.
%) Vgl. a. a. O. 8. 290.
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{ X, : X1: X, X3}. Dann suchen wir das reelle Bild (S, S,) von S. Der aus S,
durch Umkebrung hervorgehende Speer sei S, wibrend wir S, auch mit S’ be-
zeichnen wollen. Dann bilden wir den Strahl & auf das Speerpaar (S', S'') ab.
Hatten wir an Stelle von § den umgekehrten Speer {—-X(, XX, Xg} ge-
nommen, so wiren wir zu demselben Paar pur in verkehrter Anordnung (S', S')
gekommen. So ergibt sich:

Die komplexen, eigentlichen Studyschen Strahlen & sind
umkehrbar eindeutig abgebildet auf die nicht-geordneten
Paare (S8, 8")=(8",8') von reellen, eigentlichen Speeren.

Weiter folgt:

Die komplexen, Euklidischen Geraden der Plickerschen
Liniengeometrie sind umkehrbar eindeutig abgebildet auf die
nicht-geordneten Paare nicht-syntaktischer, reeller, eigent-
licher Speere.

Man findet zu einer Euklidischen Gleraden die zugehtrigen Speere S’, S'
indem man die beiden Minimalebenen durch die Gerade hindurchlegt und dann
diejenigen Speere aufsucht, die diesen Minimalebenen in der in § 2 behandelten
Abbildung entsprechen.

Die zwei komplexen Bewegungsinvarianten eines (allgemeinen) Geraden-
paares ergeben, wenn man sie in reelle und durch ¢ geteilte rein-imaginire Teile
spaltet, die vier reellen Invaiianten des zugehorigen Speerquadrupels gegenilber
Gy, die nach E, v, Weber eine elegante geometrische Deutung zulassen,

Die gefandene Darstellung der komplexen Euklidischen Geraden ist auch fiir die
konstruktive Geometrie von einer gewissen Bedeulung, da sich mit ihrer Hilfe
die einfachsten Aufgaben der metrischen Geometrie des komplexen Linienraumes
wesenilich einfacher l1¢sen lassen als mit dcr von Staudt gegebenen Abbildnng,
die nur fiir die einfachsten Aufgaben der projektiven Geometrie zweckmifig ist.
Analoge Beziehungen finden schon in der ebenen Geometrie statt, bei der Dar-
stellung komplexer Punkte einerseits nach Laguerre anderseits nach Staudt.?)

§ 9. Isotrope Speerkongruenzen. Die unendliche Gruppe
der isotropen Speertransformationen.

Wir wollen nunmehr die reellen Flichenziige auf der M,
die wir (in § 8) isotrop genannt hatten, etwas eingehender betrach-
ten. Es sei also eine analytische Abhéngigkeit zwischen den kom-
plexen Parametern #,7 vorgelegt. Indem wir den Fall {=-const.,
der die reellen Ebenen der M, liefert, iibergehen, nehmen wir an,
die Beziehung sei auf die Form gebracht 7= f(¢), wo f eine
komplexe analytische Funktion der komplexen Verinderlichen ¢ be-
deutet. Die Stelle #=0 sei fiir die Funktion regulir, und zwar
sel /(0)==0 und /' (0) von Null verschieden.

Der vierfach ausgedehnte Tangentialraum R, im Punkte
t=0, T=0 [vgl. (4) § 8] kann mittels der unhomogenen Parameter
Aoy Xyy kg, kg 80 dargestellt werden:

Tog =1, @y =Dy, Log=1ky, d=1,

2, =0, 2,=0, x3=1,

) Tyy =0, yg= 11.7
7

Tyg ==

B

o1 == 1y Sos =1y, &3 =0,

b5 == s, 531:%7 £2—=0.

1) Siehe die Einleitung des ersten Bandes von Studys Vorlesungen itber
ausgewithlte Kapitel der Geometrie, Leipzig 1911.
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Die reellen Parameter A, kann man als homogene Koordinaten
fir die vom Punkte =0, T=0 auf der M, ausgehenden reellen
Fortschreitungsrichtungen verwenden. Deutet man die &, ander-
seits als homogene Punktkoordinaten in einem dreifach ausgedehn-
ten Raume {)A}, so sind die Punkte dieses Raumes dadurch um-
kehrbar eindeutig auf die genannten Fortschreitungsrichtungen be-
zogen.

Anderseits konnen wir diese Richtungen durch dle Differentiale
dt, dT, die abgesehen von einem gemeinsamen reellen Faktor
bestimms sind, festlegen. Den Zusammenhang zwischen den beiden
verschiedenen Arten von Koordinaten kann man, wie aus den
Formeln (2) des § 2 mittels der Formeln (17) des § 7 folgt, so aus-

driicken
dt)y =\ 2
@) % ( + 13
#.(dT)g =y - idy,

wenn » einen reellen Faktor bedeutét und durch den Index Null
auf den Punkt =0, 7'=0 hingewiesen wird.

. N N ) .
Es sei nun (W) =\ (O)_m, so dall wir setzen

b= idy = {ay iy} {p+io],
by~ idg={ayF-ia} {pfic},

wo die o Konstante und g, o reelle Verinderliche bedeuten. Durch
Absonderung der reellen und rein-imaginiren Teile ergibt sich

konnen

@)

(’o:“oPhalc’;

(4) A”'J}l—aod—}'_alp?
])\2:“29_“35:
lk3;a26+a3p

Dadurch ist im Raume {A} eine Gerade A bestimmt, die
die Gerade

[}0: %y —ity,

® G... !AO»FHI_ ’lmPunkte{p:L} Jh=im
(ke =ik G==1 | = o, —iay,
l}\3:ia2—[— as

und die konjugiert-imaginire Gerade G- im konjugiert-imaginiren
Punkte trifft.

Andert man nun <%% oder die a, so durchliuft die Ge-
rade A die recllen Geraden des elliptischen Netzes, das G und G
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dt /g
das binire Punktgebiet der Geraden G' und damit auf das Gebiet

der reellen Geraden des Netzes bezogen. Dem uneigentlichen

zu Brennlinien hat. Die komplexe Grofle (ii—T—> ist projektiv auf

Werte (%{—) == oo entspricht die Gerade A, =1}, =0, welche den
o .

Fortschreitungsrichtungen zugeordnet ist, die vom Punkte ¢==0,
T=0 ausgchen und in der Ebene ¢=0 gelegen sind.

In den Formeln (5) des § 8 hatten wir fiir den linksseitigen
Kegel durch den Punkt ¢=0, T'=0 eine Parameterdarstellung
angegeben, aus der man entnimmt, da die Tangentialebene durch
den Punkt an den Kegel durch die Bedingungen

hogtir =0
dyHirg =0
charakterisiert ist. Den komplexen Fortschreitungsrichtungen auf

dem linkseitigen Kegel entspricht also im Raume {1} die Gerade &,

ebenso denen auf dem rechtseitigen die Gerade (. Die Tangential-
ebene an jeden isotropen Flichenzug 7'= /() durch den betrach-
teten Punkt schneidet demnach die konjugiert-imaginiren Tangen-
tialebenen an die beiden Kegel durch diesen Punkt,

Da nun durch die Gruppe ¢, , vonreellen automorphen Kollinea-
tionen der M, einerseits ihre reellen eigentlichen Punkte transitiv ver-
tauscht werden, anderseits, wie aus den Transformationsformeln (5)
in § 1 folgt, isotrope Flichenziige wieder in solche iibergehen, so
ergibt sich, dal) das, was wir eben fiir den Punkt ¢ =0, 7=0
bewiesen haben, fiir jeden reellen, eigentlichen Punkt der I,
richtig bleibt. Aus bekannten Sitzen der Funktionentheorie folgt
demnach:

Es sei im eigentlichen Gebiete der M, ein Stiick
eines reellen Flichenzuges gegeben, der stetig ist
und in jedem seiner Punkte eine bestimmte Tangen-
tialebene hat. Wenn diese Tangentialebene stets die
beiden Tangentialebenen an die Kegel durch den
Beriihrungspunkt nach Geraden schneidet, so gehort
das Stiick unseres reellen Flichenzuges einem not-
wendigerweise analytischen, und zwar isotropen
Fldchenzuge an.

Der gesamte reelle Zug wird durch reelle analytische Fort-
setzung ermittelt,

Es leuchtet ein, dab die eben bewiesene charakteristische
Eigenschaft der isotropen Ziige gegeniiber allen reellen, automorphen
Kollineationen der M, invariant ist. Daraus folgt aber das schon
in § 7 beniitzte KErgebnis, dafl diese Kollineationen die isotropen
Flachenziige untereinander vertauschen.
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Die analytische Fortsetzung eines isotropen Zuges ins kom-
plexe Gebiet der M, wollen wir eine isotrope Fliche nennen.
Ebenso soll aber auch jede komplexe analytische Fliche auf der
genannt werden, die in das eigentliche (Gebiet der M, eindringt
und dort die Bedingung erfiillt, daf ihre Tangentialebene stets die
Tangentialebenen an die Kegel durch den Beriihrungspunkt schneidet.

Bevor wir auf die geometrischen Deutungen im Speerraume
tibergehen, schicken wir noch einige Bemerkungen tiber die an-
zuwendenden Bezeichnungen vorans.

Da sich die folgenden Uberlegungen nur auf das Gebiet der
eigentlichen, komplexen Speere erstrecken, kénnen wir das
Beiwort ,eigentlich” entbehren.

Die Gesamtheit der co? komplexen Speere, die den eigent-
lichen Punkten einer auf der JM, gelegenen analytischen Kurve
entsprechen, von der wir natiirlich voraussetzen, daf} sie iberhaupt
in das eigentliche Gebiet eindringt, soll eine (analytische)
Speerfliche genannt werden. Ebenso soll die Gesamtheit der oot
komplexen Speere, die den eigentlichen Punkten einer analytischen
Fliache zugeordnet sind, eine (analytische) Speerkongruenz
heifien. Die oc! reellen Speere, die zu den Punkten eines reellen
Zuges einer analytischen Kurve auf der M, gehoren, bilden ein
(analytisches)Speerband und die co? reellen Speere, die den
Punkten eines reellen Zuges einer analytischen Fliche entsprechen,
bilden eine (analytische) Speermembran, eine Terminologie,
die wir schon fruher gelegentlich beniitzt hatten.

Eine Speerfliche oder ein Band heifit zylindrisch, wenn
sich das sphirische Bild auf einen Punkt reduziert. Ebenso soll
eine Kongruenz oder eine Membran =zylindrisch genannt werden,
wenn ibr sphirisches Bild nur eine analytische Kurve oder einen
reellen Zug einer solchen (ganz oder zum Teil) tberdeckt und
nicht flichenhaft ausgedehnt ist.

Den isotropen Flidchenziigen und Flichen der M, entsprechen
die isotropen Speermembranen und die isotropen
Speerkongruenzen. Man erhilt eine isotrope Speermembran,
wenn man eine analytische Mannigfaltigkeit von co? Minimalebenen,
die entweder eine krumme Minimallinie, oder einen Minimalkegel
oder endlich eine Tangente des absoluten Kegelschnittes umbhiillen,
mit Hilfe der in § 2 bebandelten Transformation auf den Speer-
raum abbildet. Zu den isotropen Memhranen gehdren demnach
die reellen Ziige reeller Garben und die reellen Ziige reeller
Biindel syntaktischer Speere.

Wir bilden nun die komplexen Speere ab auf die komplexen
Punkte einer reellen, ebenen, Euklidischen Mannigfaltigkeit ¥, von
vier komplexen Dimensionen. Die komplexen rechtwinkligen Koor-
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dinaten eines Punktes p der V, seinen &, 7,3 &,, 1,. Die Koor-

dinaten eines komplexen Speeres § seien £, £ und anderseits
ty, Tvs by T, (vgl. (20), (22), § 8). Wir setzen

Thag 2 0 MTELET 9
*___501_{"531___Tl+Tr *_202—523_E‘Tf

PTG 2 0 BT g 2

Dadurch ist eine, im allgemeinen ein-eindeutige Beziehung
S <—> p zwischen den Speeren und den eigentlichen Punkten der
V, hergestellt. Fir reelle Speere ist t=ti=t, T'=Ti=1,
und die &, und £, sind die reellen und durch ¢ geteilten rein-ima-
gindren Bestandteile von ¢, 7. Es entspricht wohl jedem Punkte
p ein bestimmter Speer S, aber nicht auch umgekehrt, da sich die
Speere, welche der Bedingung &, 4§, = 0 geniigen, der Abbil-
dung entziehen.

Wir bilden nunmehr nach Study,?) die komplexen, eigent-
lichen Punkte p der V, auf Paare reeller, eigentlicher Punkte
P AEP, 45 20 40 und p {2, 475 2P, 4P} in folgender Weise
ab. Wir setzen

(6)
£

) O % .o
’ T, +2y(1 :El—l_’”h:fn

.p[ . * P
( ] x(;)—i"ly(;):%_i—zn?:ﬂ;
7

(7)
1

(r)
9

(r . * A e
x;)_l?/ :E1_ln1—tr7

| i =t i =T

Diese Punkte p, und p,_ sind aber die Bilder der Speere S,
und S, welche zusammengenommen die reelle Darstellung (S, S))
von S ergeben. Durch die Abbildung S—>p wird also unsere
reelle Darstellung der komplexen Speere S —» (8, S,) iibergefiihrt
in die Studysche Darstellung p —> (p,, p,) der komplexen Punkte
der V,. Dadurch ist es moglich einige Sitze, die -Herr Study
tiber die letztere Darstellung angegeben hat, hierher zu iibertragen.

Wir stellen einige Begriffe gegeniiber, die einander in der
Abbildung S —> p entsprechen.

1) Vgl hier und im folgenden die Abhandlung: Sugli enti analitici. Rend.
del Circolo Matematico di Palermo, 1906. Deutsch als Anhang des zweiten Ban-
des von Studys Vorl. iiber ausgew. Gegenstinde d, Geom. Leipzig 1911,
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Speermannigfaltigkeit. Punktmannigfaltigkeit,
Protovarieta. Einseitige Minimalebene.
Synektische S,. Isotrope Membranen.
Segresche Mannigfaltigkeit V. Isotrope Speerkongruenz.
Unendliche kontinuierliche Unendliche kontinuierliche
Gruppe der synektischen Trans- Gruppe der ,isotropen
formationen. Transformationen®.
Unendliche kontinuierliche Unendliche kontinuierliche
Schar der antisynektischen Schar der ,antisotropen
Transformationen. Transformationen®.

Dabei ist unter einer isotropen Transformation eine
Abbildung verstanden, die fiir reelle Speere durch die Formeln

* :f(ty T);

ausgedriickt werden kann, wenn unter £, /' analytische Funktionen
mit gemeinsamem Existensbereich und nicht identisch-verschwin-
dender Funktionaldeterminante verstanden werden. Hat man einen
kowplexen Speer {f, 7}; ¢, T} durch eine derartige Abbildung zu
transformieren, so unterwirft man sowohl das Parameterpaar ¢, T
wie das Paar ¢, T der Substitution (8).

Die antisotropen Transformationen haben fiir reelle

Speere die Form ) _
I = f@t,T),

©) o
| =1 T)
und fir komplexe

[ﬁ=f@ix [ﬁ=f@ix

(10) Lo o
| T=FE, T | T =FET)

Dabei sind iiber' die Funktionen f, F dieselben Voraussetzungen

zu machen wie zuvor.

Unter den isotropen Transformationen sind die Transformationen
von G, enthalten unter den antisotropen die von H,.

Die isotropen und antisotropen Transformationen bilden zu-
sammengenommen die erweiterte isotrope Gruppe.

Wir fithren nun einige Siitze an, die sich entweder aus den
Theoremen des Herrn Study ergeben, oder aus dem vorhergehen-
den folgen.

Die erweiterte isotrope Gruppe hat die charak-
teristische Eigenschaft, die isotropen Membranen
untereinander zu vertauschen.?)

1) Man braucht von den transformierenden reellen Funktionen nur Stetig-.
keit und einmalige Differenzierbarkeit vorauszusetzen.
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Die Eigenschaft, die (Membranen von) Garben
untereinander zu vertauschen, ist fiir die Gruppe
(G4, Hy,) charakteristisch.?)

Man beweist ndmlich zunéichst, daB jede derartige Speer-
transformation- der erweiterten isotropen Gruppe angehort, und dann
schliefit man ebenso weiter wie am Schlusse des § 7.

Unter allen reellen, analytischen Speertrans-
formationen sind die isotropen nnd antisotropen da-
durch gekennzeichnet, dafi sie die einseitigen Mini-
malebenen untereinander vertauschen.

Die kontinuierliche isotrope Gruppe hat inner-
halb der Gruppe aller analytischer Speertransforma-
tionen die charakteristische Eigenschaft mit unserer
reellen Abbildung der komplexen Speere vertausch-
bar zu sein.

Werden durch eine isotrope [antisotrope] Trans-
formation zwel isotrope Membranen aufeinander be-
zogen, so sind dadurch ihre sphirischen Bilder in
der Regel eigentlich [uneigentlich] konform aufein-
ander abgebildet.

Eine Ausnahme hiervon tritt nur dann ein, wenn sich eines
oder auch beide sphirischen Bilder auf einen Punkt reduzieren.
Nach der in § 2 gegebenen geometrischen Deutung der komplexen
Koordinaten ¢, T bleibt aber der angefiihrte Satz auch noch in
diesen Sonderfillen bestehen unter der Voraussetzung, dal man
das sphirische Bild einer zylindrischen isotropen Membran, also
eines Biindels syntaktischer Speere ersetzt durch das Feld der
‘Schnittpunkte mit einer orientierten Normalebene des Biindels.
Dieselbe Bemerkung gilt fiir den folgenden Satz:

- - Die oo® komplexen Speere S einer (analytischen)
Speerfliche, die nicht in einer einseitigen Minimal-
ebene liegt, werden durch co? Speerpaare (S, S) dar-
gestellt, deren Speere auf zwei isotrope Membranen
verteilt sind, die auf einander so abgebildet werden
{S,—> 8.}, dab ihre sphiarischen Bilder uneigentlich kon-
form sind.

Die oot komplexen Speere einer isotropen Kon-
gruenz bilden sich ab aufootSpeerpaare,derenSpeere
auf zwei isotrope Membranen verteilt sind.

Ist die Kongruenz reell, so fallen die beiden Membranen zu-
sammen, Man erkennt, dafl jede reelle isotrope Kongruenz eine
und nur eine reelle Membram enthilt. Zwei verschiedenartige ein-
seitige Minimalebenen durch zwei Speere einer isotropen Kongruenz
treffen sich immer wieder in einem Speere der  Kongruenz.

- ) Man braucht von den transformierenden reellen Funktionen nur Stetig-
keit und einmalige Differenzierbarkeit vorauszusetzen. S
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Durch jede Speerfliche, die nicht in einer ein-
seitigen Minimalebene enthalten ist,geht eine einzige
isotrope Kongruenz und ebenso durch jedes Band eine
einzige isotrope Membran.

Wir werden eine Speerkongruenz, die nicht in einer analy-
tischen Mannigfaltigkeit von co? Minimalebenen liegt, gewohn-
licn nennen. Dann findet sich:

Die co* Speerpaarc (S, 5)), welche die oco* kom-
plexen Speere einer gewdhnlichen (analytischen)
Speerkongruenz darstellen, bestimmen eine antiso-
trope Abbildung {Sz_*S,-}- Diese ist symmetrisch
[S,—» 8} ={8 —> 8}, wenn die Kongruenz reell ist.

Bezieht man zwei Membranen gewdhnlicher (analy-
tischer) Speerkongruenzen in beliebiger Weise aunf-
einander durch eine analytische Abbildung, so gibt
es eine uhd nur eine synektische und ebenso eine
und nur eine antisynektische Transformation, die
diese Abbildung vermittelt. Insbesonders gibt es
auBer der Identitét in der erweiterten synektischen
Gruppe nur eine einzige, und zwar antisotrope, sym-
metrische Transformation, die alle Speere einer
Membran einzeln in Ruhe 1a0t, die ,Spiegelung” an der
Membran.

Diese Spiegelung liafit auch alle Speere der Kongruenz einzeln
in Ruhe, welche die analytische Fortsetzung der Membran bildet,
insbesonders auch die Speere jeder anderen Membran dieser Kon-
gruenz. Ein komplexer Speer der Kongruenz wird durch ein
Speerpaar dargestellt, dessen Speere sich in der Spiegelung wechsel-
weise entsprechen.

s ist bemerkenswert, wie einfach sich manche Sitze von
Ribaucour iiber isotrope Membranen mittels der komplexen
Parameter ¢, 7' und ihrer geometrischen Deutung (§ 2) ergeben.
Z. B. besteht zwischen den isothermen Kurvennetzen auf der Ein-
heitskugel und den isotropen Membranen die folgende Beziehung.t)

Das Quadrat des Bogenelements d s der Einheitskugel habe
_in Bezug auf ein System von isothermen Parameterlinien « = const.,
v ==const. die Form

ds?==f(u,?) {du? | do?}.

Wir grenzen auf der Kugel ein einfach-zusammenhiingendes

Gebiet {u,»} ab, indem sich die reelle, analytische Funktion f
regulidr verhilt und nicht verschwindet. In einem Punkt ¢, dieses

Gebietes tragen wir auf der Tangente an die durch p gehende

') Vgl. Ribaucour a. a. O, § 27, oder Enzyklopadie I1II, D 5, R. v.
Lilienthal, Nr. 30, 8. 331.



Geometrie der Speere. 289

Kurve #=—const. die Strecke rzpzvmi) in irgend einer
Richtung auf. Die Konstruktion wiederholen wir fiir die iibrigen
Punkte ¢, des Gebietes {1, v} so, daf sich p mit ¢, kontinuierlich
fortbewegt. Zieht man nun durch die Punkte p syntaktische

Speere S zu den Speeren oz, so beschreibt S ein regulires Gebiet
einer isotropen Membran.

Man bestitigt dies sofort durch die analytische Formulierung
der angegebenen Konstruktion. Durch die Belegung des Gebietes

{u, v} einerseits mit den reellen Wertepaaren u, », anderseits mit
dem komplexen Parameter ¢ ist ¢ als analytische Funktion von
w=1u—4v definiert: { =¢ (w). Die konstruierte Membran wird
nun mit Hilfe des Parameters w entweder durch die Formeln

{t=$W%
T'=¢'(w),

t= g (w),

oder durch die folgenden {

T=—g¢" (w)
dargestellt. Die hiedurch zwischen ¢ und 7' hergestellte Beziehung
ist aber analytisch, also die Membran isotrop.

Ist umgekehrt eine (nicht-zylindrische) isotrope Membran und
eine Einheitskugel beliebig vorgelegt, so bestimmt die Membran
auf der Kugel ein einziges isothermes Kurvennetz, mit Hilfe dessen
sie in der angegebenen Weise konstruiert werden kann. Dieses
Netz ist durch eine komplexe Quadratur zun ermitteln. Es sei die
Membran in der Form
T=0 ()

gegeben und die Einheitskugel sei um den Koordinatenanfangspunkt
beschrieben. Setzen wir dann z. B.

_[d¢
= ey

so entsprechen den Geraden parallel zur reellen und imaginiren
Achse in der GauBschen w-Ebene die Kurven des isothermen
Netzes auf der Riemannschen Kugel fir £

Wir wollen hier zwei Formeln angeben, aus denen sich un-
mittelbar zwei bekannte differentialgeometrische Eigenschaften der
isotropen Membranen ablesen lassen.

Es seien ¢, T gegeben als komplexe analytische Funktionen
. . ac .
eines reellen Parameters . Wenn wir voraussetzen, daf d—Tmcht-

identisch verschwinde, so ist uns dadurch, wenn wir von einem
bestimmten Werte von © ausgehen, jedenfalls ein Stiick eines nicht-
zylindrischen Bandes gegeben, das wir durch reelle analytische
Fortsetzung und allfillige reelle Parametersubstitutionen vervoll-
stindigen konnen. Erteilen wir dem Parameter t komplexe Werte,

Monatsh, fir Mathematik u. Physik, XXI. Jahrg. 19
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so erhalten wir Speere der durch das Band hindurchgehenden
isotropen Membran.

Nennen wir den Fullpunkt des gemeinsamen Lotes zweier
% + 0
ist) wie frither den Zentralpunkt 2 dieses Speeres, bezeichnen wir
ferner mit f den Fubipunkt des vom Koordinatenanfangspunkt aus
auf den Speer gefillten Lotes, so finden wir fir die anch dem

Vorzeichen nach bestimmte Strecke fz (die wir am Schlusse von
§ 2. mit A bezeichnet katten) den Wert

(11) =1{dT dT} 4T —t T

konsekutiver Speere unseres Bandes (an einer Stelle, wo

14t

Wir wollen eine Stelle einer isotropen Membran, an der sich
bei geeigneter Wahl des Koordinatenkreuzes T nach ganzen, po-
sitiven Potenzen von ¢ entwickeln lifit, eine Stelle allgemeiner
Lage nennen. IKerner soll eine Stelle eines Bandes, an der bei
geeigneter Annahme des Koordinatensystems und des reellen Para-
meters © sich die Funktionen # () und 7'(x) holomorph verhalten

dt
dz
heiffen. Dann kinnen wir feststellen:

(I) Die durch eine Stelle allgemeiner Lage hin-
durchgehenden B#nder einer isotropen Membran,
welche hier eine regulire Stelle haben, haben .da-
selbst den gleichen Zentralpunkt.

-Ebenso findet man fiir den Verteilungsparameter L (vgl.
den Schlufl von § 2) unseres Bandes den Ausdruck

1 L LT aT|_T+iT
2 |dt ' dt 14t
(I) . Die durch eine Stelle allgemeiner Lage hin-
durchgehenden Binder einer isotropen Membran,
welche hier eine regulire Stelle baben, haben da-
selbst den gleichen Verteilungsparameter.

Die Formeln (11), (12), geben uns eine einfache geometrische
Deutung des reellen und durch i geteilten reinimaginiren Teiles
des- Differentialquotienten (121: d—T: fl—t Die Eigenschaft (1) hat
: . dat dt dt
natiirlich keine Bedeutung fiir die zylindrischen isotropen Mem-
branen, die keine Stellen allgemeiner Lage enthalten. Die Eigen-
schaft (IT) behilt auch noch fiir diese Membranen insofern ibre
Gtltigkeit bei, als fiir jede Stelle eines zylindrischen Bandes der
Verteilungsparameter den uneigentlichen Wert oo hat.

A= 20 22
2¢e) dt dt

und iiberdies

#=0 Iist, eine regulire Stelle des Bandes
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Keine der Eigenschaften (I) und (II) ist, wie jetat
gezeigt werden soll, fiir die isotropen Membranen charak-
teristisch, sondern es gibt noch zwei Familien zylin-
drischer Membranen, deren jede eine der Eigen-
schlaften (I) und (II) mit den isotropen Membranen
teilt.t) -

Stellen wir uns zuerst die Aufgabe, alle Membranen mit der
Eigenschaft (I) aufzusuchen. Wir gehen hierbei von der Abbil-
dung der vom Punkte =0, T'=0 auf der M, ausgehenden
Fortschreitungsrichtungen auf den Punktraum {A} aus, deren wir
uns schon zu Anfang dieses Paragraphen bedient haben.

Die Punkte, welche durch die Bedingung

SRNCE IS Y/ LEY

i \ae )y Tz an), T g, = Teomst
auf der Geraden G des Raumes i ausgesondert werden, bilden
eine Staudtsche Kette, die durch den Punkt g = hin-
durchgeht. L#fit man die Konstante variieren, so durchliuft die
Kette oo! verschiedene Lagen, die simtlich im Punkte (%tz) =00

0
zwel benachbarte Punkte gemein haben. Die Eugehﬁrige reelle
Gerade A des Netzes mit den Brennlinien G, G beschreibt oo
reelle Ziige von Regelscharen eines Biischels von einschaligen Hyper-
boloiden, die sich in den Geraden G, & schneiden und léngs der
Geraden ), ==}, =0 beriithren. Die anderen Regelscharen dieser
Hyperboloide gehoren daher ebenfalls einem Netze an, und zwar
einem parabolischen, dessen Brennlinien in der Geraden 4y =4, =0
zusammenfallen, ' ‘

Nehmen wir nun an, es gehe durch den Punkt ¢t =0, T'=0
ein reeller Flachenzug hindurch, der in der Umgebung dieser
Stelle sich reguléir verhilt und die der Bedingung (I) entsprechende
Eigenschaft hat. Die co! reellen Fortschreitungsrichtungen, welche
von unserem Punkte auf dem Flichenzuge ausgehen, bilden sich
auf den reellen Zug einer Geraden des Raumes {1} ab, die einem
der beiden Netze angehoren mufl. Liegt sie in dem elliptischen
Netze mit den Leitlinien &, G, so findet in den benachbarten
Punkten des Flichenzuges Analoges statt und wir kommen so auf
die isotropen Flichenziige.

Es bleibt also noch der Fall zu erledigen, da die Gerade
dem parabolischen Netze angehort, also die Gerade Aj==Ai =0
schneidet. Dem Schnittpunkte mit dieser Geraden entspricht eine
reelle Fortschreitungsrichtung auf unserem Flichenzuge, die in-der
auf der M, gelegenen Ebene ¢ =0 verliuft. Denkt man sich die

1) Bei Ribaucour finden sich hieriiber unrichtige Angaben. Man vgl
a.a. 0. § 29, 8. 35.

19%
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analogen Fortschreitungsrichtungen iiber den ganzen Flichenzug
integriert, so erkennt man, dall er aus oco! ebenen Kurvenziigen
besteht, Die zugehtrige Membran ist demnach zylindrisch.

Bezeichnen wir mit » und v reelle Verdnderliche, so konnen
wir eine zylindrische Membran in der Form annehmen

t= t(“);
T="T(u, v),

wo die Funktionszeichen rechter Hand komplexe analytische Funk-
tionen der angezeigten Verinderlichen mit gemeinsamem Existenz-
bereich bedeuten. Soll nun der rein-imaginéire Bestandteil von

07 -, 0T dv
ar_ e T dw
arT
du
von % unabhéngig scin, so mufl die identische Beziehung statt-
finden -
o1 T
dv 07 0
a i |7
du du

Schlieflen wir die Moglichkeit aus, daf At identisch ver-
. : du
schwinde, so muf}
0T dt
B da o)
eine reelle analytische Funktion sein. Fiihrt man an Stelle von v
einen neuen reellen Parameter ¢ ein, welcher die Differential-
gleichung
00" (u,v)
= 0 (u, )

geniigt, so wird, wenn man das Sternchen wieder weglift

or_ i
90 du
und
t =1t (u),
(13)

dt
T="Tw) + du V
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wo T eine beliebige, analytische Funktion von u bedeutet, die
mit ¢ (u) einen gemeinsamen Existenzbereich besitzt.

Derartige Speermembranen (zu denen die Membranen reeller
Biindel syntaktischer Speere nicht gehoren) nennt man synektische
Membranen. Wir kommen auf sie im folgenden Paragraphen
zuriick. Beispiele synektischer Membranen geben die reellen Ziige
reeller Speerkugeln.

Stellen wir uns nunmehr an zweiter Stelle die Aufgabe, alle
Membranen zu ermitteln, die mit den isotropen die Eigenschaft (1I)
teilen, so konnte man auf vollig analogem Wege zu zylindrischen
Kongruenzen kommen, die man in der Form

[ t =1 (u)
| T=T00) i o

v
U

(14)

darstellen kann. Diese Gebilde wollen wir parasynektische
Membranen nennen.

Natiirlich geht im allgemeinen weder eine synektische noch
eine parasynektische Membran durch eine Transformation der iso-
tropen Gruppe wieder in eine solche tiber.

Ziehen wir die Formeln (15) des § 3 heran, so erkennen wir
durch Vergleich unserer Ausdriicke (13) und (14):

Durch den Schwenkungsprozefl geht jede synek-
tische in eine parasynektische Membran iiber und
umgekehrt.

Beachten wir jetzt die durch die Formeln (17) in § 3 ausge-
driickte Tatsache. Da, wie wir gezeigt haben, die synektischen
und isotropen Membranen durch die Eigenschaft (I) charakterisiert
sind, so folgt jetzt durch Anwendung einer Schwenkung unmittelbar,
daff die parasynektischen und isotropen Membranen durch die Be-
dingung (II) gekennzeichnet werden.

‘Wir wollen noch nebenbei anf eine Formel hinweisen, die sich
auf unsere reelle Darstellung komplexer Speere bezieht.

Es sei § ein Speer einer komplexen Speerfliche {8} und
Si, S, die reellen Speere seines reellen Bildes (S, S,). Durchliuft
S die Speerfliche {S}, so beschreibt, wie wir bewiesen haben,
8, eine isotrope Membran {S,} und ebenso S, eine isotrope Mem-
bran {S,}.

Stellt man ‘sich nun die Aufgabe, fiir den komplexen Ver-
teilungsparameter von {S} an der Stelle S eine reelle geometrische
Deutung zu finden, so findet man durch eine #hnliche Uberlegung

wie die, welche uns zur Formel (8) des § 3 gefiihrt hat, die Be-
ziehung

(15) L:{E#L_etgw}_.ﬁé—ﬂ.
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Hierin bedeuten zuniichst L; und 2; {i =171} Verteilungs-
parameter und Zentralpunkt von {Si} in S;. Fillen wir ferner auf
Si, S, die (oder, im besonderen Falle, eine) gemeinsame Normale
und orientieren wir diese in beliehiger Weise zu einem Speere N,
so .seien die Schnittpunkte von N und S; mit #; bezeichnet.
SchlieBlich ist noch %, 7,—2¢ und Winkel [S;, S,] =2 o gesetzt.

§ 10. Synektische Speerkongruenzen.
Die unendliche Gruppe der synektischen Speertransformationen.

Wir wollen uns 'hier, wie auch schon im vorigen Abschnitte,
der Kiirze halber im wesentlichen auf das reelle Gebiet beschrinken.

Die Formeln (13) des vorigen Paragraphen lassen sich zu-
sammenfassen, wenn wir (reell-)duale Verbindungen einfiihren.
Setzt man S=¢-- ¢ T'=f(u-}cv), wobei f eine (reell-)synek-
tische Funktion!) des dualen Parameters u -+ ev bedeutet, deren
skalarer Teil nicht konstant ist, so ist dadurch (wenn man von
einem bestimmten Parameterwerte ausgeht) eine synektische Mem-
bran bestimmt.

Geht man mit Hilfe der Formeln des § 2 zu den unhomogenen
reell-dualen Koordinaten X, iiber, so erkennt man, daf die synekti-
schen Membranen auch in der Form

eh) X=X (utev) {k=1,23}

darstellbar sind, wo die Funktionszeichen rechts reell-synektische
Funktionen "andeuten, deren skalare Bestandteile nicht simtlich
konstant sind und die die Bedingung X} - X] 4- X} =1
erfilllen. Lt man ftir die Iunktionen X, und den Parameter
# - v auch komplex-duale Werte zu, so erhilt man Speermannig-
faltigkeiten, die wir synektische Speerkongruenzen
nennen wollen. Doch werden wir uns auf die Betrachtung der
synektischen Membranen beschriinken, deren Eigenschaften man
ohne Schwierigkeit auf die synektischen Kongruenzen iiber-
tragen kann. A

Beniitzen wir die Vektorenschreibung des § 2, so folgt aus
(1) durch Trennung der skalaren und vektoriellen Teile

@) =% () & (). 0.

Auns diesen Gleichungen oder auch unmittelbar aus den Formeln (13)
des § 9 ist nun ersichtlich:

1) Vgl. Geom. d. Dynamen 8. 198, 199 oder auch J. Griinwald a. a. O.
8. 101--103, § 6.
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. Durch ein beliebiges, nicht-zylindrisches (ana-
lytisches) Speerband geht stets ecine und nur eine
synektische Membran. Man verschiebe einen Speer
allgemeiner - Lage des Bandes syntaktisch zu sich
selbst in der Ebene, welche zur asymptotischen
Ebene?) des Bandes an dieser Stelle senkrecht steht.
Alle die so erhaltenen (reellen) Speere gehiren der
Membran an. . ’ "

Die synektischen Membranen sind unter allen
(analytischen) Specrmembranen dadurch gekenn-
zeichnet, dafi die gemeinsamen Normalen zwischen
einem beliebigen Speer allgemeiner Lage der Mem-
bran und ihren benachbarten (zu ihm nicht-syntak-
tischen) Speeren in cine einzige Gerade zusammen-
fallen.

Die synektischen Membranen sind in Normalen-
kongruenzen reeller, entwickelbarer (aber unebener)
Flichen enthalten.?) :

Wir hatten in § 7 die (reellen) ,uneigentlichen“ Speere des
natiirlichen Kontinuums auf die (reellen) Linienelemente der Einheits-
kugel abgebildet. Wir wollen jetzt in analoger Weise die (reellen)
Biischel syntaktischer Speere auf die (reellen) Linienelemente der
Kugel abbilden, indem wir jedem Biischel dasjenige Element zu-
ordnen, dessen Punkt das sphirische Bild der Speere des Biischels
ist und dessen Gerade auf der Ebene des Biischels senkrecht steht.
Man findet dann:

Eine nicht-zylindrische (analytische) Membran,
die co! Binder reeller Biischel syntaktischer Speere
enthilt ist dann und nur dann synektisch, wenn die
oo! Linienelemente, welche die sphidrischen Bilder
dieser Biischel sind, einem reellen Kurvenzuge ange-
horen.

Die zum Schlusse des vorigen Paragraphen erwihnten
parasynektischen Membranen werden mittels unserer Vektoren so
dargestellt s

) { X=1%(u),

X=X (w+X& .0,

Auch von diesen Membranen geht durch jedes (analytische) Band
eine einzige hindurch. Seine Konstruktion geschieht in #hnlicher
Weise wie die zuvor angegebene der synektischen Membran, es
hat nidmlich hier die syntaktische Verschiebung der Speere unseres
Bandes in der zugehorigen asymptotischen Kbene zu erfolgen.

1Y Unter einer asymptotischen Ebene eines Speerbandes in einem Speere S
von allgemeiner Lage, soll diejenige Ebene durch S verstanden werden, die zu
dem benachbarten Speer des Bandes parallel gestellt ist.

' %) Uber diese und andere Eigenschaften der synektischen Membranen vgl.
die Geom. der Dynamen, 8. 305 uw. f.
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Die Linienelemente auf der Kugel, welche den co! reellen Biischeln
syntaktischer Speere einer parasynektischen Membran gehoren,
stehen auf einem reellen Kurvenzuge senkrecht.

Im Anschlusse an die synektischen Membranen ist es nahe-
liegend die unendliche, kontinuierliche Gruppe der
synektischen Transformationen zu betrachten

4) ‘Xk:Xk(X-l7X27 X;) {k:17 2, 3}-

Von den reell-synektischen Funktionen X ist vorauszusetzen, daf
sie einen gemeinsamen reellen Existenzbereich besitzen, die Be-
ziehung X7 - X2 - X, =1 invariant lassen und daf der skalare
Bestandteil der Funktionaldeterminante der Transformation nicht
identisch verschwinde.?)

Der synektischen Gruppe laBt sich die wunendliche,
kontinnierliche Schar der antisynektischen Trans-
formationen an die Seite stellen

®) X ‘“X (*Xl, X27 X) {]"'_— ) ‘}»

Dabei sind iiber die Funktionen rechter Hand dieselben Annahmen
zu machen wie soeben und der Zirkumflex deutet wieder den
Zeichenwechsel von e an,

Beide Scharen bilden vereint wieder eine Gruppe, die wir
die erweiterte synektische Gruppe nennen.

Trennen wir in den Formeln (4), (b) skalare und vektorielle
Bestandteile, so erhalten wir

B =X, (%0, %)y, Xoy), {k=1,2, 38}

X, X,
Fas g B ax"’aﬁ

*

<

X; = x;l; (o1 Xoss Xog) 1~ Q. {

0%,

6
( ) 2&23_{_6&02 xsl_}_axOZ xlz}

¥, = (o, By B 0.

a:E GEN GEN
23%‘a{8¥d—Fa§% }

By = B oy Fop, Bo) 9 {5

H X : ist eine reell-synektische Funkiion der X, X,, X, wenn eine Be-
ziehung stattfindet

’* = &;1 +-e &;3 = le Eo1, xoz, Xy3) -+

kN GES GE
e x(l Fo1s Eggs Xop) A axm %5 + FE &t 6%0; %12},

wobei die im Ubrigen beliebigen reell-analytischen Funktionen %61 und Iglg)

gemeinsamen reellen Existenzbereich besitzen.

einen



Geometrie der Speere. 297

Hierin ist fiir syncktische Abbildungen Q@ =--1 und fiir anti-
synektische & = —1 zu setzen.

Die Transformationen der erweiterten synektischen Gruppe
vertauschen offenbar die synektischen Membranen untereinander
(die parasynektischen hingegen im allgemeinen nicht). Man kann
dies auch leicht mit Hilfe der Formeln (2) und (6) bestiitigen
ohne die dualen Grofen heranzuziehen. Doch ist diese Eigenschaft,
wie man an dem Beispiel der reellen Ahnlichkeitstransformationen:
ersieht, fiir unsere Gruppe nicht charakteristisch. Wir stellen uns
daher die Aufgabe, die Gruppe ' aller (reellen, analy-
tischen) Speertransformationen aufzufinden, welche die
synektischen Membranen (soweit sie in den Existenzbereich
der Transformationen eindringen) untereinander vertau-
schen,

Zunichst leuchtet ein, dafl die gesuchten Transformationen
die (reellen) Biischel und daher auch die (reellen) Biindel syn-
taktischer Speere wieder in solche tiberfiihren.

Denken wir uns nun eine der gesuchten Transformationen
§—> 8% gegeben und nehmen wir in ihrem Existenzbereich zwei
nicht zylindrische Biinder an, deren sphirische Bilder zusammen-
fallen und beziehen wir die so aufeinander, daff wir syntaktische
Speere einander zuordnen., Legen wir nun durch diese Bénder die
synektischen Membranen. Die Ebenen der zwei Biischel dieser
Membranen, die zwei zusammengehorige Speere enthalten, sind
dann parallel. Durch unsere Abbildung S—» S* gehen die zwei
Binder in zwei neue iiber, die in gleicher Weise aufeinander
bezogen sind wie die urspriinglichen, und die synektischen Mem-
branen durch die urspriinglichen Binder gehen in die durch die
neuen tiber. Daraus kann man aber den Schlufl ziehen, dall bei
unserer Transformation § —» S* Biischel syntaktischer Speere,
deren Ebenen parallel und deren Speere syntaktisch sind, wieder
in solche Biischel iibergehen miissen. Anders ausgedriickt: Biischel
syntaktischer Speere mit gemeinsamem sphirischen Bilde gehen
wieder in solehe iiber.

Demgemif ist mit jeder Abbildung §—» S* eine Transforma-
tion der Linienelemente auf der Einheitskugel verkniipft. Man
kann nun leicht erkennen, dafl diese Elementtransformation eine
Berithrungstransformation sein mufl, und zwar diejenige, welche
durch den sogenannten Erweiterungsprozefi aus der Punkttransfor-
mation auf der Kugel hergeleitet wird, die das sphirische Bild
der Abbildung §—> 8% ist. Doch wollen wir uns dieser Uber-
legung nicht bedienen, sondern gleich zu analytischen Betrachtungen
tibergehen. ‘

Denken wir uns zwei in der Abbildung S—»> S* einander
entsprechende (reelle) Biindel syntaktischer Speere durch Normal-
ebenen geschnitten, so sind die Punktfelder dieser Ebenen so aut-
einander bezogen, daf geraden Linien, wieder gerade Linien ent-
sprechen, und zwar so, dafl Parallelismus erhalten bleibt. Die
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Felder sind also affin. Die Transformationsformeln miissen demnach
die Gestalt haben

[ f:k—‘:fzk(xox;foz,?ﬁug); {k:172:3}
x23:A+B:£23 + C¥;, 4 D X,,,

|

worin die 4, B, C, D... (reelle, analytische) Funktionen der X,
sind, Fihrt man nun die Bedingung ein, daff synektische Mem-
branen, die wir in der Form (2) gegeben denken, wieder in solche
iibergehen, so findet man schlieBlich:

Die Transformationen der unendlichen, konti-
nuierlichen Gruppel, welche die synektischen Mem-
branen untereinander vertauschen, haben die Gestalt
{(6), wobei @ eine im tibrigen beliebige (reelle, analy-
tische) Funktion der X, bedeutet, die natirlich mit

. * 1 . . .
den Funktionen X, ¥ einen gemeinsamen, reellen
Existenzbereich besitzen muf.

Aus der Gruppe I' erhilt man die Gruppe [ aller Trans-
formationen, die parasynektische Membranen wieder in solche
iiberfihren, wenn man [ mit dem Schwenkungsprozel transfor-
miert, Der Durchschnitt von I' und I'* wird von allen Trans-
formationen (6) gebildet, deren sphirisches Bild

Xy, = &::k (o1 s Koz s Xos)
eine cigentlich- oder uneigentlich-konforme Abbildung ist.
Denken wir uns das sphirische Bild s—»s* einer synek-

tischen Transformation §—> 8 vorgelegt, d. h. die drei Funk-
tionen X, gegeben. In zwei zugeordneten Punkten allgemeiner

Lage p und p* konstruieren wir nun die ,beriihrende Affini-
tat¥, d. i. diejenige affine Abbildung zwischen den Tangential-
ebenen in diesen Punkten, welche die Linienelemente durch s und s
(threr Lage und Linge nach) ebenso transformiert, wie die Punkt-
transformation §-—» s*.

Denkt man sich in den Formeln (6) Q=-1 [Q=—1]
gesetzt, so ergibt sich aus ihrer Gestalt ohne weiteres:

‘Die Affinitit zwischen zwei Normalebenen von
Bindeln syntaktischer Speere, die einander in einer
synektischen [antisynektischen] Abbildung zuge-
ordnet sind, unterscheidet sich von der bertihrenden
Affinitdt in den zugehorigen Punkten der Einheits-
kugel nur durch eine Schiebung [Spiegelung an
einem Punktel. )

1) Vgl. die analoge Eigenschaft (4) der Transformationen aus der Gruppe
(G, H glz), H%), H%)), die in § 3 naher erldutert worden ist. Natiirlich ist der
zweite Teil des dort angegebenen Satzes (4) als spezieller Fall in unserem jetzigen
Lehrsaize enthalten.
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Hieraus folgt:

Sind zweil regulire Gebiete nicht-zylindrischer
(analytischer) Membranen aufeinander analytisch be-
zogen, so gibt es eine und nur eine synektische und
ebenso eine und nur eine antisynektische Abbildung,
die diese Beziehung hervorruft.

Insbesondere ergibt sich weiter:

In der erweiterten synektischen Gruppe gibt es
eine einzige von der Identitit verschiedene, und
zwar antisynektische Transformation, die alle Speere
einer nicht-zylindrischen Membran cinzeln in Ruhe
lift. Man konstruiert in dieser ,synektischen Spiegelung®
an der Membran zu einem (reellen) Speere die ent-
sprechenden, indem man ihn um die zu ibhm syntakti-
schen Speere der Membran (falls solche vorhanden
sind) umwendet, ,

Wir haben fiir alle hier behandelten Abbildungen im Gegen-

stande der ersten Paragraphen Beispiele. Die Gruppe (G, HY) ist

120 2
in der synektischen Gruppe, die Scharen Hf;), Hl(g) sind in der anti-
synektischen Schar enthalten. Beispiele fiir Transformationen aus I, die
nicht gleichzeitig in der erweiterten synektischen Gruppe enthalten
sind, bieten, wie erwihnt, die reellen Ahnlichkeitstransformationen.
) Wir kommen zu einer bemerkenswerten Untergruppe der er-
weiterten synektischen Gruppe, die ihr Durchschnitt mit der zuvor
I'* genannten Gruppe ist, wenn wir diejenigen synektischen und
antisynektischen Abbildungen aufsuchen, deren sphérisches Bild kon-
form ist. “Wir werden diese Gruppe die erweiterte konform-
synektische Gruppe nennen. Sie zerfillt in vier kontinuierliche
Scharen: die Gruppe G der eigentlich-konform-synekti-
schen Transformationen, die Schar H; der eigentlich-
konform-antisynektischen, die Schar H;; der uneigent-
lich-konform-synektisehen und endlich Hyy, die der un-
eigentlich-konform-antisynektischen Abbildungen.
In ¢, H;, Hy, Hy; sind entsprechend enthalten
Gha, Hl(;)J Hf?a H1(z) '
Beniitzen wir fiir die reellen Speere die komplex-dualen
Speerkoordinaten S des § 3, so konnen wir die Transformationen
der vier Scharen @, Hy, Hy, Hp der Reihe nach so -darstellen

N  S*=28*(8), 8'=S*(§), §*=8*(§), 8*=8*(9),

wenn der Querstrich den Zeichenwechsel von 7, der Circumflex
den von e und die Funktionszeichen komplex-synektische Funk-
tionen der angezeigten Verdnderlichen andeuten, deren skalare Be-
standteile nicht konstant sind (vgl.  die Formeln (4) in § 3). Die
erste dieser Formeln wollen wir beispielsweise auch ausfithrlicher
schreiben, indem wir skalare und vektorielle Teile scheiden.
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t* = (1),
() {Tk_<9(> '
=¢O+¢ T

Wir bemerken ferner:

Die erweiterte konform-synektische Gruppe ist
der vollstindige Durchschnitt der erweiterten iso-
tropen Gruppe mit der erweiterten synecktischen
Gruppe, und zwar ist

¢ der Durchschnitt der isotropen Gruppe mit

der synektischen Gruppe,

H; der Durchschnitt der isotropen Gruppe mit

der antisynektischen Schar,

Hy derDurchschnitt der antisotropen Schar mit

der synektischen Gruppe,

Hirder Durchsehnitt der antisotropen Schar mit

der antisynektischen Schar,

Mit Hilfe der Parameter ¢, 7’ beweist man ohne Mihe:

Die Gesamtheit aller Speertransformationen,
die einerseits die isotropen anderseits die synekti-
schen Membranen untereinander vertauschen, d. 1.
der Durchschnitt der erweiterten isotropen Gruppe
mit I, entsteht aus der erweiterten konform-synek-
tischen Gruppe durch Adjunktion der (reellen) Ahn-
lichkeitstransformationen,

Die im § 3 unter (4), (B), (C) angefiithrten Lehr-
sidtze gelten auch fiir unsere unendlichen Gruppen,
man hat nur an Stelle von ,Kreisverwandtschaft®

yskonforme Abbildung® und an Stelle von G,, HS,
H® H(g) entsprechend G, Hy, Hy, Hys einzusetzen.!) Die

127
dort angedebenen Beweise .lassen sich ndmlich unmittelbar hierher
iibertragen.
Aus der Formel (8) erhilt man durch differenzieren

a7 "J'—}«cp”T arT
9) JF = b

und hieraus ergibt sich, wenn man die Gleichungen (11) und (12)
des vorigen Paragraphen (§ 9) beriicksichtigt, sofort ein wesentlicher
Teil der Lehrsiitze (B) und (C).

Nach dem bisher Bewiesenen konnen wir alle (analytischen)
Speertransformationen angeben, die Binder, welche in einem ge-

1) Einige dieser Beziechungen sind sehr ausfithrlich in anderer Form bei Herrn
J. Griinwald (a. a. O, § 14, 8. 118) behandelt, wo die Gruppe G schon unter-
sucht worden ist.
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meinsamen Speer gleichen Zentralpunkt haben, immer wieder in
solche Binder iibertithren. Nach der Eigenschaft nidmlich, welche
die isotropen und synektischen Membranen gemeinsam kennzeichnet
[vgl. (I) in § 9], konnen wir von diesen Transformationen erkennen,
dall sie sowohl die isotropen, wie die synektischen Membranen
untereinander vertauschen, da es offenbar keine Transformation
geben kann, die diese beiden Familien von Membranen untereinander
vertauscht. Wir kommen also hier auf den schon zuvor betrachteten
Durchschnitt von [' mit der erweiterten isotropen Gruppe.

Zu ebendemselben Durchschnitt kommt man auch, wenn
man alle (analytischen) Speertransformationen sucht, die folgende
Eigenschaft haben. Es seien S, S* zwei entsprechende Speere in
einer der Transformationen S —» §*; dann soll zwischen den Ver-
teilungsparametern L und L¥ zweier entsprechender Binder in
S und §* eine Beziehung bestehen

A4 BL+CL# =0,

deren Koeffizienten nur von der Wahl des Paares S, S* nicht

aber von der Wahl der Binder durch diese Speere abhingen.
Haben zwei Speerbiinder einen Speer S gemeinsam und. haben

sie hier die Zentralpunkte 2, und z,, so konnte man die (auch

ihrem Vorzeichen nach bestimmte) Strecke 2, 2, ,die Tangential-
entfernung der beiden Binder an der Stelle S“ nennen, indem
man eine in der ebenen Geometrie iibliche Ausdrucksweise auf den
Raum in naheliegender Weise verallgemeinert.?)

Man kann sich nun nach allen (reellen) Speertransformationen
fragen mit der Eigenschaft, daff entsprechende Tangentialentfernun-
gen entsprechender Binder stets einander gleich sein sollen. Solche
Abbildungen hitte man dann, um die Analogie der ebenen Geo-
metrie aufrecht zu erbalten, als eigentlich-dquidistante
oder eigentlich-dquilonge Speertransformationen des
Raumes zu bezeichnen.?)

Zunichst erkennt man wieder auf Grund der Eigenschaft (I)
in § 9, daf} derartige Abbildungen sowohl die isotropen als auch
die synektischen Membranen untereinander vertauschen miissen.
Daraus folgt dann weiter, daf sie der Gruppe (G, Hy,) angehoren,
deren Transformationen tatsichlich die gewiinschte Eigenschaft haben,
wie in den Theoremen (B) und (B,) festgestellt wurde.

Wir sehen also:

Die unendliche Gruppe der eigentlich-dquilongen Speer-
transformationen des Raumes fiallt mit der Gruppe
(G, Hy) zusammen. Ihr kann man die Scharen H;, Hy;
d er uneigentlich-iquilongen Abbildungen an die Seite stellen.

') Man vgl. etwa die Arbeit des Verfassers: ,Geometrie der Speere in der
Ebene“. Monatshefte XXI., Jahrg. 1910, bes. S. 10.

?) Siehe ebendort S. 13. Eine andere Verallgemeinerung der #quilongen
‘Gruppe der FEbene findet man behandelt in meiner Note: ,Uber einige
unendliche Gruppen von Transformationen orientierter Ebenen® jm Archiv fiir
Math, 1910. 8. 182189,
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Bei den Transformationen aus Hj, Hj; sind nimlich zugeord-
nete Tangentialentfernungen einander entgegengesetzt-wlelch [vgl.
die Lehrsitze (B)) und (B,)].

Wir bemerken noch, datl die zuvor eingefiihrten Spiegelungen
an (nicht-zylindrischen) Membranen in der Schar H; enthalten
sind. Es gilt allgemein der Satz:

Bezieht man zwei regulire Gebiete nicht-zylin-
drischer Membranen so aufeinander, dafl ihre sphéri-
schen Bilder eigentlich [uneigentlich] konform
werden, dann gibt es stets eine und nur eine Abbil-
dung aus jeder der Scharen G und H; [Hiyund Hyl, die
gerade diese Beziehung hervorruft.

§ 11. Zusammenhang der Speergeometrie des Raumes
mit der Speergeometrie der Ebene.

Wihrend wir uns in den letzten zwei Paragraphen meistens
auf die Betrachtung reeller Speere beschrinkt hatten, sollen sich
die folgenden Untersuchungen wieder auf komplexe (eigentliche)
Speere erstrecken.

Wir bilden die Gesamtheit der komplexen (eigentlichen)
Speere S des Raumes ab auf die geordneten Paare (&, &,) von
komplexen (eigentlichen) Speere einer festen Fuklidischen Kbene ¢,
und zwar in folgender Weise. Wir legen durch § die linkseitige
Minimalebene (§ 8). Diese hat mit { einen einzigen Speer gemeinsam,
den wir mit &; bezeichnen wollen. Die rechtseitige Minimal-
ebene durch S trifft { ebenfalls in einem Speere und den durch
Umkehrung daraus hervorgehenden Speer werden wir
&, nennen. &, liegt demnach auch in der linkseitigen Minimal-
ebene durch den Speer, welcher mit S antitaktisch zusammenfillt.

Ist umgekehrt das Paar (&;, ©,) von komplexen (eigentlichen)
-Speeren in { vorgelegt, so finden wir den zugehorlgen Speer S des
Ranmes folgendermal?)en Wir legen durch &; die linkseitige Minimal-
ebene und durch den Speer, der mit &, antitaktisch zusammenfillt,
die rechtseitige; die beiden verschiedenartigen Minimalebenen durch-
dringen sich im gesuchten Speere S.

Die Beziehung S<«—>(&;, ©,) ist also ausnahmslos
umkechrbar elndeutlg :

Wie wir sehen, ist es zweckmiifig, die Ebene { doppelt zu
tiberdecken mit zwei »Schichten®, wie wir uns ausdriicken wollen.
Den Ort der Speere &; nennen wir ,die linke Schicht® {;
und den von &, ,die rechte Schieht* ¢,.

Um die Zuordnung S<—>(S;, &,) auch analytisch zu for-
mulieren, fithren wir zuniichst fiir die Speere & der Ebene {
Koordmaten ein, wobei wir etwa von der Annahme ausgehen,
daf ¢ mit der Koordinatenebene x, =0 zusammenfalle, Als Ko-
ordinaten fiir & nehmen wir die beiden komplexen Parameter ¢, T
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die der link sseitigen Minimalebene durch & in der in § 2 behan-
delten Zuordnung entsprechen, doch wollen wir statt ¢, 7' hier
lieber t, ¥ schreiben.

Sind '
vo-F vy vy @, =0,
(1
x, =10
die (tleichungen der von & iiberdeckten Geraden, so kénnen wir,
wenn o} --u) =1} gesetzt wird, die Beziehungen aufstellen [vgl.
@3), 3% in §1]
@ Vo1, — 0,0+ vyt —iv,= {T: —1 : t¥ o i,
v v ot vy, ov, =—24F:(1—1% (1417 241
Wir fiihren ferner auch hier die (komplex-) duale Verbindung
t+:T =& ein. Beniitzen wir fiir die Speere S des Raumes die

‘homogenen, (komplex-) dualen Koordinaten des § 7, so kinnen wir
unsere Abbildung S<—»> (&,, €,) nunmehr so ausdriicken [vgl. (20)

in § 8]
_ g XtiX,  X— X
(%) , @l—tl—{—:zz— Y:;—_{——XZ‘_— m)
‘ _ s X4l X+ X
]@1‘_t,,+szr——ﬁ——— Xl—in 3
0 ‘ X X1 Xy Xy =
:{@z—'@r}:{l—@z@-r}:i{l—{—@l@r}1—{@z+@r}'

Es sei hier noch an einige Tatsachen der ebenen Speer-
geometrie erinnert. Durch eine linear-gebrochene (komplex-) duale

Substitution
_4+ns
T CH-DC

wird eine komplexe Transformation aus der Gruppe der eigent-
lichen Laguerreschen Transformationen &, dargestellt,!) dabei hat
man nur vorauszusetzen, dafl der skalare Bestandteil der Substitu-
‘tionsdeterminante von Null verschieden sei. Analog wird durch
eine Substitution

C+D&

eine komplexe Abbilduug aus der Schar $s der uneigentlichen
Laguerreschen Transformationen gegeben. Endlich wird durch die

Formeln N
B* = B* (), B*=8* (&)

1) Man vgl. hier und sp#iter des Verfassers ,Untersuchungen iiber die Geo-
metrie der Speere in der Euklidischen Ebene“, Monafshefte XXI (1910).
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eine (komplexe) Abbildung aus der Gruppe & der eigentlich- und
eine aus der Schar § der uneigentlich-iquilongen Speertransforma-
tionen der Ebene dargestellt, wenn wir annehmen, daf} die skalaren
Teile der komplex-synektischen Fuuktionen zu rechter Hand
nicht konstant sind.

Wir stellen nach diesen Vorbereitungen einige geometrische
Gebilde und Operationen einander gegeniiber, die durch unsere
Abbildung S<—>(&;, ©,) miteinander vertauscht werden, wie man
auf Grund der letzten Formeln oder auch auf synthetischem Wege
leicht bestétigen wird,

Raum. Ebens.
Speer S. Geordnetes Speerpaar (8, &,).
Links- [rechts-] seitige Minimal- | Fester Speer der linken [rechten]
ebene. Schicht verbunden mit allen

Speeren der anderen Schicht.

Die linke Schicht ¢, wird auf
die rechte {, durch die Um-
kehrung bezogen.

Gresamtheit der Speere von {.

D. h. mit anderen Worten: Jeder Speer S von { bildet sich
auf ein Paar (€;, &,) ab, dessen Speere antitaktisch zusammen-
fallen. Analog ist die folgende Gegeniiberstellung zu verstehen:

Die beiden Schichten sind auf-
einander durch die Identitit be-
zogen,

Die beiden Schichten werden der-
selben komplexen Abbildung
aus &, unterworfen.

Kugel der Minimalspeere.

{(Komplexe ewegun es
Komplexe) B gung d
Speerraumes.

Die elementargeometrischen Eigenschaften rdumlicher Speer-
figuren bilden sich somit auf Eigenschaften ebener Speerfiguren ab,
die gegeniiber ; invariant sind.

Umwendung des Speerraumes an
einer Euklidischen Geraden,

Komplexe Umlegung des

Speerraumes.

Die Schichten werden der Um-
wendung an demselben Speer-
paar unterworfen.?)

Bedeutet © eine Transformation
aus §;, so ist

{tlo=¢, {¢.}o=20.

Die neue rechte Schicht geht also aus der fritheren linken
durch die gleiche uneigentliche Laguerresche Abbildung hervor,

1) Siehe a. a. 0. 8. 14, 15, 16,

‘wie die neue linke aus der urspriinglichen rechten Schicht.
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Die Umlegung ist insbesonders
die Spiegelung an einer Eukli-
dischen Ebene.

(I) Komplexe Transformation aus
Gya LHy3))

(1I) Komplexe Transformation aus
HO[HY)

Die Umkehrung.
Spiegelung an der Ebene {.
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O ist insbesonders eine Laguerre-
sche Spiegelung.?)

Bedeuten O©; und 0, zwel kom-
plexe Transformationen aus

&g [Ds]), so ist
e =2,1¢10,=¢.
Bedeuten 0;, und 0,; zwei kom-
plexe Transformationen aus

8, [De], s0 ist

ton=0,{10.=¢,.
0,, = 08,; ist die Identitit.
0., = 0,; ist die Umkehrung.

Die Gegeniiberstellungen (I) und (II) bleiben richtig, wenn

wir gleichzeitig links an Stelle von &

H® H® H? der Reihe

127 127 1272 1

nach G, Hy, Hy;, Hy, (siche § 18) einfiihren und rechts an Stelle
von &, 9§, entsprechend & und .

Komplexe Abbildung der isotro-
pen. Gruppe.

Komplexe Abbildung der antiso-
tropen Schar.

S durchliuft eine Speerfliche, die
nicht in einer einseitigen Mi-
nimalebene enthalten ist,

{ede, =¢, {¢]e. =C.

{t)on=10, {&} =1,
Hierbei bedeuten die verschie-
denen O beliebige (komplex-)
analytische Speertransforma-
tionen in der Ebene §.

&, und &, durchlaufen zweil
Speermannigfaltigkeiten €;, €,
von einer komplexen Dimen-
sion, die aufeinander analytisch
bezogen sind (S;—>&,).

Wir wollen hier nebenbei angeben, welche Bedeutung der
komplexe Verteilungsparameter L, der Speerfliiche fiir die ebene
Figur hat, doch wollen wir uns bei dieser Angabe der Kiirze halber
auf den ,allgemeinen Fall® beschrinken.

Den Schnittpunkt von &; und &, wollen wir # und den
Berithrungspunkt von &;[&,] mit der (im allgemeinen) umbhiillten
(orientierten) analytischen Kurve werden wir 2;[¢,] mnennen.

Dann ist

() | L= {n5+uz)

1) Siehe a. a. O. §. 14, 15.

Monatsh, fiir Mathematik u. Physik. XXI, Jahrg. 20
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wobei nattirlich den beiden Strecken nz, und nz, bestimmte Vor-
zeichen zu erteilen sind.  Es sei dem Leser iiberlassen, hieraus
Sitze iber entwickelbare Speerflichen {L = 0} herzuleiten. Man
kann die Formel (5) etwa auf Grund der Beziehung (18) des § 2 fir
den Brennpunkt der Speerfliche entwickeln.

S durchlsuft eine komplexe
Speerkette, die nicht in einer
Minimalebene liegt.

S beschreibt eine isotrope Speer-
kongruenz.

Die Kongruenz ist eine komplexe
Speergarbe.

¢, und @, sind zwei eigentliche
Zykel, die aufeinander pro-
jektiv bezogen sind.?)

&; und &, durchlaufen unab-
hingig voneinander zwei Man-
nigfaltigkeiten &;, €, von einer
komplexen Dimension.

C; und- €, sind eigentliche Zy-
kel.

Aus den Gleichungen (3) folgt, dall zwischen &, und &, eine
(komplex-)synektische Bez1ehung hergestellt wird, wenn wir die
Xi{k=0,1,2, 3} als (komplex-) synektische Funktionen eines
(komplex-) dualen Parameters darstellen. Das ergibt die folgende

geometrische Deutung:

Synektische Speerkon-
gruenz.

Komplexe Speerkugel.

Komplexes Normalnetz.

Parasynektische Speer-
kongruenz.

Komplexer Speerquirl.

Gesamtheit der Speere einer
Euklidischen Ebene.

Gewohnliche Speerkongruenz

(siehe § 10).

1 Vgl a. a, 0. 8. 7.

Die beiden Schichten wer-
den aufeinander durch
eine komplexe eigentlich-
dquilonge Abbildung @
bezogen: {4;} 0 =¢,.

© ist eine komplexe eigentliche
Laguerresche Transformation.

0 ist die Umwendung an emem
Speerpaar.

Die beiden Schichten wer-
den aufeinander durch
eine komplex e, uneigentlich-
dquilonge Abbildung ©
bezogen: {4} 0 =2¢,.

0 isteine komplexe, uneigentliche
Laguerresche Transformation.

O ist eine komplexe Laguerre-
sche Spiegelung.

Analytische Speertransformation:

{Cz} 0={,.
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Greometrische Nachweise fiir die Richtigkeit der beiden ge-
sperrt gedruckten Gegeniiberstellungen kann man erbringen auf
Grund der fiirs komplexe Gebiet verallgemeinerten Eigenschaften
(I) und (II) des § 9, die fiir die synektischen und parasynektischen
Kongruenzen unter den gewdhnlichen Speerkongruenzen kenn-
zeichnend sind.

Als einfaches Beispiel dafiir, wie Sitze der rdumlichen und ebenen
Speergeometrien einander durch unsere Abbildung S <— (&;, €,)
zugeordnet werden, fithren wir die folgenden an:

Durch jede komplexe Speerkette, | Sind zwei eigentliche Zykel auf-

die nicht in einer Minimalebene |  einander projektiv bezogen, so
liegt, geht eine Speerkugel und |  gibt es eine eigentliche und
ein Speerquirl hindurch (§ ). | eine uneigentliche Laguerre-

|

i sche Speertransformation, die
| diese Bezlehung vermittelt.

Zum Abschlusse sei darauf hingewiesen, dafl sich den in dieser
Abhandlung entwickelten Untersuchungen eine ausgedehnte An-
wendung und Verallgemeinerung in der geometrischen Kinematik
an die Seite stellen liBt, wovon in einer folgenden Arbeit die Rede
sein soll.

20%



