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10.
Bemerkungen tiber die kleinste Fldche innerhalh
gegebener Grenzen *).
{Vom Herrn Prof. H. F. Scherk in Kiel.)

1.

Bereits seit Kingerer Zeit hat die kleinste von gegebenen Linien be-
grenzte Fliche die Aufmerksamkeit der Mathematiker in einem hohen
Grade, sowohl wegen ibrer eigenthiimlichen Eigenschaften, als wegen der
Schwierigkeiten erregt, welche sich einer genaueren Untersuchung, und
einer durch continuirliche Bewegung entstandenen Construction derselben
entgegensetzen. Nachdem Lagrange die Frage zuerst angeregt, und die
Gleichung der Fliche, in Form einer partiellen Differentialgleichung vom
zweiten Grade, gefunden hatte, zeigte Meusnier, dals ihr auch noch eine
andere merkwiirdige Eigenschaft zukomme: der grilste und der kleinste
Kriimmungshalbmesser sind niimlich in jedem ihrer Puncte gleich grols,
und entgegengesetzt. Auch fand Meusnier, zwar nicht das vollstiindige
Integral der erwiihnten Differentialgleichung, aber doch zwei partielle
Fiille desselben: die Gleichungen zweier speciellen krummen Flichen niim-
lich, welche der allgemeinen Gleichung Geniige leisten; und zwar erstens,
der Schraubenfliche, d. i. derjenigen Fliiche, welche entsteht, wenn
eine horizontale gerade Linie sich so bewegt, dals sie stets durch eine
verticale Gerade und durch eine Schraubenlinie geht, die sich um die Ober-
fliche eines geraden Cylinders hinaufwindet, als dessen Axe die genannte
Verticale angesehen wird; und zweitens, derjenigen Fliche, welche durch Um-
drehung der Kettenlinie um eine horizontale, sie nicht schneidende, Axe
erzeugt wird ¥*), Das allgemeine Integral der Gleichung unserer Fliche fan-
den zuerst Monge und Legendre, aber in einer so verwickelten Form, dafs

¥) Diese Abhandlung ist im September 4833 der Konigl. Akad, der AVissensch.
zu Col)enhagen vorgelegt worden.

¥%) Uber diese specielle Fliche ist eine interessante Untersuchung angestellt
worden von Goldschmidt: Determinatio superficiei minimae, rotatione curvae data
duo puncia jungenlis circa daium axem ortae. Goettingae. 1831. '
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man Eis jetzt von dem Integrale fast moch keinen Gebrauch gemacht
hat. So urtheilt auch Poisson, bei Gelegenheit der Ankiindigung einer
neuen von ihm angestellten Untersuchung iiber diesen Gegenstand: einer
Untersuchung iibrigens, der man mit der gespanntesten Erwartung ent-
gegen sehen muls: ,, Malheureusement on ne seauroit tirer aucune partie
de cette intégrale, qui se trouve compliguée de guantités imaginaires, et
exprimée par le systéme de trois équations entre deux wvariables auxi-
liaires et les coordonnées courantes de la surface” (S. gegenw. Journal,
VIIL Bd. pag.361.). Eine neue, specielle Fliche hat Monge nicht ane
gegeben; und da die Untersuchung iiber die characteristischen Linien der
Fliiche ihn darauf fiihrte, dafs dieselben in einem Puncte bestiinden,
(ein Umstand, der darauf hinzudeuten scheint, dals nicht alle Fliichen als
Einhiillungsflichen betrachtet werden konnen): so gelang es ihm auch
nicht, die Fliche durch eine continuirliche Bewegung zu erzeugen. Diese
Umstiinde veranlalsten die Furstl. Jablonowskische Gesellschaft der Wissen
schaften zu Leipzig, eine neue Untersuchung der Fliche zum Gegenstande
einer Preisaufgabe fiir das Jabhr 1831 zu machen. Der Preis ist einer von
mir im November 1830 eingereichten Abhandlung zuerkannt worden, die
in den Actis Societ. Jablonovienae Voi. 1V. Fasc. I1. pag. 204 — 280.
(De proprietatibus superficiei, quae hac continetur eaequatione:
(I4+9)r—2pgs+(1+p)t = 0

disquisitiones analyticae) enthalten ist, und von welcher ich jetzt einige
Resultate anfilhren muls, da ich mich in der gegenwiirtigen Abhandlung
hiiufiger auf dieselbe zu beziehen gezwungen bin.

Sind niimlich x, y, z die veriinderlichen Coordinaten der Fliiche
und man setzt die partiellen Differentialquotienten, wie gewdhnlich:

(@ =r @R=7
@ =r G5=+ G)=»v
50 findet man, als Differentialgleichung der Fliche:
L k= (+¢)r—2pgs+(1+pY = 0. |
Dem Integrale derselben hat Legendre die Form
x = Qa4
9. O = Qa—aQatPi—by's,
z = JV(—1—a)@"ada— [y (—1—b)4" bdb,
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oder, da die Integrale aus dieser Gleichung ganz entfernt werden kinnen,
dic Form
\r

3. ¥

ALpP"a—34aQ e+ B Y 'b—3BLY b,

— L@ a(20*—1) AP a—B b L"b 4 (22 —1) B8,

| AQa—2 A0 P a+Qa—B N b 2B b b— b,
gegeben, wo @, b zwei beliebige Grifsen vorstellen, die aus dem Sy-
steme der Gleichungen (2.) oder (3.) eliminirt swerden miissen; wo fer-
ner durch Qa, $b; Q'a, b5 Q"a, ¢'b zwei willkiirliche Functionen,
resp. von ¢ und von &, nebst ihren beiden ersten Differentialquotienten
bezeichnet sind, und Kiirze halber v (—1—0¢*) =4, y(—1—b6*)= B ge-
setzt ist. Durch leichte Substitutionen erhilt man aus den Gleichungen
(2.) diec Form, deren sich Monge bedient hat:

x = a-t}b,

Sy = Qa-+o,

[z = WV (—1—@aP)da+ [y (—1— ooy

Da es mir nun eben so wenig, als den friilhern Bearbeitern dieser Auf-
gabe, gelungen war, eine allgemeine Construction der Fliche anzugeben,
so ging ich darauf aus, mdglichst viele particuléire Fiille des Integrals, durch
eine sich iiberall gleich bleibende Methode, aus der Differentialgleichung
(1.) zu entdecken. Um dahin zu gelangen, wurde sie auf verschiedene
Weise in zwei Gleichungen von der Art zerfillt, dals die eine von ihnen
eine leichte Integration gestattete, und die willkiirlichen Functionen, die
in dem Integrale derselben vorkamen, wurden dann so bestimmt, dals auch

der andern Gleichung Geniige geleistet wurde. Auf diese Weise ergab
sich, wenn

I

-~
-~

4.

roder t oder r-+¢2 =0
gesetzt wurde, die Gleichung der Schraubenfliche:
\ 5. Z = ytang Dux,
wo D eine Constante bezeichnet; ferner wenn man
s=20
annahm, die Fliche, deren Gleichung

p: __ cosDy
6. € = iD=
ist, aus welcher dann die allgemeinere l
” B0z — 4 cos B(x cose -y sin ¢} a)
) T “""cos B(x cos -y sin B4 b)

25*
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hergeleitet wurde, wo 4, B, a, b, a, (3 gleichfalls beliebige Constanten
darstellen; ferner wenn

x =gcosd, y=y¢sind und (dz

a9
gesetzt wurde, die Umdrehungsfliche der Kettenlinie, deren Gleichung

z2—b z=b
8. v@+y) =ialer £7)
ist, und welche Meusnier nicht durch diese Methode, sondern durch die
Forderung, dals die entstehende Fliiche eine Umdrehungsfliiche sein solle,
erhalten hatte, und wenn man endlich
( d*z — 0
do.dd
annahm, eine Fliche, deren Gleichung

9. Z=blog V-(Qz-"az)_l'v-(@z_—bz) —aarc [tang = —:- ]/(g%‘_l'__%;)] Fe34-c

ist, und von welcher die Schraubenfliiche und die Umdrehungsfliiche der
Kettenlinie specielle Fiille sind. Auch wurden fiir jede dieser Flichen die
willkiirlichen Functionen Qe, ¢4 in dem Integrale (4.) bestimmt, und im
Allgemeinen gezeigt, wie man jedesmal diese willkiirlichen Functionen
durch Integration einer gewdhnlichen Differenzialgleichung vom
ersten Grade, fiir welche die Bedingungen der Integrabilitiit
erfiillt werden, bestimmen kionne, wenn man auf irgend eine Weise,
also z. B. durch die angewandte Zerfillungsmethode, eine endliche Gleichung
erhalten hat, welche der Differentialgleichung 2 = 0 Geniige leistet.

Y=o

Hieraus ersicht man, dals bis jetzt dasIntegral unserer Gleichung
zur Erfindung neuer Eigenschaften, oder neuer specieller Fiille, noch nicht
benutzt worden ist. Als Grund hiervon kann man annehmen, dafs es
zwar leicht ist, passende Functionen @e, ¢b, aufzufinden, welche in den
Systemen (2.) oder (4.) eine Integration gestatten: dals es aber bei
weitem schwieriger und grofstentheils unausfiihrbar ist, diese Functionen
80 zu wihlen, dals man die Quantititen ¢ und b aus einem dieser Sy-
steme eliminiren kénne, und dals das Resultat auch wirklich eine Fliiche
darstelle, und nicht etwa blofs eine Gleichung zwischen drei veriinderlichen
Grifsen sei. Da es mir jedoch, wie erwihnt, in der angefiihrten Ab-
handlung gelungen war, die willkiirlichen ‘Functionen zu den bekannten
Gleichungen der Flichen (5.), (6.), (8.), (9.) zu finden, so mulste sich
der Gedanke darbieten, die Untersuchung umzukehren, und,
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von dem Integrale der Gleichung (1.) ausgehend, willkiirliche

Functionen Q@a, b aufzusuchen, welche eine Elimination von ¢ und

b gestatten, und zu Gleichungen von neuen Flichen fiihren.
Dies ist der Zweck, den ich mir im ersten Abschnitte dieser Untersuchung
zu erreichen vorgesetz ibe. Es haben sich auf diesem Wege drei neue
Fliichen ergeben, deren eine iiberaus einfach und die Correspondirende
der F'liiche (6.) ist, indem sie zu jener in einer ihnlichen Beziehung steht, ,
wie das Ellipsoid zu den Hyperboloiden. Der zweite Abschnitt dieser
Abhandlung verfolgt zwar einen ganz andern Endzweck, hat jedoch mit
dem ersten das gemein, dals die Untersuchung sich gleichfalls auf dem
Integrale der Gleichung (1.) stiitzt. Die bisher angestelltca Untersuchun-
gen hatten niimlich, auf den verschiedensten Wegen, z. B. durch die be-
reits angefithrte Zerfillung der Gleichung (1) in die beiden

rt+t=0,
10. ¢r—2pgstp't = 0,

oder indem man x = ¢cos3, y = psind, und (-J—-) = 0 setzte, zu dem Resul-

tate gefhhrt, dafs die Schraubenfliche unter den kleinsten Flichen enthal-
ten sei. Dabei war man also entweder von der Entstehungsart jener Fliche
durch Bewegung einer immer horizontalen geraden Linie, deren allge-
meine Gleichung bekanntlich (10.) ist, wenn man die feste Ebene, der
" die bewegte Linie immer parallel bleiben soll, zur Coordinatenebene der
«y annimmt (vergl. Monge, Applic. de I'analyse a la Géom. ed. 1807.
pag. 64.), oder von der Gleichung %~ =0 ausgegangen; und als einen
speciellen Fall ihres Integrals hatte man z=y tangDx gefunden. Es
fragte sich nun, ob aufser der genmannten Fliche noch andere kleinste
Flichen durch Bewegung einer geraden Linie entstehen kinnten,
michte iibrigens das Gesetz der Bewegung sein, welches es wollte, oder
mindestens, wenn etwa der Elimination Schwierigkeiten in den Weg
triiten, ob sich fiir diesen Fall nicht die Form der willkiirlichen Func-
tionen vollstiindig bestimmen liefse. Bei dem ersten Anblicke scheint es
zwar, als bediirfe es dieser” Untersuchung gar nicht, und als kiune man
geradesweges behaupten, nur die Schraubenfliche kénne durch Bewegung
einer geraden Linie entstehen, und zugleich der Eigenschaft des Minimums
der Area theilhaftig werden. Denn es seien zwei nicht in einer Ebene
befndlicke gerade Linien gegeben; nimmt man ihre kleinste Entfernung
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als Axe eines geraden Cylinders an, um dessen Oberfliiche eine Schrau-
benlinie sich hinénfwindet., und lifst durch dieselbe, und durch die Axe,
eine die letztere stets unter rechtem Winkel schneidende gerade Linie
sich hinaufbewegen, so ist das von der Schraubenlinie und den beiden
gegebenen geraden Linien begrenzte Stiick der Schraubenfliiche, nach dem
Vorigen, die kleinste, von den beiden gegebenen Linien begrenzte, Fliiche.
Liefse sich also durch dieselben noch eine andere, von der Schrauben-
fiiche verschiedene, kleinste Fliche legen, so wiirde jene nicht die Kkleinste
sein. Aber, abgesehen davon, dals die Unmiglichkeit, dals beide Flichen
auch wohl gleichen Inhalt haben k&nnten, nicht von vorn herein ein-
leuchtet: so ist offenbar Lei der angegebenen Entstehungsart auch noch
die Amnahme gemacht, dals nicht blofs die durch die gegebenen beiden
Geraden begrenzte Fliche, sondern auch jedes Stiick derselben, welches
durch eine von ihnen und durch eine andere Gerade abgeschnitten wird,
die der Ebene parallel ist, welche auf der kleinsten Entfernung der bei-
den gegebenen Geraden senkrecht steht, oder jedes Stiick, welches durch
zwei solche gerade Linien begrenzt wird, ein Kleinstes sein soll. Ob
aber diese Forderung in der Natur der Sache liege, oder eine der gegen-
wiirtigen Frage ganze fremde Bedingung in die Rechnung bringe, scheint
mir nicht leichter, als auf dem angegebenen Wege untersucht werden zu
konnen. Hat sich nun auch das verlangte geometrische Resultat, we-
gen der Unmiglichkeit der Elimination, nicht ergeben, so scheint mir doch
das analytische Resultat, durch welches die Form der willkiirlichen
Functionen in diesem Falle vollstiindig bestimmt wifd, nicht ganz unbe-
merkenswerth, da man aus demselben, in Verbindung mit einem andern,
~ spiiter anzufiihrenden Umstande, mit grofser Wahrscheinlichkeit schliefsen
kann, dals es allerdings keine andere Fliche als die Schraubenfliiche gebe,
die, in unserm Falle, durch die Bewegung einer geraden Linie entste-
hen kann.
2,

Indem wir nun zur Untersuchung der Functionen, welche eine
leichte Elimination gestatten, selbst, schreiten, wird man vor Allem daran
denken kinnen, den Functionen @@, v b, in den Gleichungen (3.), alge=
braische Werthe beizulegen, da man alsdann, nach vollbrachter Elimina-
tion, eine algebraische Gleichung fiir die verlangte Fliche erhielte. Aber.
selbst die einfachsten Annahmen fiihren auf endlose Weitliufigkeiten. Setzt
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‘man nemlich die eine dersclben ¢4 gleich einer Constante, so nehmen
die Gleichungen (3.) die Form an:
= F+ LQ'a—34adq,
y=—4Ae@'at+2a*—1)4Pq,
z2= 4+ 4LQ"a—24cp'a}Qa—C,
aus welchen die einzige Quantitiit ¢ zu eliminiren ist. Man gelangt also
durch diese Annahme nicht zu einer Fliche, sondern zu einer Linie. Hier=

nach werden
Qe = e, Yo = b

zuversichtlich die einfachsten Werthe sein, die man den willkiirlichen Func-
tionen beilegen kann; durch dieselben erhiilt man:
{ = —34a—3Bb,
1. {y = Qa*—1)4+2*—1)B,
z2 = —24%¢+ta+2B*b—0b,
oder, nach Elimination von 4=y (—1—a?) und B = y(—1—105%),
D2 — 2
(rmsmsy) Hou+er=0,

@b* —1)24-3b)\? N
((1+2ab)(a-—-—b)y) + 91 +d) =0,

z2—(e—b)(34+20*+2a b4 25%) = 0.
Aber der Versuch, ¢ und 5 aus diesen Gleichungen zu eliminiren, ist fast
unausfiihrbar, und um so weniger anzustellen, als das Resultat, gesetzt auch,
es stellte wirklich eine Fliche dar, doch von so hohem Grade sein wiirde,
dafs man an eine Benutzung dieser Fliche zu dem Zwecke, um dessent-
willen die speciellen Flichen allein gesucht werden, nicht im Entfernte~
sten denken konnte; der Zweck kann offenbar kein anderer sein, als:
durch die Zusammenstellung der gemeinschaftlichen Eigenschaften verschie-
dener specieller Flichen, zu einer Eigenschaft der allgemeinen Fliche zu
gelangen. Noch ungleich weitldufiger wird die Rechnung, wenn man den
willkiirlichen Functionen Werthe beilegt, deren zweite Differentialquotien-
ten nicht verschwinden; und so wird sich aus den Gleichungen (3.), trotz
dem, dals die Integrale aus ihnen verschwunden sind, wohl kaum ein be=
merkenswerthes Resultat herleiten lassen.
3.

Wenden wir uns nun zu den Gleichungen (2.), welche vor der
Form (4.) den Vorzug haben, dals in ihnen die irrationale Quantitit
V' (14-a®) verkommt, welche offenbar fiir die Rechnung bequemer ist, als

1l




192 10. Scherk, Bemerkungen iiber die kleinste Fliche innerhalb gegebener Grenzen

die: V14 (¢'0»)]. Setzt man @’a=iA, wo A eine willkiirliche Func-
tion von & bezeichnet, und i*= —1 ist, so wird Pe—a@'c = — [z 90" a.da

=i adA=——iﬁz4’da und \[(1+°2)¢”ada=""ff(1+a-2).4’da,-
macht man die #hnlichen Annahmen in Beziehung auf &, so wird
= id+4iB,

2. b= —-z:/‘aA’da-—z"/‘bB’db,
z = _i/f(1+a2)4'da+_/}r(1+bz)B'db.

Unter dieser Form wollen wir hier bestindig das Integral der Gleichuug
(1.) gebrauchen. Die zuerst sich darbietende Annahme ist auch hier offen~
bar: 4’ und B’ Constanten gleich zu setzen. Es sei also
A =0 B =/(;
hierdurch erhiilt man:
x = Cia4C'ib,
Cia®* C('id*
y=—"g- =g »
— _ CaV(14-a?) C'vvy (1402
= (Ate?) SOV OH) L 5 Clogly (1+a%) —a]

- —3 Clog[y (14 6) —0].
Setzt man hier, um den einfachsten Fall zu erhalten, ¢'= —C, und z,

‘e X 4 <~ .
y, = resp, fir =, -JE s> —, S0 wird

z

x= i(a—2b),
y=—g@—0)

z— fay(1+e") 4+ 3oy (1+8) = flog {[yV (1+e)—e] Iy (14 6)—2]},
folglich *
13. % crray (tat) by an) 4 1 ==V (14a1)—3/ (1+51) == V+Dy A+ 4 ab

Nun aber ist

e= @ Q? b= "'"'i."' + 'Tj'a
also _

140t = t4iy, 140 = t—iy,
wenn, Kiirze halber,

4 1+L % =

gesetzt wird. Setzt man nun
t = gcosd y = psin$
folglich ’ S
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15, ¢ = 4y
so wird i
v(140*) = ¢ (cos$ &+ ising 9), V(146 = g¥(cos 33 —isin} 9),

also

ey (1+0)+byL4b) = ——g—l’-cosls-{—Qg*xsin%S
==Ly @20+ 2v(2e—20),
v(i+e)v(i46)+aeb = e+;+:;-

Werden also diese Resultate in (13.) gesetzt, so erhilt man:
22— 1,,/ (2g420)+x¥ (20—28) s Ly 2et2t)~xy (29-21)

16. e +ie e+ L+,
in wecher Gleichung ¢ und ¢ durch '(14.) und (15.) bestlmmt und

ol

>—(7, —zc—, resp. fiir x, y, = gesetzt werden miissen. Dies ist also de: Glel-
chung emer neuen, von den bisher bekannten sich sehr wesentlich
unterscheldenden, Fliiche,

4.

Man versuche hierauf, fiir die willkiirlichen Functionen ganze Po-
tenzen zu setzen. Man kann aber gleich Anfangs bemerken, dals man
dann von den negativen ganzen Potenzen nur die (—1)* zu untersuchen
braucht. Ist nimlich erstens

A = Ca"‘, B = C/bn’
wo C und €’ beliebige Constanten bezeichnen, so erhilt man
Cigmtt | ('iprtt
m41 ' adt1?
_ Ciagm2  (Qipr
Y = T mFe T a2
z = —C [y (1+a. a’"da+0'fv/'(1+b’) brd.

Ist hingegen zweitens

X =

c c
A = e B =gm
so wird
Ci Ci

*E T ryae (n 2+

Ci
y= (m+1)am+l+<n+1>b»+v
V(1+a_)d +Cf'r(1+b)db

a™i3 E
Crelle’s Journal d. M, Bd. XIII. Hf. 3. 26
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Wird aber in diesen Glcichungen —i—, % resp. an die Stelle von a, & ge-

setzt, so erhilt man ganz dieselben Werthe fiir y, x, —2, die man bei der
ersten Annahme fiir x, y, z erhalten hatte. Die Resultate werden sich
also auch nur auf die so eben angegebene Weise von einander unterschei-

den, und folglich dieselben reellen oder imaginairen Flichen darstellen.
Setzt man nun

m == "—'1, O’ 1, 2, 3, XX
80 wird

—(m+3) = _2, —3, '-"4', —5, '—6, evse
woraus heryorgeht, dals, mit Ausnahme der (—1)*" und (—2)*", die eben

dasselbe Resultat geben, jede negative Potenz durch eine positive reprii-
sentirt wird.

Es sei also gegenwiirtig
4=25, =0

80 erhilt man auch hier den ‘;Jei weiten einfachsten Fall, wenn man
(' = —C setzt. Hierdurch wird ‘

x = ilog —Z—,

y = —i(a—b),

s+ vt +a) +va+s = tog{[(1+5) + 2] [V(t+3) + ]}

wo Kiirze halber x, y, z fiir —'g—, %, % gesetzt sind. Die letzte Gleichung
giebt:

17, Zes/Urantyasn | g o=V (4an)=0H7) — vi+ “’)‘SISH' 2941

Da aber e‘i"=—Z-, also b = ae', so ist

ix

iy = a—b = —2iae’sinix,

daher , .
_ ye--kwc b _ yeiwc
¢ = = osmiax’ T 2sinjx
und
2 _ t—iy?sinx 2 __ ttiyisine
1+a — 48in§xz ’ 1'+b - 4sin§x3 ’
wenn

18, 4sinisz’-}ycosx = ¢
gesetzt wird. Nun sei '
' t = pcosd, y'sinx = ¢sind,
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also
19. ¢* = £’ y*sina’,
so wird o V‘( 10
2 cos 3 t
V(+a) 4y (146 = "m - aors )
und

VA+R A+ = 8.
Werden also diese Werthe in (17.) substituirt, so erhilt man
20, Lertcoseckx Y e+at) J L e coseokx ¥ (hgH) — is_"iiy_”ifj' -0 ,
wo ¢t und ¢ durch (18.) und (19.) bestimmt werden, und C , C’ _é_ e
x, ¥, = zu setzen ist. Dies ist also abermals eine neue, der Glei-
chung 2 =0 Geniige leistende, Fliiche.
5.

Man setze drittens '
A'= Ca, B = _C’b,

so wird
x = 4 2i(Ca®4 C'b?),
y = —3%i(Co’+C'5),
z = — ;0140?74 3C' (14 0),

und das Resultat der Elimination von ¢ und b ist also gegenwiirtiz, wie
'in allen den Fillen, wo A'= Ca>"! oder =-a-2§+—2 gesetzt, und eine ihn-

liche Annahme fiir B’ gemacht wird, in einer algebraischen Gleichung
enthalten. Aber selbst in dem einfachsten Falle, der auch hier wieder in
C 4 C'=0 enthalten ist, fiihrt die Elimination von & auf 2 Gleichungen
fir ¢ vom vierten und vom sechsten Grade, so, dals es nicht die Miihe
lobnt, die Rechnung weiter fortzusetzen. Mit noch geringerem Erfolge
wird man es versuchen, 4'= Cq? Ca® u.s.f. anzunchmen.
6.
Es sei viertens A’ =ﬁ-€¢7 » 80 wird
A = Carc(tang = a),
/ad’da = $Clog (14 a?),
, /f(l—|— o) d'de = Clog[y (1+ ¢*) —al.

Macht man nun die iihnliche Annahme fiir B’y und setzt Kiirze halber
arc (tang = ¢) = a, arc (tang b) =3, so wird

26 *
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x = i(Ca+C'p),

y = i(Clog cosa -} C’log cosf3),

z == Clogtang ({7 —%a) 4 C'log tang ($ w41 P3).
Hier ist, wie man leicht bemerken wird, nur in den Fiillen an eine Elj-
mination zu denken, wo entweder C==C', oder C=— (',

Es sei also erstens € = C’ =§—i7‘.; auch setze man 2 D¢ und 2D

resp. fir o, #, so wird
x = atb,

1 :
21, ]¥Y = gplog(cos2De.cos2Di),

5 = 2:1_; log [tang (3 #— D a).tang (3 = 4 D b)],

aus welchen Gleichungen nun @ und 5 zu eliminiren ist. Aber dies sind
ganz dieselben Gleichungen, die in meiner oben angefiihrten Abhandlung
pag. 274 angegeben sind, nur dafs y mit 5 verwechselt ist. Wie dort,

folgt auch aus denselben:

cos Dx

cosDz?

welches die bereits bekannte Fliche (6.) ist, da es erlaubt ist, die Coor-

dinaten mit einander zu verwechseln.

ery =

Es sei zweitens C—= —C' = -2—:7‘.-, und es werde abermals o und
{3 resp. fiir @ und b gesetzt, so wird
x = a—20,
IR | . cos2Da
22, 7= 2D 08 cos2Db?
1 N
z = gp7l0g [tang({vr—Da)tang({ar—Db)]’.

Um aus dieser Gleichung ¢ und b zu eliminiren, wollen wir zuerst einen
ganz directen Weg einschlagen. Es ist
&Dr = 1—tangDa? 1+4-tangDb? — 1~a’.1+tang(Da—Dx)“~
 1--tangDa* 1—tang Db* 1-}-e?* " t—tang (Da—Dx)*?
wenn Kiirze halber tangDa = o gesetzt wird. Setzt man auf gleiche
Weise tang Dx = £, so hat man ,
1-4-tang (Da—Dx)? _ (e F (=0 __ (14 e?) (1422)
1—tng(Da—Dx)* = (I+ef?—(a—§* ~ (1—e*)(1—0)12al’

gy (U—a(D) t—o
(I—e*)(t—5)F4al ~ (I—e?*)cos2Dx+2asin2Dax? -

also
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oder ]
23. €277 = gos2 Dy — 2302 ’313’-’.
o—a
Ferner geben die Gleichungen (22.)
Dri — - Lo — 1—e 14+ {tatal
P = tang (3o —Da)tang(3n—Da4-Dx) = Fa T—tfatal’

woraus sich leicht, wenn

24, "= {+4secDZ

gesetzt wird,
o= 0=t
T {4-itang Dz

ergiebt, Hieraus folgt
1 (06--— __) —_ (¢ —1)>— (Lt itang D z)? —_ secDz~—gpcos Dz—{sinDz 3
2 o 2(¢—1)({+4-itang Dz) (0—1)(Ecos Dz Fsin Dz.q)
Multiplicirt man dieses Ausdrucks Ziihler und Neoner durch
secDz—gcosDz+LsinDz.j,
so wird, nach leichten Umformungen, der Zihler = (¢—1)’, und, nach
Weglassung des Factors ¢—1, wird der Nenner
= —(¢—1){cos D z*-}-sin D zcos Dz[ i+ sec D z* — ¢] 4,
also, in Folge von (24.),
= (p—1)[—¢tcos Dz*t-esinDzcosDz.1];

folglich haben Zihler und Nenner von 3 (a— —i—) den gemeinschaftlichen
Factor (¢ —1)°, und man erhilt
2 = —tlcosDz - ¢sinDzcos Dz.i.

o—ot
Setzt man nunmebr diesen Werth in (23.), und restituirt fiir { seinen
Werth tangDx, so ergiebt sich

25. e = 1—2sinDa’sin Dz*—Lesin2 Darsin2 Dz. 4,

als Resultat der Elimination von ¢ und &% aus den Gleichungen (22.).
Hier sieht man nun sogleich, dals, fiir ein reelles D, diese Gleichung eine
Linie und nicht eine Fliche darstellt. Denn, da sie die Form /7 i=0
hat, 50 muls /=0, 7 =0 sein; diese beiden Gleichungen stellen also
eine Linie dar, ausgenommen, wenn die ecine derselbgn durch die andere
befriedigt wird. Dies ist aber offenbar hier -unmiglich, da &/ Exponen~
tialgrifsen und Kreisfunctionen, 7 aber nur Kreisfunctionen enthilt,

‘ 7.
Man setze aber in dieselbe Gleichung (25.) D statt D, so mmmt
sie die Form
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cos2Dy—isin2Dy = 1—2(
an, wo

eDXx __e—Dx\2 eDz __g—Dz\?
3 ) ( 5 +%Q(Q2Dx_e—20x) (CQDZ__ -—QD:)i

2 1 (el)x____e—n 3 eDz  g—Dz\3
¢ = 1= Zﬂ;—-{——e—"i);) "(Z-ET]-F)':) ’
oder, indem man

er+ e—Dx _ er_ e—Dx _ ,
—F— =7 —5— =1
eDz + e-—Dz _ 3 eDz —_ e—D;, 3[

p) = 0y T o . = 0

sefzt
" 26,  sinDy*—y* 8"+ [sinDy cosDy L oydy'di = o.

Auch diese Gleichung hat also die Form /4 7i = 0, und sie wiirde
demnach gleichfalls eine Linie darstellen, wenn nicht dadurch, dals /7 =0
gesetzt wird, zu gleicher Zeit die Gleichung 7 = 0 befriedigt wiirde.
Dies geschieht aber in der That. Denn es sei

27. sinDy? = 8",
so wird hierdurch der Factor von 7, in (26.), =

¥'0'(cos Dy +oy0).
Da aber
Pyt = P = 1,
80 ist
cosDy* = 1—y"§"* = 7232(1—-%—%,—) = ¥*§"¢%,

und folglich
: cosDy+eyd = 0.

Es verschwindet also dadurch, dals der reelle Theil von (26.) = 0 ge-

setzt wird, auch der imaginiire, und demmnach ist (27.)

. by = (550 (55

die Gleichung einer neuen, der Gleichung 2=0 Geniige lei-
stenden, Fliche, wo es gleichgiiltig ist, welches Vorzeichen man dem
zweiten Theile vorsetzt, da das eine in das andere iibergeht, wenn man
D in — D verwandelt, |

Aus dem Bisherigen geht also hervor, dals, da die Gleichung
(27.) sowohl dem reellen, als dem imaginidren Theile von (26.) besonders
Geniige leistet, diese unter die Form
(sinDy*— " &) [(sin Dy*—y”? ") P4 W'i] = O
muls gesetzt werden kinnen, wo # eine noch unbekaunte Function von
x, ¥, 2 und p einen positiven, &éichten Bruch vorstellt, der auch =1 sein



10. Scherk, DBemerkungen iiber die kleinste Fldche innerhalb gegebener Grenzen. 199

kann. Dieser Gleichung wird nun zwar auch Geniige geleistet, wenn
man den zweiten Factor besonders =0 setzt. Da aber die hieraus sich
ergebende Gleichung auf keine Weise eine Fliche darstellen kann, so ist
die Kennto'is desselben um so mehr iiberfliissig, als sich leicht iibersehen
Lifst, dals er nur ein, durch die Elimination von ¢ und & in die Rechnung
gekommener, iiberflissiger Factor ist. Man kann nimlich die Gleichung
(28.) aus (22.), ohne dals sie mit jenem Factor behaftet wiire, herleiten.
Dies geht auf folgende Weise an. Setzt man in die drei Gleichungen (22.)
Di statt D, so geht die zweite in folgende iiber:

e2Da + e—-’zDa,

e y = 2Dllog 2D6+e—2Db’
oder, wenn
e?Da+e—2Da — F’ 2Db+ —2Db G,
eDa + e—Dr — f" eDb + e——Db = g,
eDa_ e—Da —_ fl, eDb__ e--Db — gly

gesetzt wird, so ist

o= Y,

29, isinDy = l/( ) l/( ) 2’{,.'('5,(’;)

Auf diese Weise wird die dritte Gleichung (22.):

oD% — 1——langDza.1———tangDzb f—if' g—ig (f—tf")’(g,'-—/zg’)z
. 14-tangDia 1-}tang Dib Sif " g4ig’ (f’+f')(g’+g:’)’
folglich

D = + JS—if" g—ig’ and eP* = f4if g+-ig
=V (4r)V g +ig”?)’ V'(f’+f") G+
wo beide Male dieselben Vorzeichen zu setzen sind. Demnach ist
D:—eD: . (fetSe)i i
2 =YLV + 7))
oder, wenn man fiir f, &, .... ihre Werthe setzt, und bemerkt, dals
= 2F, g+g’=26:
D% e D= _ eD(e4b)  o=D(a+d) |
2 = E—v@FEe ¢ ,
Multiplicirt man diese Gleichung mit
DX — oDz eD(@—b) — g—D(—b)
2 = 2 ’
go wird das Product der zweiten Theile
Db | g~2Da__ 2Db__ g=2Db) , (F-6) .

=+ SVEG) i== SV FG) i= +sty {(wegen (29.));

also
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folglich ist

ePx . g—Dx oDz __ =Dz

2 A

sin Dy =
mit (28.) @ibereinstimmend.

Verwechselt man die Zeichen der veriinderlichen Coordinaten, und setzt
. : eDx & o~Dx Dy__ o~Dy
30, sinDz = + 3 . 5 ’
80 findet man fiir die Krummungshalbmesser dxeser Fliche folgenden ein-
fachen Ansdruck:
1 eDx¢Dx oDy oDy 1 sinDz
e — — — —
B2y 2 T2 = t15 e
wo z’ die dritte Ordinate des Punctes anzeigt, dessen beiden andern Coor-
dinaten 2x und 2y sind,

8.

Es ist bereits oben bemerkt worden, dals man die Gleichung

, cos Dx osD
M= — D5 aus (21.), also eP* = zos D’;, aus Monge’s Form (4.) erhiilt,

wenn man _
3. @a = gplogtang(3n—Da), b = — 5 logtang( 7 — D)
setzt, und beiden Wurzelgrifsen in z dasselbe Vorzeichen giebt. Fer-

ner baben wir die Gleichung (28.) aus (22.) hergoloitet. Verwechselt
man also y und z, und setzt — b stattd, so sieht man, dafs
er —Dx eDY--e Dy .
-2 * 2
das Resultat der Elimination von a und 4 aus den Gleichungen
x=a + b,

Yy —-—QDlogtang(‘,ar-—Dza)-l- logtang(lvr—,l);b),

sinDz = +

z = mlogcos2Dia——-2—mlog0089Dib
ist, welche abermals die Form der Gleichungen (4.) haben, indem
32, Qo= —g%logtang(%qr—-pz_'a), Yo = E%logtang(%qr-—-Dib)
gesetzt wird, und den Wurzelgrifsen in z entgegengesetzte Zeichen beige-
legt werden. Beide Annahmen unterscheiden sich also . blofs dadurch,
dals das erste Mal den Wurzelgrifsen dasselbe, das zweite Mal verschie-
dene Vorzeichen vorgesetzt, und in diesem Falle ein imaginiirer, in je-

nem ein reeller Parameter angenommen werden mulste, um eine reelle
‘Fliche zu érhalten, Diese Bemerkung fiibrte uns darauf, zu versuchen,
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ol sich noch neue Flichen ergeben, wenn man, statt, wie in diesen bei-
den Fillen (31.) und (32.), den willkiirlichen Functionen verschiedene
Vorzeichen beizulegen, ihnen dasselbe giebt, dann den Wurzelgrifsen
in = abwechselnd dassclbe oder ein verschiedenes Zeichen vorsetzt, und
den Parameter in allen Fillen sowohl reell als imaginiir annimmt,.

Diese Annahmen haben folgende Resultate gegeben: Aus den Glei-

chungen
b Y
= a0,

i

x
y = QDlogtang(iw—Da)—l-—Qiﬁlogtang(f};'n——Db),

=z = _tiz—ib-log(cos’z Da.ces2Db)
folgt, durch Elimination von a und 4:
33. 4+ 2sinDz =

ey — e-—-yD eDx _ p—Dx

eDx— —Dx eDy — =Dy *
Nimmt man zweitens « und y wie vorher an, setzt aber
' o= 1 O;COSQDQ
= X3D°% o520’
er+e—I)x eDy_l_e—Dy
2 T 2
Auch bemerke man noch, dafs die auf einem andern Wege, als dem
bisherigen, herzuleitende Gleichung

eD.r+ e—Dx el)_\- + e-—Dy
35. :}_‘_ 2cos Dz - eD)'+ Dy el_)x+ e—Dx

der Gleichung (1.) Geniige leistet. Aber man iibersieht sehr leicht, dafs,
man mag den Parameter D reell oder imaginiir annehmen, keine dieser
Gleichungen (33.), (34.), (35.) eine Fliiche darstellt, da fiir reelle Werthe
von x und y, sinDz und cos Dz grifser als die Einheit werden,

Aufser den bisher untersuchten habe ich noch folgende Annahmen:

so erhiilt man
34. +cosDz =

1 o Ca C C 2 pe C n 3
A — 1+a2$ (l(1+‘az)’ V‘(l+a;)’ _C‘V-(ii‘a ), V——-El—_l_—aT), aCV-(1+a ),

c a ) .
aV{iFa)’ CY(?'“ ) untersucht. Sie haben aber entweder nur zu den

bereits erhaltenen Resultaten, oder zu imaginiiren Flichen, oder zu der
Umdrehungsfliiche der Kettenlinie gefiihrt; oder die Elimination liefs sich
nicht bewerkstelligen; weswegen ich es fiir unnothig halte, sie einzeln
hier durchzugehen.

Zu der Schraubenfliche (6.) und der Umdrehungsfliche der Ket- :

tenlinie (8.) sind also gegenwiirtig noch fiinf, durch die Gleichungen (7.),
Crelle’s Journal d. M. Bd. XI1II. IIft, 3. 27
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(9.), (16.), (20.), (30.) dargestellte, neue Flichen hinzugekommen, deren
erste ich, in ihrer speciellen Form (6.), im Verein mit der letzten, in einer
bald folgenden Abhandlung besonders untersuchen werde, und deren zweite,
wie bereits erwiihnt, die merkwiirdige Eigenschaft hat, dals zwei, in Ent-
stehungsart und Form sich auf das Bestimmteste von einander unterschei-
dende, Flichen als specielle Fiille von ihr erscheinen,

9.

Wir gehen nun zu der angekiindigten zweiten Untersuchung iber,
durch welche wir zu entscheiden suchen, welche Form die willkiirlichen
Functionen in dem Integrale (12.) haben miissen, wenn die kleinste Fliiche
durch Bewegung einer geraden Linie entstanden sein soll. Hierbei wer~
den wir so zu Werke gehen, dals wir zuerst aus den Gleichungen (12.)
die Werthe vonm p, ¢, r, s, t herleiten werden, die der Gleichung (1.)
der kleinsten Fliche angehiren; diese Werthe werden wir alsdann in die
allgemeine Gleichung der durch Bewegung einer geraden Linie entstande-
nen Fliche substituiren, und uns auf diese Weise eine neue Gleichung
verschaffen, die beiden genannten Flichen angehirt; die Integration der-
selben fiihrt dann zu der gewtinschten Form der willkiirlichen Functionen.

Durch Differentiation des Systems der Gleichungen (12.) hat man
niimlich:

dy = —iad'de—ibB’'db,
dz = — Yy (1+a)Ad'da+ y(1+03)B'db.
Da aber z eine Function von a und y ist, so hat man auch
dz = pdx-+g9dy = id'(p—ga)detiB'(p—gb)db,
welches, mit dem obigen Werthe von dz verglichen,
37. %‘p——qa—-l‘\f(l-{-(f) = 0,
p—gb+iy(14+5) = 0,
ibV (14 a®)F-ia V- (1453)
b—a
38. iV (14 e®) iV (14-23)

b—a

do = id'datiB'db,
3. {

also

’

<
l

giebt. Ferner ist
dp = rdx4-sdy = id'(r—sa)da+iB'(r—sb)db,
dg = sdx-4-tdy = id'(s—ta)da+iB'(s—tb)dd,
also
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Y dq' Y .
id(r—sa), - = id'(s—tn),

dp

(1—1;) da

d . d .

(80) = iB'(r—sb), (&9 = iB/(s—z0).

Vermittelst dieser Werthe erhiilt man, durch Differentiation der Gleichun-

gen (37.) in Beziehung auf @ und &:

;A . i A —— i
id(r—se)—id' (s—ta)a—yg Vit = 0,
r—sb —(s—tb)a = 0,
o ¢ y / ib —
B (r—5b>—1B (S-—tl))b-—y—l",?.‘('j—-m = O,
d. h., wenn fir ¢ gein Werth gesetzt wird:
r—2as4-e’t = —C;,
a
39, r—(eatb)s+abt = 0,
r—2bs+ bt = [’g,
wo Kiirze halber
14tV (14 a) V(1402 C
. —a = C,
0. Va4 = a,

V(140).B" = @
gesetzt worden ist. Multiplicirt man nun die drei Gleichungen (39.) resp. durch
B, —2ab, o
alsdann durch 6, —(e¢-9b), o,
endlich durch 1, —2, 41,
und addirt, so erhiilt man
2 C :C
| (b—ayr=—+ %?:
bC C
41%), ((b—a)s = -c-‘;—'l‘%?,

b—a) C L, C
( a)t @z +ﬂz

l

%) Beiliufig mag bemerkt werden, wie man vermitielst (38.) und (41.) sehr
leicht zeigen kann, dafs die Gleichungen (12.) .das Integral von 14-g¢*)r—2pgs
-+ (14-p*)t =0 darstellen. Denn bezeichnet man die Zihler von p ond g in (gg)
durch p’ und ¢’, und setzt die Resultate aus (38.) und (41.) in den ersten Theil der
eben genannten Gleichung, so wird derselbe =

C 1 1
b= Gyl (I 6= 0 (/=101 g [ 4a%) pma)*+-(p'— ag)1]}.

27 %



204 10. Scherk, Bemerkungen iiber die Keinste Fliche innerhalb gegebener Grenzen.

Setzt man ferner

dr = Mx+pdy = id'(A—pae)datiB' (A—pb)ds,
ds = pdx+vdy = id'(u—va)da+iB' (p—vb)ds,
dt = vde twdy = id'(v—wa)datiB'(y—wb)db,

differentiirt die Gleichungen (39.), und zwar die erste in Beziehung auf a,
die zweite auf ¢ und auf b, die dritte auf 5, bemerkt, dals
A0y _ V(44> [ 14ab ] _ V(4 € _pa C
(dg) - (b—a)? [T(1+a°)+f(1+b )] T V(l4a*)'b—a - a*B'b—a’
und auf gleiche Weise

(19) _ _Y(U+e) ¢ _ _«*B C

db) — T V{+0)'b—a T T fFd'b—a’

C c .

m, S—bt == ‘—(—I:‘ZT/—J)—‘: so erhiilt man,
nach einfachen Reductionen: ‘

und, dafls endlich s—ae¢=

_ s Ci 2 ‘ g3 2de
A— 3ap -4 3a*v — a'o= o [(b ) ’+(b a)a‘B'-aA’da]’
Ci
42 A— (2 at-b)u + (a? +2ab)1/-— albe = ._._I_(Z._l.a_)_ﬂz. R
’ \ Ci
l—(a-{-Qb),u-}—(Qab-l—b’,'v——ab’w=_W_l-;)_ﬁ.z.,

r— S+ oy —ve= Elemt et i

Setzt man die zweiten Theile dieser Gleichungen Kiirze halber resp.
=—CiP, CiQ, —CiR, CiS

und multiplicirt sie resp. durch*)

Da pun i ( »
p'—bq = —i(b—a)V (14 23),
p'—ag’ = +i(b—a)V (1ta?),

so ist der Factor von — sowohl, als der von Yk besonders =0, also k=0, wie
4

gehorig.

#) Diese und die oben angefiithrten Multiplicatoren der Gleichungen (39.) befol-
gen das Gesetz, dafs die in der obersten Horizoutalreihe stehenden, die Glieder der
Binomialreibe sind, und dafs aus jedem Factor von der Form Zk.aPb9, wo k der nume-

k
rische Coefficient ist, der darunter stehende Factor =2

(paP=1b94-qarbi=t) ge-
bildet wird., Dals dieselbe Bildungsweise bei der Bestimmung der fiiof partiellen
Differentialquotienten der vierten Ordnung, der sechs der fiinften Ordoung u. s. f: an-
gewandt werden kann, {ibersieht man leicht, wenn man untersucht, auf welche Weise
die aul einander folgenden Potenzen von b—a aus den so gebildeten Multiplicatoren

und den Coefficicnten resp. von p, gq; r, s, 15 4, 4, ¥, ® in (37.), (39.), (42.) zu-
sammengesetzt sind,
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b, —3alb? +30%°8, —a,
alsdann durch '
¥, —(*+2ad), 2eb4-0* —0a,

b, —@Qb+a), 2a+b, —a

hierauf durch

endlich durch

1, —3, 3, —1,
so ergiebt sich
/<b—g>’_f~_i = A = PP+4 3a5°Q -+ 3a2R + 5,
<<I’_:_Clﬂ_ = g/ = PP+ (6"+2eb)Q + (Qab+ )R+ a*S,
43, - i .
(b C)_L =V = P+ Qb+a)Q + QeF+b)R +al,
\U)—g)l{i =w= P4+ 30 4+ 3R 4+ S

Durch diese Gleichungen werden also die vier Differentialquotienten der
dritten Ordnung A, (4, v, o, die der kleinsten Fliche angehiren, bestimmt.

Nun ist bekanntlich die Gleichung jeder durch Bewegung einer
geraden Linie entstandenen Fliche:

44. A3pm43vm*fom® = 0,
aus welcher 7 vermittelst der Gleichung
45. r42sm4-tm* = 0

eliminirt werden mufs. Soll also die kleinste Fliiche durch Bewegung
einer geraden Linie entstanden sein, so miissen die Werthe von A, p,
v, w, oder, was dasselbe ist, von A’, u', v/, o', der Gleichung (44.) Geniige
leisten. Werden sie aber aus (43.) in (44.) substituirt, so erhiilt man
(b mPP4-3(b+my (a4m)Q+3(b+m)(a+my R+ (@ +mpPS = 0,

also, wenn

a+m — — a—bn
b = und daher 7 = ~— 1_n)

gesetet wird: 46 P30, L3RRS = 0,

und die Gleichung (38.) geht hierdurch in folgende iiber:
r—22astte*—2(r—(e+4b)stabt)nt(r—2bs4-0°t)n* = 0,

in welcher die Coellicienten der einzelnen Potenzen von n die ersten

Glieder von (39.) sind, Folglich hat man |

1 2
@"l"%{: 0,

n=-@.
o
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Hierdurch wird nun (46.)

PP+3Qali—=3Ra?—=SP = 0.
Setzt man hierin fir P, Q, R, §, ihre Werthe aus (42.), so ergiebt sich:

. « g da id [9
@) (ﬁ_ 'ﬁ) — A'da__ Bdb 0;
-oder, da ﬂf;, _ a%, — V.(1+ a’)‘;-/'gv-(l—l—b?), S0 iSt
(14 a?) =V (1412) i de dp

47. )=+ 5] Fap

b—a Bl " A'da” Bav

welcher Glelchung man folgende Form geben kann:

48. [\f(l;[—a’)_l_av'(:‘-l—a’)'f?a] [V'(1+b2)+b1f(1+b°) dﬂ]

d b
V(1+b=)+ir(1+a=) bV (14-a?) da_fazlf(t—l—b’) a8

«? ‘da g3 db
Durch diese Glelchung werden hiernach die beiden willkiirlichen Func-
tionen 4, B, vermittelst der mit ihnen durch die Gleichungen (40.) ver-
bundenen willkiirlichen Functionen @, 3, bestimmt. Nun bemerke man
aber, dafs (48.) aus 3 sehr wesentlich verschiedenen Gattungen von Glie=
dern besteht, von denen die-erste von ¢ allein, die zweite von & allein,
und die dritte von @ und b zugleich abhiingig ist. Da aber @ und 4 von
einander unabhiingige Quantititen sind, so kann jener Gleichung auf

keine andere Art Grt Geniige geleistet werden, als dadurch, dals man
V‘(1+a’)+av~(1+a’) 206 = F,

49. V‘(1+b=) + bV (140 df __
‘db

2

0,

= 0.

— I

setzt, wo I eine beliebnge Constante 1st, und dafs man diese, s0 wie
die beiden durch die Integration der Gleichungen (49.) in die Rechnung
kommenden Constanten, so bestimmt, dafs aufserdem, wenn dies mig-
lich ist, noch der Gleichung

w1+1,2) M(1+a=) bY(I+a?) de | aiV (148 df _
50. + et 7 5 =20
Gentige gelexstet werde. Dle vollstiindigen Integrale von (49.) sind aber

L —Ea +Fy (4,
5 = Eb—Fiy(14+5),

wo E, E' die Constanten der Integration sin1l. Hierdurch wird der erste
Theil von (50.)

| =

=
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(E+EH GV (140)—ay (145,
und demnach wird jener Gleichung Geniige geleistet, indem man
E' = Ei
setzt, woraus

1 = Ea+Fy(1+o),

24

51. .
& = {Eb—Fy (145

folgt, wo E, I beliebige Constanten bezeichnen. Durch diese Gleichung
ist jedoch noch nicht das vollstindige Integral von (48.) bestintmt. Denn
man kann ibr, wie aus der Form (47.) erhellt, auch noch auf eine parti-
culiire Art Geniige leisten, indem man

. 1 i
—;"l"?,r = 0,
also 1 1

setzt, wo D eine neue Constante ist; und wenn man diese beiden Inte-
grale in Eins Vereinigt so, dals
L = DY EagFy (140,

.1‘.9- = i(D+Eb—Fy(1+5?)
wird, so hat man die allgemeinen Formen erhalten, welche den willkiir-
lichen Functionen o, 3 beigelegt werden miissen, wenn die kleinste Fliiche
durch Bewegung einer geraden Linie entstanden sein soll. Setzt man
diese Werthe in (40.), so erhilt man 4/, B’, und, vermittelst (12.), sodann
x, y, = ausgedriickt durch ¢ und 4. Der Integration steht kein Hinder-
nifs im Wege, wohl aber der Elimination, so lange man nicht den Con-
stanten specielle Werthe beilegt, welche die Rechnung vereinfachen. Die
Systeme specieller Werthe aber, die sich zuniichst darbieten, sind

E=0, F=0,

F=0, D=0,

D = 0, E = 0.

. v 1
Im ersten Falle hat man - = ——?, = + ﬂ‘ _.O folglich, vermdige (41.),

t =0, welche Gleichung nur auf die Schraubenfliche fihrt. (S. meine
angef. Abh. pag. 225.)
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s 1 ] b3 2
Im zweiten Falle hat man — = 17175” also — 4 1‘_;7, und folglich,

vermige derselben Gleichung (41.), r =10, in welcher Gleichung abermals
nur die Schraubenfliche enthalten ist.

Im dritten Falle ist V.“_:ag).a= “"V(H—ib’) 7 folglich 1_3:;17: +
1_"’/;2“2 ==0. Hierdurch wird aber r+4-t=0, und auch diese Gleichung

{iihrt nur auf die Schraubenfliiche (a. a. O. pag.234). Es haben also
die einzelncn Theile unserer fiir ‘c!é" % gefundenen Ausdriicke die eigen-

thiimliche Eigonschaft, dals jeder von ihnen, fir sich genommen, auf die-
selbe Fliche fiibrt, was, in Verbindung mit dem Umstande, dafs in der
Gleichung der durch 2 grade Linien begrenzten kleinsten Fliiche, wenn sie
auf ihre einfachste Gestalt gebracht und von der Lage der Coordinaten un-
abhiingig gemacht wird, nur eine Constante vorkommen kann, weil sie von
2 andern geraden Linien sich nur durch ihren Abstand unterscheiden,
dals also von einer Relation verschiedener Constanten, welche bewir~
ken kinnte, dals die genannte kleinste Fliche verschiedene Gestalten
haben kénnte, nicht die Rede sein kaun, es im hichsten Grade wahr-
scheinlich macht, dafs von allen Flichen nur die Schraubenfliiche durch
Bewegung einer geraden Linie entstanden und zugleich die kleinste zwi-
schen gegebenen Grenzen sein kanun, wiihrend es allerdings noch ganz
andere Gleichungen zwischen x, y, z als die Gleichung der Schrauben-
fliiche giebt, die zugleich den Gleichungen (L), (44.) und (45.) Geniige
leisten.

Zuletzt mag der Vortheil nicht unerwiihnt bleiben, der fiir die
Rechnung durch Einfiihrung der Functionen a, B statt der in dem Inte-
grale (4.) yorkommenden @a, b, erwachsen ist. Denn, wiihrend wir
z. B. im gegenwiirtigen Falle ¢ und 3 nur constant zu setzen brauchten,

. . icosna icosnb
um die Schraubenfliiche zu erzeugen, mufs Q¢ = — Wh=—

angenommen werden, um zu derseiben Fliche zu gelangen,
Kiel, im Juli 1834.




