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10.
Bemerkungen über die Ideinste Fläche innerhalb

gegebener Grenze»*).
(Vom Herrn Prof. BT. F. Scherk in Kiel.)

1.
JJereits neu längerer Zeit hat die kleinste von gegebenen Linien be-
grenzte Fläche die Aufmerksamkeit der Mathematiker in einem hohen
Grade, sowohl wegen ihrer eigentümlichen Eigenschaften, als wegen der
Schwierigkeken erregt, welche sich einer genaueren Untersuchung, und
einer durch continuirfiche Bewegung entstandenen Construetion derselben
entgegensetzen. Nachdem Lagranvge die Frage zuerst angeregt, und die
Gleichung der Fläche, in Form einer partiellen Differentialgleichung vom
zweiten Grade, gefunden hatte, zeigte Me u s nie r, dafs ihr auch noch eine
andere merkwürdige Eigenschaft zukomme: der gröfste und der kleinste
Krümmungshalbmesser sind nämlich in jedem ihrer Puncte gleich grofe,
und entgegengesetzt. Auch fand Meusnier , zwar nicht das vollständige
Integral der erwähnten Differentialgleichung, aber doch zwei partielle
Fälle desselben: die Gleichungen zweier speciellen krummen Flächen näm-
üch, welche der allgemeinen Gleichung Genüge leisten; und zwar erstens,
der Schraubenfläche, d. i. derjenigen Fläche, welche entstellt, wenn
eine horizontale gerade Linie sich so bewegt, dais sie stets durch eine
verticale Gerade ynd durch eine Schraubenlinie geht, die sich um die Ober-
fläche eines geraden Cy linder s hinauf windet, als dessen Axe die genannte
Verticale angesehen wird; und zweitens, derjenigen Fläche, welche durch Um-
drehung derKettenl ipie um eine horizontale, sie picht schneidende, Axe
erzeugt wird **). Das allgemeine Integral der Gleichung unserer Fläche fan-
den zuerst Monge und Legendre ? aber in einer so verwickelten Form, dafs

*) Die$e Abhandlung ist im September 4833 der Konigl, Aka& der Wissc^ch.
zu Copenhagen vorgelegt worden.

**) Über diese specielle Fläche ist eine interessante Untersuchung Angestellt
worden von G o l d S c h m i d t : Deierminatio superßciei mininiae 9 rotaiione cunuae data
duo puncta jungeniis circa daium axern ,oriae. Qoettingae. 1831.
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186 10· Scherk) Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalbf gegebener Grenzen.

man tis jetzt von dem Integrale fast noch keinen Gebrauch gemacht
hat. So urtheilt auch Poisson, hei Gelegenheit der Ankündigung einer
neuen von ihm angestellten Untersuchung über diesen Gegenstand; einer
Untersuchung übrigens, der man mit der gespanntesten Erwartung ent-
gegen sehen mufs: „Malheureusement on ne sauroit tirer aucune partie
de cette integrale, yui se trouve compliquee de quantites imaginaires^ ei
exprimee par le Systeme de trois equations entre deux variables auxi-
liaires et les coordonnees courantes de la surface" (S. gegenw. Journal,
VIII. Bd. pag. 361.). Eine neue, specielle Fläche hat Monge nicht an-
gegeben; und da die Untersuchung über die characteristischen Linien der
Fläche ihn darauf führte, dafs dieselben in einem Puncte bestünden,
(ein Umstand, der darauf hinzudeuten scheint, dafs nicht alle Flächen als
Einhüllungsflächen betrachtet werden können): so gelang es ihm auch
nicht, die Fläche durch eine continuirliche Bewegung zu erzeugen. Diese
Umstände veranlafsten die Fürstl. Jablonowskische Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Leipzig, eine neue Untersuchung der Fläche zum Gegenstande
einer Preisaufgabe für das Jahr 1831 zu machen. Der Preis ist einer von
mir im November 1830 eingereichten Abhandlung zuerkannt worden, die
in den Actis Societ. Jablonovianae Vol. IV. Fase. II. pag. 204 — 280.
(De proprietatibus superficiei, yuae hac continetur aequatione:

(l+f)r-2P9s + (i + p*)t = 0
disquisitiones analyticae) enthalten ist, und von welcher ich jetzt einige
Resultate anführen mufs, da ich mich in der gegenwärtigen Abhandlung
häufiger auf dieselbe zu beziehen gezwungen bin.

Sind nämlich &, y, z die veränderlichen Coordinaten der Fläche
und man setzt die partiellen Differentialquotienten, wie gewöhnlich:

dx.dy
so findet man, ab Differentialgleichung der Fläche:

1. h = (l+tfr-2MS + (i+P*).i = 0.
Dem Integrale derselben hat Legendre die Form

2.
z

es — ' + —
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10. cherk, Bemerkungen ber .die kleinste Fi che innerhalb gegebene?· Grenzen. 187

oder, <la die Integrale aus dieser Gleichung ganz entfernt werden k nnen,
die Form

(oc = .43φ"β
3, \y — — Λ3α

gegeben, wo a9 b zwei beliebige Grofsen vorstellen, die aus dem Sy-
steme der Gleichungen (2.) oder (3.) eliminirt werden m ssen; wo fer-
ner durch (pa, ψ 6; φ'α, ψ'ό; φ"0, ψ"ά zwei willk rliche Functionen,
resp. von a und von b , nebst ihren beiden ersten Differentialquotienten
bezeichnet sind, und Kurze halber /"(—l — α2)=ζΛ, \f(— l — 2) = B ge-
setzt ist. Durch leichte Substitutionen erh lt man aus den Gleichungen
(2.) die Form, deren sich Monge bedient hat:

ix = a + έ,
— Φ Ο + Ψ Α ,4.

Da es mir nun eben so wenig, als den fr hcrn Bearbeitern dieser Au£-
g be, gelungen war, eine allgemeine Construction der Fl che anzugeben,
so ging ich darauf aus, m glichst viele particul re F lle des Integrals, durch
eine sich berall gleich bleibende Methode, aus der Differentialgleichung
(1.) zu entdecken· Um dahin zu gelangen, wurde sie auf verschiedene
Weise in zwei Gleichungen von der Art zerf llt, dafs die eine von ihnen
eine leichte Integration gestattete, und die willk rlichen Functfonen, die
in dem Integrale derselben vorkamen, wurden dann so bestimmt, dafs auch
der ndern Gleichung Gen ge geleistet wurde. Auf diese Weise ergab
sich, wenn

r oder t oder r + 1 =s 0
gesetzt wurde, die Gleichung der Schraubenflache:

5. Z = ytangDa?,
wo D eine Constante bezeichnet; ferner wenn man

* = 0
annahm, die Fl che, deren Gleichung

6. e°* = i25^cos DA?
ist, aus welcher dann die allgemeinere *

j .Β5ίη(/5~α)5 _ Λ COS B (x COSIC +y SJD tt + g)
9 · ·& ·***·· »ΛΛ. · ~-i f l ' ~ ' n i ~ ' " · " /·» T*1 ̂ ϊ"\ΤQOS B (a? cos /?+/ sin /?+ &)

25*
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188 10. S eher "k, Bemerkungen über die Kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen.

hergeleitet wurde , wo A^ B9 a, , , gleichfalls beliebige Constanten
darstellen; ferner wenn

x = cos<9·, y = sin£ und {4^) = 0

gesetzt wurde, die Umdrehungsflüche der Kettenliuie , deren Gleichung

s. /C^+y2) = %a(e~ +e~^~)
ist, und welche Meusnier nicht durch diese Methode, sondern durch die
Forderung, dafs die entstehende Fläche eine Umdrehungsfläche sein solle,
erhalten hatte, und wenn man endlich

_
— U

annahm, eine Fläche, deren Gleichung

9. z =

ist, und von welcher die Schraubenfläche und die Umdrehungsfläche der
Kettenliuie specielle Fälle sind. Auch wurden für jede dieser Flächen die
willkürlichen Functionen (per, 6 in dem Integrale (4.) bestimmt, und im
Allgemeinen gezeigt, wie man jedesmal diese willkürlichen Functioneu
durch Integration einer gewöhnl ichen Di f fe renz ia lg le i chung vom
ersten Grade, für welche die B e d i n g u n g e n der In tegrabi l i tä t
e r fü l l t werden, bestimmen könne, wenn man auf irgend eine Weise,
also z. B. durch die angewandte Zerfällungsmethode, eine endliche Gleichung
erhalten hat, welche der Differentialgleichung h = 0 Genüge leistet.

Hieraus ersieht man, dafs bis jetzt das Integra l unserer Gleichung
zur Erfindung neuer Eigenschaften, oder neuer specielier Fälle, noch nicht
benutzt worden ist. Als Grund hiervon kann man annehmen, dafs es
zwar leicht ist, passende Functionen , <p£, aufzufinden, welche in den
Systemen (2.) oder (4.) eine Integration gestatten: dafs es aber bei
weitem schwieriger und gröfstentheils unausführbar ist, diese Functionen
so zu wählen, dafs man die Quantitäten a und b aus einem dieser Sy-
steme eliminiren könne, und dafs das Resultat auch wirklich eine Fläche
darstelle, und nicht etwa blofs eine Gleichung zwischen drei veränderlichen
Gröfsen sei. Da es mir jedoch, wie erwähnt, in der angeführten Ab-
handlung gelungen war, die willkürlichen Functionen zu den bekannten
Gleichungen der Flächen (5.), (6.), (8.), (9.) zu finden, so mufste sich
der Gedanke darbieten, die Untersuchung umzukehren, und,
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10. S eher k, Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen* 189

von dem Integrale der Gleichung (1.) ausgehend, willkürliche
Functionen , \pb aufzusuchen, welche eine Elimination von a und
b gestatten, und zu Gleichungen von neuen Flächen führen.

Dies ist der Z weck, den ich mir im ersten Abschnitte dieser Untersuchung
zu erreichen vorgeseh %be. Es haben sich auf diesem Wege drei neue
Flächen ergeben, deren eine überaus einfach und die Correspondirende
der Fläche (6.) ist, indem sie zu jener in einer ähnlichen Beziehung steht,
wie das Ellipsoid zu den Hyperboloiden. Der zweite Abschnitt dieser
Abhandlung verfolgt zwar einen ganz ändern Endzweck, hat jedoch mit
dem ersten das gemein, dafs die Untersuchung sich gleichfalls auf dfcm
Integrale der Gleichung (1.) stützt* Die bisher angestellte a Untersuchun-
gen hatten nämlich, auf den verschiedensten Wegen, z. B. durch die be-
reite angeführte Zerfällung der Gleichung (1) in die beiden

r + t = 0,
10. fr—Zpys+p^t = 0,

oder indem man = £cos$, y = £sin$, und (y-) =0 setzte, zu dem Resul-
tate geführt, dafs die Schraubenfläche unter den kleinsten Flächen enthal-
ten sei. Dabei war man also entweder von der Entstehuugsart jener Fläche
durch Bewegung einer immer horizontalen geraden Linie, deren allge-
meine Gleichung bekanntlich (10.) ist, wenn man die feste Ebene, der
die bewegte Linie immer parallel bleiben soll, zur Coordinatenebene der
xy annimmt (vergl. Monge, Applic. de l'analyse a la Geom. ed. 1807.
pag. 64.), oder von der Gleichung Ä = 0 ausgegangen; und als einen
speciellen Fall ihres Integrals hatte man ^ = y tangJDa? gefunden. Es
fragte sich nun, ob aufser der genannten Fläche noch andere kleinste
Flächen durch Bewegung einer geraden Linie entstehen könnten,
möchte übrigens das Gesetz der Bewegung sein, welches es wollte, oder
mindestens, wenn etwa der Elimination Schwierigkeiten in den Weg
träten, ob eich für diesen Fall nicht die Form der willkürlichen Func-
tionen vollständig bestimmen liefse. Bei dem ersten Anblicke scheint es
zwar, als bedürfe es dieser'Untersuchung gar nicht, und als könne man
geradesweges behaupten, nur die Schraubenfiäche könne durch Bewegung
einer geraden Linie entstehen, und zugleich der Eigenschaft des Minimums
der Area theühaftig werden· Denn es seien zwei nicht in einer Ebeae
befindliche gerade Linien gegeben; nimmt man ihre kleinste Entfernung
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190 40« Scher l' 5 Bemerkungen über die kleinste Flüche innerhalb gegebener Grenzen.

eb'Axe eines geraden Cylinders an, um dessen Oberflüche eine Schrau-
benlinie sich hinaufwindet, und ISfst durch dieselbe, und durch die Axe,
eine die letztere stets unter rechtem Winkel schneidende gerade Linie
sich hinauf bewegen, 80 ist das von der Schraubenlinie und den beiden
gegebenen geraden Linien begrenzte Stück der Schraubenflüche, nach dem
Vorigen, die kleinste, von den beiden gegebenen Linien begrenzte, Flüche·
Liefse sich also durch dieselben noch eine andere,, von der Schrauben*
flache verschiedene, kleinste Flüche legen, so würde jene nicht die kleinste
sein. Aber, abgesehen davon, dafs die Unmöglichkeit, dafs beide Flüchen
auch wohl gleichen Inhalt haben könnten, nicht von vorn herein ein-
leuchtet: so ist offenbar bei der angegebenen Entstehungsart auch noch
die Annahme gemacht, dafe nicht blofs die durch die gegebenen beiden
Geraden begrenzte Flache, sondern auch jedes Stuck derselben, welches
durch eine von ihnen und durch eine andere Gerade abgeschnitten wird,
die der Ebene parallel ist, welche auf der kleinsten Entfernung der bei-
den gegebenen Geraden senkrecht steht, oder jedes Stück, welches durch
zwei solche gerade Linien begrenzt wird, ein Kleinstes sein soll. Ob
aber diese Forderung in der Natur der Sache liege, oder eine der gegen-
wartigen Frage ganze fremde Bedingung in die Rechnung bringe, scheint
mir nicht leichter, als auf dein angegebenen Wege untersucht werden zu
können. Hat sich nun auch das verlangte geometrische Resultat, we-
gen der Unmöglichkeit der Elimination, nicht ergeben, so scheint mir doch
das analyt ische Resultat, durch welches die Form der willkürlichen
Funktionen in diesem Falle vollstündig bestimmt wM, nicht ganz uiibe-
merkenswerth, da man aus demselben, in Verbindung mit einem ändern,
spater anzuführenden Umstände, mit grofser Wahrscheinlichkeit schliefsen
kann, dafs es allerdings keine andere Flüche als die Schraubenflüche gebe,
die, in unserm Falte, durch die Bewegung ^iner geraden Linie entste*
hen kann·

2.
Indem wir nun zur Untersuchung der Functionen, welche eine

leichte Elimination gestatten, selbst, schreiten, wird man vor Allem daran
denken können, den Functionen , £, in den Gleichungen (3.), a Ige«
braische Wertfae beizulegen, da man alsdann, nach vollbrachter Elimina-
tion , eine algebraische Gleichung für die verlangte Flüche erhielte. Aber
selbst die einfachsten Annahmen führen auf endlose Weitläufigkeiten. Setzt
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10. S eher k f Bemerkungen uberjflielkleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen* 191

man neinfich die eine derselben gleich einer Constante, so nehmen
die Gleichungen (3.) die Form an:

aus welchen die einzige Quantität a zu eliminiren ist. Man gelangt also
durch diese Annahme nicht zu einer Flache, sondern zu einer Linie« Hier-
nach werden

=: a, = b
zuversichtlich die einfachsten Werthe sein, die man den willkürlichen Func-
tionen beilegen kann; durch dieselben erhalt man:

- j a ? = — 3 — 3Bl>9
11. J y = (2 2—

(z — — .2
oder, nach Elimination von ̂  = /·(— l— a2) und B = /"(— 1~ o2),

'+
2) = 0.

Aber der Versuch, a und b aus diesen Gleichungen zu eliminiren, ist fast
unausführbar, und um so weniger anzustellen, als das Resultat, gesetzt auch,
es stellte wirklich eine Flache dar, doch von so hohem Grade sein würde,
dafe man an eine Benutzung dieser Fläche zu dem Zwecke, um dessen t-
willen die speciellen Flächen allein gesucht werden, nicht im Entfernte»
sten denken könnte; der Zweck kann offenbar kein anderer sein, als:
durch die Zusammenstellung der gemeinschaftlichen Eigenschaften verschie-
dener specieller Flächen, zu einer Eigenschaft der allgemeinen Fläche zu
gelangen· Noch ungleich weitläufiger wird die Rechnung, wenn man den
willkürlichen Functionen Werthe beilegt, deren zweite Diflerentialquotien-
ten nicht verschwinden ; und so wird sich aus den Gleichungen (3.), trotz
dem, dafs die Integrale aus ihnen verschwunden sind, wohl kaum ein be»
merkenswertes Resultat herleiten lassen·

a.
Wenden wir uns nun zu den Gleichungen (2·), welche vor der

Form (4·) den Vorzug haben, dafs in ihnen die irrationale Quantität
verkömmt, welche offenbar für die Rechnung bequemer ist, als
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192 10. ScherK, Bemerkungen ber die kleinste Flache innerhalb gegebener Grenzen,

die: /"[!+($>'«*)]. Setzt man φ'a —i A, wo A eine willk rliche Func-
tion von a bezeichnet, und /'*— —l ist, so wird φα—-βφ'α=τ=,-./αφ"α.</β

macht man die hnlichen Annahmen in Beziehung auf b, so wird
a? = iA + iJB,

12. y = —ifaA'da—ifbB'db,

o2) A'da+flb* & db.
Unter dieser Form wollen wir hier best ndig das Integral der Gleiohuug
(1.) gebrauchen. Die zuerst sich darbietende Annahme ist auch hier offen·
bar: A' und B' Constanten gleich zu setzen. Es sei also

A' = C, B' ss C';
hierdurch erh lt mau:

x == Cia+C'ib,
__ Cia* _ C'tfr*

Setzt man hier, «m den einfachsten Fall zu erhalten, <?'== — C, und ar,

y, a resp. f r -^, -^, -j-, so wird
iP =S= Z ( — ),

folglich
Jl O· "5 ~ l 2 W \ ** s &F \ i .· S ~Ί~~ .*

Nun aber ist
,_. r

also

Avenn, K rze halber,
14.

gesetzt wird. Setzt man nun

folglich
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LO. Sc/ierkt Bemerkungen über <{ie kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen. 193

. .so wird s

/•(l 4. cl) = fi (cos i S + * sin f ), /"(l -f * =s £*(cos l — / sin
also

Werden also diese Resultate in (13,) gesetzt, so erhält man:

16. $e*~:

in wecher Gleichung t und durch (14.) und (15.) bestimmt, und -p,
t **-

£?, -^ resp. für x, y, z gesetzt werden müssen. Dies ist also d&* Glei-
chung einer n e u e n , von den bisher bekannten sich sehr wesentlich
unterscheidenden, Fläche»

Man versuche hierauf, für die willkürlichen Functionen ganze Po-
tenzen zu setzen. Man kann aber gleich Anfangs bemerken, dafs man
dann von den negativen ganzen Potenzen nur die (—l)u zu untersuchen
braucht· Ist nämlich erstens

A! = Cam
9 B/ s=s C'bn*

wo C und C' beliebige Constanten bezeichnen, so erhalt man
Cia™*1

_ _

m+2 n+2 5 %

« = ^€^(1+ ^
Ist hingegen zweitens

A* ~~ ..P »/ _~ a«3*9 t* —
so wird

Crdle's Journal d. M. Bd. XJIL Hit 3. 26
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194 *0· Scherle, Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb 'gegebener Grenzen.

Wird aber in diesen Gleichungen — , — resp. an die Stelle von 0, b ge-
setzt, so erhält man ganz dieselben Werthe für y, x, — 3, die man bei der
ersten Annahme für x, j, z erhalten hatte· Die Resultate werden sich
also auch nur auf die so eben angegebene Weise von einander unterschei-
den, und folglich dieselben reellen oder imaginairen Flächen darstellen.
Setzt man nun

772 SS ·"·"· l, U, l, .2, O, · · · ·
so wird

~(//2 + 3) = — 2, —3, —4, —5, —6, ....
woraus hervorgeht, dafs, mit Ausnahme der ( — l)ten und ( — 2)ten, die eben
dasselbe Resultat geben, jede negative Potenz durch eine positive reprä-
sentirt wird·

Es sei also gegenwärtig
A'=°-, B' = ?,' b 7

so erhält man auch hier den bei weiten einfachsten Fall, wenn man
C' = — C setzt. Hierdurch wird «

y = — i(a—b\

* + iT(l + «2) + /(l 4- Ä2) = log {[|/(l+ ~) + 1] [^(l+ pr) + 1]},
wo Kurze halber #, y, « für ·—, -̂ -, ~- gesetzt sind· Die letzte Gleichung
giebt:

Da aber tf^ = -|-, also Ä = 0 eix, so ist
JC

iy ss — o =
daher

und

wenn
18. 4siniar2+/cosa? = i

gesetzt wird· Nun sei
t = g cos ,
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10. S eher k, Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenze*. 195

also
19. f =

so wird

smf o?
und

·> /(H·« -
Werden also diese Werthe in (17,) substituirt, so erhält man

20. z **+ cosec ^(4?+*f ) 4- ̂  e-*- cosec

wo i und durch (18.) und (19.) bestimmt werden, und ^, ·—, — für
#, y, z zu setzen ist. Dies ist also abermals eine neue, der Glei-
chung h = 0 Genüge leistende, Fläche·

5.
Man setze drittens

^'ss (70, B'= üb,
so wird

y = —
= _

und das Resultat der Elimination von und 6 ist also gegenwärtig, wie
Cin allen den Fällen, wo ̂ / = Cö2n^"1 oder = 2n+2 gesetzt, und eine ähn-

liche Annahme für B1 gemacht wird, in einer algebraischen Gleichung
enthalten. Aber selbst in dem einfachsten Falle, der auch hier wieder in
C1 + Cr/ = 0 enthalten ist, fuhrt die Elimination von b auf 2 Gleichungen
für a vom vierten und vom sechsten Grade, so, dafs es nicht die Mühe
lohnt, die Rechnung weiter fortzusetzen. Mit noch geringerem Erfolge
wird man es versuchen, A' — Ccf, Ca3 u. s. f. anzunehmen.

6,
CEs sei viertens A'*=z>* , a, so wird
A == Carc(tang = ß),

faA'da — f (7 log (1+ a2),

Macht man nun die ähnliche Annahme für 2?x, und setzt Kurze halber
arc (tang = a) = , arc (tang == 6) =r , so wird

26*
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196 10. S ehe r k, Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen.

y = /'(G'Iogcosa+CMogcosß),

Hier ist, wie man leicht bemerken wird, nur in den Fällen an eine Eli-
mination zu denken , wo entweder C = C", oder C= — Gv.

Es sei also erstens C= C's^j; auch setze man 2Da und 2Dt>
resp. für a, ß, so wird

21. <

aus welchen Gleichungen nun a und zu eliminiren ist. Aber dies sind
ganz dieselben Gleichungen, die in meiner oben angeführten Abhandlung
pag. 274 angegeben sind, nur dafs y mit z verwechselt ist. Wie dort,
folgt auch aus denselben:

jyy _ cos Da?
"""" cos D z *

welches die bereits bekannte Fläche (6.) ist, da es erlaubt ist, die Coor-
dinaten mit einander zu verwechseln.

Es sei zweitens G = — ̂ / = 2Z)7> unc* es werc*e abermals und
resp. für a und b gesetzt, so wird

x s= a —
cos21>flf

Um aus dieser Gleichung a und b zu eliminiren, wollen wir zuerst einen
ganz directen Weg einschlagen. Es ist

Wy — l— tapgöa2 l+tangP&2 __ i~~aa l-ftang(Dq — IXy)*
^ l+tangDaa*l— - tarig D6'a + * — tang(öa — Dar)2 '

wenn Kürze halber tangZ)a = o6 gesetzt wird. Setzt man auf gleiche
Weise tang-Do? = , so hat man

also

(l— cea
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10. Seh erb , Bemerkungen über die kleinste Flüche innerhalb gegebener Grenzen. 107

ödet
23.

Ferner geben die Gleichungen (22,)

woraus sich leicht, wenn
24. f = ? +

gesetzt wird,

ergiebt. Hieraus folgt
j l / _ JA _ ( — l)2—
TV* / ~ ( — l

Multiplicirt man dieses Ausdrucks Zähler und Nenner durch

so wird, nach leichten Umformungen, der Zahler =(^ — l)2, und, nach
Weglassung des Factörs — l, wird der Nenner

_ —( — l)icosD52 + sinß^cosD2r[i2+secZ>^ — ] i,
also, in Folge von (24.),

folglich haben Zähler und Nenner von |^a -- 1 den gemeinschaftlicheB
Factor (£— l)2, und man erhält

Setzt man nunmehr diesen Werth in (23.), und restituirt für seinen
Werth tangDor, so ergiebt sich

25. e-™? = l — 2 sin D#2 sin D*2— f esin2D^sin2D5./,
als Resultat der Elimination von a und b aus den Gleichungen (22·).
Hier sieht man nun sogleich, dafs, für ein reelles D9 diese Gleichung eine
Linie und nicht eine Fläche darstellt. Denn, da sie die Form Z7+^*' = 0
hat, so mufs Z7=0, Fsrsö sein; diese beiden Gleichungen stellen also
eine Linie dar, ausgenommen, wenn die eine derselben durch die andere
befriedigt wird. Dies ist aber offenbar hier unmöglich, da U Exponen*
tialgrofsen und Kreisfunctionen, V aber nur Kreisfunctionen enthält»

7/
Man setze aber ia dieselbe Gleichung (25.) Di statt D, go nimmt

sie die Form
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198 10. S eher k, Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen.

co*2Dy-ismWy = l-^*-^"*}* (f±==C^\

an, wo

r- ' -V?
oder, indem man

*Dx J- />—Dx

setzt,
26. sinDj2 —v'2^/2+[sinZ)y cosöy + f ^7]/ = o.

Auch diese Gleichung hat also die Form £7-f-^/= 0, umj sje wür(]e
demnach gleichfalls eine Linie darstellen, wenn nicht dadurch, dafsZ7=0
gesetzt wird, zu gleicher Zeit die Gleichung V = 0 befriedigt würde.
Dies geschieht aber in der That. Denn es sei

27. sinDj2 = " 5"*,
so wird hierdurch der Factor von /', in (26.), =

r

Da aber

so ist

und folglich
cosßy + £7$ = 0.

Es verschwindet also dadurch , dafs der reelle Theil von (26.) = 0 ge-
setzt wird, auch der imaginäre, und demnach ist (27.)

28. .i
die Gleichung einer neuen, der Gleichung A = 0 Genüge lei-
s tenden, Fläche, wo es gleichgültig ist, welches Vorzeichen man dem
zweiten Theile vorsetzt, da das eine in das andere übergeht, wenn man
D jU — D verwandelt.

Aus dem Bisherigen geht also hervor, dafs, da die Gleichung
(27.) sowohl dem reellen, als dem imaginären Theile von (26.) besonders
Genüge leistet, diese unter die Form

(sinD/ — y2r)P[(sinDy2— /ar)l^+^/] = 0
mufs gesetzt werden können, wo W eitie noch unbekannte Function von
x y, Z) und p einen positiven, ächten Bruch vorstellt, der auch — l sein
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10. Scherk, Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen. 199
*

kann. Dieser Gleichung wird nun zwar auch Genüge geleistet, wenn
man den zweiten Factor besonders =0 setzt. Da aber die hieraus sich
ergebende Gleichung auf keine Weise eine Fläche darstellen kann, so ist
die Kenntn'is desselben um so mehr überflüssig, als sich leicht übersehen
läfst, dafs er nur ein, durch die Elimination von und b in die Rechnung
gekommener, überflüssiger Factor ist. Man kann nämlich die Gleichung
(28.) aus (22.), ohne dafs sie mit jenem Factor behaftet wäre, herleiten.
Dies geht auf folgende Weise an. Setzt man in die drei Gleichungen (22.)
Di statt D, so geht die zweite in folgende über:

oder, wenn

gesetzt wird, so ist ·*· = · .
also

29. ^ =
Auf diese Weise wird die dritte Gleichung (22.):

-M>* _ l— «angPia l-tangOi& __ f-if g— ig' _ (/-*/")* (g -'g')*.
6 — l+tangöia-l+tangDifr "~ f+ifg+ig' "" (/'+/fl)fe*+S/'')'

folglich
.-D* __ 4. /— »y g — »V „„ eDz _ 4. /+«/"
e — ± * . ' - - · ' una e — ~
wo beide Male dieselben Vorzeichen zu setzen sind. Demnach ist

P*_-D* _~2
oder, wenn man für/, 3·, .... ihre Werthe setzt, und bemerkt, dafe

- e-Dz eD(o+i) — e- 0(0+6) .

Multiplicirt man diese Gleichung mit
gDx _ e— Dx eD(o— ) __

so trird das Product der zweiten Theile
_ -2D5 _ — 2O ^ (F — f}\'
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folglich ist
__ e&x —- p—ÖA: „Dz p—&zauDy = +L__L_.f _£_.

mit (28.) nbereiostimmend.
Verwechselt man die Zeichen der veränderlichen Coordinaten, und setzt

30. - - - . - - - f

»o findet man für die Krümmungshalbmesser dieser Flache folgenden ein-
fachen Ausdruck:

l-·- 4- L eDx-}-e-Dx
— ± D -- £ .

wo s' die dritte Ordinate des Punctes anzeigt, dessen beiden ändern Coor-
dinaten 2^? und 2y sind.

8.
Es ist bereits oben bemerkt worden, dafs man die Gleichung

c">==Sll aus <2L>> also eD2==S§i' ausMonge's Form (4.) erhält,
wenn man
31. = ^logtang^Tr — Da), > = ~^L logtang(f ~ ) )

setzt, und beiden Wurzelgröfsen in z dasselbe Vorzeichen gieht. Fer-
ner haben wir die Gleichung (28.) aus (22.) hergeleitet. Verwechselt
man also y und #, und setzt — b statt b, so sieht man, dafs

das Resultat der Elimination von a und b aus den Gleichungen
# = + b,

ist, welche abermals die Form der Gleichungen (4.) haben, indem

32, = — ̂  logtang^TT— pia\ == ^Iogtang(i7r— Dib)
gesetzt wird, und den Wurzelgröfsen in z entgegengesetzte Zeichen beige-
legt werden. Beide Annahmen unterscheiden sich also bloffc dadurch,
dafs das erste Mal den Wurzelgröfsen dasselbe, das zweite Mal verschie*
dene Vorzeichen vorgesetzt, und in diesem Falle ein imaginärer, in je-
nem ein reeller Parameter angenommen werden tnufste, um eine reelle
Fläche ÄU Erhalten. Diese Bemerkung führte uns darauf, zu versuchen,
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10. S eher k, Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen. 201

ob sich noch neue Flächen ergeben, wenn man, statt, wie in diesen bei-
den Fallen (31.) und (32.), den willkürlichen Functionen verschiedene
Vorzeichen beizulegen, ihnen dasselbe giebt, dann den Wurzelgrofsen
in z abwechselnd dasselbe oder ein verschiedenes Zeichen vorsetzt, und
den Parameter in allen Fällen sowohl reell als imaginär annimmt.

Diese Annahmen haben folgende Resultate gegeben: Aus dea Glei-
chungente x = a + 4,

folgt, durch Elimination von a und b:
eOr—e-yB^e»*= ~Dx_ e_Dx -f gDy

Nimmt mau zweitens und y wie vorher an, setzt aber

Ä —
so erhält man

34. ± . .

Auch bemerke man noch, dafs die auf einem ändern Wege, als dem
bisherigen, herzuleitende Gleichung

0- L 0 n e^+e-«* . e'>Y + *-By
35. ±2 cos Dg = ·£? -z>r+ DvT /?— ^-j-e ^y ' e^v-}-e~/JJC

der Gleichung (1.) Geniige leistet. Aber man übersieht sehr leicht, dafs,
man mag den Parameter D reell oder imaginär annehmen, keine dieser
Gleichungen (33.), (34.), (35.) eine Fla ehe darstellt, da für reelle Werthe
von uod y, sin D z und cos D z grofser als die Einheit werden.

Aufser den bisher untersuchten habe ich noch folgende Annahmen :
2

" Vi 1 4- *P " — untersucht. Sie haben aber entweder nur zu den
bereite erhaltenen Resultaten, oder zu imaginären Flächen, oder zu der
Umdrehungsfläche der Kettenlinie geführt; oder die Elimination liefs sich
nicht bewerkstelligen; weswegen ich es für unnöthig halte, sie einzeln
hier durchzugehen·

Zu der Schraubenfläche (6.) und der Umdrehungsfläche der Ket-
tenlinie (8.) sind also gegenwärtig noch fünf, durch die Gleichungen (7.),

Crelle's Journal «I. M. Bd. XIII. nft,3. 27
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202 10.. ScHerJi , Bemerkungen über die kleinste Flache innerhalb gegebener Grenzen.

(9.), (16·)> (20.), (30.) dargestellte, neue Flifchen hinzugekommen, deren
erste ich, in ihrer speeiellen Form (6.), im Verein mit der letzten, in einer
bald folgenden Abhandlung besonders untersuchen werde, und deren zweite,
wie bereits erwähnt, die merkwürdige Eigenschaft hat, dafs zwei, in Ent-
stehungsart und Form sich auf das Bestimmteste von einander unterschei-
dende, Flächen als specielle Fälle von ihr erscheinen.

9.
Wir gehen nun zu der angekündigten zweiten Untersuchung über,

durch welche wir zu entscheiden suchen, welche Form die willkürlichen
Functionen in dem Integrale (12.) haben müssen, wenn die kleinste Fläche
durch Bewegung einer geraden Linie entstanden sein soll. Hierbei wer-
den wir so zu Werke gehen, dafs wir zuerst aus den Gleichungen (12.)
die Werthe von p, y, r, s, t herleiten werden, die der Gleichung (1.)
der kleinsten Fläche angehören; diese Werthe werden wir alsdann in die
allgemeine Gleichung der durch Bergung einer geraden Linie entstande-
nen Fläche substituiren, und uns auf diese Weise eine neue Gleichung
verschaffen, die beiden genannten Flachen angehört; die Integration der-
selben führt dann zu der gewünschten Form der willkürlichen Functionen.

Durch Differentiation des Systems der Gleichungen (12.) hat man
nämlich:

I dx = iA da-\-iB* ab>
dy — — iaAda — ibB'db,

Da aber z eine Function von und y ist, so hat man auch
dz = pdx-^(jdy = i A (p — (]a)da-\- i~B'(p—yb*)db,

welches,, mit dem obigen Werthe von dz verglichen,

7+ '

also

_
9 —

giebt· Ferner ist
dp =s rdx-\-$dy = i A1 (r — *a)rfa + /ß'(r — sb)db,
d(f =

also
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Vermittelst dieser Werthe erhält man, durch Differentiation der Gleichun-
gen (37.) in Beziehung auf a und b .:

iA'(r~*a) — iA'(s~ta)a---y--Y^~-^ = 0,
r — sb — (s — tb)a = 0,

,-B'(r— SÄ)— '(
d. li., wenn für 9 sein Werth gesetzt wird:

39.

= 0,

r—las + fft = »1 11a
= 0,

wo Kürze halber

40.

gesetzt worden ist. Multiplitiirt man nun die drei Gleichungen (39.) resp. durch
.b\ —lab, +«2,

alsdann durch b, —(c-j-^)> ß>
endlich durch l, —2, -J-l,

und addirt, so erhalt man

41*). G

*) Beiläufig mag bemerkt werden, -wie man vermittelst (38.) und (41.) sehr
» i_ . ;_ _ j_ _ J i_ /^ i_ i_ i /^rk \ i _ T . _ i />* i -v *' _

eben genannten Gleichung, so wird derselbe =

27*
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Setzt man ferner
dr — 1\dx-\- dy = iA'(K — μά)άα-^ιΒ'(λ — pb)db,
ds = fj*doc-\-vdy = i Αέ (μ — vcfjda-^-iB1(μ — vb^db,
dt = vdjc-{-(t)dy = z^ ' (v—ωά)άα-\-?Β'( ν — t*)b)db,

diiFerentiirt die Gleichungen (39.), und zwar die erste in Beziehung auf a,
die zweite auf a und auf , die dritte auf b, bemerkt, dafs

C *A> C

und auf gleiche Weise
(dC\ _ V*(i-faa) C a* B1

\db) ~ '
Cund, dafs endlich s—at— / f c_. f lxg a > ^ — i = — (b—a]^ ; so nian

nach einfachen Reductionen:

42.

Setzt man die zweiten Theile dieser Gleichungen Kurze halber resp.
= — CiP, CiQ, —CiR, CiS

und multiplicirt sie resp. durch *)

Da nun - p' — bq' =: ~i(&
p'_ α g' = +i(6 —a)V(l+o»;,

so ist der Factor von — sowohl, als der von -g^, besonders =0, also ft = 0, wiecc fi
geh rig.

*) Diese und die oben angef hrten MultipHcaloren der Gleichungen (39.) befol-
gen das Gesetz, dafs die in der obersten Horizoutalreihe stehenden, die Glieder der

inonualreihe sind, und dafs aus jedem Factor von der Form ^k.aPbv, wo k der nume-
rische Coefficient ist, der darunter stehende Faclor =2—:— (paP~1b(l^-qartb(i-'i) ge-
bildet wird. Dnfs dieselbe Bildungsweise bei der Bestimmung der f nf partiellen
DiiFerentinlquotienlen der vierten Ordnung, der sechs der f nften Ordnung u. s. f: an-
gewandt werden kann, bersieht mau leicht, wenn man untersucht, auf welche Weise
di auf einander folgenden Potenzen von b — a aus den so gebildeten Multiplicatoren
und den Coeflicienten resp. von p, q; r, s, t; λ, μ, ν, ω in (37.), (39.), (42.) zu-
sammengesetzt sind.
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a
alsdann durch

b\ _(
hierauf durch

b, -(
endlich durch

l, -3, 3, —l,
so ergiebt sich

43.

ΛC
Durch diese Gleichungen werden also die vier Differentialquotienten, der
dritten Ordnung λ, μ, ν, ω, die der kleinsten Fl che angeh ren, bestimmt.

Nun ist bekanntlich die Gleichung jeder durch Bewegung einer
geraden Linie entstandenen Fl che:

44. λ + 3μ7Λ + 3y/722 + ww3 = 0,
aus welcher m vermitteist der Gleichung

45. r + 2<J772 + £m2 = 0
eliminirt werden mufs. Soll also die kleinste Fl che durch Bewegung
einer geraden Linie entstanden sein, so m ssen die Werthe von λ, μ,
v, ω, oder, was dasselbe ist, von λ', μ', ν', ω', der Gleichung (44.) Gen ge
leisten. Werden sie aber aus (43.) in (44.) substituirt, so erh lt man

also, wenn
= n, und daher m = — γτΞ~

gesetzt wird: ρ Λ * Λ = 0,
und die Gleichung (38.) geht hierdurch in folgende ber:

r__20<y-f *<r— 2(r— (a + b)s + abt)n + (r— 2 J + 2/)«a = 0,
in welcher die Coefficienten der einzelnen Potenzen von n die ersten
Glieder von (39.) sind. Folglich hat man
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206 10- Scherlc, Bemerkungen über die Kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen.

Hierdurch wird nun (46.)
3 + 3 Qa, ß3 i — 3 R a ß2 — S ß3 i = o.

Setzt man hierin für P, Q9 R, S, ihre Werthe aus (42.)), so ergiebt sich:
_

A'da B'db
, , — -3)oder, da 7 - - 7 = - : _ _ _ _ _ , so lst

47 /V(l+a3)-V(l+&a)Ul . z "l d« < ^ _ 0
'* \ 5 -a / L « ^ ß\A'da~Wdb ~~ U)

welcher Gleichung man folgende Form geben kann:
3) , aV(l+a') d«1 IV(t-M') ^(l+ft») dßl.^ __ .--a

Durch diese Gleichung werden hiernach die beiden wi l lkü r l i chen Fune-
tionen A, B, vermittelst der mit ihnen durch die Gleichungen (40.) ver-
bundenen willkürlichen Functionen a, ß, bestimmt. Nun bemerke man
aber, dafs (48.) aus 3 sehr wesentlich verschiedenen Gattungen von Glie-
dern besteht, von denen die erste von a allein, die zweite von b allein,
und die dritte von a und b zugleich abhangig ist. Da aber a und b von
einander unabhäng ige Quantitäten sind, »o kann jener Gleichung auf
keine andere Art Grt Genüge geleistet werden, als dadurch, dafs man

«*) , aVTl-4-aa) da ^
-— +

4Q a a* da
%X"/^ I j 9\ f <*/**/4 I 7 5 \ &(l+6a) b v (l-f-62) dp ^ -

setzt, wo F eine beliebige Constante ist, und dafs man diese, so wie
die beiden durch die Integration der Gleichungen (49.) in die Rechnung
kommenden Coustanten, so bestimmt, dafs aufserdem, wenn dies mög-
lich ist, noch der Gleichung

, a - - q ) da . aiV(l + b*) dß _
· -- ^ ' ~ß ^ d^"1 'db — U

Genüge geleistet werde. Die vollständigen Integrale von (49.) sind aber

wo E, E' die Constanten der Integration siu'I. Hierdurch wird der erste
Theil von (50.)
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und demnach wird jeuer Gleichung Genüge geleistet, indem man
JE' = Ei

setzt, woraus

5l.

folgt, wo E9 F beliebige Constanten bezeichnen. Durch diese Gleichung
ist jedoch noch nicht das vollständige Integral von (48.) bestimmt. Denn
man kann ihr, wie aus der Form (47.) erhellt, auch noch auf eine parti-
culäre Art Genüge leisten, indem man

J_4. i — o
a + J — U>

also l 4
JL=+D, i.= —D

setzt, wo D eine neue Cpnstante ist; und wenn man diese beiden Inte-
grale in Eins vereinigt, so, dafs

-*.=

wird, so hat man die allgemeinen Formen erhalten, welche den willkür-
lichen Functionen , beigelegt werden müssen, wenn die kleinste Fläche
durch Bewegung einer geraden Linie entstanden sein soll. Setzt man
diese Werthe in (40.), so erhält man.//7, B', und, vermittelst (12.), sodann
#, y, z ausgedrückt durch a und b. Der Integration steht kein Hinder-
nd im Wege, wohl aber der Elimination, so lange man nicht den Con-
stanten specielle Werthe beilegt, welche die Rechnung vereinfachen» Die
Systeme specieller Werthe aber, die sich zunächst darbieten, sind

E = 0, F = 0,
F — 0, D ss 0,
D = 0, E == 0;

Im ersten Falle hat man -; == —- j , ±+ ̂ =0, folglich, vermöge (4 L),
t = 0, welche Gleichung nur auf die Schraubenfläche fuhrt» (Sr meine
angef. Abb. pag, 225.)
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Im zweiten Falle hat man — = ̂ , also — -f —^ und folglich,
vermöge derselben Gleichung (4L), r = 0, in welcher Gleichung abermals
nur die Schraubenfiäche enthalten ist*

Im dritten Falle ist y(ia.^a = — ycl+V),^ foISlich

^- = 0. Hierdurch wird aber r-j-^r=05 imd auch diese Gleichung
führt nur auf die Schraubenflache (a. a. O. pag. 234). Es haben also
die einzelnen Theile unserer für — -, -^ gefundenen Ausdrücke die eigen-
thümliche Eigenschaft, dafs jeder von ihnen, für sich genommen, auf die-
selbe Fläche führt, was, in Verbindung mit dem Umstände, dafs in der
Gleichung der durch 2 grade Linien begrenzten kleinsten Fläche, wenn sie
auf ihre einfachste Gestalt gebracht und von der Lage der Coordinaten un-
abhängig gemacht wird, nur eine Constante vorkommen kann, weil sie von
2 ändern geraden Linien sich nur durch ihren Abstand unterscheiden,^
dafs also von einer Relation verschiedener Constanten, welche bewir-
ken könnte, dafs die genannte kleinste Fläche verschiedene Gestalten
haben könnte, nicht die Rede sein kann, es im höchsten Grade wahr-
scheinlich macht, dafs von allen Flächen nur die Schraubenfläche durch
Bewegung einer geraden Linie entstanden und zugleich die kleinste zwi-
schen gegebenen Grenzen sein kann, während es allerdings noch ganz
andere Gle ichungen zwischen #, y, z als die Gleichung der Schrauben-
fläche giebt, die zugleich den Gleichungen (L), (44.) und (45.) Genüge
leisten,

Zuletzt mag der Yortheil nicht unerwähnt bleiben, der fiir tdie
Rechnung durch Einführung der Functionen , statt der in dem Inte-
grale (4.) vorkommenden , 6, erwachsen ist· Denn, während wir
z. B. im gegenwärtigen Falle a und j3 nur constant zu setzen brauchten,

~ · · .. i r * i cos n a · , i cos n bum die Schraubenflache zu erzeugen, mufs = — - — , — — - —
angenommen werden, um z« derselben Fläche zu gelangen·

Kiel, im Juli 1834*.
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