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Transformation der Kurven auf zweiseitigen Flachen.

Von

M. Denx in Kiel.

Das Problem, das uns im folgenden beschiftigen wird, ist eines der
einfachsten der Topologie: Gegeben sind zwei geschlossene Kurven auf emer
geschlossenen zweiseitigen Fliche, es ist zu uniersuchen, ob swe durch stetige
Deformation ineinander iibergefiihri, jineinander transformiert” werden kimnen.
Die Losung des Problems fiir Flichen mit einem Geschlecht p > 1 mit
Hilfe der ,Polygongruppen und demgemif auf Grund der Metrik der
hyperbolischen Ebene ist naheliegend und z. B. von Poincaré (Rend. Cire.
Mat. Pal. 1905) angedeutet, von mir in der Arbeit Math. Ann. 71 ganz genan
entwickelt*) In derselben Arbeit habe ich auch eine Methode angegeben,
um ohne Hilfe der Metrik rein topologisch die Frage zu entscheiden. Bei
der Begriindung dieser Methode habe ich aber sebr wesentlich Eigen-
schaften von Figuren der hyperbolischen Ebene benutzt. — Fir Flichen
vom Geschlecht p = 0 und p =1 ist die Losung des Problems sehr ein-
fach: im ersten Fall sind alle Kurven ineinander transformierbar, im
zweiten Fall ist die ,Fundamentalgruppe® abelsch, und jede Kurve ist trans-
formierbar in eine Kurve, die durch das m-malige Durchlaufen einer festen
Kurve C und darauf g-malige Durchlaufen einer zweiten festen Kurve I -
entsteht, und zwar sind diese Zahlen m und g unabhingig von der Art
der Transformation, womit das Transformationsproblem geldst ist.

Es ist nun eigentumlich und fiir die Unvollkommenheit der Durch-
forschung der Topologie charakteristisch, daB eine Losung des Trans-
formationsproblems fiir p > 1, die fast ebenso einfach ist wie die eben
angefiihrte fiir den Fall p = 1, bisher unbekannt war: Fithrt man durch
2p Schnitte a,, by, - -, a,, b, die Fliche in ein einfach zusammenhingendes
Flichenstiick iiber, dessen Berandung der Reihe nach von den Kurven

#) Vgl. hierzu die analytische Ausfihrung in der demn3chst erscheinenden
Dissertation von Gieseking.
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6y, by, a7, b7ty a5, - -, byt gebildet wird, dann JiBt sich jede geschlossene
Kurve L der Fliche transformieren in eine aus diesen ,erzeugenden®
Kurven zusammengesetzte Kurve, etwa

L s, al’..~=
a, ’t’)ﬂl’or,1 = A.

Gibt es dann, eventuell nach zyklischer Vertauschung der Glieder,
einen Teil des Ausdruckes A, der mehr als 2p, etwa g Glieder der Relation

. —17-1 ol
abarbrt .. bpl=1

in der Reihenfolge der Relation oder in der umgekehrten Reihenfolge ent-
hilt, dann ersetze man diesen Teil durch den ihm gleichen Ausdruck, der
aus den 4p — g dbrigen Gliedern zusammengesetzt ist, man streiche ferner,
eventuell nach zyklischer Vertauschung, aufeinanderfolgende Glieder von
der Form ¢ und ¢! gegeneinander fort und setze diese beiden Reduktions-
verfahren solange wie méglich fort. Dann ist 4 schlieBlich in einen Aus-
druek K ibergefithrt, den wir einen reduzierten Ausdruck nenmnen wollen.
K stellt eine Kurve dar, in die L transformierbar ist. Daranf lautet unser

Hauptsatz: Abgeschen von unschwer zu erledigenden Ausnahmefillen
bestimmt jede Kurve eindeutig bis auf zyklische Vertauschung der Glieder
einen redugierten Ausdruck.

Abgesehen von den Ausnahmefillen sind zwei Kurven dann und nuy
donn ineinander transformierbar, wenn ihre reduzierten Ausdriicke bis auf
syklische Vertauschung der Glieder identisch sind.

‘Einige Auspahmefille sind sebr naheliegend, z. B. sind ja zwei Aus-
driicke, die aus je einer Hilfte der Glieder der Relation bestehen, inein-
ander transformierbar, fiir p = 2:

abya;tbyt und  byaybytazt.

Weniger triviale Beispiele fiir Ausnahmefiille findet man im folgenden in
- dem ihrer Bebandlung gewidmeten Absatz.

Fir das folgende wird die Kenntnis der einfachsten Kigenschaften
der Abbildung der zweiseitigen Fliche vom Geschlecht p > 1 auf ein Netz
von 4p-Kcken, die zu je 4p an einer Ecke zusammenstofen, voransgesetzt.
Man findet diese in Kapitel I, § 1, Absatz 1—5 und § 5 meiner Arbeit
Math. Aun. 71. Ich erinnere hier nur daran, daf dieses Netz das Bild
einer unendlichen Gruppe, der zu der Fliche gehorenden Fundamental-
grappe, ist, die a,, by, - - -, b, als Erzeugende hat und durch die Relation

a,barb;t - bpl=1

definiert ist. Allen Kurven der Fliche, die ineinander f{ransformierbar
sind, entsprechen Elemente der Gruppe, die ineinander fransformierbar
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sind, speziell den Kurven, die auf einen Pankt zusammenziehbar sind, der
Identitdt gleiche Elemente der Gruppe, die durch geschlossene Strecken-
ziige des Netzes reprisentiert werden.

§ 1.
Das Identititsproblem.

Satz 1: Es sei das Element a7 ... of* ... der Fundamental-
gruppe gleich der Identitit, domm ist dieser Ausdruck reduszierbar, d. h. nach
dem oben Auseinandergesetzten kommen in dem Ausdrucke g Glieder
(¢g> 2p) in derselben Reihenfolge vor wie in der definierenden Relation
und sind also durch 4p — q Glieder ersetzbar, oder es kommen zwei Glieder
von der Form s und s~ in dem Awusdruck hintereinander vor und sind
also weglaBbar.

Zum Beweise haben wir bloB zu zeigen, daB jeder geschlossene
Streckenzug in dem Gruppenbild, also in dem 4p-Ecknetz, mit einem
Netzpolygon mehr als 2p Seiten gemein hat oder zweimal in entgegen-
gesetztem Sinne und nacheinander durchlaufene Strecken besitzt,

Wir betrachten zunichst die Gesamtheit ; von Netzpolygonen, die
aus einem einzigen Netzpolygon besteht, dann die Gesamtheit G,, die ent-
steht, wenn man zu G, alle Netzpolygone hinzufiigt, die eine Eecke mit
dem Rand von (, gemeinsam haben, dann G;, das aus G, durch Hinzu-
fiigung aller Polygone entsteht, die mit dem Rand von G, eine Ecke ge-
meinsam haben, usw. — Jeder geschlossene Streckenzng in G, hat gewif
die verlangte Eigenschaft, aber auch jeder geschlossene Streckenzng von
G,. In der Tat, jeder Punkt von Gy, der nicht zu G, gehort, ist ein
Randpunkt der einfach zusammenhingenden Gesamtheit G, und von ihm
geht hochstens eine Strecke nach dem Inmeren, und in diesem Fall gehen
zwei reduzierbare Streckenziige von ihm aus, die ganz dem Rande ange-
horen. Ein geschlossener Streckenzug, der keine hintereinander im ent-
gegengesetzten Sinne durchlaufene Strecken besitzt, ist also entweder ganz
in (, enthalten oder enthilt notwendig einen der reduzierbaren Strecken-
ziige des Randes von G,. Genau derselbe SchluB gestattet den Beweis
vou den in G, aunf die in &,, G, usw. verlaufenden geschlossenen Strecken-
ziige sukzessive auszudehnen, womit unser Satz bewiesen ist.

Unser Beweis benutzt wesentlich die Eigenschaften des Gruppenbildes,
dagegen liefert der Satz selbst ein Verfahren, nm ohne Konstruktion des
Gruppenbildes direkt zun entscheiden, ob ein Ansdruck ein der Identitit
gleiches Element darstellt oder nicht. Das ist ein Vorteil gegeniiber der
-Methode, gemaB welcher man zu dieser Entscheidung znerst das Gruppen-
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bild konstruiert und diesem entnimmt, ob der Ausdruck einen geschlossenen
Streckenzug liefert oder micht.

Fiir das Folgende ist es ndtig, noch mehr Eigenschaften von ge-
schlossenen Streckenziigen herauszufinden: wir wollen uns zundchst auf
singularititenfreie derartige Ziige beschrinken. Wir bezeichnen eine Reihe
von Nétzpolygonen P,, P,, - --, von denen jedes mit dem folgenden eine
Strecke gemeinsam hat, sonst aber zwei Polygone keine gemeinsamen
Elemente besitzen, als eine Keffe. Beginnen wir unsere Betrachtungen der
Einfachheit wegen mit einem Polygon, das dem von dem zu untersuchenden
Zug T eingenommenen Gebiet [ angehdrt und pur einen ungeschlossenen
Streckenzug mit TT gemeinsam hat. Dieses Polygon bezeichnen wir in
der obigen Bedeutung mit G,. Besteht TT nicht bloB aus der Berandung
eines Polygons, dann gehdren zu I sicher Polygone von G,. Denn sonst
mwiiBte TT Doppelstrecken haben. Gehort aber zu I' nur eiz Polygon von
G,, dann bildet dies mit dem ersten zusammen eine Kette, auf deren Be-
randung zwei reduzible Ziige von 4p — 1 Strecken liegen; gehiren aber
mehrere Polygone von G, zu ', dann hat der Rand des von diesen Poly-
gonen und G, eingenommenen Gebietes mindestens drei reduzierbare Ziige
von mindestens 4p — 2 Strecken. Da nun ein Polygon von G, niemals
zwei Streeken mit dem Rande von G, gemeinsam hat, andererseits nicht
zwel Polygone von és gleichzeitig miteinander und mit G, je eine Strecke
gemeinsam haben, so kann durch die zu [ gehdrenden Polygone von &,
keiner seiner reduzierbaren Zige zerstort werden, ohne daB gleich grofe
neue reduzierbare Ziige auftreten. Indem wir diese SchluSweise fortsetzen,
. erhalten wir das Resultat:

Eine geschlossene singularititenfreie Kurve des Netzes hat mindestens
drei veduzible Ziige von mindestens 4p — 2 Strecken mit alleiniger Ausnakme
des Falles, daf} sie die Berandung einer Kefle oder eines eingigen Polygons
bildet.

‘Wir betrachten nun weiter Kurven mit Singularititen, zunichst sollen
dies blof Punkte sein. Bei jeder solchen Kurve TT kénnen wir von einem
solehen singuliren Punkt ausgebhen, daBl man, wenn man die Kurve 1T in
geeigneter Weise von ihm aus durchliuft, zu dem Punkte zuriickkehrend,
-eine singularititenfreie geschlossene Kurve beschrieben hat (eine Sehleife).
Diese Schleife hat dann und nur dann nicht mehr als zwei reduzierbare
Streckenziige, weun sie die Berandung einer Kette ist; dadurch, daB 17T
sich nicht in dem singuliiven Punkt schlieBt wie die Schleife, kann hoch-
stens ein reduzierbarer Streckenzug der Schleife nicht auf TT selbst liegen.
Nun hat aber jede Kurve mit Singularititen mindestens zwei Schleifen ohne
gemeinsame Strecken. Wenn also TT keine drei reduzible Ziige von min-
destens 4p — 2 Seiten haben soll, so darf TT nur zwei Schleifen ohne ge-
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meinsame Strecken haben und diese miissen je eine Kette begrenzen.
Daraus folgt aber weiter, daB in diesem Fall keine der beiden Schleifen
singulire Punkte haben kann. Denn betrachte ich eine Schleife 4BA,
der Punkt B auf ihr sei ein singuldrer Punkt fiir TT, dann sind zwei Fille
moglich: 1. (Fig. 1) Beide von A4 aus laufenden nicht zur Schleife A BA
gehorenden Ziige von TT lanfen nach singuliren Punkten
etwa B und C der Schleife, ohne vorher selbst eine Schleife
zu bilden, d. i. ohne Doppelpunkte; diese Ziige seien etwa
AXB und AYC. Begrenzt AXB mit BA zusammen
eine Kette, so hat diese mit der von der Schleife ABCA
begrenzten Kette BA gemeinsam, folglich besteht BA
aus einer emnzigen Strecke. Also bleibt von den reduzier- X,
baren Ziigen von A XBA mindestens einer ein reduzier- ] Y
barer Zug von mindestens 4p — 1 Strecken fiir den Zug i 1.
AXB auf TI. Begrenzt aber AX B mit BA keine Kette, so braucht zwar
BA keine einzelne Strecke zu sein, aber dafir hat A XB A mindestens
drei reduzible Ziige von 4p — 2 Seiten, von dem also einer mindestens
auf dem Zug 4 X B oder auf dem Zug AB von TT liegt. Dureh Betrach-
tung des anderen Zuges A YC folgt, daB auch auf diesem oder auf AC
mindestens ein reduzibler Zug von mindestens 4p — 2 Seiten liegen miiBte.
Wenn wir dann berficksichtigen, daB sowohl auf der Schleife AYCBA
als aunch anf der Schleife A XCBA mindestens ein reduzibler Zug von TT
mit 4p — 2 Seiten liegt, so ergibt sich sofort, daf in diesem
Fall wieder drei reduzible Ziige von mindestens 4p — 2 Seiten B
auf TT vorhanden sind. — 2. (Fig. 2)) Einer von den von 4 -
auslaufenden nicht zur Schleife A BA gehorenden Zige von X
TT bildet eine Schleife CYC, bevor er zu einem singuliren [
Punkt auf 4 BA gelangt. Dann wird der andere, wenn TT nicht
drei reduzierbare Ziige haben soll, singularititenfrei zu dem
singuliren Punkt B der Schleife ABA laufen miissen (sonst s ;’
hiitte man ja mindestens drei getrennte Schleifen); sein Vor- o
handensein bewirkt aber nach dem Obigen mindestens zwei reduzible Ziige
von 4p — 2 Seiten fiir TT, was zusammen mit dem von der Schleife CYC
gelieferten Zug wieder drei solche Ziige fiir TT ergibt. Also hat die Existenz
eines -singuliiren Punktes B auf der Schleife notwendig zur Folge, daB TT
mindestens drei reduzible Streckenziige von mindestens 4p — 2 Seiten be-
sitzt. Soll dies also nicht der Fall sein, so teilt TT die Ebene in lauter
Parzellen =,, @y, - - -, 7,,, von denen jede mit der folgenden einen Punkd
gemeinsam hat, und die je aus einer Kette oder aus einem einzigen Netz-
_polygon bestehen. Lassen wir auch Doppelstrecken zu, so #ndert sich
nichts Wesentliches in unserer Schlufweise. Wir erhalten zusammenfassend:
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Satz 2. FEine geschlossene Kurve TT des Netzes hat mindestens drei
reduzible Streckensgiige von mindestens 4p — 2 Strecken, wenn sie niecht die
Randkurve einer Ketle resp. eines Netzpolygons oder eine Rethe von Ketten
(resp. Netzpolygonen) ist, bei der jedes Glied mit dem folgenden durch einen
gemeimsamen Punkt oder eine Doppelstrecke von T verbunden ist,

Hat TT also nicht drei reduzible Streckenziige von mindestens 4p — 2
Strecken und ist es nicht die Berandung eines Netzpolygons, dann besitzt
TT zwei reduzible Streckenziige von mindestens 4p — 1 Strecken.

§ 2.
Das Transformationsproblem.

Mit Hilfe des Satzes 2 ist es nun leicht, das Transformationsproblem,
d. i. das Problem der Reduktion der gesehlossenen Kurven auf einer Flache
vom Geschlecht p > 1, in der beabsichtigten Weise zu ldsen.

Es seien U und V zwei reduzierte Ausdriicke in der Bezeichnung
der Einleitung, d.i. U und V enthalten auch nach zyklischer Vertanschung
keine reduziblen Streckenziige oder Streckenziige von der Form S§8-1
{Diese Reduktion Bt sich ohne jede Benutzung des Gruppenbildes direkt
mit einem gegebenen Ausdruck auf Grund der Fundamentalrelation vor-
nehmen.) U und ¥ seien nun ineinander transformierbar, d. i. bei geeig-
neter Wahl eines dritten Ausdruckes 7' sei der Streckenzug

- TUT-YvV-*=0
geschlossen. Dann konnen wir zunichst durch zyklische Vertauschung
der Glieder in U und ¥ erreichen, daB TT keinen Streckenzng von der
Form 8S-! enthilt; ferner bewirken wir durch eventuelle Reduktion von
T und T-% daB auf diesen Ziigen keine reduziblen Streckenziige liegen.

Wir nehmen nun zandchst an, daf T niché die Berandung ewmer Kette
oder einer Reihe von Keften ist (s. § 1). Dann hat TT nach § 1 mindestens
drei reduzierbare Streckenziige von nicht weniger als 4p — 2 Strecken.
Da die Ziige U, ¥V und T selbst keine solchen Ziige enthalten, so muB
es zwei dieser Ziige geben, die einen Teil mit U und keinen mit V ge-
meinsam haben, oder zwei, die einen Teil mit ¥ und keinen mit U ge-
meinsam haben. Nehmen wir etwa die erste Moglichkeit als erfiillf an
nnd seien fu und £« diese beiden reduzierbaren Streckenziige, wo ¢ und
¢ zu T resp. T-% u und 4 zu U gehbren. Da ¢ und ¢ zwei End-
streckenzlige desselben Streckenzuges T’ sind, so kann einer von ihnen
bloB eine Strecke lang sein. Denn fu und {4 sollen je zu der Begrenznng
einer Netzmasche gehiren, Aber zwei Strecken kommen in derselben
Reihenfolge nur einmal in der Netzmaschenbegrenzung vor. Haben also
sowohl £ als # mehr als eine Strecke, so miiBten u und #' den gleichen
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Anfang haben. Dann wiren die letzte und die erste Strecke von U gleiche
aber im entgegengesetzten Sinne durchlaufene Strecken und U konnte
durch zyklische Vertauschung der Glieder und Weglassung eines Strecken-
zuges von der Form SS-! gegen die Voraussetzung reduziert werden.
Besteht aber etwa ¢ nur aus einer Strecke, so muB, weil der Zug tu min-
destens 4p — 2 Strecken hat, u mindestens 4p — 3 Strecken haben. Also
besitzt U einen Zug von 4p — 3 Strecken, der reduzibel ist, weil p > 1
sein soll. Es wire also U gegen die Voraussetzung kein reduzierter Aus-
druck.

Wir haben also das Resultat:

Zwer redugierte ineinander transformierbare Ausdriicke bilden stets mit
Hinzunahme eines geeigneten transformierenden Ausdruckes die Berandung
einer Kette oder einer Reihe von Ketten. -

Fiir ein allgemeines Element ist es aber unmiglich, Elemente 7' und
.¥ zu finden, soda TUZ-1V-'=TI die Berandung einer wirklichen
Kette bildet, sondern vielmehr wird TT ans einem doppelt in entgegen-
gesetztem Sinne durchlaufenen Streckenzug bestehen.

In der Tat, wenn diese Berandung nicht derartig ausarten soll, so
miissen U und V je, abgesehen von doppelt durchlaufenen Ziigen in TT,
in Streckenziige von nicht weniger als 2p — 2 Strecken zerfallen, die je
anf einer Netzmasche liegen: In diesem Falle haben wir auf TT zwel re-
duzierbare Ziige von mindestens 4p — 1 Strecken. Diese konnen beide
gleichzeitig auf U und V liegen, dann folgt ebenso wie oben, da T
hochstens aus einer einzigen Strecke besteht. Oder der eine liegt etwa
auf T'U, der andere auf 7-1¥V-1 Es sei wieder der eine mit fu, der
andere mit #'v" bezeichnet, in der oben angewandten Bedentung. Dann kann
man nach Voraussetzung ¢ in T ersetzen durch cu~* (¢ ist eine Erzeugende)
resp. 4~ 1, je nachdem 7w aus 4p— 1 oder 4p Strecken besteht. Wir konnen
aber das Glied u—! in der Transformierenden weglassen, wenn wir die zu-
gehorige zyklische Vertauschung der Glieder in U ausfiihren und erhalten
je eine neue Transformierende 7, die mindestens 2p — 2 Glieder weniger
hat als 7. So kénnen wir fortfahren, so lange 7 nicht erst zusammen
mit U und ¥V reduzierbare Streckenziige bildet. Wir erhalten also das
Resultat:

Zusatz zum Hauptsatz: Bilden Uwnd V mil einer geeigneten Trans-
formierenden zusammen die Berandung einer Ketle usw., dann kann man durch
geeignate zyklische Vertauschung der Glieder in U und V erreichen, daff U
gleich V ist oder durch Tramsformation mit einer einzigen Erzeugenden im
V ibergeht. .

Dieses Resultat genligh zunfichst, um in diesem Ausnahmefall das
Transformationsproblem auf das im vorigen Paragraphen erledigte Identitits-
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problem zuriickzufiihren. In der Tat: sollen U und V ineinander transformier-
bar sein, so muf also

e0c-V-1=1
oder o

Ur-t=1

sein, wo ¢ irgend eine der 2p Erzeugenden und U resp. V ein aus U resp.
YV durch gecignete zyklische Vertauschung der Glieder entstandener Ausdruck
48t — Wir haben also jetzt das Transformationsproblem vollstindig erledigt.
Der von uns als Ausnahmefall bezeichnete Fall ist in der Tat, wie schon
oben bemerkt, etwas ganz Spezielles: Damit er eintreten kann, ist notig, dab
in U sowohl wie in ¥ Ziige von mindestens 2p — 2 Strecken vorkommen,
die zu einem Netzpolygon gehoren. Wir kénnen demgemiB z. B. sofort
schlieBen: Zwei Ausdriicke von der Form ¢ - ¢ -« ¢™, wo ¢, Gy, - -
irgendwelche Erzeugende und |m,|, lmy', - - -, im,| samtlich grofer als 1 sind,
sind nur domn ineinander tronsformierbar, wenn sie durch zyklische Ver-
tauschung der Glieder auseinander hervorgehen, ebenso zwei Ausdriicke von
der Form

%1% L %
a2y By ang
oder

¢} [}2 P’(
bfzb[a - bzg‘,

in demen also nur die eine oder die andere Hiilfte der Frzeugenden vor-
kommt, nur dann inetnander tramsformierbar, wenn sic durch zyklische Ver-
tauschung der Glieder auseinander hervorgehen. Das sind Resultate, die sich
mit den bisherigen Methoden wohl nur miihsam ableiten lassen wiirden.
Wir geben ferner noch ein Beispiel fiir den Ausnahmefall: Es sei

» =2, dann sind

abia;tar oy ey = U
und

a0 a; e ha, =V
ineinander transformierbar, denn es ist

b;1Ub, V=1,

denn der Aunsdruck auf der linken Seite der letzten Relation ist ausfithr-
lich geschrieben

by tayby oy oyt  agbyay by ey aybya
Hier bilden die letzten drei und die ersten vier Glieder einen Zug von
4p — 1 =T Seiten des Fundamentalpolygons und sind also durch eine
Seite, nimlich b, ersetzbar. Es bleiben dann nur noch acht Glieder, die

genan ein Fundamentalpolygon zusammen begrenzen.
Die Methode der Entscheidung der Transformierbarkeit sowohl wie
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ihr Beweis ist ganz frei von metrischen Elementen. In dem Beweis wird,
was den speziellen Fall des Identititsproblems sowohl als den Satz 2 an-
geht, die spezielle Bezeichnung der Netzseiten gar nicht benutzt, diese Re-
sultate gelten also fiir alle Gruppen, deren Bilder Netze von 4p-Ecken sind,
die zu je 4p an jeder Ecke zusammenstoBen. Es ist leicht zu sehen, daf
auch dies nicht vorausgesetzt zu werden braucht, sondern blo8, dafl die
Maschen mindestens siebeneckig sind, und daB an jeder Ecke mindestens
vier Maschen zusammenstoBen.

Bei der Losung des Transformationsproblems wird an einer Stelle die
spezielle Natur der Bezeichnung der Netzseiten in Rechnung gebracht,
hier wird nimlich die Eigenschaft benutzt, daB ein Streckenzug von mehr
als einer Seite auf einer Netzmasche hochstens einmal vorkommt. Diese
die Bezeichnung betreffende Eigenschaft folgt aber aus der topologischen
Bigenschaft des Netzes, daB an keiner Ecke blof zwei Maschen zusammen-
stofen.




