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Transformation der Kurven auf zweiseitigen Flftchen. 

Von 

M. D~H~ in Kie]. 

Das Problem, das uns im fblgenden beseh~iftigen wird, ist eines der 
einfachsten der Topologie: Gegeben xlnd zwei geschlossene Kurven auf dner 
9eschlossenen zweiseitigen Fl~he~ es ist zu untersuchen, ob sie d~rch s~tige 
Deformation ineinander i~bergefiihrt, ,,ineinander transformierU werden k6nnen. 
Die LSsung des Problems ffir Fl~ichen mit einem Geschlecht p > 1 mit 
Hilfe der ,Polygongruppen" und demgem~B auf Grund tier Metrik der 
hyperbolischen Ebene ist naheliegend mid z. B. yon Poincar6 (Rend. Circ~ 
Mat. Pal. 1905) angedeutet, yon mir in der A_rbeit Math. Ann. 71 ganz genau 
en~ickelt.*) In derselben Arbeit babe ieh auch eine Methode angegeben, 
um ohne Hilfe der Metrik rein topologisch die Frage zu entscheiden. Bei 
der Begriindun9 dieser Methode babe ieh aber sehr wesenflich Eigen- 
s c h a ~ n  yon Figuren tier hyperbolischen Ebene benutzt. - -  Fiir Flgehen 
yore Geschlecht p = 0 und p = 1 ist die LSsung des Problems sehr ein- 
fach: im ersten Fall sind alle Kurven ineinander transformierbar, im 
zweiten Fall ist die ,,Fundamentalgruppe" abelsch, und jede Kurve ist trans- 
formierbar in eine Kurve, die dutch das m-malige Durchlaufen einer festen 
Kurve C und darauf ~-malige Durehlaufen einer zweiten festen Kurve I"  
entsteht, und zwar sind diese ZaMen m mid ~ un.abhingig yon der Art 
tier Transformation, womit das Transformationsproblem gel~st ist. 

Es ist nun eigentdmlieh und ftir die Unvollkommenheit der Dureh- 
forschung der Topologie eharak~eristisch, dab eine LSsung des Trans- 
formationsproblems fiir p > 1, die fast ebenso einfach ist wie die ebon 
angeffihrte ffir den Fall p = 1, bisher unbekannt war: Ffihrt man durch 
2p Schnitte a t, b 1 , . . . ,  %, b~ die Fliche in ein einfaeh zusammenhFmgendes 
Fl'~chenstfick fiber, dessen Berandung der Reihe naeh yon den Kurven 

*) Vgl. hierzu die analytische Ausffihrung in der demnichst erscheiuenden 
Dissertation yon Gieseking. 
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a~, b~, a? ~, bT~; a~,-.., b~ ~ gebildet wir4, da~m l~Bt sich jede geschlossene 
Kurve L der Fliiche transformieren in eine aus diesen ,erzeugenden" 
Kurven zusammengesetzte Kurve, etwa 

Gibt es dann~ eventuell nach zyklischer Vertauschung der Glieder, 
einen Teil des Ausdruclres A, der mehr als 2p~ etwa q Glieder der Relation 

a~bla~lb~ I . . .  b;1-~-. I 

in der Reihenfolge der Relation oder in der umgekehrten Reihenfolge ent,- 
t~tt, d~nn erse~ze man diesen Teil dutch den ibm gloichen Ausdruck~ der 
aus den 4p -- ~/fibrigen Gliedern zusammengesetzt; ist, man streiche ferner, 
eventuetl n ach zyklischer Vertausehung, aufeinanderfolgende Glieder yon 
der Form c undc  -1 gegeneinander fort und setze diese beiden Reduktions- 
~erfahren sotango wie mSglich fort. Dann is~ A schlieBlich in einen Aus- 
druck K iibergefiihrt, den wit einen reduzierten kusdruck nennen wollen. 
�9 : stellt eine Kurve dar, in die L transformierbar ist. Darauf laute~ maser 

Haup~satz:  Abgese]wn yon unsehwer zu erledigenden Ausnahmefiillen 
bestimmt jede Kurve eindeutig bis auf zyklische Vertauschung der Gliex~ 
einea reduzierten Ausdruck. 

Abgesehen yon de~ Ausnahmeftillen sind zwei Kurven dann und nut 
dann ineinander ~ransformierbar, wenn ihre reduzierten Ausdriicke his auf  
$ykZische Vertauschung der  Glieder identisch sind. 

'Einige Ausnahme~lle sind sehr naholiegend, z. B. sind ja zwei Aus- 
drtick% die aus je einer H~ilf~ der Glieder dor Relation bes~ehen, inoin- 
ander transformierbar, ffir 2v -= 2: 

alblaTXb7 ~ und b~b.~la~ 1. 

Weniger triviale Beispiele fl]r Ausnahmef~Ue findet man im folgenden in 
�9 dem itrrer Behandlung gewidmeten hbsatz. 

Fiir das folgende wird die Kenn~nis tier einfachsten Eigenschaften 
der A. bbfldmlg der zweiseitigen Fl~i~he yore ~esehlech~ p > 1 auf ein Netz 
yon 4p-Ecken, die zu je 41o an einer Ecke zusammenstogen~ vorausgesetzt. 
Man finder diese in Kapitel I, w 1, Absatz 1--5  und w 5 meiner Arbeit 
Ma~h. A~n. 71. Ich orinnere bier nut darau, dab dieses 1%tz das Bfid 
einer unendlichen Gruppe, der zu der Fl~che gehSrenden Fundamental- 
gruppe, ist, die a~, bl, . - . ,  b~ als Erzeugende hat und dutch die Relation 

definier~ isf. Allen Kurven der Fl'~che, die ineinander transformierbar 
sind, entsprechen EIemente der Gruppe, die ineinandex transformierbm ~ 
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sind, speziel! den Kurven, die auf einen Punk~ zusammenziehbar sind, tier 
Identit~t gteiehe Elemente der Gmppe, die dutch gesetdossene Stre~ken- 
z~ige des Netzes repr~sen~ert werden. 

w 

Das Identit~tsproblem. 
f f l  I , ~ l '  Satz 1: Es  s d  das Elemen~ a 1 b~ . .  a 1 . . .  der Fundamental- 

gleich der ldentit~t, dann ist dieser Ausdruck reduz~rbar, d. h. nach 
dem oben Auseinandergesetzten kommen in dem Ausdrucke q Glieder 
( q ~  2p) in derselben Reihenfolge vor wie in der' definierenden Relation 
and sind also dureh 4t0--q Gtieder ersetzbar, oder es kommen zwei Glieder 
yon der Form s und s - i  in dem Ausdruck hintereinander vor und sind 
also weglaBbar. 

Zam Beweise haben wit bloB zu zeigen, dab jeder geschlossene 
Streckenzug in dem Gruppenbild, also in dem 4p-Ecknetz, mit e~nem 
Ne~zpolygon mehr als 2p Seiten gemein hat oder zweimal in entgegen- 
gesetztem Sinne und nacheinander durchlaufene S~recken besitzt. 

Wit be~achten zun~ehst die Gesamtheit G I yon Netzpotygonen, die 
aus einem einzigen Netzpolygon bestehi, daun die Gesamtheit Gz, die ent- 
s~eht, wenn man zu G i aUe Netzpolygone hinzuf~igt, die eine Ecke mit 
dem Rand yon G 1 gemeinsam haben, dann Gs, des aus G~ durch Hinzu- 
ffigung aller Polygone en~s~eht, die mit dem Rand yon G~ e~ne Ecke ge- 
meinsam haben, usw. - -  Jeder geschlossene S~reckenzug in G 1 hat gewiB 
die verlang~e Eigenschaft, abet auch jeder geschlossene S~reckenzug yon 
G~. In der Tat, jeder Punkt yon Gs, der nicht zu G~ geh~r~, ist ein 
Raudpunkt der einfach zusammenh~h~genden Gesamtheit G~ und yon ibm 
geht hSehstens eine Strecke nach dem Inneren, und in diesem Fall gehen 
zwei reduzierbare S~reckenzfige yon ibm aus, die ganz dem Rande ange- 
h~ren. Ein geschlossener S~reckenzug, der keine hin~reinander im en~- 
gegengese~z~en Sinne durchlaufene S~recken besi~zt, ist also en~weder ganz 
in G 1 enthalten oder enth~lt notwendig einen der reduzierbaren Strecken- 

zfige des Randes yon G~. Genau derselbe SchluB gestabtet den Beweis 
you den in G~ auf die in Ga, G t usw. verlaufenden gesehlossenen Strecken- 
zfige sukzessive auszudehnen, womi~ unser Satz hewiesen ist. 

Unser Beweis benutzt wesen~lieh die Eigenschaften des Gruppenbildes, 
dagegen liefer~ der Satz setbs~" ein Verfahren, um ohne Konshxzkirion des 
Gruppenbfldes direk~ zu entscheiden, ob ein Ausdruck ein der Ideati~t 
gleiches Element darstellt oder nicht. Des ist ein Vorieil gegen~iber tier 
~Methode, gem~B welcher man zu dieser Entscheidung zuerst das Gruppen- 
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bitd kons~mlert und diesem en~immt~ ob der Ansclrack einen geschtossenen 
Streckenzug liefert oder nicht. 

Fiir das Folgende ist es nStig, noch mehr Eigenschaften yon ge- 
sch]ossenen Streckenz~gen herauszufinden: wir woUen uns zunY~st auf 
singu]nz~tSJenfreie derartige Z//ge beschriinken. Wir bezeichnen eine Reihe 
yon l~etzpolygonen P~, })s, "" ", yon denen jedes mit dem folgenden eine 
Strecke gemeinsam ha~, sonst abet zwei Potygone keine geme'msamen 
Element~ besitzen, als eine ~:ette. Beginnen wit unsere Betrachtungen der 
Einfachheit wegen mit einem Polygon~ alas dem yon dem zu uniersuchenden 
Zug ~ eingenommenen Gebiet F angeh~irt und nut einen ungeschlossenen 
Streckenzug mit U gemeinsam hat. Dieses Polygon bezeichnen wir in 
der obigen Bedeutung mit G 1. Besteh~ 1-[ nicht blo$ aus der Beraudung 
eines Polygons, dann gehSren zu [" sicher Polygone yon Gs. Denn sonst 
mtiB~e U Doppe]strecken haben. GehSr~ aber zu [ nut ein Polygon yon 
G~, dann bildet dies mit dem ersten zusammen eine Kette~ auf deren Be- 
randung zwei reduzible Ziige yon 410-  1 Strecken liegen; gehSren abet 
mehrere Polygone yon G~ zu [', dann hat der Rand des yon diesen Poly- 
gonen und G 1 eingenommenen Gebietes mindestens drei reetuzierbare Zfige 
yon mindes~ens 4 ~ -  2 Strecken. Da nun ein Polygon yon G~ niemals 
zwei S~ecken mit dem Rande yon G~ gemeinsam hat, andererseits nich~ 
zwei PoIygone yon ~ gleichzeitig miteinander und mit G~ je eine Strecke 
gemeinsam haben, so kann dutch die zu [ gehSrenclen Polygone yon G s 
keiner seiner reduzierbaren Ziige zers~(ir~ werden, ohne dab gleich grol~e 
neue reduzierbare Zfige auf~ret~n. Indem wir diese SchluBweise fortse~zen, 
erhal~en wir das Resul~a~: 

~ e  geschlossene singulari~tenfreie Kurve des Netz~s kat mindestens 
drei reduzible Ziige yon mindestens 4 p -  2 Strecken mit aUeiniger Ausnahme 
des Falles, daft sie die Berandung einer Kette oder eines einzigen _Polygons 
bildet. 

Wir betxachten nun weiter Kurven mitSingularit~ten , zunidchst soilen 
dies bloB Punkte sein. Bei jeder solehen Kurve H kSnnen wir yon einem 
solehen singul~ren P,mkt ansgehen~ dab man~ w~nn man die Kurve U in 
geeigneter Weise yon ibm aus durchli4uft, zu dem Punk~e zuriickkehrend, 
-eine singulari~enfreie geschlossene Kurve beschrieben ha~ (eine Schleife). 
Diese Sohleife hat dann und nut dann nich~ mehr Ms zwei reduzierbare 
S~reckenziige, weun sie die Berandung einer Ke~te is~; dadurch, da~ 
sich nicht in dem singu~ren Punk~ s~hlieBt wie die Schleife, kann hSch- 
stens d~ reduzierbarer Streckenz-ug der Schleife nicht auf U selbst liegen. 
Nun hat abet jede Kurve mit Singulari~ten mindestens zwei Schleifen ohne 
gemeinsame Streckem Wenn also l-I keine drei reeluzible Zfige yon min- 
d ~  4~ ~ 2 Seit;en haben soll~ so daft U nur zwei Schleifen olme ge- 
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meinsame S~recken haben und diese mtissen je eine Ke~te begrenzen. 
Daraus folgt aber wei~er, dab in diesem Fall keine der beiden Sehteifen 
singul~re Punkte haben kann. Denn be~ch~e ich eine Schleife A B A ,  
der Punkt /~  auf ihr sei ein singul~rer Punkt ftir 1"[, dann sind zwei F~ille 
mSgfich: 1. (Fig. 1) Beide yon A aus laufenden nicht zur Schleife A.BA 
gehSrenden Zfige yon 1-[ lanfen nach singul~ren Punlrben 
etwa/~ und C der Schleife, otme vorher selbst eine Sehleife _ / ~  
zu bilden, d. i. ohne Doppelpunkte; diese Zfige seien etwa B x~ AX_B und A YC. Begrenzt A X B  mit .BA zusammen 
eine Kedge, so hat diese mit der yon der Sehleife A B C A  
begrenzten Kette B A  gemeinsam, folglich bes~eh~ B A  
aus einer einzigen Streeke. Also bleibt yon den reduzier- 
baren Z~igen yon A X B A  mindestens einer ein reduzier- 
barer Zug yon mindestens 4io -- 1 S~recken ffir den Zug ris. 1. 
AX.B auf 1"[. Begrenzt aber AX.B  mi~ B A  keine Kette, so braueht zwar 
B A  keine einzelne Streeke zu sein, aber dafftr hat A X . B A  mindesf~ns 
drei reduzible Ztige yon 4i 0 - - 2  Selden, yon dem also einer mindes~ens 
auf dem Zug A X•  oder auf dem Zug A B  yon g liegk Dureh Betrach- 
tung des anderen Zuges A lrC folg% dal3 aueh auf diesem oder auf A C  
mindestens ein roduziblex Zug yon mindestens 429-  2 Sei~en liegen mfi$~e. 
Wenn wit dann bertieksich~igen, dab sowohl anf der Schleffe A YC.BA 
als aueh auf der Schleife AXC.BA mindestens ein reduzibler Zug yon IT 
mi~ 4 1 o -  2 Seiten liege, so ergibt sieh sofort, dab in diesem ^ 
Fail wieder drei reduzible Zfige yon mindes~ens 4 p -  2 Sei~en t~} 
auf 1"[ vorhanden sind. " 2. (Fig. 2.) Einer yon den yon A 7 #  
auslaufenden nich~ zur ScJaleife A.BA gehSrenden Zfige yon X~L~ 

H bildet eine Schteife C YC, bevor er zu einem singal~ren r x 

Punkt auf A.BA gelangh Dann wird der andere, wenn H nieh~ 
drei reduzierbare Ziige haben soil, singularit~tenfrei zu dem 
singul~ren Punkt B der Schleife A B A  laufen mfissen (sonst rig. ~. 
h~tte man ja mindes~ens drei ge~rennte Sehleifen); sein Vor- 
handensein bewirk~ abet nach dem Obigen mindestens zwei reduzible Ziige 
yon 4 p -  2 Seiten fiir IT, was zusammen mi~ dem yon der Schleife CIrC 
gelieferten Zug wieder drei solehe Zfige flir H ergibf~ Also hat die Existenz 
eines-singul'~ren Punktes B auf der Schleife no~wendig zur Folge, da$ Yl 
mindestens drei reduzible StreekenzQge yon mindest~ns 4 2 -  2 Seiten be~ 
sitz~. Soli dies also nieh~ der Fail sein, so teil~ 17 die Ebene in lauter 
Parzellen ~ ,  ~ ,  - . - :  x~, yon denen jede mit tier folgenden einen Punk~ 
gemeinsam ha~, und die je ans einer Kef~e oder aus einem einzigen Netz- 

. polygon bes~ehen. Lassen wir auch Doppelstrecken zu, so ~ndar~ sich 
niches Wesenfliehes in unserer Schtut~weise. Wir erhatf~n zusammenfassend: 
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Sat~z 2. .Eine  geschlossene Kurve g des Netzes hat mindestens drei 
reduz~7~te Streabcen2iige yon mindestens 4 p -  2 Streekert, wenn sie nieht die 
.Randkur~e einer ~Kette resp. tines Netzloolygons oder ~ine th~7~e yon K~ten 
(resp. ~Vetzpolygonen) ist, bei do" tides GZied mit dem folgenden dutch ellen 
gemeinsamen Puukt oder eine DogpeIstrecke vo~ IT verbunden ist, 

Hat H also nich~ drei reduzible Streckenzfige yon mindestens 4p -- 2 
Strecken und ist es nicht die Berandung e/~es Netzpolygons, d,.-- besitzt 
]7 zwei reduzible Streekenzfigo yon mindes~ons 4 t o -  1 Strecken. 

w  

Das Transformationsproblem. 

Mit Hilfe des Satzes 2 ist os nun leicht, das Transformationsproblem, 
d. L das Problem der Reduktion der geschlossenon Kurven auf einer Fl~che 
veto Goschlecht ~ > 1, in der beabsiohtig~en Weiso zu 15sen. 

Es seien U und V zwei reduzier~e Ausdrfieke in der Bezeichnung 
tier Einloitung, d. i. U und V enthalten auch nach zyklischer Vertauschung 
koino roduziblen Strockonziige odor Streckonzfige yon der Form 8 S  -1. 
(Diese Reduk~ion l~Bt sich ohne jede Benutzung des Gruppenbfldes direkt 
mit eiaem gegobenen Ausdruck auf Grund der Fundamontalrola~on vor- 
nehmen.) U und V solon nun ineinander trausformierbar, d. i. bei geeig- 
neter Wahl eines dritten Ausdruckes T se ider  Streckenzug 

TUT-IV-~= H 

geschlossen. Daun kSnnen wir zunKchs~ durch zyklische Ver~auschung 
der Glieder in U und F erroichen~ dab IT keinen S~reekenzng yon der 
Form SS -1 enthiilt; ferner bewirken wir durch evenhlello l~lukfion yon 
T und T -1, dal~ auf diesen Ziigen keine reduziblen Streckenziige liegen. 

Wir nehmen nun zun~chst an, daft H nicht die ~,erandung einer JKette 
odor ~iner t~eihe yon Ke~ten i~ (s. w 1). Dana hat ]7 naeh w 1 mindes~ens 
drei roduzierbare Streckonziigo yon nicht woniger als 4 p -  2 S~ecken. 
Da die Zfige U, F u n d  :T selbst keine solchen Ztigo onthalten, so muB 
es zwoi dieser Zfige geben, die einen Toil mit U und koinen mi~ V ge- 
mo~nsam haben, odor zwoi, die einen Toil mit V und keinen mit U ge- 
moinsam haben. Nehmen wit e~wa die erste MSglichkeit als erffill~ an 

seien tu und t 'd  diese beiden reduzierbaron S~rockenziige, we t und 
zu T resp. T -~, u und u' zu U geh5rem Da t and t" zwoi End- 

s~reckonzfige desselbon Streckonzugos T sind, so kann oiner yon ihnen 
~bloB e/~e Strecko tang sein. Denn tu und t 'd  sollen je zu der Begronzmag 
einer Netzmasche gehSren. Abet zwei Strecken kommen in ders~ben 
Reihenfolgo nur einmal in der Netzmas~enbegronzung vet. Haben also 
~owohl t als f mehr als oine Strecko, so miiBten u und d den ~eiphen 
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.Anfang haben. Dann wiren die letz~e und die ers~e Streeke yon U gteiche 
abet im entgegengesetzten Sinne durchlaufene Strecken und U kSnnte 
durch zyklische Vertauschung der Glieder und Weglassung eines Sh-ecken- 
zuges yon der Form SS -1 gegen die Voraussetzung reduzier~ werden. 
Bes~eht aber etwa t nur aus einer Strecke, so mu$~ well der Zug tu  min- 
tles~ens 4 p -  2 Strecken hat~ u mindestens 4 p -  3 Sia'ecken haben. Also 
besitzt U einen Zug yon 4p -- 3 Strecken, der reduzibel ist~ weft p > 1 
sein soil. Es w~ire also U gegen die Vorausse~zung kein reduzier~er Aus- 
druck. 

Wir haben also das Resul~at: 
Zwei re&xzierte ineina~der transformierbare Au~driicke bild~n stets mit 

Hinzunahme eines geeigneten transformierenden Ausdruckes die Berandung 
einer Kette oder einer t ~ h e  yon Ketten. 

~ i r  ein allgemeines Element ist es abet n nmSglich, Elemen~e T und 
.V zu linden, sodali T U y - l V - i - - l - I  die Beraadtmg einer wirklichen 
Kette bildet, sondera vielmehr wird H aus einem doppelt in enf~gen- 
gesegztem Sinne durchlaufenen S~eckenzug bestehen. 

In der Tat, wean diese Berandung nicht derarlig ausarten soll, so 
mfissen U und V je, abgesehen yon doppelt durchtaufenen Zfigen in IT, 
in Streckenziige yon nicht weniger als 2 p -  2 S~recken zerfaUen, die je 
auf einer Netzmasche liegen: In diesem Falle haben wir auf ]'f zwei re- 
duzierbare Zfige yon mindes~ens 4 p -  1 Strecken. Diese k~innen beide 
gleichzeikig auf U mid V liegen, dann fol~cr ebemso wie oben, dal~ T 
hSchstens aus einer oinzigen Strecke besteht. 0der der eine li%o~ etwa 
auf TU,  der andere auf T -1V -1. Es sei wieder der eine mit tu, der 
andere mit t'v" bezeichnet, in der oben angewand~en Bedeutung. Dann kann 
man nach Voraussetzung t in T erse~zen durch cu -1 (c is~ eine Erzeugende) 
resp. u-i ,  je nachdem tu aus 4t0 -- 1 oder 4p Strecken besteht. Wir k6nnen 
abet das Glied u - i  in der Transformierenden weglassen, wenn wit die zu- 
gehSrige zyklische Vertauschung der Glieder in U ausfiihren und erhatten 
je eine neue Transformierende T, die mindestens 2 p -  2 Glleder weniger 
hat als T. So k(innen wir fortfahren, so lunge T nicht erst zusammen 
mi~ IT und V reduzierbare Streckenztige bildet. Wir erhalten also das 
Resultat: 

Zusa tz  zum Haup t sa t z :  l~ilden Uund V mit einer geeigneten Tra~.s- 
formierenden zusamme~ die Berandung einer Kette usw., dann "];ann man dutch 
geeignete zyktische Ver~uschung der Glieder in U und V erreichen, daft ~f 
9teich V ist oder durch Transformatio~ mit einer einzigen .Exzeugendvn 6t 
V iihergeht. 

Dieses Resul~at genfigr zun~hs~, um in diesem Ausnahmefall das 
Transformationsproblem auf das im vorigen Paragraphen erledig~e Ident i~s-  
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problem zuriiekzuftihren. In der Tat: sollen U und V ineinander ~ransformier- 
bar san, so muff also 

c U c - l V  - ~ =  1 
oder 

U V - l =  1 

sein, wo c irgend eine der 2t~ Erzeugenden und U reslo. V ein aus U resp. 
V dutch geeignete zy~isc.~e Vertauschung der Glieder entstandener Ausdruck 
/st. ~ Wi t  haben also je~z~ das Tra~sforma~ionsproblem vollstJ4ndig erledigr 
Der yon uns als Ausnahmefall bezeiehnete Fall ist in der Tat, wie schon 
oben bemerkt, e~was ganz Spezielles: Damit er ein~re~en kann, is~ nii~ig, dal~ 
in U sowoM wie in V Zfige yon mindest~ns 21) -- 2 Streeken vorkommen, 
die zu einem Netzpolygon gehSren. Wit  kSmaen demgemiig z. B. sofor~ 

. . . .  c "~ wo c ~ . . .  sehliegen: Zwei Ausdriicke yon der t 'orm ~ ~ . , c~, 
. . I ] irgendwelche JErzeugende und Iraqi, Imp., ., !m,, s~mtlich grSfler als 1 sind, 

sind nut  dann ineinander transformierbar, wean Me dutch zyklisehe Ver- 
~auschung der Glieder auseinander hervorgehen, ebenso zwei Ausdriieke vo~ 
der Form 

a "~a a~ . . .  a ~  

oder 
~ '  b ~" . . .  br 

in denen also am" die eine oder die andere ttiilfte tier ffzr~eugenden vor- 
kemmt, nur dann ineinander tra/nsformierbar, wenn sie dutch zyklische Ver- 
tauschung der Glieder auseinander hervorgehen. ])as shad Resultate, die sieh 
mi~ den bisherigen Mer wohl nur miihsam ableiten lassen warden. 

Wit  geben fernex noch eha Beispiel ftir den Ausnahmefa]l: Es sei 
/9 = 2, dann sind 

albla-zla~lb~la~= U 
und 

a~b~las~ la-~lb~a~= V 

iaehamader transformierbar, denn es ist 

b ~ l U b . , V - 1 =  1; 

dean der Ausdruek auf der linken Seite tier letzten Relation ist ausfiihr- 
lieh gesehrieben 

tIier bilden die letz~en drei und die ersten vier Glieder einen Zug vor: 
4 / o -  1 = 7 Seiten des Fundamentalpolygons und sind also dutch eine 
Seib, n;4mlieh bl ersetzbar. Es bleiben dann nut noch acht Glieder, die 
genau ein Fundamenf~Ipdygon zusammen begrenzen. 

Die Methode der Enbeheidung der Transformierbarkeir sowohl wie 
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ihr Beweis is~ ganz frei yon me~rischen Elemen~en. In dem Beweis wird, 
was den spezieUen Fall des Identi~sproblems sowohI als den Sa~ 2 au- 
geh~, die spezielle Bezeichnung der I~etzseiten gar nich~ benutz~ diese Re- 
sulfate gelten also ffir alle Crruppen, deren Bilder Ne~ze yon 4p-Ecken sfnd~ 
die zu je 4/9 an jeder Ecke zusammens~oBen_ Es is~ leic'h~ zu sehen~ dab 
auch dies nieh~ vorausgesetz~ zu werden brauch~, sondern bloB~ dab die 
Maschen mindes~ens siebeneckig sind~ und dab an jeder Ecke mindes~ens 
vier M~schen zusammens~oBen. 

Bei der LSsung des Transformationsproblems wird an ei~r Stelte die 
spezielle i~atur der Bezeichnung der Ne~zsei~en in Rechnung gebrach~ 
bier wird n~mlieh die Eigenseha~t benutzt, dab ein Streckenzug yon mehr 
als einer Seite auf einer Ne~zmasehe hSchstens einInal vorkomm~. Diese 
die Bezeichnung betreffende Eigensehaft folgt aber aus der to~/og/schen 
Eigenscha~ des l~etzes, dab an keiner Ecke bloB zwei Masehen zusammen- 
s~oBen. 


