
Uebe r  die Geometr ie  der Kegelschni t te ,  insbesondere deren 
Charakter is t ikenproblem. 

Von 

E. STUDY in Leipzig. 

Bei der grundlegeaden Bedeatung, welche das B 6 z o ut'sche Theorem 
fiir die meisten geome~rischen Untersuchungen besitzt, war es natiir- 
lieh, dass die Geometer, sobald sie fiberhaup~ anfingen, neben den 
friiher allein tintersuchten Curven und Oberfliichen auch zusammen- 
gesetz~re Gebilde in den Kreis ihrer Betrachtung zu ziehen, danach 
strebten, jenes mi~chtige Werkzeug auf das neu erschlossene Arbeits- 
feld mit sich zu nehmen, also den B~zout'sehen Satz auf jene Gebilde 
auszadehnen, beziehungsweise sein Analogon aufzusuchen. 

Eine der ersten und wiehtigsten Verallgemeinerungen, welche so 
die Bgzout'sehe Frages~ellung erfuhr, bezog sieh auf Systeme yon Careen 
and Oberfliiehen. 

Es war, allgemein zu reden, das Problem: ,,Diejenigen C/azven 
oder .Fl~hen eines (algebraisehen) Systems solcher Gebih~e anzugeben, 
welche gegebenen Bedingungen geniigen"; oder, mit anderen Worten: 
,,Mehrere in ihre~ 1)imensionen einander auf geeignete Weise ergiin- 
zende. Systeme yon Careen oder Fliichen gleicher Art zum DurcI~chnitt 
zu bringen", d. h. die Gleichung anzugeben, yon deren LSsung die 
huffindang derselben in letz~er Instanz abh~ingt, oder doeh wenigsteas 
den Grad der Gleiehung, die Anzahl der LSsungen oder die Ordnung 
des LSsungssys~ems zu bes~immen. 

Der erste, weleher die letziere A u f g a b e -  in tier es sich also 
ledigheh um eine Erweiterung der BezouFschen S~tze handelte --  in 
ihrer Allgemeinheit angriff, oder doch anzugreifen glaubte, war de J on- 
qui~res .  

Seine Beantwortung der Frage bezog sich allerdings nur auf einen 
besonderen Fall ~ den er noeh fiir den allgemeinen ansah --, man 
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kann ihr aber,  mit Bezugnahme anf eine der Folgezeit gel~ufig ge- 
wordene Anschauungsweise, einen generellen Ausdruck geben, dahin 
lautend, class diese erweiterte Aufgabe noch in das Gebiet des t~dzou?- 
schen Theorems sdbst fiillt. 

Da nrtmlich beispielsweise alle ebenen Curven n t~r Ordnung eine 
lineare Mannichfalfigkei~ bilden, und man diese auf eine lineare Punkt- 
mannichfaltigkeit ein-eindeutig beziehen kann,  so ist die Frage ohne 
Weiteres auf Bdzout's originale Problemstellung zur~ickfiihrbar. 

Mit Rficksich~ auf die vorhergenannte hufgabe wird also, zufolge der 
urspriinglichen Auffassang de Jonquibres', jedes System yon Curven 
derselben Ordnung in der Ebene durch e/he einzige Zahl charakterisirt, 
den ,,Jndex" des Systems, welcher der Ordnung etwa ether Raum- 
curve oder einer Fl~iche analog ist; und man erh~lt die Anzahl der 
mehreren Systemen yon geeigneten Dimensionen gemeinsamen Curven, 
indem man das Product ih re r  Indices bildet. 

Dieser Standpunkt zeigt nun offenbar den Bgzout'schen S~tzen gegen- 
fiber nichts eigentlich Neues; die Theorie der Systeme algebraischer 
Curven setbst aber liisst er in einem falschen Lichte erscheinen, wie man 
schon daraus erkennen kn,nn, dass man yon hier zu Unterscheidungen 
gelangt, die in der Natur jener Gebilde nieht begriindet stud. 

Es beruht dies auf der Auszelchnung des Punktes als Raumelement. 
Eine Curve ist abet nicht allein Ort yon Punkten; und maw wird etwa 
ein KegelschnRtsystem nicht nut  als ein System yon Curven zweiter 
Ordnung, also yon Punktcurven betrachten diirfen, sondern man wird 
dasselbe ebensowoM als ein System yon Curven zweiter Classe auf- 
zufassen haben, d. h. als ein System yon Oertem flit gerade Linien. 

Ein und dasselbe Gebilde erh~lt aber in beiden F~llen versehie- 
dene analytische Darstellungen und zugleich verschiedene Indices; 
man muss daher, wenn man sich nicht in Widersprfiche verwickeln 
will, beide Standpunkte streng ausemanderhalten*), wozu im Begrifle 
des Kegelschnittes kein Grund liegen kann. 

Es bedeutete mithin einen grossen Fortschrit~ in dieser Theorie, 
als C h a s l e s  gegen de Jonqui~res geltend machte, dass yon der Ge- 
sammtzahl jener LSsungen gewisse in Abzug zu bringen seien, welche 

*) W'-Ahrend man n~znlich zuerst zwei Curven als identisch ansah, wean sie 
Punkt ffir Punkt fibereinstimmten, hat man sic jetzt als identisch zu betraehten, 
wean ihre Taugenten dieselbeu slnd. Das eine ist abet nicht immer eine Folge 
des anderen, n~alich bet ausgearbeten Curven nicht; und dadurch eben unter- 
seheiden sich jene beiden Aufiassungsweisen, class man in jedem Falle andere 
ausgeartete Curven noeh mit zu dem System reehnet. In beiden Fallen begeht man 
offenbar einen Act tier Willkfir; ihn zu vermeiden, ohne --  wie es geschehen 
ist --  in einen ~hnlichen Fehler zu verfaUen, ist alas puncture saliens bet diesem 
Problem. 
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den Bedin~o~ngen der Aufgabe zwar selbstverst~indlich~ aber doch nicht. 
eigentlich geniigten*). 

Such~e man ngmlich beispielsweise die Zahl der Curven 2. O. 
eines einfach ausgedehnten Systems, welche eine beliebig gegebene 
Curve bertihren, so erhielt man, wenn sich dolapelt ziihlende Gerade 
unter den Kegelschnitten des Systems befanden, dieselben immer mit 
als LSsungen der Aufgabe. 

Diese ausgearteten Kegelschnitte erfiillten abet die Bedingungen 
des Problems offenbar in ganz anderer Weise als die iibrigen, im 
Allgemeinen nicht ausgearteten Kegelschnitte der Reihe, welche jene 
Curve beriihren im gewShnlichen Sinne des Wor~s, und waren daher, 
da man sich nur ffir die letz~eren iateressirte~ nicht mitzuz~Men. 

So gewendet, war die Frage nun nicht mehr so leicht allgeme]n 
zu behande]n, wie in der friiheren Fassung; doch hatte Chasles die 
Antwort wenigstens fiir Systeme yon Kegelschnitten einer und der- 
selben Ebene durch Induction gefunden: Er stellte den Satz auf, dass 
die Zahl der Kegelschnitte, in welchen sich ~in einfach- und ein vierfach- 
ausgedehntes System durchdringen, dutch ei~en Ausdruck yon der Form 

angegeben werde, worin a, fl, ~, v Zahlen sind, yon welchen ,a und v 
fiir alas drste System ,,charakteristisch" und yon dem zwei~en ganz unab- 
h~ngig si~ul, wghrend fiir a und fl das Umge~hrte gilt. 

Aus dieser Formel leitete Chasles noch eine zweite ab, welche die 
Zahl der Kegelschnitte, in welchen sich ftinf beliebige, vierfach aus- 
gedetmte Systeme treffen, als eine line.are FunkCion der beiden 
~,Charakteristiken" a, fl eines jeden derselben angab~ und C r e m o n a  
fiig~ der Chasles'schen eine iihnlich gebaute Formel hinzu, welche 
sich auf die Gegeniiberstellung eines zweifach und eines dreifach 
ausgedehnten Systems bezog, die nun nicht mehr Durchschnitte yon 
drei, beziiglich zwei vierfach ausgedehnten Systemen zu sein brauchtem 
(hlles dieses in den Comptes Rendus des Jahres 1864.) 

Obwohl nun diese S~ze um ihrer merkwfirdigen Form, ihrer All- 
gemeinhei~ und grossen Fruchtbarkei~ willen das lebhafteste In~eresse 
tier Geometer erre~o~en, und man dieselben nicht allein in zahl- 
reichen Beispielen best~tig~ fand (besonders bei Berfihrungsaufgaben)~ 
sondern auch --  freilich nut mit sehr beschr~dr~em Erfolg - -  
den Versuch mach~e, dieselben auf hShere Gebilde auszudehnen, so 
erschien doch erst nach Verlauf yon fas~ einem Decennium eine Ab- 
handlung, ~elche die Allgemeingiltigkeit wenigstens des Chasles'sche~ 

*) Ich drficke reich re_it Absich~ so unbesfimmt aus, da--was zu bemerken ffir 
das Folgende wesenflich i s t -  scharfe Definitioneu damals in der That nich~ gegeben 
~21rd~iL 
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Saizes zu beweisen unternahm, aus der Feder yon C lebseh  (Math. 
hnnalen Bd. 6 (1873) S. 1)~ worauf dana bald mehrere andere Beweis- 
versuche folgten. 

Das Resultat dieser Untersuchung, die mit Hilfe der Methoden 
der Invariantentheorie geftihrt wurde~ is~ bekanntlich nicht richtig. 

Da diese Einleitung natiirlich aicht darauf ausgehen kann, die 
Entwickelung der umfangrelchea, fast yon Anfang an schon mit einem 
eigenen Namen bezeiehne~en ,,Theorie der Charakteristiken ~' genau zu 
verfolgen, sondern nur soviel aus derselben hervorheben will, als 
dem Verfasser zur Motivirung seiaer eigenen Bestrebungen noth- 
wegdig erscheint, so ist hier nicht der Ort, die Leistungen Clebsch's 
and seiaer Nachfolger zu zergliedern. Doch miissen wit einen Urn- 
stand n~her in's huge fassen, der yon nun an immer deutlicher hervor- 
tritt, and ffir die huslegung des Chas]es'schen Satzes in der Folge 
massgebend geworden ist. Es vollzog sich niimlich, fast unmerklich, 
eine Verschiebung der urst)riinglichen Problemstellung - -  so unmerk- 
lich, dass dieselbe sogar yon ihrea Urhebern nicht beaehtet women 
za sein scheint. 

Den entscheidenden Sehritt in dieser Richtung ~ a t  Clebsch in 
der eben erw~hnten hbhandlung, indem er derselben einen Begriff 
der ,,eigentlichen LSsang" zu Grunde legte, tier his dahin noch nieht 
hervorgetre~en war. Die Veranlassung hierzu gab die im Vergleich za 
den frfiheren Arbeiten abstraete Na~ur seiner Un~ersuehung. 

Wir haben sehon angedeuteL~ dass die ~il~eren hutoren sieh bei ihrer 
hbscheidung gewisser Arden yon LSsungen mehr dutch einen richtigen 
Tact, als dutch scharfe Begriffe batten leiten lassen. Bei den yon ihnen 
behandelten besonderea Classen yon hufgaben lehr~ tier Augenschein 
(s. obiges Beispiel), welche you den dutch alas Bgzoa~'sehe Theorem, 
resp. durch das sogeaannte ,~Correspondenzprincip" gelieferten LS- 
sungen zu entfernen, beztiglieh als ,,eigentliche" beizubehal~en wares; 
man wandle daher einer genauen, alle denkbaren Fi~lle umfassenden 
Definition dieser letzteren wenig Aufmerksamkeit zu, oder gab viel- 
mehr gar keine Definition, da man kein'Bediirfniss nach einer solchen 
empfand. 

Will man abet e~ne ia besonderen F~llen anschauungsm~sig be- 
haiadelte hufgabe in roller Allgemeinheit erledigen, so mass man von 
der hnschaaung zu Begriffen iibergehen und logische Deduetionen an 
Stelle der Berufung aaf den hugenschein setzen, die nicht selten auch 
im einzelnen Falle, wo sie auszureichea scheint, doch nut das stille 
Bekenntniss enth~lt, dass man sich der wahren Griinde nich~ voll- 
kommen klar bewusst ist. Man hat zu diesem Behufe diejenigen Eigen- 
schafCen tier be~reffenden Gebilde, deren Vorhandensein man als die not~- 
wendige und ausreichende Bedingung ansieh~ ffir alas Bes~ehen jener 
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anderen Eigensehaften, welche den geometrlschen Satz vorstellen, 
yon den iibrigen zu trennen, welche man als Consequenzen jener 
oder nur als dutch die zuf~llige Erscheinungsform des allgemeinen 
Sa~es beding'~ betrachtet. Die ersteren muss man zum Range yon 
Definitionen erheben und zur Grundlage der Beweisffihrung machen. 

Diese Operation vollzieht Jeder, der eine Verallgemeinerung vor- 
nimmt, mit Absich~ oder auch unwillkfirlich. Da sie in der Hauptsache 
nur in der klarereu Auffassung des fiir einen Satz Wesentlichen besteht, 
so ist zur Ausffihrung derselben nicht nothwendig, dass sie als ein 
For~chritt des Gedankens in das Bewusstsein f~llt. Es kann eintreten, 
class tier Schnitt, weleher Wesentliehes yon Zuf~lligem trennen soil, 
an der falschen Stelle geffihr~ wird, und dass die angestrebte Seh~rfe 
der Definition doch nicht ganz erreieht wird. 

Dies alles traf nun im vorliegenden Falle zu, wo es sieh durum 
handeln musste, das ,,offenbar" zu analysiren, welchem zufolge nut 
gewisse LSsungen ais eigentliche angesehen werden durf~en. 

Es wird zwar bei Clebsch, wie bei seinen Nachfolgern, der Chasles- 
sche Satz immer noch in der alten Weise ausgesprochen: Es wird 
scMechthin yon Kegelschnitten geredet, welehe eine gegebene Bedin- 
gung erffillen, und elne Definition ffir das Erfiill~sein einer Bedingung 
wird dem Satze nicht vorangestellt, wiewohl eine solche hinsichtlich 
der ausgearteten Kegelschnitte nicht iiberflfissig ist. 

Be~rachten wir abet den Beweisgang jener Abhandlung, so sehen 
wir, dass ihr Verfasser ausschliesslich die bewegliche~ Curven als die 
eigentHehen Losungen des Problems betrachtete, so dass wir also hier 
eine bestimmtere &uffassung des Satzes vor uns haben, als-man dem 
Worflaute nach ~ermuthen sollte. 

Es bedarf dies noch einer kurzen Erl~uterung. 
W~hrend in ken his damn behandelben Classen yon Aufgaben bei 

Zusammenstellung eines einfach und eines vierfach ausgedehnten Sy- 
stems die ,uneigentlichen" LSsungen ihren Ort in dem ersteren System 
unver~ndert beibehielten, wenn man die relative Lage beider Systeme 
dutch eollineare Transformation des einen ~nderte (vgl. wieder obiges 
Beispiel), batten die anderen volle BeweglichkeR, was sich analytiseh 
dadurch kund gab, dass die ersteren die das vierfaeh ausgedelmte Sy- 
stem darstellende Bedingungsgleiehung iden~iseh befriedigten, die le~- 
teren nieht. 

ttierin erbliek~ Clebsch offenbar einen wesenfliehen Unterschied 
beider Arten yon LSsungen*) und dem entsprechend war seine Auf- 

*) Den scheinbar n'~her liegenden Ums~nd, dass die uneigentlichen I~sungen 
.ausgearte~e Curven sind, fiir diese Unterscheidung zu benutzen, ging nicht an, 
da unter Umst~nden auch LSsungen ausar~n k5nnen, die ganz sicher den Cha- 
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fassung des Chasles'sehen Satzes. Damit abet, dass der Begriff der 
eigentlichen LSsung (ein Wort ,  das Clebseh iibrigens nicht gebraucht) 
ausschliesslich an die ~ewegZich'7~eit dersdben gekniizvft wurdc, war dieser 
Satz sdbst, wenn auch nicht dem Wortlaut, so doch dem Sinne nach 
schiirfer als zuvor ge~'asst, gleichzeitig aber war etwas in die Formuli- 
rung der zu demselben fiihrenden _Problemstellung hineingetxagen, das 
urspriinglieh nicht darin gblegen butte. 

Dass man abet hiermit, nicht mehr genau den Chasles'schen Satz 
selbst vor sich hatte, sondern nur eine einseitige A,u~icht desselben, 
neben der vielleicht auch noch andere denkbar sind, wurde iibersehen. 
Dieser scheinbar geringfiigige Umstand hat sp~ter dazu gefiihrl, dass 
der Chasles'sehe Satz als vollst~adig falsch bezeichnet women ist. 

Die nach Clebsch's Abhandlung erschienenen Untersuehungen 
kSnnen wit bier nut  kurz beriihren, da es uns nur auf die Auffassung 
der Problemstellung und des Chasles'sehen Theorems ankommt, und die 
Folgezeit in dieser Richtung einen wesentlichen Fortschritt nieht gemacht 
bat. Es verharren diese Arbeiten n~mlich entweder auf dem friiheren 
S t a n d p u n k t -  lassen also auch implicite keinen schiirferen Begriff tier 
eigentliehen LSsungen erkennen (was nieht auffallend erscheinen kann, 
da ein solcher auch bei Clebsch nur verdeckt eingefiihrt worden war), 
oder sie betrachten, wie die yon Clebsch, nur die bewegliehen LSsungen 
als die eigentlichen. In beiden F~llen war das Ergebniss die Formel 
yon Chasles. 

Herr H a l p  h e n  hat alas Verdienst, die in tier letzterwKhnten Rich- 
tung gewonnenen Resultate - -  die einzigen ibm in exacter Formulirung 
vorliegenden - -  als unrichtig nachgewiesen und verbesser~ zu haben. 
Herr ttalphen riehtet zwar seine Angriffe gegea den Chasles'schen 
Satz im Allgemeinen, ohne einsehr~inkenden Zusatz (zuersr in den 
Comptes Rendues yore 4. Sept. 1876), er hat aber offenbar nur die 
an die Beweglichkeit der LSsungen gekniipfte Fassung desselben im 
Auge. In der That zeigt sein Beispiel nur, dass die Zahl dzr beweg- 
lichen, zwei Systemen erster und vierter 1)imensi~a gemeinsamen Curven 
unter Umst~inden kleiner sein kann~ als die Chasles'sche Zahl. 

rat~er yon eigenr haben. "-- In seinem Beweise benu~z~ Clebsch ausser 
collinearen Aenderungen auch solche, welche wesentliche Conatante des vieffach 
ausgedehnten Systems betreffen. Es kann nieht geleugnet werden, class dutch 
die auf aicht gerech~fertSg~n Voraussetzangen berahende Hereinziehung soleher 
Aendertmgen einige Unklarhei~ in den Begriff der Beweglichkeit bei Clebseh 
lrommk Wit dfrfen abet, da die entgegengesetzte An~hme geradezu absurd 
i~, doeh nicht zweffeln, class Clebsch im Grande nut die eollinearen Aender~ngen 
im Auge gehabt babe (wie denn aueh die sp~.~ereu Autoren nur solehe in Be- 
tracht zogen), und haben also in der Herbeiziehung wesentlicher Constanten- 
~nderungen nut einen, in diesem FaUe alls nicht unsch~/ichen Ueberfluss zu 
erbticken. 
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In sp~iteren Aufs~tzen gab Herr Halphen fiir die richtige Zahl 
der beweglichen L~isungen zwar keinen geschlossenen Ausdruck an, 
wie tier Chasles'sche war (was iiberhaupt nicht mSglieh ist), aber doch 
ein einfaches Verfahren, dieselbe zu bestimmen. Die Chasles'sche 
Formel erwies sich also in diesem Sinne nieht als allgemeingiltig; doch 
gibt es, wie Herr Halphen gleichfalls zeigt% eine grosse Classe yon 
F~llen, in denen dieselbe keiner l~eduetion'bediirftig ist. (Journal de 
l'Ecole normale polytechnique. 1878. ~. 45.) 

Dies ist im Wesentlichen noch der gegenw~tige Standpunkt der 
Sache. 

JEs hatte also - -  wenn ich nun zusammenfassen darf ~ Chasles 
erkannt, dass nieht alle vo~ de Jonqui~res angegebenen Curven als 
eigentliche L5sungen der Aufgabe ~u betraehten seien, zwei Systeme yon 
Curven zum Durehschnitt zu bringen. JEt hatte ferner einen Ausdruek 
fi~r die Zahl dieser eigentlichen L6sungen in dem tZalle aufgestellt, wo 
ein einfach- und ein vierfach ausgedehntes Kegelschnittsystem einander 
gegeni~berstehe~, ~icht abet ~ugleich eine hinreichende .Definition der- 
selben gegeben. Seit Clebsch wurde dann der yon Chasles ausgeslgro- 
chene 3atz so aufgefasst, dass man als die in demseZben beibehaltenen~ 
eigentlichen LSsungen die beweglichen bebrachtete. Herr t t a l p h e n  hat 
gezeigt, dass der Ausdruck /iir die Zahl dieser letzteren Lgsungen nicht 
allgemein die Chasles'sche ~ormel ist. 

Aus dem bisher Gesagten geht einerseits hervor, dass die 1)eutung 
des Chas~es'schen Sat~es, welche das Hauptgewicht auf die JBeweglichkeit 
der L6sungen legte, Line gliickliche war; and~erseits abet auch, dass 
die gegen diesen Satz gerichteten Angriffe im Grunde nicht ihn selbst, 
sondern" eben nur jene besondere Auffassung tfeffen. 

Man kann daher die t~rage aufwerfen, ob man den Satz yon 
Chasles nicht auf eine andere Art interlaretiren kann, welche demselben 
eine ausnahmslos giltige Deutung verleiht. 

~achzuweisen, dass dem in der That so ist, ist der Hau~tzweck 
der vorliegendcm Arbeit. 

Die Veranlassung zur Entstehung derselben gab zum Theil die 
Bemerkung, dass die an die Bewegtiehkeit gelmiipfte Definition der 
beizubehaltenden LSsungen eine wiUkiirliche ist. Be~rach~t man ja 
aueh sonst in der Geome~rie z. B. einen Schnittpunkt einer Curve und 
einer Oberfl~che datum nieht weniger als einen Sehnittpunkt, weil er 
etwa dutch gewisso Bedingungen an einen gegebenen Punkt, oder eine 
feste Curve gebunden ist. Dagegen ist es sonst allgemein i~blich, eine 



Charakteristikenproblem bei Kegelsehnitten. 65 

Gebilde, yon dem es zweifelhaft sein kann, ob es zu einer gegebenen 
Mannichfaltigkeit geh6~ oder nicht, dann und nut  dann zu derselben 
~ rechnen, wenn es sich (dutch analytische ~brtsetzung) aus unzweifel- 
haft dieser Mannichfaltiykeit angeh6rigen Gebilden stetig ableiten lZisst. *) 

l ~ a e r t  man sich nun einem in eine Do~pellinie ausgearteten Kegel- 
schnitte in einer einfach ausgedehnten Kegelsehnittreihe, so geht der 
Kegelschnitt, im Begriffe auszuar~n, nicht schlechthin in jene Doppel- 
linie fiber, sondern er platter sieh zuvor ab, und es entstehen auf der 
doppelt fiberdeckten Geraden zwei getrennte oder zusammenfallende 
Verzweig~mgspunkte. Erst mit diesen zusammen kann die ausgeartete 
Curve als ein vollst~ndiger Kegelschnitt angesehen werden. Aufjeder  
doppelt iiberdeckten Geraden liegen abet ~ 2  Punktepaare, deren jedes 
mit ihr zusammen einen ausgearteten Kegelsclmitt vors~ellt; und yon 
�9 allen diesen Kegelsehnitten werden wir, dem eben ausgesprochenea 
Princip gem~ss, nur einen einzlgen zu dem gegebenen System rechnen 
diirfen. 

Dies isl auch die allgemein verbreitete Anschauung. Dass man 
aber dieselbe Betraehtung auch auf mehrfach ausgedehnte Kegelschni~t- 
systeme anwenden mfisse, scheint nicht anerkannt zu sein. Die Ursache 
dieser Inconsequenz g]aube ieh in Folgendem zu linden. 

Es liege etwa ein vlerfach ausgedehntes Kegelschnittsystem vor, 
welches eine Doppellinie enth~lt. Dann wird man sich dieser Doppel- 
linie in dreifach unendlich vielen Fortschreitungsrichtungen (Kegel- 
sehnittbfischeln) n~hern k5nnen, die in erster Ann~herung dem gege- 
benen System angehSren. Jede derselben f'~hrt durch Grenziibergang 
zu einem Punktepaar der Doppellinie, und man erh~t  auf diese 
Weise, da es nur oo 2 solcher Punktepaare gibt, in: Al lgeme inen -  
so scheint es w e n i g s t e n s -  jedes Punktepaar noeh unendlich oft. 

Es erscheint also beinahe selbstverstKndlich, dass ein vierfach aus- 
gedehntes Kegelschnittsystem zugleich mit einer Doppellinie alle Kegel- 
schnitte enth~lt, die in Punktel3aare dieser Geraden ausgeartet sind~ 

*) So allein nRmlich erh~lt man allgemein gil~ige SRtze. 
Man l~st  z. B. eine Gerade, welche dutch einen Doppelpunkt einer ebenen 

Curve geht, im Allgemeinen nicht als eine Tangente derselben gelten, weshalb 
man yon der Erniedrigung der Classe einer Curve durch das huftreten yon Dop- 
pelpankten sprieht. Hat man dagegen in einer einfkch ansgedehnten Reihe yon 
Curven, unter welehen sich einzelne Curven mit Doppelponkt befinden, diejenigen 
Curven zu bes~immen, welche eine gegebene Gerade berfihren, und geht diese 
Gerade dutch einen solchen isolirten Doppelpunkt, so wird man diesen Umstand 
als zuf~llig ansehen, und die zugeh~rige Curve sehr wolff als eine Berfihrungs- 
curve der Geraden betrachten --  nieht aber hinwiederum solehe Curven, welche 
zu Doppelpunkten geh~ren, die in einer ganzen Reihe yon Curven des Systems 
angehSrenden Doppelpunk~n liegen --"Alles aus dem im Texte angegebenen 
Grunde. 

M~themati~che Annalen.  XXVI~  5 
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e s  scheint~ die ganze Grenzbestimmung iiberfliissig zu sein, und was 
das Charakteristikenproblem anlangt, so scheint keine andere Formu- 
lirung desselben iibrig zu bleiben, als die an die Beweglichkeit der 
LSsungen gekniipfte. 

Es ist abet sehon a n  einfachen:Beispielen (worunter das schon 
mehrfaeh herbeigezogene System aller Kegelsehnitte, welche eine ge- 
gebene Curve beriihren) zu sehen, dass dies nicht richtig ist. 

Man erh~lt vielmehr gerade im allgemeinen l~'alle, trotzdem man 
sich jener Doppellinie aus c~ a Rich~ungen n~ihern kann, doch nur o~ 1 
verschiedene Grenzlagen. 

Stellt man nun ein einfach- und ein vierfach ausgedehntes Kegel- 
schnitksys~em zusammen, yon welchen das erstere eine Doppellinie ent- 
h~[t, so wird dlese im Allgemeinen aueh in dem letz~eren System ent- 
halten sein; es entsteht durch die beziigliehen Grenzfibergiinge im 
ersten Falle ein einziges Punktepaar auf der Geraden, im zweiten eine 
Reihe yon cr 1 solchen, unter welchen das erste im hllgemeinen sich 
nicht befindet. 1)ieses PunkteTaar wird man also nicht als eine beiden 
Systemen gemeinsame Curve ansehen diirfen. 

Bringt man nun die hack Abzug aller derartigen Vorkommnisse 
noch igorig bleibenden, nun beiden Systemen wirklich gemeinsamen Curven 
mit der richtigen Multit~licit~it in Anschlag, so wird ihre Gesammtzahl 
dutch die Chasles'sche _Formel a~gegeben ~ man erhMt also eine ebenso 
einfache, als ungesuchte Deutung des Chasles'sehen Satzes.*) 

Die Besthnmung der Multiplicit~t einer LSsung im einzelnen Falle 
bedarf natiirlieh einer eingehenden Untersuchung. 

Was nun die Durchfiihrung der Untersuehung anlangt, so w~ire 
es nicht sehwierig gewesen, die hier entwickelten geometrischen SKtze 
ohne allen analytisehen Apparat abzuleiten, unter blosser Zuhiffenahme 
des B~zout'sehen Theorems .und ausgehend yon der geometriseh 
evidenten Thatsaehe, dass ein Kegelsehnitt vollkommen bestimmt ist, 
sobald er entweder als irreducible Curve oder als Punktepaar oder als 
Linlenpaar gegeben vorlieg~ 

Ich babe es aber vorgezogen, die Aufgabe als einen Gegenstand 
tier _Formentheorie zu behandeln, da, naehdem die friiheren Versuche 
als gescheitert angesehen werden miissen, diese allv~n ~ nicht nut weg~ 
d~s gegenwSztigea Z u s t a n ~  der Wisse~schaft, sondern auch aus inneren 
Griinden - -  die M6glixhkeit do" Vera~emeineru~cg des Problems au/ 

*) Es zeigt rich, dazs diese LSsungen unter Umst~mden nur zum Theil be- 
weglieh sind. Die Angabe der Zahl dieser Curven, der ,,eigenfldchen LSsangen" 
C l e b s c h ' s  ist dann das, was Clebsch angestrebt und Herr Halphen ausge- 
f~hr~ hat. -- 
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Formen van beliebig hoher Ordnung zeigt, es also wii~,scI~mswerth er- 
scheinen muss, auch die quadratischen ~'ormen bereits in dieses erweiterte 
Gesichtsfeld zu riicken. 

Betraehtet man zwei algebraische Formen oder Systeme soleher 
als identiseh, wenn sie in ihren siimmtlichen*) eovarianten Bildungen 
iibereinstimmen, wobei man sich diejenigen, welche fiir die vorliegenden 
besonderen Formen identiseh versehwinden, als dutch Grenziiberg'~nge 
bestimmt denkt - -  wie dies im w 1 in etwas aUgemeinerer Weise 
n~her ausgeFti_hrt ist - -  so wird man eine zwei oder mehreren Systemen 
zugleieh angehSrige Form, bei welcher sieh die Uebereinslimmung 
nieht auf aHe eovarianten Bildungen ers~reektj als jenen Sys~men 
nicht wirIdich, sondern h5chstens scheinbar zugleich angeh5rig anzu- 
sehen haben - -  seheinbar ngmlich, insofern man nur einen Theft der 
covarianten Bfldungen im Ange hat. 

Die Bestimmung der Zahl der beiden Systemen wirklich gemein- 
samen Formen, bei welehen also alle covarianten Bildungen iiberein- 
stimmen, ist dana die Aafgabe, welche ich (ira engeren Sinne, vgl. 
w 1) als das ~,Charakteristi'I~n.problem algebraischer Formen" bezeiehnen 
zu dtirfen glaube, da sic in dem besonderen Falle, der hier zur Be- 
handlung kommt, ebenso wie die an die Beweglichkeit der LSsungen 
geknfipfte Problemstellung eine seh'~rfere Fassung der yon Chas le s  so 
bezeiehneten Aufgabe vorstellt, und wirldieh zu dem Resaltah~ C has l  e s' 
hinf'tihr~. 

Die LSsung dieser allgemeinen Aufgabe, f'dr deren Behandlung 
die des Charakterisiikenproblems der quadratisehen Formen ungeachtet 
der einfaehen Structur ihres Formensystems als Prototyp gelten kann, 
gesehieht, wenn wir yon besonderen Classen yon Systemen yon Formen 
absehen_, die bei Formen yon hSherer als der zweiten Ordnung zu 
wesentlich verwiekelteren Aufgaben ffihren, in zwei Schritten: 

Bei dem ersten handelt es sieh um eine unmi~telbare Verallge- 
meinerung des Bdzout ' schen  Problems, yon welcher jedoch immer 
nut besondere F~lle in Betraeht kommen. 

Der Inhalt der Fragestellungen dieser hr~, deren Gesammtheit 
man vieUeieht passend als das ,, Charakteristikenproblem der Punk~ 
mannichfaltigkeiten" bezeiehnen k5nnte~ [iisst sich etwa so aasdrficken: 

,,Mehrere derselben algebraischen Mannichfal~igkeit angehSrende 
Punktmannichfaltigkeiten, deren Dimensionen einander in geeigneter 
Weise erg'~nzen~ sehneiden sich im Allgemeinen in einer end[ichen 
Zahl yon Punktea. Wie gross is~ diese Zahl? and wie viele Schnitt- 

*) Es ist n~mlich in den hShezen F~llen kein Grund mehr vorhanden, warum 
man in dieser Hinsicht eiuzelne Covarianten- wie etwa dlejeaige, welche die 
Gleichung einer Curve in T,i~iencoordi-~ten darstellt- vor den anderen aus- 
zeichnen soil 

&* 



68 E. Svzl)Y. 

pnnl~te werden absorbirt, wenn jene Manniehfaltigkeiten im besonderen 
FaJle unendlieh vide Punkte gemein haben?" 

Erst bei dem zweiten Schritt tritt die Bedeutung in Kraft, welchc 
man jenen Mannichfaltigkei~en, als yon Systemen algebraischer Formen 
gebildet, beile~: es kommt zu dem ersten Problem die der Theorie 
jener Systeme, als einem besonderen Zweige der Algebra eigenth~im- 
liehe Fragestellung hinzu: 

,,Warm eine gegebene Form mehreren Systemen wirklieh, oder 
nut seheinbar zugleich angehSrt?" 

Sind diese beiden Aufgaben in hinreichender Allgemeinheit er- 
ledigt, und damit auch das Charakteristikenproblem --  wa~ immer 
mSglich sein muss, gleiehviel, wie gross die Zahl der vorhandenen 
Invaxianten ist - - ,  so gesellt sich zu ihnen in besonderen F~llen ein 
drittes Problem: Die Frage naeh der Gruppirung der erhaltenen LS- 
sungen im einzelnen FaUe. Hierher gehSr~ dann vor Al]em die Frage 
nach den Reduetionen, welche die Beweglichkeit der LSsungen er- 
leiden kann. 

Bei Aufgaben der letzteren Art wiirde dann der Kltere Begriff der 
,,eigentliehen" LSsangen zur Geltung gelangen. Ich babe aber, um 
Missverst's vorzubeugen, dieses Wort ganz fallen lassen~ spreche 
also nur yon ,,scheinbaren" trod ,,wirklichen" LSsungen, yon welchen 
dann die letzteren weiterhin nach ihrer Beweglichkeit classificirt 
werden mSgen. 

Die hier gegebene Behandlung des Charakteristikenproblems der 
Kegelschni~e wiirde etwas ktirzer ausgefallen sein~ wean wir uns~ den 
Sa~z yon C h a s l e s  als Ziel vor Augen~ streng auf die Beibringung 
derjenigen Hilfsmittel beschr~k~ h ~ e n ,  welche zur Erreichung des- 
sdben unbeding~ nothwendig waren. 

Es kann aber nieht der Zweek der Wissenschaft sein, irgend eine 
vereinzelte Wahrheit so kurz als mSglich darzulegen: sie strebt viel- 
mehr, ausgedehntere Gebiete, diese abet mit einer mSgMchst geringen 
Gesammtarbei~ sich zu materweffen. 

Daher sind bei der folgenden Untersuchung solche S:itze, welche 
nach meiner Meinung zu den elementaren Grundlagea einer jeden 
Theorie tier Kegelschnittsys~eme gehSren, einer e~was ausffihrlicberen 
Behandlung unterzogen worden~ als nSthig gewesen w~re, wenn die- 
sdben als blosse Hitfss~tze und Durchgangspunkf~ h~tten das~ehen 
sotlen; so class diese Dars~ellung, wie aueh dutch die Wahl des Ti~els 
angedeutet, vielleicht in der ttauptsache als eine auf die Geometrie 
tier Kegelsebnitte im Allgemeinen bez[igliche Betraehtung anzusehen 
is~, yon welcher eine Anwendung auf das Charak~ristikenproblem 
gemach~ wird. 
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Was nun die bei einer Untersuchung dieser Ar~ anzuwendenden 
Methoden anlangt, so schien mir die principielle und ausschliessliche 
Anwendung der Processe des sogenannten symbolischen Rechnens vet 
den anderen Verfahrungsar~en der analytischen Geometrie den Vorzug 
zu verdienen. 

Denn jene Methode allein gentigt, richtig aufgefasst ~ was in 
dieser ohnehin schon ungewShnlich umfangreichen Einlei~ung aller- 
ding~ nicht auseinandergesetzt werden kann ~ der gewiss berechtigten 
Forderung~ zur Ableitung ihrer Wahrheiten keiner willktirlich eLuge- 
f~hrten und daher iiherfliissigen Bilfsgr'dssen, wie Coordinaten sind, 
zu bedfirfen*) ~ wiewohl eine flfichtige Betrachhmg den entgegen- 
gese~zten Eindruck hervorbringen mag. 

Indem diesdbe sich nut t~rojectixer Processe bedient (deren jedem 
eine, aus der bisherigen Begriindung dieser Theorie freilich nieh~ er- 
sichtliche geome~rische Bedeutung innewohnt), und daher niemaZs in 
die Lage kommt, die invariante ZTatur ihrer ~ildungen nachtriiglich 
beweisen zu mii, ssen, vereinigt sie alleb~, so lange sie aus diesem l~reise 
yon 02eratione~ grundsgtzZich niemaZs heraustritt, de~ ttau~vtvor~ug 
der synthetischen Geometrie - -  n~mlich keinen iiSerfl~s~gen Schritt 
zu thun - -  mit dem VortheiI der anatytischen Methode - -  de~ JOar- 
stellung der geome~ischen Gebilde dutch Gleichungen; ja  es lisst 
sich zeigen, class ihr ma~rieller Inhalt sieh mi~ dem der syn~he~ischen 
Geomeh'ie deckr soweit man i e ~ r e  auf linear ausfiihrbare Cons~rae- 
tionen beschr'~nkt; wohei sie abet vet der Sehwesterdisciptin das 
voraus hat~ dass sie allgemeine Methoden be~itzt, deren Zul~uglichkei~ 
a priori bekannr ist, und dieselbe - -  was nich~ gering anzuschlagen 
i s t -  durch die yon vorn herein gegebene #reng systematisehe Grup- 
pierung des Stoffes tibertrit~. 

husserdem abet - -  und dies a~lein wi~u hinreichen~ die hohe 
Bedeutung jener, yon Seiten der eigentlichen Geometer~ wie ich 91aubG 
nicht hi~r~ichend 9ewiirdigten Methode darzutlvan - -  ist die prineipielle 
Anwendung jener invarianten Processe das einzige Mi~tel, welches die 
Gleichungen der geometrisehen Gebilde in der denkbar allgemeins~en 
and zugleich einfaehsten Form darzustellen im Stande ist, da sie nicht 
mehr als clas No~hwendige und Wesentliche zum Ausdruck bringt. 
Die gewShnlichen Methoden kSnnen eine ~hnl~ehe Einfachheit bless 
unter Verzichtleisttmg auf Allgemeinheit erreichen~ n~mlich darch 

*) H. Grassmann's grossartige Sch~)pfung ist zwar auch frei yon Coor- 
dina~en, ist daffir aber yon dem Begriffe des Maasses wesentlich abhT~ngig, 
und daher f~r die Zwecke der projectiven Geometrie, wiewohl allen anderen 
Methoden, ausser de~ symbolischen, ~berlegen, dennoch nicht die geeignete Me- 
rhode. Dan eigentliche Gebie~ ffir die Anwendungen tier Ausdehnungslehre ist 
die MechaniC, in der ale ja auch ihren Ursprung genommen hat. 
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Einffihrung specieller Coordinatensystem% d. h. dutch einen sachlich 
ganz unbegrfinde~en Kunstgrif~, und auch das nut in sehr einfachen 
F~llen. 

Was die Bezeichnung jenez Processe betriff~, so babe ich reich 
der in Deutschland fiblichen ,,symbolischen" Schreibar~ angesehlossen, 
weil diese am leichtesten zu handhaben ist, wiewohl in theoretischer 
Hinsicht C a y l e y ' s ,  sowie besonders die aus G r a s s m a n n ' s  Lfieken- 
ausdr/ieken entspringende Bezeichnungsweise gewisse Vorzfige besitzen. 

Eine Abweichung yon der gebr2uchlichen Darstellung babe ich 
mir nut insofern gestattet, als ich nicht, wie es gewShnlich geschieht, 
Coordinaten etwa eines Punktes als Ver~inderliche ansehe, sondern im 
Sinne G r a s s m a n n ' s ,  diesen Punkt selbst; so dass~ wenn in w 3 ein 
Punk~ als ,,Parameter" einer Mannichfaltigkeit yon fiinf Dimensionen 
eingeffihr~ wird, bei Anwendung der Coordinatenmethode die sechs 
homogenen Coordinaten dieses Punktes als eben so viele unabh~ngige 
(homogene) Parameter zu betrachten w~ren. 

Die bier zu Grtmde gelegte, in dieser Gestalt zuerst yon Herrn 
S t r o h  (,,Zur Theorie der Combinanten", Math. Annalen Bd. 3~YII 
S. 393 u. ft.) benutzte Parame~erdarstellung linearer Mannichfalfig- 
keiten yon Formen derselben Ordnung ist fibrigens nicht, wie es viM- 
leieht den Ansehein hat~ als ein willk~irlieher Kunstgriff~ sondern nur 
als der nahargemEsse Ausdruek tier Thatsache anzusehen~ dass diese 
Formen in doppelter Hinsicht Gegenst~nd der Betrachtung werden: 
im vorliegenden Falle erscheint der Kegelschnitt einmal als Ort yon 
Punkten oder Linien in der Ebene - -  wobei also diese als ver~nder- 
lieh angesehen w e r d e n -  das andere Mal als Element der ganzen, 
yon allen Kegelsehni~en der Ebene gebildeten Mannichfaltigkeit - -  
wobei der Kegelsehnitt selbst ver~inderlieh gedaeh~ wird. 

Man hat das hiermit berfihrte Verh~lffaiss bisher so darges~ellt, dass 
man die Coeffieienten der Gleichung des Kegelsehnittes (ich bleibe bei dem 
eonereten Falle, wiewohl die Saehe na~rlich allgemeine Geltung hat) 
unmi/2elbar als homogene Coordinaten eines Punktes im sen~iren Ge- 
biete (Raum yon f'tinf Dimensionen) deutete. Gegen ein solehes Ver- 
fahren, einen so bedeutenden Fortsehritt seine erste Einfiihrung aueh 
repr~sentdren moch~e, ist abet u. A. einzuwenden, class die rein pro- 
jective Auflassung yon Coefficg, en !~  einer Kegelschnittgleichung niehts 
weiss, dass bei seiner Anwendung die sen~ir-invarian~en Bfldungen 
nieht b wie doch zu vdrlangen ist, auch formal als solehe hervortreten, 
mad dass es bei weitergehenden Untersuehungen bald genug die 
nSthige Einfaehheit vermissen l~isst - -  wie es denn iiberhaupt der- 
selben Kritik unterlieg~, wie tier Gebraueh des Coordinatenreehnens 
im Allgemeinen. 

Die doppelte Auffassung selbst aber ist bei Un~ersuehungen~ wie 
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die vorliegende, kaum zu umgehen. Denn die sogenann~e ,,AbbiJdung 
auf die Punkie eines hSheren Raumes", deren einfachs~er analy~ischer 
Ausdruck jene Parameterdarstellung ist, dien~ nicht allein wesentlieh 
zur klareren Auffassung bekannter Dinge*), indem sie den wirklieh 
vorhandenen Analogien mit Verh~Itnissen der gewShnliehen Geometrie 
auch in der Form ihrer S~tze Rechnung ~r~gt, sondern sie ffihrt auch 
auf neue Wahrheiten, die zu entdecken auf anderem Wege sehr sehwer 
gewesen sein wiirde, schon datum, weil ihre b|osse Aussprache bei 
Verzichtteistung auf jene Analogie ausserordemtlich verwickelt werden 
wfirde. **) 

Es w~re daher, selbst auf dem Felde der rein synthetSschen Me- 
thod% Pedanterie, wenn man aus metaphysischen Grfinden, wie dem: 
,,dass man sich h5here R~ume nicht vorstellen k5nne, und mithin auch 
nicht yon einer ,,Geometrie" (als etwas wesentlich auf der Ansehauung 
Beruhendem) in solchen R~umea sprechen dfirfe", auf solche Vortheile 
verzichten wollte, oder wenn man den an sich vollkommen berech- 
tig~en Satz dagegen in's Feld f~ihren wollte, ,,dass man sich die Ver- 
h~ltnisse der ebenen Geometrie auch mfisse klar machen kSnnen, ohne 
aus der Ebene hinauszutre~en" - -  da ja ein solehes Hinaas~re~en 
lediglieh in der Ausdrucksweise stattfindet, wKhrend die begrifflichen 
Operationen, ffir die man unnSthiger Weise neue Namen erfinden 
mfisste, wollte man jenen Analogien aus dem Wege gehen, dadurch 
natiirlich nich~ ge~ndert werden~ dass man , ,Punk~" s~a~ ~Kegel- 
sehnit~" sagt. 

*) Wie mannichfache Abwege wfirden nicht in der Charakteristikent~aeorie 
vermieden worden sein, wenn man yon ihr einen ausgiebigeren Gebrauch l~tte 
machen wollen! 

~*) Hierher gehSren z. B. die meisten der S~tze, welehe yon der (bier mi~ 
T bezeichneten) quadratischen TraasformaGon handeln, die in der Geometrie der 
Kegelschnitte eine ausgezeicbnete Stellung einnimmt. 

Hinsichtlich der Kegelsehnit~e wurde die in Rede stehende Abbildung zuerst 
yon Cayley betrachtet (,,On the curves, which satisfy given conditions" Phil. 
Trans. 1868 vol. 158), der jedoch die Doppelnatur derselben ninht hervorhob. 
Die Keau~niss des Umstandes, da,~s mit jener Abbildang der Curven n t~r Ordnung 
zugleieh eiae Abbildung tier Curven u ~r Olasse verbanden sei, verdanken wit 
vorzfiglieh den Untersuchungen der Herren Rosanes und Reye (s. besonders 
die Darstellung dieser Theorie bei H. Grassmann: ,,Verwendung der Aus- 
dehnungslehre ffir die allgemeine Theorie der Polaren and den Zusammenhang 
algebraischer Gebilde" in Crelle's Journal Bd. 84, S. 273). 

Neuerdings wttrde dieselbe Abbfldung der Kegelselmitte einer Ebene auf 
geometrisehem Wege nfit grosset Ausfiihrliehkeit untersucht yon Herrn Veronese 
(Le stlperficie omaloide ecc. At~i della R~ A. dei Lincei, serie 3 a, vol. X ~  1884) 
und fa~ gleiehzeitig yon Herra Segre (,,Considerazioni interne alla geome~ria delie 
coniehe" ecc. A~i delle Scienze di Torino, vol. XX, 1885). Die geome~isehen 
Resul~a~e yon w 3 und w 4 der vorHegenden Arbeit aind in jenen zumei~t bereit~ 
enthalten. 
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Ieh glaube sogar, nicht zu weii zu gehen, wenn ich in der Auf- 
stellung und zwiefachen geometrischen Interpretation des vollst~udigen 
Formensystems tier tern~ir-quadratischen, sen~r-linearen Form, welche 
jene Parame'terdarstellung vermittel~ die Fundamentalaufgabe der Geo- 
metrie tier Kegelschni~e erblieke.*) 

Die Behraehtnng derartiger Formen besi~zt abet aueh ein selbst- 
stKndiges Interesse: Formen, die Ver~nderliehe versehiedener yon 
einsnder unabh~ngiger Gebiete enthalben, sind ebenso wie die Connexe 
C l ebseh ' s  als elementare Grundgebilde tier Geometrie anzusehen; 
und zwar sind sie die allgemeinsten Objeeie, welche den Methoden tier 
Formentheorie unterwoffen sind. Von geometrischer Seite haben sich 
einige derselben, besonders solehe, welehe mehrere Arisen yon Ver- 
�9 ~nderliehen linear enthalten, und unter dem Namen der Systeme pro- 
jeetiver Erzeugun~arten yon Curven oder Oberfl~ehen bekannt sind, 
sehon vor li~ngerer Zeit der Betraehtung aufgedr~ngt, und sind neuer- 
dings immer mehr in den Vordergrund getrer aueh lassen sieh 
wohl eine Reihe yon Untersuehungen, bei denen es weniger augen- 
fiillig ist, auf das Studium derartiger Formen zuriiekfiihren. 

Die Algebra stell~ dieselben yon vorn herein als selbs~st~4ndige 
Gebilde hin, welche, den Curven oder Fl~ehen gleiehwer~hig, eine 
prineipielle Beriicksichtigung verdienen, gleichgfttiff ob sie zu bereits 
Bekann~em hinleiten, oder niche. Sie erSffnen der Geometrie ein noeh 
kaum beiretenes, iiberraschend ergiebiges Arbeitsfeld, welches ohne 
allzugrosse Miihe die merkwiirdigsten Resulf~le ern~en li~ss~. 

Zum Theft wegen der ver'fi~derten Fassung des Chaxal~ristiken- 
problems, zum Thei ! wegen der eben entwiekel~en methodischen An- 
schauungen des Verfassers hat yon ~ilteren, dem Gegenstande nach 
mi~ der vorliegenden zusammenh~ngenden Untersuehungen ausser einer 
eleganten, yon Herrn H a 1 p h e n eingeffihrten und yon Herrn S e h u b e r t 
zu einem eigen~iimlichen Calciil ausgebildeten symbohsehen Schreibart 
ffir diese Betraehtung beinahe Nichf~ verwerthet werden kSnnen; es 
sind daher auch keine anderen Vorkenntnisse zum Studium derselben 
efforderlich, als die der Grundlagen der symbolischen MeShode.**) 

*) Die Bedeutung, welche dieser Form in der Theorie der Kegelschnitte zu- 
kommt, kann man am besten aus dem Umstande ermessen, dass m a n -  wie bier 
beil~ufig erw~2mt werden m a g -  das volle Formensystem b e H e b i g  v i e l e r  
tern~er  quadratischer Formen angeben kann, sobald man ffr d iese  Form ein 
endliches, vollst~diges System aufgestellt ha~. Aehnliches gill natfrlich yon 
allen analogen Parameterdarstellungen. 

**) Diese sind entwickelt in den folgenden Abhandlungen- 
Clebsch  ,,Ueber symboZische JOarstdlumg algebraischer Formen". C r e l l e ' s  

Journal Bd. 59, woselbat der Fundamental~atz zav' l ~ o ~  dieser Theorie anb 
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Um dies zu ermSglichen, ist das Wenige,  das aus ~lteren Darstellungen 
herfibergenommen werden konnte,  bier reproducirt worden. Es war 
im Wesentlichen nur die bereits yon C h a s l e s  angegebene Zurfick- 
fiihrung des anf mehr als zwei Kegelschnittsysteme bez~glichen Charak- 
teristikenproblems anf die zwei Systeme betreffende Aufgabe. 

lo 

Das Charakteristikenproblem. 

Wit  gehen nun dazu fiber, die Aufgabe, um welche es sich 
handeln sell, genauer festzustellen, und zwar allgemein ffir be[iebige 
algebraische Formen mit beliebig vielen Veriinderlichen desselben Ge- 
bietes oder verschiedener Gebiete. 

Wir  nehmen an, es befinde sich in einem System algebraischer 
Formen, welches dutch das Verschwinden gewisser Invarianten und 
Covarianten definirt ist, deren Gesammtheit wir mit A bezeichnen 
wollen, eine Form, ffir welche gewisse audere covariante Bildungen B 
verschwinden. 

Dann wird die Gesammtheit der zu dem System (A) gehSrigen 
Formen, f~ir welche B ~- 0 ist, eine Mannichfaltigkeit yon nieddgerer 
Dimension bilden, als das - -  als irreducibel angenommene - -  System 
(A) selbst, da sonst die Formen B zu den Formen A gehSrten. 

Es wird also in dem System (.4) unendlich dele ,  die gegebene 
Form enthaltende, einfach ausgedehnte algebraische Mannichfaltigkeiten 
geben, f~ir deren s~mmtliche Formen keine 'der Covarianten B oder 
hSchstens eine einzelne zu B gehSrige Invariante  B 1 verschwindet. 
huf  einer solchen Mannichfaltigkeit nun wird man immer einen Para- 
meter t, welcher ffir die gegebene Form den Werth t o annimmt, so 
einffihren kSnnen, dass jeder der Ausdr[icke B dividirt durch eine 
gauze Potenz yon ( t -  to) f i r  den Werth t ~ t o gegen eine endliche 

gestellt wird, n~nlich der Satz, class man dutch die symbol/schen Operationen 
a//e ra~ionalen Invadanten unbeschrinkt ver~mderlicher Formen erhilt; 

Clebsch: ,, Ueber eine Fundamen~alaufgabe der Invarianten~heorie", GStt. 
hbhdlg.' Bd. 17, 1872, w0 tier Satz fiber die Zarfiekffihrbarkei~ yon Formen mit 
mehreren Verinderliehen (,,Reihen yon Verinderlichen" in der Terminologie yon 
Clebsch) auf die Formen ihres ,,eigentlieh reducirtea Systems" bewiesen 
wird, mid 

Gordan,  ,,Ueber Combinanten", ~dath. Annalen Bd. 5, we die uach den 
Formen des eigentlich reducirten Systems fortschreitenden Reihenentwicklungen, 
soweit sie hier in Betraeh~ kommen, angegeben sind. 

Aus der Theorie der terniren quadratischen Formen wird nur das voraus- 
gesetzt, was  etwa in Clebsch-Linderaann,  ,,Vorlesungen fiber Geometr ie"  
darfiber gesagt ist~ 
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Grenze converg6r~ (B, ausgenommen, das seinen Werkh Null beibeNilt). 
Es wird dann in der Umgebung des Pnnktes t o jener Mannichfaltigkeit 
B~ ~-- (t ~ to)x~ �9 B[, wo ~' fiir t ~ t~ nicht mehr verschwindet, 

Man erhRlt so fiir je~ zu B geh5rige Invariante oder Covariante 
einen his auf eine Potenz eines eonstanten Factors bestimmten Wertb, 
und ffir jede absolute Invar]ante und Covariante einen vSllig bestimmten 
Werth*), wenn man jede Form B~ durch die zugehSrige B[ ersetzt; 
und zwar s i ~  die B~" mit der Crrundform und unter einander dutch 
diesdben identischen t~elationen verknii~ft, we~che die B~ verbanden, so 
lange ~ie nicht identisch Nu~ waren *~). - -  Ich bezeiehne nun die ge- 
gebene Form, fiir welche noch mehr als eine Invarianr oder Covari- 
anten J3~ verschwinden~ die nicht zu A gehSren, als unvo~ls~ndig in 
Bezug auf das System yon Invarianten und Covarianten A; als in 
Bezug auf dieses System vollst~ndig dagegen, wenn man alle B~ dutch 
die auf die ungegebene Art bes~immten Formen B~ ersetzt hat. 

Als ,voZlstiindige JForm" im engeren Sinne wollen wit dleselbe be- 
zeichnen~ wenn das System A nur aus denjenigen Invarianten und 
Covarianten bes~eht, welche fiir alle Formen der gleichen Ordnung~ 
Classe etc. identisch Null sind, wenn also die dutch A ~ 0  definirte 
Mannichfalfigkeit yon Formen (A) die hSehstmSgliche Dimension hat, 
und (folglich) linear ist. 

Es werden nun jeder unvollst~ndigen Form unendlich viele voll- 
st~ndige Formen zugehSren, welche man durch die verschiedenen Grenz- 
processe der geschilderten Art erh~.lt. Haben wir insbesondere eine 
unvollstKndige Form/~ als Glied einer algebraischen, zwei- oder mehr- 
fach ausgedehnten Mannichfaltigkeit M gegeben, welche der durch 
das Verschwinden yon A definir~n Mannichfaltigkeit (A) angehSrt, 
ohne zugleich einer Mannichfaltigkeit anzugehgren, welehe durch das 
Verschwinden eines A umfassenden Systems yon Invarianten und 
Covarian~en defmir~ ist, so wird man zO noch auf unendlich vlele 
Arden mit Hiffe einfach ausgedehnter Mannichfalfigkeiten vervoll- 
st~ndigen kSnnen, welche dem System M angehSren. Fiihrt man dies 
auf alle wesenffich verschiedenen Ar~n aus, so erh~lt man ein System 
yon zu J) gehSrigen~ in Bezug auf A voUsf~ndigen Formen, welches 
alle solche Formen umfasst~ die als Grenzlagen yon Formen der Mannich- 
falltigkeit M angesehen werden kSnnen. Dieses System wird im All- 
gemeinen nicht s~mmffiche zu P gehSrige~ in Bezug auf A volls~ndige 

*) Hierher ist in diesem Zus~.mmenhange auch der Werth ~ zu rechnen, 
da man, um den best~nm~en W e r ~  0 zu erhalten, in diesem Falle nut den reci- 
proken Ausdruck zu betrach~en hraucht. 

**) Das Festhalten an diesen Relationen ist der Kern der Sache; yon hier 
au~ l~sa~ sich auch die YeraUgemeinerung der ira Text eingeffihrten Begriffe auf 
simultane Systeme vellziehen. 
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Formen umfassen. Wir betrachten nun allein diejeaigen derselben, welche 
in diesem System vorkommen, als zu d~r Mannichfaltigkeit Mgehb'rig; 
die anderen, welche nicht dutch innerhalb • ver|aufende Grenzprocesse 
erhalten werden kS,men, wollen wit als don System M nut  ,scheinbar" 
angeh6rig bezeichnen. 

Dann werden wit eine unvollst~ndige Form :P, welche mehreren 
in (A) en~aa]tenen Systemeu M, M',  ~ / " . . .  angehSrt, als denselben 
nut scheinbar zugleich angehiirig zu betrachten haben~ wenn keine der 
zu ~]/und zo gehiirigen vollst~indigen Formen zugleich eine vollstiindige 
Form von M', M " , . . .  ist, oder genauer~ wenn unter den zu M ge- 
hSrigen vollsti~ndigen Formen /~M sich keine finder, deren erg~azende 
Formen B[ yon den erg~nzenden Formen je einer zu M', M " . . .  
geh5rigen volls~4ndigen Form t)M,, _P~- . . .  sich nur um dieselben 
Potenzen je eines fiir M',  M " , . . .  constanten Factors unterscheiden. Alle 
zu / )  geh5rigen volls~ndigen Formen dagegen, bei welchen das Letztere 
eintritt, betrachten wir als den Systemen M, .M', M " . . .  wir~lich 
zugleich angehgrig. 

Hinsicht|ich der Multiplici~t dieses AngehSrens bedarf es noch 
besonderer, sich in jedem Falle yon selbst ergebender Bes~immungen. 
Setzen wir dieselben als ausgefiihrt voraus, so kSnnen wir die Auf- 
gab% um welche es sich hler handelt, kurz So aussprechen: 

.Es sind mehrere S#steme yon .Formen. M,  M' ,  M " . . .  gegeSen, 
fi~r deren siimmtliche Formen. aZle Invarianten und Covaria,~en eines 
Systems A verschwinden~ ohne dass fiir siimmtliche Formen eines dieser 
Systeme -- abgesehen vo~ einer ein~igen etwa verschwindende~ lnvariante 
--  noch irgend eine andere covariante JBildung identisch Null ist. 

Anzugeben, warm eine diesen Syst~men gemeinschaftlich angeh6rende 
unvollst~indige Form denselben scheinbar, oder wir]~lich zuglei~h angehSrt ; 
und, falls die Zahl der allen Syst~nen gemeinsamen vollst~'ndigen _Formen 
eine endliche ist, diese Zahl zu bestimmen. 

Wit wollen nun diese Fragen unter der Voraussetzung, dass wit 
es mit volls~ndigen Formen im engeren Sinne zu thun haben, ~fiir 
die tern~ren quadratiscllen Formen in dem Falle behandeln, wo eia 
einfach- und ein vierfach ausgedehntes System zum Durchschnitt zu 
bringen sin& 

2. 

Das Charakteristikenl~roblem der tern/iron quadratischen Formen. 

Die eben formulirte Aufgabe erf~hrt eine wesentliche Vereinfachung 
ffir die quadratischen Formen (und ~anlich fiir alle Formen, die nicht 
mehr als eine Invariante haben) durch den Umstand , class eine solche 
Form im Allgemeinen nicht unvollstKudig sein ka~n; oder mit anderen 
Worten, class eine quadratische Form, wean eine covariante Bfldung 
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derselben verschwindet, die nicht ffir jede quadratisehe Form ver- 
sehwindet, yon weniger Constanten abh~ing'~, als die allgemeinste 
quadratisehe Form*). 

Wit behaupten insbesondere in Bezug auf die tern~iren quadrati- 
sehen Formen, die uns bier allein angehen, dass die Covariante 
(abu)  2 einer solehen Form a~**) identiseh versehwindea muss, sobald 
irgend eine Covariante derselben identisch versehwindet, die nicht fiir 
jede tern~re quadratisehe Form Null ist. 

In der That, nehmen wit an, es versehwinde irgend eine Co- 
variante yon a~ z identiseh. Dann versehwinden s~immtliehe Formen 
ihres eigentlieh redu~irten Systemes ebenfalls identiseh. Diese ver- 
schwinden nun entweder ffir jede Form a~ ~, oder es muss, falls nieht 
die gegebene Form selbst den Factor (abc) ~ haben soll, sieh wenig- 
stens eine Form unter denselben befinden, die yon diesem Factor frei 
ist, .und sich also auf Grund der yon Herrn G o r d a n  angegebenen 
Entwiekehmg als eine naeh Potenzen yon u 2 .  (abe) 2 fortschreitende 
Reihe darstellen 1Ksst, in welcher der Coefficient der nullten Potenz 
ein Product einer Potenz yon a2  and einer Potenz yon (abu)  ~ ist. 

Da aueh diese l~eihe nicht identiseh versehwinden kann, ohne dass 
ihre einzelnen Glieder versehwinden, und a2  nieh~ verschwinde~, so 
folgt (a bu)~- ~_ 0. 

Da die Invariant~ (abe) ~ Null in der zwe~fen Ordnung wird, wenn 
(abu)  2 in der ersten Orduung fiir beli~biges u versehwindet, ergiebt 
sieh zugleieh, dass die Grenzlagen aller iibrigen Covarianten bestimmt 
sind, sobald man die yon (abu)  2 auf die im w 1 angegebene Ar~ be- 
stimmt hat; so class man, um zu entseheiden, ob eine zwei Systemen 
angehSrige unvollstgndige Form a2 denselben seheinbar, oder wirklieh 
zugleieh angehSrt, nur darauf zu achten hat, ob unter den Formen, 
die man naeh w 1 an Stelle der Covariante (abu) ~ erh~lt, sieh solche 
befinden, die sieh nur um einen Factor unterseheiden, oder nicht.. 

3. 

Die doppolto Parametordarstollung tier Kegolselmitto oiner Ebeno. 

Bei einer Untersuchung der Manniehfaltigkeit aller Kegelsehnitte 
einer Ebene erscheint es, wie bereits hervorgehoben~ nagurgem~ss~ 

*) Dies ist nah2rlich nut ein Aequivalent des Satzes, dass die irredueibelen 
quadratisehen Formen linear in einander transformirbar sind; in Folge wovon 
man bier einen Unter~chied zwisehen 022geme/nen und be.sonderen Formen maehen 
kann, was in den hShoren Fallen nieht mehr angeh~. Bei den Formen, welche 
niclat mehr als ~are/Invarianten haben (insbesondere also auch den Sarn~re~ eu/r/- 
schen und den b/m~ren b/~ua&rat/sehen Formen) finder noch eine ~mliehe Ver- 
einfaehung des Charakteristikenproblems start. Jene~ Satz durfte in maserem Zu- 
sammenhange natfirlieh nieht benutzt werden. 

**) Ieh bediene reich bier der allgemein fibliehen Bezeicbnungen. 
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diese Gebilde auch formal als Elemente der yon ihnen gebildeten Mannich- 
i[altigkeit darzustellen, d. h. dieselben yon einem sen~ren Parameter 
(oder genauer, einem Paar so]cher Parameter, wie wit sogleieh sehen 
werden) abhKngig zu machen. 

Wit werden uns also, behufs einer Untersuehang zun'~ehst der 
yon allen Curven zweiter Ordnung tier Ebene gebildeten Mannich- 
faltigkeit einer Parameterdarstellung yon der Form 
(1) V ~ 2  ~- 0 
bedienen. Hier verstehen wir unter Ux--~ O, uz ~ 0 (senSe Gebilde 
werden im Folgenden immer mit g~rossen, tern'~re mit kleinen Buch- 
staben bezeichnet) die Coineidenzbedingung eines Panktes X und einer 
llnearen Mannichfaltigkeit U fliufter Stufe des sen~ren, beziiglieh eines 
Punktes x und einer Geraden u des tern~ren Gebietes, uad es sollen, 
nach der gewShnliehen Vorstellung ,,erst Symbole M mit Symbolen 
m multiplicirt eine reelle Bedeatung erlangen". 

Die Gleichung (1) wird im Allgemeinen - -  and wit betrachten 
hier nur den allgemeinen Fall, wiewohl die besonderen kein geringeres 
Interesse besitzen --  s~e wird im Allgemeinen zu je zwei verschiedenen 
R~umen U zwei verschiedene Curven 2. O. liefern; and es wird, da 
linear abh~ngigen R~iumen U vermSge (1) ebenso beschatfene Curven 
entsprechen, auch umgekehrt mSglich sein, zu einer gegebenen Curve 
2. O. den ihr entsprechenden Raum U eindeutig zu bestimmen. 

Dasselbe gilt yon der Abbildung der Mannichfaltigkeit after Curven 
2. Classe der Ebene auf die _Pun]~'te des sen-:iren Gebietes, welche, in 
der umgekehrten Richtung, ebenfalls durch (1) vermittelt wird. 

Sei ns u , 2 ~  0 irgend eine Curve 2. Ciasse, so stellt 
(1 a) U~ me: ~-- 0, 
U als ver'~nderllch betra~htet, einen Punkt X des sen~ren Gebietes 
vor~ und zwar en~sprechen linear abhiiaagigen Curven 2. Cl. linear ab- 
h~agige Punkte. Es ist aber das Bestehen der Gleiehung (1 a) einer- 
seits die Bedingung dafLir, dass die Curve 2. O. deren Gleichung 
U~m~: ~ 0 ist, und die Curve2. CI. u, 2 ~-- 0 einander conjugirt sind; 
andererseits dafiir, dass der tLaum U dureh den u,  ~ entsprechenden 
Punkt X hindurchgeht. Wiirden nun 6 linear unabh~ngigen Curven 
2. Cl. nicht ebenso beschaifene Punkte entsprechen, sondern diese 
bereits in einem linearen Gebiet fiinfter Stufe enthalten sein, so wiirde 
die letzterem entsprechende Curve 2. O. zu jenen 6 Curven 2. Classe 
conjugir~ sein~ was nicht angeht. 

Also ist zugleieh quit der dutch (1) vermiaelt~ ein.ein~digen 
Abbildung der Btiume U des sengren Gebietes 1~ s a u f  die Mannich- 
faltigkeit der Curven 2. O. der ~ eine ebenfalls eindeutig u/mkehrbare 
Abbildung der Curven 2. Cl. auf  die _Punk~ X dieses Gebietes gegeben. 
Conjugirten C/arven entsprechen ineidente ~ ~ x m r e  yon 1~ s. 
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Die Gleichungen (1) und (1 a) geben uns zu jedem R~ I : [Y yon R~ 
die zugehSrige Curve 2. O. and zu jeder Curve 2. C1. den zugehSrigen 
P~m~ X yon /~.  Da wit wissen, dass die inversen Schritte eben- 
falls ausffihtbar sind, so tritt nun die Aufgabe an uns heran, die 
Formeln, dutch welche dies geschieht~ and die, wie wit yon vornherein 
sagen kSnnen~ den Formeln (1) and (In) vSllig gleichgebaut sind 
and zu ihnen in umkehrbarer Beziehung stehen, wirklich herzustellen. 

Wit hubert zu diesem Behufe nach dem vorstehenden Satze nut 
mit Hilfe der Formel (1) die Curven 2. O. aufzusuchen~ welche irgend 
ftinf linear unahhs einen gegebenen Punkt X en~altenden 
/~,1 yon /~5 : Uz, Us �9 �9 �9 ~ entspreehen, und dann die Gleiehung der 
zu ihnen gcmeinsam conjugirten Curve 2. Cl. zu bilden, welche in 
Bezug auf  U l . . .  U 5 die Combinaateneigenschaft haben muss~ die- 
selben also nur in der Verbindung: 

enthalten kann. In der That ist die terni~re Form 2. CI.: 

{ (m'm2u)(m3m4u)(m'm3m~)(m2m4m')} 

welehe, gleich Null gesetzf~ jene Carve darstellt, da sie bei Vertauschung 
je zweier Symbole M~m2 das Vorzeichen weehselt, identisch gleich: 

- -  5 !  

.Dieser Ausdruck, flit welchen wir kurz 

schreiben wollen, hat die .Form der Gleichung (1). JEt liefert, gleich 
2Cull geset~t, die einem t)unkte X yon 1~ entsFrechende Curve 2. Classe; 
ebenso die Gleichung 
(2 a) 1~xa. 2 ~ 0 
den einer gegebenen Curve 2. 0.: a2 entstrrechenden R4 ~. 

Sueht man mit Hilfe der Gleichung (2) zu einem Punkt X die 
Gleiehung tier ihm enf~prechenden Curve 2. CI, and dana naeh (1) 
zu dieset wieder den entsprechenden Punkr so muss man zu dem 
Pnnlrte X zurilckgelangen~ trod ebenso muss sieh die Bedingung dafiir~ 
dass die einer gegebenen Curve 2. O. and einer gegebenen Curve 2. C1. 
entsprechenden Gebilde incident sind~ auf die Bedingung des Conjugirt- 
sein's der ersteren redueiren. Dies tlndet seinen analytischen Ausdruck 
in den durah die G ordan 'schen Reihenentwickelungen sich ergebenden 
Identit~ten: 
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I N x  U~m,?  ~__. Ux �9 J*~ 1 
J ~  N~m~ ~ II N ~ u .  2 m~ 2 ~ ~,~ J ~ wo -6- ' 

welehe die Reduction jeder Covariante yon (1) geben~ die einen der 
symbolisehen Faetoren N~t oder m~ 2 besitzt. 

Das Versehwinden der (einzigen)Invariante J der Form (1) wird 
durch die Bedingung ausgeschlossen, dass linear unabh~ngigen Riiumen 
/~41 eben so beschaJfene Curven 2. O. entsprechen solhn. 

4. 

Der 0rt  der ausgearteten Kegelschnitte. 

Da eine tern~re Form 2. O. zu ihrer Covariante 2. C1. im All- 
gemeinen in umkehrbarer Beziehung steht, so is~ sie bei der im vorigen 
Paragraphen betrachteten Abbildung zweimal vertreten: einmal durch 
einen l~um /~41, den wit mit W bezeichnen wollen, clas andere real 
durch einen Punk~ Z. Beide sind, zufolge der Gleichungen (1) und 
(2) der eine aus dem anderen dutch die Gleichungen zu bestimmen: 

(3) W.a 2 U.,t ~ W ~  W~,  U~,  ( m m ' ~ ' )  ~ -~- O, 

(4) L z  2 L x  ~___ .Nz N i  .NI" (n n' n") ~ ~ O. 

Sueht man aus (3) den dem Raume W entsprechenden Punkt Z~ 
uud dann aus (4) riickw~rts den Z entsprechenden Raum/~41, so muss 
man, falls die Invariante des durch W vorgestellten Kegelschnittes 
yon Null verschieden ist, wieder zu dem Raum W zuriiekgelaffgen. 
In tier That wird zu Folge tier Reduetionsformeln I und I[: 

4 j 3  lII L.~ L.j, U.~ 2 U.a: L x  ~-- -~ U,~ ~ �9 Ux . 

4 j s .  IV L.~ L ;  Lx 2 Lx '2 U.,t ~-- -~ L,~ 3 . Ux . 

Wit haben es also mit einer (ira Allgemeinen) ein-eindeutigen, qua- 
dratischen Transformation zu thun; und zwar ist, wie der Anbllek tier 
Gleiehungen (3) und (4) lehrt, die Beziehung zwisehen dem Punkte Z 
und dem ihm zugeordneten Raume W eine derartige~ dass Z die lineare 
Polare des Raumes W in Bezug auf die /~4J-Mannichfaltigkeit .drifter 
Ordnung: U.d a ~-- 0~ oder kurz A s, und gleichzeitig W die lineare Po- 
tare yon Z in Bezug auf den Raum /~4 a drifter Ordnuag Lx s ~-0 ,  
oder kurz L 3 ist.*) 

*) Ein ~hnliches Vorkommen bietet bereits die tern~re Geome~rie in der 
Beziehung zwischen einem Punlrt trod seiner Harmenikale h Bezug auf eln festes 
Dreieck dar. Hier kaun sowoht der Punkt als lineare Polare der Geraden in 
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Wit wollen im Folgenden diese quadratische Transformation, die 
wir noch eingehender zu untersuchen haben~ kurz als die ,,Transfor- 
mation T"  bezeichnen, und die in derselben einander entsprec~enden 
Mannichfaltigkeiten yon Punkten und [~umen/~41 als ,,System S" und 
,System E a einander gegenfibers~:el]en. 

Die beiden Mannichfaltigkei~en L sund  h a gehen durch ~ s  colli- 
neare Transformationen in sieh fiber, welehe den ~ s  collinearen Trans- 
formationen der Ebene entsprechen, und werden durch eben so viele 
dualis~isehe Transformationen in einander fibergeffihrt~ welche den dua- 
listischen Transformationen der Ebene zugeordnet sin&*) 

In Folge des Vorhandenseins der Transformationen der letzteren 
Art wird man bei der Betrachtung der Mannichfaltigkeiten L ~ und A s 
willkiirlich yon einer derselben den Ausgang nehmen diirfen, indem 
das Princip der Dualit~t die entsprechenden Eigenschaften der anderen 
liefert. Wit w'~hlen der leichteren Aussprache der aufzustellenden 
Siitze wegen den Raum L 3, dessen Pankte allen Curven 2. Classe 
der Ebene zugeordne~ sind, welche in ein Paar yon Strahlenbiischeln 
(d. h. in ein Punktepaar) ausarten. 

Die Gleichung Lx ~ ~ 0 wird, wie sich aus dieser Bemerkung 
ergiebt~ und wie eine lelchte Reehnung best.~tigt~ identisch efffillt, 
wenn man fiir X einen Punkt einse~zt, dessen Gleichung die Form: 

(5) U~,n~ m~ = 0 
hat. Betrachtet man x und y als verEnderlieh, und l~sst beide Punkte 
die gauze Ebene durchlaufen~ so erhiilt man in tier Gleichung (5) eine 
:Par[~meterdarstellung des l~aumes L 3. 

Liisst man x and y zusammenfallen, so verwaudel~ sich (5) in die 
2arame~darstellung einer _Vliiche 

(6) U~ m2 = 0, 
deren Punlde den Punkten des terniiren Gebietes ausnahmslos eindeutig 
zugeordnet sind. 

Da die Gleichung (6)yon (1) nieht verschieden ist, folgt, dass 
den Punkten der Schnittcurve dieser Fliiche mit einem ~ i  in der 
Ebene eine Curve 2. O. entsprieht. Da sich zwei solche in vier Punkten 
schneiden, ist sie yon der vierten Ordnung; wit bezeichnen sie des- 
halb mi t  F2 4, and ihr daalistisches Gegenstiiek mi~ $4.  

Man erkennt sofor% dass den Punkten einer Geraden der Ebene 

Bezug auf die yon den Eeken des Dreiecks dargestellte Curve 3. Claese, als auch 
die Gerade als fineare Polare des Punk-tes in Bezug auf die yon den Seiten des 
Dreiecks gebildete Curve 3. O. betrachtet werden. 

�9 ) Es ~ann alas Vorliegende geradezu als eine auf die~e Transf.ormations- 
gruppe bezfigHche Untersuchung angesehen werden. 
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die Punkte eines Kegelschnittes jener Fl~che zugeordnet sind, und 
dass fiberhaupt Curveu n ter Ordnung tier Ebene und Carven 2n ~ 0rd- 
hung yon F.24 einander entsprechen. Zugleich ergiebt sich, dass A a 
der 0r t  aller derjenigen l ~ u m e / ~ i  ist, welche F.24 in einer zerfallendea 
Curve 4. 0.  schneiden, d. h. in einem einzigen Punkte bertihren, und 
r der 0 r t  derjenigen, welche 2'24 l~ngs eines ganzen Kegelschnlttes 
berfihren. 

Die lineare Polare eines Punktes Z yon ~,4 in Bezug auf L 3 
wird unbestimmt, wie sich auch unmlttelbar aus dem identischen Ver- 
schwinden der Covariante (aa'x) 2 eines Doppelpunkbes (u~) 2 erg~ebt, 
so dass also F~ 4 auch durcb die ~luivalenten Gleichungssysteme: 

L 2 L x  -- 0 oder ~rz_hrz' (n~'x) 2 ~ 0 

definir~ ist. Die _Punkte yon _~4, und zwar ~ur diese, s i ~  da~r  
Do~etpunkte yon L:~; es folgt hieraus, class L a yon sBmmtlichen Sehnen 
yon _F2a beschr~eben wird. Den Pankten solcher Sehnen yon F ~ ,  
welche /~'4 in zwei getrennten Punkten treffen, entsprechen hierbei 
die Punktepaare einer allgemelnen quadratischen Invo]ution einer Ge- 
raden; den Tangenten yon ~ '~ die Punktepaare einer Involution, deren 
Doppelelemente zusammengefallen siad. 

.Es foot  weiter, dass der Raum L 3 yon ~wei Schaaren yon je 
oc: ~Ebenen beschrieben werden kann, vo'~ welchen die erste aus allen 
L'7)enen besteht, welehe ~.,~ in einem Kegelschnitte tref[en, und die Punkte 
enthalten, welche den _Punkte~aaren einer Graden des tern~iren Gebietes 
entsprechen; w~ihrend die de," zweiten Tangentialebenen*) yon t~.~ ~ sind 
und solche _Punkte tragen, welche Punktepaaren x y  der .Ebene ents3arechen , 
die einen festen Punkt x enthalten. Die Parameterdarstellung der Ebenen 
dieser ,zweiten Art" wird daher 

( M M "  M "  X Y Z )  (mm" m") m~m~'m~" -~- O. 

Durch einen Punkt  UMm~m~ = yon L ~ gehen zwei solcher 
Ebenen, deren Parameter ~ und ~ sind; ~ umgekehrt schneiden sich 
zwei 'Ebenen zweiter Art immer in einem Punk~ yon ~3. 

Der Anblick der Gleichung (5) zeigt, dass irgend zwei feste Ebenen 
dieser Schaar durch die Gesammthei~ der iibrigen collinear auf einander 

*) D. h. Ebenen, welche alle dutch einen gegebenen Punkt x yon F~ 4 
gehenden Tangenten dieser Fl~che enthalten. Eine solche Ebene ~ifft F2 4 in 
~er unendlich benachharten Punkten, als deren Verbindungslinien irgend 6 in 
ihr gelegene Tangenten yon ~F~ 4 angeseben werden k~nnen, die eine Involu~on 
bilden. Andere Ebenen als diese beiden Arten giebt es nicht auf Ls; auch ent- 
h~t L s keine Gerade, die F~ nut in einem einzigen Punk~ tr/fft (wohl aber 
solche, die ~z4 gar nicht ~effen), wie fiberhaapt keiue Curve, die mit F2 4 eiue 
ungerade Zahl yon Punkten gemein h~tte. (S. w 6.) 

Mathematisehe Anuale~ XXVIL 6 
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bezogen sind, woraus sigh eine einfache projective Erzeugungsart yon 
F24 und L s ergieb~. 

Durch einen Punlr~ yon L3~ dessen Gleichung 

Um m& m~ ~- 0 

ist, g e h t  ferner eine Ebene der ers~e~ Ar~, welche den durch die 
Punkte (~) mad (7) yon F~ 4 gehenden Kegelschnitt dieser Fl~ehe ent- 
h~lt, und also den gegebenen Punk~ mit den Berfihrungspunkten der 
beiden yon ibm an/724 gehenden Tangenten verbindet. Setzt man 

so erh~lt man hieraus die Parameterdarstellmag der Ebenen erster Art: 

a r  x Y z )  (,nm'u) (ram"u) = O. 

Zwei Ebenen dieser Art ~reffen sigh in einem Pnnkte yon F2* und 
liegen in einem Raum /~41 yon A3; eine Ebene erster und eine Ebene 
zwei~er Ar~ treffen sich im Allgemeinen night, im besonderen Falle 
aber in allen Pmakte~ einer Tangente yon 2'24. 

In gleicher Weise, wie L s wird auch A s yon zwei Arten von 
Ebenen (d. h. hier /~41-Bfindeln) beschrieben, und zwar ergiebt sich 
aus der oben aufgestellten Definition yon A s und r  dass dies wieder 
die beiden eben be~rachteten Schaaren von Ebenen sind, jedoeh ver- 
tauscht, so dass die Ebenen erster und zweiter Art yon L a als Ebenen 
zweiter~ bezfiglich erster Ar~ yon A s bezeichnet werden mfisse~*). 

Da die Fl~iche 2'24 auf die Punkte des tern~ren Gebietes eindeu~ig 
umkehrbar bezogen ist, hindert uns nichts, dieselbe geradezu als Tr~ger 
desselben aufzufassen. Wi t  werden dadurGh in den Stand gesetzt, jede 
tern~re Construction so auszusprechen, dass sie im Gewande einer 
sen~'ren erscheinr und umgekehr~, was h~iufig zur Vereinfachung der- 
selben beitr~gt, und uns ausserdem neue Eigenschaften der Mannich- 
faltigkeiten L 3 und F~ 4 kennen lehrt. 

So ergeben sich beispielsweise alle die bekannten S~tze, welche 
yon den Eigenschaf~en conjugirter Kegelschnittsysteme handeln, fast 
unmittelbar aus unserer Abbildung. Wir wollen uns jedoch hier night 
damit aufhalten~ diese gauze Theorie zur Ableitmag zu bringen, son- 
dern nur elnige S~ze hier anfiigen, die auf das Polarsystem einer 
Curve 2. Cl. u~ 2 Bezug haben. 

Wit  haffcen gesehen, dass im System ~ tier Or~ aller Punkte /~, 
welehe Curven 2. Classe zugeordnet sind, die sich auf eine gegebene 
Curve 2. O. s~fitzen, derjenige Raum /~4 ~ ist, welGher die gegebene 
Curve aus dem tern~ren Gebiete F~* ausscbneidet. 

*) Es ergiebt sich bier die Bemerkung, dass die Punkte yon F~ ~ aus den 
Ebenen ersber Art yon L s dutch collineare iP~-Bfindel projicirt werden -- was 
man als eine zweite projective Erzeugung~ar~ yon Fffi 4 ansehen mag. 
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Daraus ergibt sich unmittelbar, (lass die zu einer gegebenen Curve 
2. CI. u, 2 conjugirten Geradenpaaxe aus dem tern~iren Gebiet ~2 ~ dutch 
diejenigen P~ume :R41 yon A s ausgeschnitten werden, welche den jener 
Curve 2. Cl. entsprechenden Ptmkt t)  eathalten, und dass die durch 
/~ gehenden R~4ume /~a 1 die Fl~he F24 in dea Punkten eines Pol- 
vierecks yon u,  2 treffen. 

Man erE41t also zu ether gegebenen Geraden den Pol in Bezug 
auf u~ 2, wenn man die Ebene erster Art, welche ihren Repriisentanten 
auf F~ 4 enthMt, mit P dutch einen R31 verbindet, der dann den Po! 
auf/72 a ausschneidet. 

Umgekehrt wird im System S (und analog im System E) das- 
jenige Kegelschnittsystem, welches yon allen Kegelschnitten gebildet 
wird, in Bezug auf welche ein gegebener Punkt and eine gegebene 
Gerade Po lund  Polare sind, dutch die Punk~e eines linearen /~a I dar- 
gestellt, welcher die Repr'~isentaaten beider auf-~a ausschneidet; und 
das gleichfalls zu sich selbsi dualistische System aller Kegelschnitte, 
die ein gegebenes Poldreieck haben, ist im Systeme S den Punkten 
ether Ebene zugeordnet~ welehe die Repr'~sentant~n der Eeken jenes 
Dreiecks auf/~'24 verbindet. 

Den Punkten eines /~31 yon S, welcher F~ 4 in vier eonsecutiven 
Punkten (einer Ebene zweiter Art) trifft, entsprechen die Curven 2. Cl. 
der Ebene, welche zwei feste Gerade berfihren; dual entsprechen den 
/~a 1 eiaer Sehne yon ~'z~ die Curven 2. 0., welehe zwei gegebene 
Punkte enthalten. 

Dies mag genfigen, um die Eigensehaften des 0rtes der ausgear- 
%eten Kegelschnitte wenigstens im Allgemeinen zu charakterisiren. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung der durch die Gleichungen 
(3) und (4) vermittelten Transformation T. 

. 

Das Unbestimmtwerden der Transformation T 

Die Formeln (3) und (III) des vorigen Paragraphen sagen aus, 
dass einem /~41W yon Y, welcher der Gleichung W a S ~  0 geniigt, 
in der Transformation T ein Punkt yon S entspricht, we]chem bei 
erneuter A_uwendung yon T kein bestimmter R41 yon Y mehr zu- 
geordnet ist. Es folgt hieraus (was auch unmittelbar einleuchtet), dass 
den l~iumen yon A a in der Transformatio~ T iPunkte yon .F2 4, den 
Punkten yon L3 R~iume -~4' yon (024 zugeordnet sind. Und zwar ent- 
s_pricht, wie leicht zu sehen, je cx~ "~ R~iumen yon h 3, die dutch eine 
Ebene zweiter Ar t  IT yon L a gehe~, in der ~uadratischen Trans- 
formation der _Punkt _P, in welchem diese E'oene _~24 beriihrt. Um- 
gekehrt entspreehen jedem Punkte 2 yon F24 als Grenzlagen der 

6* 
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den benachbarten Ptmkten yon P in der Transformation T zugeord- 
neten l~ume ~2  Pdiume /~41 yon A 3, welche alle durch die Tangen- 
tialebene IT yon ~,4 in P hindurchgehea. Diese Unbes~immtheit der 
Transformation T ffi~ die Punkte yon F., 4 wird aufgehoben, wenn 
man sich einem Punlde .P dieser Fl~iche auf einer bestimmten, nicht 
ganz auf /74 verlaufenden Curve P Q  n~ihert, sobald man nar fest- 
setzt, dass als der dem Punkte P dieser Curve entsprechende /~4 t yon 
~" die Grenzlage des einem Punkte X derselben in T entsprechenden 
/~41 gelten soll, welche derselbe erreicht, wenn X mi t /~  zusammenf'~llt. 

Die Bestimmung dieser Grenzlage l~sst sieh besonders leicht be- 
werkstelligen, wenn P Q  eine Gerade ist. Man erh~tlt dann niimlich 
als Gleichung der dem P u n k t e / )  yon 2Q entsprechenden Curve 2. 0. :  

(7) (nn'x)  = o, 
mithin als Gleichung des ihm in Z zugeordneten R4~: 

(8) ~Tp N~' Nz" (nCn") 2 ~ O. 

Dieser Ausdrack ist aber eine Polare yon 

K 2  - -  L p  L z  2 ~ Np Nx' N i '  (nn'n"?. 

Um zu einer dutch einen Punkt -P yon /7'24 gehenden Geraden den 
zugeordneten Raum R41 zu finden~ betrachte ma~l also den Tangential  
kegel K 2 yon L 3 im Punkte /), weleher das Umhfillungsgebilde der 
zu O24 gehBrigen "quadratischen /~41-Mannichfaltigkeit :~2 yon H i s t .  
Dieser Raum enth~lt, da die linke Seite yon (7) und also aueh yon 
(8) identiseh verschwindet, sobald Q der Ebene IT angehBrt, die Tan- 
gentialebene 1"1" des Punktes zo yon F., 4 doppeltz~hlend*), und kann 
daher yon einer quadratischen Schaar yon 0r ~ R i i u m e n / ~  besehrieben 
werden, welche die Ebene i'l enthalten und dieselbe mit den durch 
/ )  gehenden Ebenen erster Art yon L 3 verbinden**). 

Um nun in einem Punkte /)  yon F~ 4, der einer Geraden ZOQ an- 
gehSrt, den ibm in X entsprechenden Raum R41 zu finden, haben wir 
gemiiss der Formel (8) einfach die Polare eines beliebigen Punktes Q 
dieser Geraden in Bezug auf K 2 zu bilden. Es haben abet alle 
Punkte Q, welehe in einem and demselben durch Y[ gehenden Raum 
/~1 liegen, die n~aliche Polare. Also: 

, ,~amit einem _Punkte t ) van ~ 4  als l~un~t zweier verschiedener 
Geraden vermgge der Transformation T ein and derselbe ~ t van A 3 
entslarevhe, ist es nothwendig und ausreic]~nd, dass beide Gerade mit 

*) Die qu~dratische Polare eines nicht auf ~ gelegenen Ptmktes yon /,3 
enth~l~, wie sich bier ebenfalls ergiebt, eine Gerade doppelt z~hlend, die Polare 
jenes Puaktes in Bezug aaf den Kegelschnit~ yon F~, in de,sen Ebene er liegt. 

**) Der Sehnitt yon ~L s und ~ is~ also doppeltz~alend der Kegel 2~ a, weleher 
die Pank~ yon 1~'~ aus P projieir~ 
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der Tangentialebene IT yon 1~4 im PunkTe 1 ) dutch einen and den- 
sdben l~aum l~a ~ verbunden werden ldinnen. 1)er ihnen dann gemeinsam 
entsprechende ~4 ~ yon A a i~t die _Polare eines _Punktes jenes t~3~ in 
Bezug au f  den Tangentialkeget K z yon L3 im _Punkte P, oder in ~ezug 
au f  die Enveloppe yon JK ~, die in dem ~41-t~ii~Mel erster Ar t  1-[ yon A 3 
enthaltene ~uadratische ~4~-Mannichfaltigkeit ~ yon 024. '' 

Diese Construction, die vielleicht an Anschaulichkei~ noch gewinnt~ 
wenn man sie in's Dualistische iibertri~gt~ wird nur dana unausffihrbar, 
wenn eine der beiden Geraden in der Ebene II selbst liegt. Dann 
aber erh~lt man den dem Punkte P einer solchen Geraden entspre- 
chenden R4 ~ yon r  ohne Welteres, indem man den Tangentialraum 
eines bellebigea Punktes Q derselben an L ~ construirt. 

Ffihrt man den Grenzttbergang zu dem Punkte ~ yon 2': 4 nicht 
auf einer Geraden, sondern auf einer be'liebigen Curve aus, so erh~ilt 
man die der Tangente derselben im Punkte /~ nach obigem Satze zu- 
georduete Grenzlag% ausgenommen den Fall, wo diese Gerade in H 
liegt, indem dann der einem Punkt Q jener Curve, weleher z~ 2 be- 
aachbart ist, in Bezug auf K "~ zugeordnete /~,~ unbestimmt wird. 

~s  kann also jeder einen Punkt P yon _F.~ 4 enthaltende C/arven- 
zweig riiclcsichtlich der Transformation T dutch seine Tangerde in _P 
ersetzt werden, wenn derselbe _F4 night in t ) beriihrt. 

In diesem Falle wird eine besondere Untersuchung no~hwendig. 

, 

Einf~ch und vierfach ausgodBhnte Mannichfaltigkeiten, der 
Transformation T unterworfen. Die Charakteristiken derselben. 

Wir sind durch die Untersuchung yon w 3 in den Stand gesetzt~ 
zu jedem durch ein System invarianter Bedingungen IT ~ - 0 ,  welche 
etwa eine Curve 2. Classe u~ 2 zu erftillen hat, definirten Kegelsehnitt- 
systeme die Gleichungen der beiden ihm in S uad ~ entsprechenden 
Mannichfaltigkeiten anzugeben. 

Da man bekanntheh jede Form yon 1-[ aus einer ganzen Function 
der in verschiedenen Ver~nderlichen geschriebenen Formen: 

u~v, ,  a~a~ =: (aft x) (afly), aa ~', uz 

dutch Faltung mi~ zu u, 2 fremden Formen ableih~n kann, so erh~ilt 
man jene Gleiehungen, indem man in jeder so geschriebenen Form 
yon l'l die Symbole yon u,2~ a 2  das eine Mal dureh Symbole yon 
_hTxu~ ~, bezfiglich NxN.~  (nn'x) 2, das audere Mal dutch Symbole yea 
U~ U~. (tam'u) 2, beziiglich U~m~ 2 ersetz~ 

Ebenso kann man zu jeder in/t~ gegebenen algebraisehen Punkt- 
oder /t4~-Mannichfaltigkeit sofort die Gleichungen des en~prechenden 
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Kegelschnittsystems herstellen, wenn man ffir X Symbole yon U ~ m ~  ~ 

oder fiir U Symbole yon Nza~ ~ einffihrt. 
1st eine algebraische Punktmanniehfaltigkeit des Systems ~q dutch 

eine Gleichung ffir X gegeben, etwa A x Z ~  O, so entspricht ihr ver- 
m5ge der Transformation T in Z eine Mannichfaltigkeit 

U ~ ~(~) - - -  U~(~ )A~)  . - , A  (~}~---0 

yon doppelt so hoher 0rdnung. Geht man durch erneute Anwendung 
yon T wieder zu dem System S zuriick~ so erh~ilt man in Folge der 
Identitlit (IV): 

L(:) i ' ( : ) . . . / ( o  L'(~) L(:) L'(:) . .  L(O '~o x x x x " - ~ n ) - . a ( ~ )  " a < o L ~ )  . Aa(~ ~ �9 �9 �9 A(~)  

Es scheidet sich also der Factor Lx  3 /-real ab, was daher riihrt, 
dass die transformirte Mannichfaltigkeit r  /-real enth~ilt. 

Dass aber in der Transformation T 1Vfanniehfaltigkeiten yon den 
Ordnungen 1 und 2 l  einander en~sprechen, ist offenbar eine Besonder- 
heir: als den allgemeinen Fall werden wit denjenigen aazusehen haben, 
wo Az~-~-0 bereits selbst mit der Eigenschaft behaftet ist, welche 
bei dem transformir~en Raum die Abscheidung des Factors L z  3 bei 
Anwendung der Transformation T herbeifiihrt. 

Um die allgemeinste Form tier Gleiehung eines Raumes ~3/4 ~, welcher 
/t real dutch ~2 ~ geht~ zu finden, setze man f i r  die Symbole yon u ,  ~ 
die Symbole einer sonst beliebigen, in einem bin~ren Parameter t 
linearen, und in den Linien des tern~ren Gebietes quadratisehen Form 
a~u~ 2, deren Covariante ~ta~" (ss'x) ~ f i r  t ~ to identisch versehwindet. 
Nehmen wir nun an~ dass die Gerade, welche der dutch erstere Form 
dargestellt, en Kegelschnittschaar im System S entsprieht: 

( M M "  X Y Z  T )  ( ~ ' )  ms2m', ,2 ~ 0 

nicht in dem F24 angehSrigen Punlde U~,m? a~ ~--- 0 den l ~ u m  A x  z ~ 0 

berfihrt, trod dieser Pankt keine weitere Besonderheit Ax ~ ~ 0 gegen- 
fiber besitzt, so wird der Ausdruek A x  ~ ffir t ~ to in tier ~t+, Ord- 
nung verschwinden mfissen. Nehmen wir ferner an, es sei Axt in der 
zu Anfang dieses Paragraphen angegebenen Weise geschrieben. Ent- 
halten dann diejenigen Terme yon A x ~  welche yon a :  2 frei sind --  und 
solehe muss es immer geben, wenn Ax ~ irredueibel sein soil - -  ~1 
Symbole yon a:  ~, so wird A x  z under der obigen Voraussetzung yon 
der Ordnung ~l Null werden, da alle anderen Terme in hSherem 
Grade verschwinden. Es folgt also ~1 ~ ~t, und wir erhalten Ms all- 
gemeinste Gleichungsform eiues [{aumes yon der Ordnung l, welcher 
,t mal dutch F2 ~ g e h t ,  e inen  Ausdruek yore Typus- 
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wo l'I 1 eine simultane Invariante yon u, ~ und (nn'x) ~ mlt beliebigen 
anderen Formen ist, in weleher die yon (nd~{') ~ freien Glieder in den 
Symbolen yon u. ~ his zum Grade 1 - -  21t, in den Symbolen yon (ndx)  2 
bis zum Grade ~ ansteigen, ohne dass weitere Symbole yon u~ 2 zu 
Symbolen yon (nn'x) 2 zusammengezogen werden kSnnten. 

Die dieser Gleichung in dem transformirten System Z 1 entspre- 
chende abet wird : 

ein Ausdruek, der eine/~aa-Mannichiral~ig keit yon der Ordnung l'---- 2 l--3 ~, 
darstettt, welehe 2 " ~  1 ~ 22 real dareh ~b4 geht. 

,, Wenn eine Pun]~- und eine R~ J-Mannichfaltigkeit je eines der Systeme 
S und Y., mit den Ordnungen l und l', die bezi~glich ~ und Z" real die 
Gebihle F~4 und (1)~ ~ enthalten, in der Transformation T einander ent- 
sTrechen, so bestehen zwischen den Zah~en l~ l " -  Z, ]~" die Gleichungen: 

l' ~ 2 1 - - 3 Z  l - ~ - 2 1 " - - 3 K  
Z'---~. 1 - - 2 Z  2== l ' - - 2 2 '  

oder aufgel6st: 

2 --~ '~-z '  1 --~ 22 % ~' 3 

Z ' ~  " r -  ~ /'-~- 2 Z ' ~  ~. 
3 

Die Zahlen Z und ~' bezeichnet man (ira engeren Sinne) als 
,,Charakter~tiken" des durch beide Mannichfaltigkeiten zusammen dar- 
gestellten Kegelschnittsystems. 

Wit  fiigen an dieser Stelle noch die analogen GIeichtmgen an, 
welehe sich auf in der Transformation T einander entsprechende einfach 
ausgsdehnte Maunichfaltlgkeiten der Systeme S mad Y beziehen. 

Wit bezeiehnen mit q die Ordnung einer Curve des Systems S, 
mit d die Zahl der Punkte: in welchen sie die Fl~ehe F24 trifle; und 
mit denselben Buehstaben, aher gestrichelt, die dualistischen Charak- 
tere~ welche der jener Curve im System E entsprechenden Mannieh- 
fal~igkeit zugeh5ren. 

Dann erhiilt man unmittelbar, wenn man bedenkt, dass elner 
linearen Punktmannichfaltigkeit yon S in E eine 024 enthal~ende qua- 
dratisehe B~-Manniehfaltigkeit (zufolge der Gleichung (3) w 4) zugeord- 
net ist, und umgekehr~, und dass die Zahl der bewegliehen Sehni~- 
elemente mi~ den in T einander en~sprechenden einfach au~gedehnten 
Manniehfaltigkeiten beiderseits gleieh sein muss, die Rela~ionen 

q 
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Die Zahlen q und q' nennen wir wiederum, wie gebr~uehlich, 
,,Charakteristiken" der dureh beide Mannichfaltigkeiten zusammen vor- 
gestellten einfach ausgedehnten Kegelsehnittsehaar. 

Es ist ~ die Zahl der Kegelschnitte derselbea, welehe als Curven 
2. Classe aufgefasst, auf einer gegebenen Curve 2. O. ruhen, oder eine 
gegebene Gerade beriihren; q' die Zahl der Curven 2. O. der Schaar, 
welehe eine gegebene Curve 2. Cl. stfitzen~ oder dutch einen gegebenen 
Punkt gehen. 

Beil'~ufig ergiebt sich, dass jede auf L 3 verlaufende Curve die 
F1Kche /7'2~ in einer geraden Zahl yon Pankten treffen muss, da im 
anderen Falle 4)24 eine _~4~-Schaar ungerader Ordnung tragen kSnntej 
was unmSglieh ist. 

7. 

Das Unbesti~r.t-Werden der Transformation T ffir Punkte vierfach 
ausgedehnter Man~ictffaltigkeiten. 

Wir gehen nun dazu fiber, zu untersuchen, wie die Umgebung 
eines Panktes P einer vieffach ausgedehnten Manniehfaltigkeit M~ 
dutch die Transformation T aufgelSst wird, wenn derselbe in der 
Fl~che /~_4 lie~. 

Bezeiehnen wit die transformirte Manniehfaltigkeit dutch ~I/4' , so 
werden wir sagen kSnnen, dass dem Punkte t) yon J~/4 Elemente yon 
J]/4' entspreehen, welehe der Tangentialebene H yon/~.4 im Punkte P 
angehSren; nicht aber wird auch mngekehr~ jedem /~4 a yon l'[ ale 
einem Element yon rd~' in der Transformation T tier Punkt P zu- 
geordnet sein; niimlich im Allgemeinen solchen R~umen nieht, welche 
zugleieh der Manniehfaltigkeit 0 4  angehSren (w 5). 

Wir wollen nun zwischen den H angehiirigen Elementen yon M4' , 
welehe dureh AuflSsung des Punlrtes P entstehen, und denen, bei 
welehen dieses nieht der Fall ist, eine Unterscheidung treffen~ und den- 
ienigen Theil yon ~/4', weleher (lurch die Transformation T aus der 
Umgebung des P - n ~ e s / )  yon M 4 entstanden ist, dutch Einsehliessung 
in ecldge Klammer kennflieh maehen, also dutch das Zeiehen [M4" ] 
dars~eUen. 

Dann gibt fiber das Verhalten eines beliebigen Raumes / ~  yon 
l'I als eines Elementes yon [~]/4q der folgende Satz Auskunft: 

I. Zerfgillt der Tar~gentialkegel einer Mannichfaltigkeit M~, welche 
~t real die _h-Tiche ~'~4 entl~lt, in einem 1)un~e t) dieser Fltivhe in zwei 
The~e (e~) u~d (~) yon den Ordnungen ~ and e~, van welchen der 
erste (~) yon c~ t~5umen ~ beschrieben werden kann, die dutch die 
Tangentialebene IT van ~'~ im 2unkte 2 gehen, wiihrend dies bei dem 
zwdten nicht der lXall ist ; we hingegen der Kegd ( e~) ~1 einzelne l~5ume I~a ~ 
trSxjt~ welche dutch 1-[ gehen (j eden mit der gehSrigen Multiplicit~t gerech- 



Charakterist~kenproblem bei gegelsehnitten. 8 9  

n e t ) -  so ist der ganze /~4'" Biindel ~ in tier t~ansfor~rdrten Ma~nich- 
fa~tigkeit [M/'l ~ .+- E 2 - ~. real enthalten; er w~rd yon" [M/] ,,ausser- 
dem" in einer einfach ausgedehnten Schaar yon der Gesammtordnung 
~, ,,geschnitten",*) welche der den Kegd (~1) erfii~lenden l~al-Schaar in 
dem (w 5 betxachteten) t'o~arsystem der ~u ~ gehSrigen ]~41-Schaar u 2 
yon q),4 ents~richt, und tr~gt ~ einzdne ,,Knotenelemente"**) yon [M4'], 
welche jenen ~ einzelne~ t~iumen in demselben _Polarsystem zugeord- 
net sind. 

Der Beweis des ersten Theiles unseres Satzes ergibt sich un- 
mittelbar, wenn wir dutch einen festen Raum A der Ebene H~ der 
weder (p4 angehSrt, noch gegeniiber [ M / ]  eine ausgezeichnete Lage 
hat, einen/~4~-Bfischel legea. Die Zahl der beweglichen gemeinsamen 
Elemente dieses Biischels und der Mannichfaltigkeit M~' gibt dana, 
yon der Ordnung /' yon M /  abgezogen, die Multiplicit~t yon A aIs 
elnes Elementes yon M~'~ oder~ was in diesem Falle dasselbe ist, 

Diese Zahl muss aber gleich sein der Zahl der beweglichen, im 
hllgemeinen nicht auf F~ ~ gelegenen Sehnittpunkte, in welchen ein 
d u t c h / )  und zwei nieht ausgezeiehnete andere Punkte yon 2"~ ~ gehender 
Kegelsehnitt die Mannichfaltigkeit M~ trifft; als% wean 1 die Ordnung 
yon M~ ist, gleich 

2 - -  2 - -  + - - - -  - -  + - 

Um den zweiten Theil des obigen Satzes zu beweisen, betraehten 
wir alle Riiume A eines /~4'-Btischels a,  dessen si~mmtliche i~4ume 
dureh H gehen~ verbinden dieselben mit einem nieht durch H gehen- 
den /~4~: B dutch Biischel A B ,  und suchen zu bestimmen, wie oft 
ausser den (~ -~- e~ - -  ~t) Schnlt~ri~umen mit ~/~', welche fiir jede Lage 
des Biischels A B  in den Raum A hineinfallen, unabhSngig yon der Lage 
yon :B weitere Coineidenzelemente yon M /  mit diesem Biischel in feste 
R~iume A fallen. Wi t  haben behauptet~ class die Gesammtzah] der im 
Biischel a enthaltenen Riiume dieser Art  e~ ist, wenn man jeden so 
oft in Anschlag bringt,  als seine Multlplici~t als Element yon [)]/4"] 
die Zahl (~  -~- e~ - -  ~t) um eine Einheit iiber~riffr 

*) So wollen wit abkiirzend sagen, wenn ein R4', der einen Biischel der 
Ebene lff durchl~uft, als Element yon [M4" ] eine Gesammt-Multiplieitittserhiihung 
im Be~rage e~ erf~i3arL Bei der Bestfmmung dieser Zahl ist zu beachten, dass 
consecutive R~ume unter Umst~nden verschiedene Multiplicit~tserhShungea er- 
fahren kSnnen. 

**) Dies sol] heissen, dass die Gesammt-Multipliei~serhShung, welche ein- 
zelne Ri~ume einea einzeinen /~4'-Bfischels yon ~ erfahren, wenn man dieses 
Bfischel tun einen festen /~4' sieh drehen l~st, ~7 betr~igt. Ich habe beide Er- 
D uterungen mater den Text ges~llt~ um in den Woztlaut des Satzes nicht aUzu- 
viele Erkt~rungen aufnehmen zu mfi~en. 
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~ledem der Biischel A.B des Systems 2~ en~spricht nun in S ein 
Kegelschnitt, ~der durch P nnd zwei weitere PunkCe yon F24 geht. 
Derselbe zerf'~ill~ in eine Sehne yon F2 4, welche P mit einem anderen 
Punkte dieser Fl~he verbindet, und eine zweite Gerade, welche einen 
im hllgemeinen yon P versehiedenen Punki jener Sehne mit einem 
dritten Punkte yon _F24 verbindet, sobald der Raum A in die zu r 
gehSrige ~R41-Schaar u -~ yon 17 f'dllt. 

Suchen wir zuerst die Schnittpunkte zu bestimmen, welche diese 
letztere Sehne absorbirt. 

Den Riiumen yon ~2 entsprechen in dem System S alle Punkte 
des Kegels drifter Ordnung /~s s, welcher Fe 4 aus dem Punkte P pro- 
jicirt. Nehmen wir nun an, dass dieser Kegel ~ real auf M 4 ent- 
halten ist, so folgt, dass in der transformir~en Mannichfaltigkeit M 4 
eine Multlplicit~tserhShung der l~ume yon x ~ gegentiber den librigen 
R~umen yon l'I stattfindet, deren Betrag gleich 

( z  + - 4 -  - it) 

ist, wo it' angibt, wie oft M 4" dutch t e  4 geht. Denn die Zahl der be- 
wegliehen, im Atlgemeinen weder auf jenem Kegel noch auf ~'24 gelegenen 
Schnit~punkte der Geraden, welche dem Biischel B A  in dem Falle 
eigentlich entsprich~ wo A zu x 2 geh5rt - -  die Zahl der Schnittpankte 
dieser Geraden mit M 4 ist l -  i t -  d ,  eine Zahl, die nut dama eine 
Erniedrigung erf~hrt, wenn eine durch _P gehende Ebene erster Art 
5fret als d real auf 71/4 enthalten ist. Dieser Ausdruck, yon ~" ab- 
gezogen, gibt abet die Multiplicit~.t yon x2, d. h. eines nicht welter 
ausgezeichneten Raumes yon ~: als eines Elementes yon M~" gleieh 

z--2it z4 -  
Die hiermit ausgeftihrte Bestimmung der Multiplieif~ yon x 2 in 

M4' kommt jedoeh ffir unseren niiehsten Zweck nicht in Betraeh~; wit 
haben in dem Doppelten dieser Zahl gerade die ftir Riiume A des 
Biischels a eintretende Mul~iplicitiitserhShung bestimmt, welehe yon 
den 'Theilen der Manniehfaltigkeit M 4' herr~ihrt, die in tier Trans- 
formation T n/cht der Umgebung des Punktes P entsprechen, also - -  
wiewohl sie ,nit [M4' ] zusammenhiingen werden - -  nicht zu [M4' ] 
gehSren. 

Dagegen werden die ausserdem st~t~findenden Mul~iplicit~tser- 
hShungen, gleiehgilCig, ob sie ffir Elemen~e yon x e eintreten (oder 
vielmehr solehen unendlich benachbart sind), oder nieht, zu [M4' ] zu 
rechnen sein, da dieselben nut daher rtihren kSnnen, dass Schnitt- 
punkte tier dutch P gehenden Kegelschnitte mit M4 yon dem Punkte 
P selbs~ ltbsorbir~ werden. 

D~ehl~uf~ nun der Raum A den Biischel a,  so durchl~uft die 
Tangente des dem Biischel [BA] des Systems 2: im Systeme ~ ea~- 
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sprechenden Kegelschnittes im Punkte zO einen ebenen Strah|enbtischel ; 
es gibt also unter diesen Kegelschnitten im Ganzen e I - f - ~  Curven, 
welche M 4 im Punkte P beriihren. Aendern wit nun die Lage yon B, 
so wlrd sich diese Kegelschnittschaar so ~ndern~ dass die in P gezogenen 
Tangenten je zweier Curven derselben, die zu dem n~mlichen Raum A 
gehSren, mit H dureh einen und denselben Raum/~31 verbunden werden 
kSnnen (w 5). Hierbei werden aber yon den ~1 ~ ~2 l~umen A, welche 
bei tier ersten Lage yon B Beriihrungskegelschni~ten entsprachen~ nur 
diejenigen immer wieder Beriihrungskegelschnitten zugeordne~ sein, 
welehe im ersten Falle zu solchen Kegelschnitten gehSrten, deren Tan- 
genten ein dureh g gehender ~31 enthiilt~ weleher ganz auf dem 
Tangentenkegel yon M 4 im Punkte P liegt. Fiir diese R~iume A allein 
ist die Zahl der Schnittelemente eines Biischels B A  mit M4' , welche 
in A fallen, immer grSsser als (~1 "~- ~ -- s wie man auch • w~hlen 
mSge, und sie allein sind daher R~iume hSherer Multipliei~t. ]hre 
Gesammtzahl wird zufolge unserer Voraussetzung fiir allgemeine Lage 
des Biisehels a gleieh e 1. Ebenso abet ergibt sick der dritte Theil 
unserer Behauptung. - -  

Der hiermit bewiesene Satz I setzt nur die Charakteristik ~t als 
bekannt voraus; sein InhMt ist yon dem Werthe der zweiten Charak- 
teristlk 2', oder der Ordnung 1 der zu transformlrenden Mannichfaltig- 
keit M 4 unabh~ngig, wie aueh yon vorne herein zu erwarten war, da 
es sieh nut um eine Transformation der in der Umgebung eines 
Punktes P yon M 4 gelegenen Punkte handelt. 

Eine solche Unabh~nglgkeit finde~ nieht mehr s~tt ,  wenn es 
darauf ankommt, die GesammtmultiplidtEt der R~4ume von H als Ele- 
mente der ganzen Maunichfaltigkeit M 4' zu bestimmen, indem jetzt 
der Schaar g e angehSrige R~ume hinzutreten, welche die Transformation 
T in yon iv versehiedene Punkte iiberfiihrt. 

Heben wir aus den Daten der vorstehenden Entwickelung das 
hierauf beziigliehe heraus, so k5nnen wit den folgenden Satz auf- 
stellen, tier eine Erg'~inzung des Satzes I enth~.lt: 

I I .  Sind bei einer Mannichfaltigkeit $14 mit den Charakteristiken 
,1 und )J die Voraussetzungen des Satzes I erfi~llt;, ist ferner der die 
�9 Tgehe F~ 4 aus P Frojicierende Kegd ~ real au f  M~ enthalte~, und 
erfahren einzelne JEbenen dieses Kegels eine Multiplicit52zerh6hung als 
~lemente yon M4, im Gesammtbetrag ~ -  so ist die quadratische 
Mannichfaltigkeit ~ van O24, welche der ~,bene erster Ar t  H yon h a 
angehSrt, )J -~- 5 real auf  M 4" enthalten ; und es finden, ausser der bier- 
dutch etwa bedingten Multiplicitdtserhghung aller JElemente yon x 2 
gegeniiber den i~brigen, (ej -~- ~.~ - -  ]~) real auf  M 4" enthaltenen 17~iumen 
yon H noah fii~ ~ einzelne ~emente  yon x ~ Multi~licitdtserh6hungen 
statt, wdche jenen ~ ~Ebenen erster Ar t  yon L ~ entsprechen. 
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Dor Chasles'scho Satz. 

Wie in w 2 bewiesen~ kann eine zwei verschiedenen Sys~emen yon 
Curven 2. Classe gemeinsame Carve u~ ~ -  0 deuselben nur danu 
scheinbar zugleich angehSren, wenu ihre Covariante ~z~x): identisch 
verschwindet. I s t  dies der Fall, so h'~ngt die Entscheidung, ob sie 
beiden Systemen wirklieh, oder scheinbar zugleieh angehSre, yon der 
Bestimmung der Grenzwer~he dleser Covariante ab. Ffir unsere Para- 
meterdarstellung hat dies die Bedeutung, dass nut ein auf E24 gelegener 
Punkt, oder ein zu r  gehSriger Raum R4 t einen Kegelschnitt dar- 
stellen kann, welcher zwei Systemen scheinbar zugleich angehSrt; and 
dass welter ein Punkt yon .F.24 eine beiden Systemen wirklieh gemein- 
same Curve repr~sentirt, so oft ibm a]s einem Schnittpunkt der jene 
Systeme in S darstellenden Mannichfaltigkeiten auch ein gemeinsames 
Element der-transformir~en Mannichfaltigkeiten in 2: entspricht. 

Zu entscheiden, warm dies eintri~, hat aber nach dem Voraus- 
geschickten hinsichtlich der Zusammenstellung einer einfach ausge- 
dehnten Mannichfaltigkeit M s and einer vierfach ausgedehnten M 4 
keine Schwierigkeit mehr. 

Nehmen wit zuvSrderst an, die 8 Schnittpankte der Curve qte~ 0rd- 
hung M 1 and der Fl~iche /~,4 seien alle getrennt. Dann geht aus 
Satz Z des vorigen w unmittelbar hervor, dass yon der Zahl der 
Schniff4~nkte yon M t m i t  der .Manniehfaltigke~t lter Ordnung M4, 
welche yon einem beliebigen dieser Punkte P ab.sorbirt werden, dutch 
die Transformation T immer ~ verloren gehen, wenn M 4 die Fltiche 
F24 ~ mat enthiitt. 

Denn mSge zun~chst die Carve M 1 einfach dutch P hindurch- 
gehen, ohne mit M 4 dort eine Beriihrung zu haben, so dass nur 
(~l + e2) Schnittpankte yon M s und -~'4 in P fallen. Dann entspricht 
derselben in dem Systeme 2~ eine //4~-Manniehfaltigkeit, welche einen 
in Bezug auf [M4' ] nicht ausgezeiehneten gamn yon l'[ einfach ent- 
h~lf~ dolt abet nicht (e t + e2) , soadern nut (~ + e2) ~ ;~ Elemente 
mit M 4' gemein hat. Ebenso viele Schnittpunkte versehwinden abet, 
wenn M t and M 4 einander in P in irgend einem Grade bertihren; 
denn dies hat nut zur Folge, class ebenso viele Sctmit-~r~ume yon M 1" 
und M4" , die zuvor nicht auf 17 lagen, nun auf H zu liegen kommen, 
Ms die Zahl der in :P vereinigten Sehnittrpunkte yon M 1 and M 4 die 
Zahl (et + e2) fibers~eigt, t~eils in Folge dessen, class nun M t' dutch 
R~ume hSherer Multiplicit~t yon M 4" geht, thefts deshalb, weft nun Be- 
r~hrungen yon M~ and M 4" dort statffinden: in allen F~llen sind 1 
~emeinsame Elemente versehwunden. 
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Daran wird aber auch nichts ge~udert, wenn die ~ vereinzelten 
Schnittpunkte yon M~ und ~,4 zum Theil consecutiv werden, oder in 
mehrfache Punkte yon M l zusammenr~icken; so dass man unter allen 
Umst~nden nur l q - - 2 ~ ,  oder wenn man nach w 6 die Charakteristiken 
4" und q' einffihrt~ l q'-~-2'q Schnittpunkte erh~l~, welchen in dec 
Transformation T gemeinsame Elemente yon M t' und M 4" en~.spreehen; 
ein Resuli~t, das in der symmetrischen Form des Ausdrucks 2q ' -~2 'q  
eine Bes~tSgung finder, da man na~irlich yon M 1" und M 4" ausgehend 
zu dem n~mlichen Ergebniss gelangen muss. 

Hiermit ist der Satz yon C h a s l e s  bewiesen, und wit haben, um 
denselben in rein ~rn~r-geometrischer Form ausspreehen zu k5nnen, 
nur noch die entsprechende Bedeutung der CharakteristJken 2 und 2' 
des vieffach ausgedehnten Kegelschnittsystems zu ermitteln. 

Man erh~It dieselbe unmittelbar, wenn man im Sa~e 1 des 
vorigen w ~1 ~--2 und ~2 ~ 0 setzt, was offenbar der Fall ist, der ffir 
die Punkte yon /~'2 4 im Allgemeinen eintri~: es wird ~t gleieh der 
Zahl tier Kegelschnitte des vierfach ausgedehnten Systems, welche in 
einer Involution yon Strah|enpaaren, als einer Kegelschnittschaar mit 
den Charakteristiken q ~ 0, ~'-~-1 enthalten sind; wobei na~firlich 
vorausgesetzt wird, dass diese Involution keine ausgeze]ehnete Lage 
gegen das gegebene Kegelsehnittsystem besitzt.*) 

Dem C h a s l e s ' s c h e n  Satze l~sst sich hiernacb der folgende Aus- 
druck geben: 

,,Wenn yon den Kegelschnitten eines einfaeh ausgedehnten Systems 
q dne gegebene Gerade beri~hren, und q" dutch einen gegebenen Punkt 
gehen; und wenn yon den Curven eines vierfach ausgedehnten Ke~el~ 
schnittsystems ~. in einer gegebenen Involution yon Strahlenpaaren, 
und X' in einer gegebenen Involution yon Punkte~aaren liegen - -  dann 
g~bt es 

beh~n Systemen gemeinsame Kegelschnitte, oder, im beso~eren Falle, 
deren unendlich vide." 

9. 
Der erweit~rt~ Chasl~s'scho Satz and dio Halpl~n'scho Symbolik. 

Bat  man nicht ein vierfach ausgedehntes Kegelschnit~system mit 
einer einfaeh ansgedehu~en Kegelschnit~reihe, sondern fiinf vieffach 
ausgedehnte Systeme zum Durehsehnit~ zu bringe% so braucht man 

*) B~ der wirklicheu Bes~mmung tier Zahl ~ auf diesem Wege ist na~firlich zu 
beachten, da~s under den DoppeUiniea des vierfach ausgedelmten Systems, weleh~ 
e~wa in eine Doppellinie der Involution fallen, diejenigen und nat diejenigen 
mi~uz~hlen sind, welche sir auch aus den Sh~hlenpaa~en der I~volu~ion dutch 
Grenzfibergang ergeben. 
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nun nicht mehr neue Grenzbetrachtungeu anzustellen, d a e s  dureh 
einen einfachen~ schon yon Chas le  s (C. R. t. 58 p. 297) augewandten, 
in unserem Zusammenhange zul~ssigen Scbluss gelingt, diesen Fall auf 
den eben bebandelten zuriickzuffihren. 

Wir bedienen uns, indem wit die Chasles'scbe Betrachtung an dieser 
Stelle reproduciren, einer zuerst in ~ihnlichem Sinne yon Herrn H a l p h  en 
(Comptes Rendus t. 76 p. 1074 oder Bulletin de la SocigtA Mathgm. 
de France t 1. Annge 1872--73 p. 236) gebrauehten Schreibart, der- 
selben, die Herr S c h u b e r t  seinem ~Kalkiil der abziihlenden Geometrie" 
zu Grunde gelegt hat, und bezeichnen demnach die Zahl tier Curven, 
in welchen sich mehrere in den Dimensionen geeignet gew~ihlte Kegel- 
schnittsysteme schneiden~ dutch das Product der Symbole, die wir fiir 
diese Systeme gebrauchen ; wir bezeicbnen also, wenn L 1, L 2, . .  Z s 
ftinf beliebige einfach ausgedehn.te Kegelschnitte sind, dutch das 
Prodakt L 1 L 2 . .  L 5 die Zahl der ihnen wirklich gemeinsam an- 
gehSrenden Kegelschnitte; insbesoudere, wenn t~ und v vierfach aus- 
gedehnte Systeme sind," welche in 2~, beziiglich in S durch lineare 
Mannichfaltigkeiten repr~entirt werden, dutch ~s die Zahl der Curven, 
in welchen sich fiinf verschiedene Systeme yon der Art t z durch- 
dringeu u. s. w. 

Die fiinf Systemen ~ oder v gemeinsamen Carven kann man sofort 
angeben. Ihre Anzahlen sind die folgenden: 

I. 

Aus diesen Zahlen kann man aber leicbt mit Hilfe des C h a s l e s -  
sehen Satzes die Zabl der Curven finden, in welcben sicb ein beliebig 
gegebenes vierfach ausgedehntes Kegelschnittsystem L und vier Sy- 
sterne ~, v durehdringeu; man hat nur zu beriicksiehtlgen, dass die 
Chaxak~ristiken q, ~" eines einfach ausgedehnten Systemes Q als die 
Zahlen 

q ---- Q~ q'_-- q ~  

definirt sind. Setzt man hier fiir Q der l~eihe nach: t ~  /~3v~ ~2v2, 
~vs~ v4~ so erh~ilt man die Tabelle: 

]/. 
L ~  4 ---- X + 2 ; t '  
L,/z3V ~ 2Z -]- 4;t' 
L~3~, 2 - ~  4X -b 4;t' 
L v v  3 ----4~-b 2S" 
L~, 4 ----2;t--b ~. 

woraus die ebenfalts schon yon C h a s l e s  angegebenen Relationen: 

L ( 4 ~  + 4~* - -  3~*v~) ---- 0 .  
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Aus diesen Ausdrfieken+erh~lt man dutch Wiederhohng des oblgen 
Schlusses die Charakteristiken der einPach ausgedehn~en Systeme L~S~ 
L/~2v . . . ,  and durch erneute Anwendung des C h a s l e s ' s c h e n  Satzes 
die Tabelle 

IH. 

LIL2~ 2~' ~ 2itlit~ + 4(ittit2' + itl'it2) + 4itl"~" 
L I L 2 # v  ~ ---~ 4itlit2 "-[- 4(itt it2' "b itJ'it2) "-~ 2itl'it~' 
LtL2 v3 ---- 4itl~t~ -J- 2(itlit2' -]- it+'it2) "+" ~'l"it2', 

woraus die bekannte Identi~t 

L I Lo(2~ "~ -- 3~'~v + 3t~v ~ -- 2v 3) ~ 0 

folgt. So forffahrend erh~It man ferner dig Tafeln 

IV. 

L1L2L3~2 - -  itl~t2it3 --[- 2 .,~Zlit~it 3' --[- 4 2~tl ~ ' Z  ~' + 4it(it~'it 3' 

L~L~L~v ~ -~ 4 ~ , ~ t  a -~- 4 2~Z~ Z~it a" --}- 2 2L~+it~'it a' --~ itt'it~'Za" 

V. 

L t L~ L~ L 4 # ~ '~1 R2 ~tz Z4 ~1-- 2 ~ Z  1 ~2 its it4 ~' "~- 4 ~ i t l  Z2 it3 ~' ~4' 
+ 4 2:itt it~'it3"X 4" --[- 2 itx'~it~'~t4' 

.-~ 2 2:it~ Z~'it~'~ 4' + ~'Z~'~t3'it 4' 

VI. 
L~ L~ L~ L 4 L~ ~ Zl ~t~ it~ ~t 4 Z~ + 2 .,~,~ Z~ ~t~ Z 4 ~-s' ~ 4 2:Z~ ~t~ Z 3 ~t 4' ~t~' 

-[- 4 2~it~it2~ta'Z~'Z ~' + 2 ~it~ it~'it3'Z~'its" --~- itt'it~'it3'Z4"~' 

Die Schlussformel, die alle frtiheren einschliesst, ist der ge- 
suehte Ausdruck, welcher die Zahl der ftinf beliebigen Kegelschnitt,- 
systemen gemeinsamen Curven angiebt.  Er liefert z. B. die Zahl der 
Kegelschnitte einer Ebene, welche irgend ftinf gegebene Curven be- 
riihren, wean man it~ die Classe, it/' die Ordnang der i re~ Curve be- 
deuten l~sst - - w i e  sieh sofort aus der im vorigen w angegebenen 
Bestimmungsar~ der Charakt~ristiken it und it' ergiebt. 

Dem ]&zten husdmck hat Herr B a l p h e n  eiae bemerkenswerthe 
symbolische Form gegeben, deren Nothwendigkeit wix llnnmehr yon 
vornherein einsehen kSnnen. Man k a ~  na'mlieh, nachdem diese 
$ 'ormel  e i n m a l  a u f  a lgebra i schem Wege  abgelei te t  ist,  die 
~emerkung madwr~, dass dieselbe, da sie ~ur van den CharaMeristiken 
tier einzelnen Systeme abhiingt, dem t)rinci2 der ,,~rhaltung tier An- 
zahl" unterworfen ist, d. h. class sie denselben Werth, wie z,evor an- 
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ggot, wean man an Stelle der gegebenen ~ysteme beliebige and.ere ein- 
fiihrt, sobald diese nut  die niimlichen Charakteristiken haben. 

W~hlt man insbesondere reducibele Systeme, so dass das gegebene 
System Li  dutch die Systeme L ' ,  L[" . . . .  zusammengenommen 
vertreten wird, so erh~lt man nach dem Vorstehenden die Zahl der 
den Systemen L l . . .  L 5 gemeinsamen Curven, wenn man in Bezug 
auf jedes der Sys~me L,., Lk, . .  auf a]]e mSglichen" Arten je  eines 
der dieselben vertretenden Theilsysteme L/m), L ~ ( ' ) . . .  herausgreift, 
die Zahl der diesen Gruppen gemeinsam angehSrigen Curven bestimmt, 
und yon allen diesen Zahlea die Summe bildet. Dies wird aber nur 
anders ausgedr~ickt, wenn man sagt: ,,Man bride fiir jedes System die 
,,symbolische" Summe 

L ;  4- Z/" 4: L ; "  4- . . . . .  , 
multiplicire alle so entstandenen Summen mit einander, und ersetze 
nachher die Produete LI(~) L2(") . .  Ls(~) dutch die Zahl der Curven, 
welehe die Systeme Ljlm), L2(~') . .  Z~( ~ mit einander gemeia haben." 

Die einfaehste Art,  wie man ein System L durch elementare 
Systeme mit denselben Charakteristiken it uad it' ersetzen kann,  ist 
nun offenbar die, (lass man it Systeme ~ und it' Systeme v benutzt. 
Wit setzen also, mit Riicksicht auf Fragestellungen der vorliegenden Art: 

ein Ausdruck~ den wir mR Herrn H a 1 p h e n a l s  den ,, Modu/"  des 
Systems L bezeiehnen. 

Fiihr~ man diesen Ausdruck ein~ so erh~ilt mau stat~ der Formel 
VI die folgende: 

5 

L 1 L 2 L s L 4 L 5 ~ H ( ~ t d ~  4- it/v) 
1 

eine Formel, die~ wean man sie ausrechnet, d. h. wean man die Pro- 
duete tier ~ und v dutch die in Tafel I. angegebenen Zahlen ersetz~, 
wieder in den Ausdruck VI iibergeht. 

Ebenso kann man aber aueh jedes einfach ausgedehnte System 
dureh einen ,,Modul" erse~zen, d .h .  durch ein einfachstes zeffallendes 
Syst~m~ welches dieselben Charalr~eristiken hat: man kann unmit~elbar 

schreiben, wo ~ eine Involution yon Punktepaaren einer Oeraden, 
eiae Involution yon Strahlenpaaren eines P u n k . s  ist, mad erh~lt dana 
den Sa~z yon C h a s l e s  ausgedriick~ dutch die Formel: 

r.Q = (it~ + it'~) (a~ + ~'~) 
wo bei der Ausreclmung 

za se~zen ist. 
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10. 

Die Beweglichkeit dot LSsungen. Beispiel. 

Die F~lle, in welchen die Beweglichkeit der LSsungen des Cha- 
ralrterisfikenproblems eine Reduction erfahren kann, lassen sich mit 
Bilfe der oben eingeffihrten Par~meterdarstellung ieicht iiber~ehen. 

Beschr~nken wit uns auf den wichtigsten Fall, wo im Systeme S 
eine Curve M 1 mit einer vierfach ausgedehnten Mannichfaltigkeit .M 4 
zum Durchschnitt zu bringen ist. 

Dann ist ohne Weiteres einleuchtend, dass ein der Fl~iche E~ 4 
nicht benachbarter Punkt yon M1, welcher auf M 4 liegt, eine beweg- 
liche LSsung des Charakteristikenproblems darstellen muss, da man 
jeden Punk-~ des sen-~ren Gebietes der nlcht auf L 3 liegt, nnd jeden 
Punkt yon L ~, der nicht zu F24 benachbart ist, noch auf unendlich 
viele Arten durch eine der Collineationen, die L 3 in, sich transformiren~ 
in jeden anderen Punkt gteicher Art iiberffihren kann. Ebenso kann 
auch jeder Schnittpunkt, welcher einem Punkte P yon F24 benachbar~ 
ist, aber weder auf/~.24 noch auf L 3 liegt, dutch eine lineare Trans- 
formation bcseifi~ werden, da nicht alle Fortschreitungsrichtungen, 
die yon Punkten yon /~24 ausgehen, zu M 4 gehSren kSnnen; des- 
gleichen lassen sich alle wirklichen LSsungen entfernen, die durch 
Punk~e yon F24 absorbirt werden, welche als Elemente yon M 4 eine 
die Zahl ~t iibersteigende Multiplicit'~t besitzen. Derselbe ScMuss kann 
ferner gemacht werden, wenn die Curve M i in einem Punk~e iv yon 
F24 den Raum L 3 beriihrt, d. h. wenn sie, die etwa in 1 ~ ~ Punkte 
mit F~ 4 gemein hat, L a dort in mehr als 2~ Punkten trifle, M 4 aber 
den Raum L z nicht zugleich l~ngs der ganzea Fl~che ~,4 berfihrt. 

Tritt aber dieser letztere Umstand eln, enth'~lt also der Taugential- 
kegel yon J~f4 in einem beliebigen Punkte von F~ 4 den Tangential- 
kegel yon L 3 immer als Theil, und berfihrt gleichzeitig die Curve M 1 
den Raum L 3 in einem Punkte yon ~'24~ so ist wenigstens einer der 
daher riihrenden Schnittpunkte yon M 1 und M 4 auf keine Weise dutch 
lineare Transformation zu entfernen, da natfirlich bei jeder Trans- 
formation der Gruppe, welche L a in sich iiberfiihrt, die Tangential- 
kegel yon L 3 in den Punkten yon F24 in einander iibergehen. 

In diesem Falle, und in diesem allein, wird also eine Verringerung 
der Beweglichkeit der LSsungen eintreten. 

Einer Geraden des Systems S, welche L 3 in einem Punkte yon 
F:  4 berfihrt, en~sprich~ abet im System ~ ein /~41-B[ischel, welcher 
mit h a in einem Raume yon 0 4  einen Contact hat*), und beiden zu- 

*) Allgemeiner entspricht einem Curvenzweig, welcher in einem Punkte _P 
mit  F2 4 ~ Punlr~,  und mi~ L a ausser den hierdurch absorbirten 2z  Schnitt- 
punkten noch z' weitere gemein hat, im System 2~ eine ~t-Scha~,-,  welche mit %s 
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sammen entspricht im tern~ren Gebiet ein Bfische], oder, was in diesem 
Falle dasselbe ist, eine Sehaar yon einander vierpunktig bertihrenden 
Kegelschnitten, welche die dritte Kegelschnittausartung enth~ilt, die als 
Curve 2. Ordnung aufgefasst aus einer doppelt z~hlenden Geraden, 
und als ~urve 2. Classe aus einem doppelt z~hlenden, auf jener Geraden 
enthaltenen Punkt besteht. Wir kSnnen daher das letz~e Resultat 
geometrisch so ausdrficken: 

,,1)ie LSsungen des Chara~eristikenl~oblems sind dann und nut  
dann alle beweglich, wenn entweder das einfach ausgedehnte System 
keinen, oder das vierfach ausgedehnte System nicht jeden der ~ aus- 
gearteten Kegelschnitte der dritten Art  enthiilt." 

In den anderen F~llen treten in dem einfach ausgedehnten System 
unbewegliche LSsungen auf, deren Zahl in jedem einze]nen Falle 
durch eine besondere Untersuchung bestimmt werden muss, die z. B. 
so ausgefiihrt werden kafin, wie es Herr H a l p h e n  angegeben hat. 

Es hat dieses Auftreten unbeweglicher Curven ffir die wirkliche 
Auffindung der LSsungen des Charakteristikenproblems dieselben Er- 
leichtemngen im Gefolge, wetehe iiberhaupt in der Algebra durch den 
Umstand herbeigef'tthrt werden~ dass man yon einer aufzul5senden 
Gleiehung yon vorne herein weiss, dass dieselbe mit einer anderen 
Gleichung eine gewisse Anzahl gemeinschaftlieher Wurzeln besitzt. - -  

Wir woIlen nun zum Schluss die bisher in abstrae~o behandelten 
Verh~ltnisse an einem Beis2iele n~her ausfiihren, und die Gleiehungen 
wirklich aufstellen, yon deren AuflSsung die Auffindung der einigen 
einfaeh gebauten Kegelschnittsystemen wirklich gemeinsamen Curven 
abh~g~. 

Als vierfach ausgedehntes Kegelschnittsystem nehmen wit das- 
jenige, dessen Curven mit zwei lest gegebenen Punkten (oder all- 
gemeiner: Curven 2. Classe) x und y eine absolute Invariante haben, 
welehe zu der absoluten Invariante desselben Kegelsehnittes mit 
zwei gegeben vorliegenden Geraden u und v (die man auch durch 
Curven 2. Ordnung ersetzen kann) in einem constanten Verh~ilt- 
nisse steht; wir betrachten also, wenn a z ~  0 die Punktgleichung, 
u a 2 ~  0 die Liniengleichung eines und desselben Kegelschnittes ist, 
SO dass  

1 
aaa=C~a  ~ "-~ ~:~ �9 ~ a  2 : ~  O , 

das Kegelschnittsys~em, dessen Gleichung: 

z" R ~ m e ,  und mi~ A 3 u diesen consecutive R ~ m e  gemein hat. Die Zahlen u' 
und u decken sich mit  den Begriffen der .Ordnung" mad ,,Ctasse" des auage- 
arteten Kegelschnittes bei Halphem 
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oder, nach Beseitigung des Nenners: 

(1) ( a x a ~ )  2 . ur 2 . v~, 2 - -  c . a~  ~ . a~ 2 . ( u ~ , v , )  ~ = 0 

ist, also ein Kegelschnittsystem mit den Charakteristiken it ~ it' ~ 2. 
Dasselbe gehSrt im Allgemeinen nicht zu denjenigen, welche jeden 

ausgearteten Kegelschnitr der dritten Art en~halten, denn die Glei- 
chang (1) wird im Allgemeinen nlcht identisch erffillt, wenn man 
darin 

setzt. Dies tritt  aber ein, sobald c ~ 1, and wit haben daher in der 
Gleichung 

( 2 )  ( a x a ~ )  ~" �9 u ~ v ,  ~ - -  a 2 .  a~, 2 �9 (u,~v,~) ~ = O ,  

welche den besonderen Fall vorstellt, wo die absoluten Invarianten 
geradezu gleich stud, ein Beispiel eines jener ausgezeichneten Kegel- 
schnittsysteme, and zwar offenbar das einfachste yon alien, da it and 
Jr' ffir diese Systeme wenigstens den Werth 2 haben muss.*) 

Diese Systeme nun wollen wit mit einem Kegelsehnittbiischel and 
einigen ausgezeichneten Ausartungen desselben zum Durchschnitt 
bringen. 

Ein Kegelschnittbiischel wtrd dargesteUt dutch eine Gleichung 
yon der Form: 

(3) ata:~ 2 ~--- 0 

wo t e i n  binKrer Parameter ist, and, nach der gewShnlichen Ausdrucks- 
weise, erst Symbole a mit Symbolen a multiplicirt reelle Bedeutung 
erlangen. Die cubische Gleichung, yon welcher die Linienpaare des 
Biischels abh~ingen, ist 

At a ~ at t~/~t La a a ) ----- 0 

and hat die Discriminante/~ ~ (AA')~ wenn wir mit A,2 die Hesse'sche 
Covariante (AA')~AtAt ' yon At a bezeichnen. 

R ist im allgemeinen Falle yon Null verschieden, and yon der 
~ ' f  t \ 2  Liniengleichung des Kegelschnittes (3): a~a~ ( a a  u )  sondert sigh keiu 

bin~r-linearer Factor ab: man erhiilt dutch Substitution der Form (3) 
in die Gleichung (1) [oder (2)] eine irreducibele Gleichung 6 tr Grades 
ffir t: 

�9 �9 a t  t z t  ( . a  a v )  (4) ( ~ t a ~ a ~ ) 2  a t a * ' ( a a '  u )~  . . . .  

- -  c . a , a .  2 . a ,  a y  ~ . [ a t a /  ( a a ' u )  (aa'v)] ~ ~--- 0 

enksprechend dem Chasles'schen Satze, da die Charakteris~iken des 
allgemeinen Kegelschni~tbiischels q ~ 2, q'-~- 1 sin& 

*) Es is~ dieses Beispiel yon dem yon Herrn Halphen augegebenen nicht 
wesenflich verschieden. 

7" 



100 E. S~rDY. 

Bei einem Bfischel yon Kegelschnitten dagegen, welcher eine 
doppelt z~hlende Gerade enth~lt und zugleich eine Kegelsctmittschaar 
ist, haben wit q ~ 1, q ' ~  1; wlr kSnnen nach dem Chasles'schen 
Satze nut 4 wirkliche LSsungen erhalten, and es muss slch daher yon 
jener Gleichung 6 te~ Grades ein quadratischer Factor abscheiden (der 
die ]~un auf~ref~nden scheinbaren L5sungen angiebt). 

In der That haben wit in diesem Falle ~ ~ 0 anztmehmen, es 
wird At 2 ein Quadrat, gleich (At)2, und yon der Liniengleichung des 
KegelschniY~biischels muss sich der Factor At absondern~ so dass wit 

setzen kSnnen. ( A a ) a 2 ~ - - 0  wird nun die Gleichung der Doppellinie 
des Biischels, (Afl)ub 2 ~ - 0  die GIeichung des Punktepaares, welches 
jener Doppellinie als Curve 2. Classe zugeordnet is~. 

Fiihren wir diese Voraussetzungen in die Gleichung (4) ein, so 
erhalten wir 

(A,)~ [(u, azav)~ fltub ~ . p,vb ~ - -  c . a, ax 2 . u, av2(fltuavb) ~] = O, 

es scheidet sich also in der Thai der Factor (At)2 ab, und es bleibt 
nur noeh eine Gleichung 4 t~ Grades zur Bestimmung der beiden Sy- 
stemen wirklich gemeinsamen Curven aufzulSsen. 

Ein analoges Ergebniss erhalten wir, wean wir weiterhin die 
Annahme einfiihren, dass wir einen Biischel einander vierpunktig be- 
riihrender Curven vor uns haben. Es wird dann At2__----0, A, 3 eine 
drit~e Potenz, ~ (At) s, and es ist u, a t ( a d u )  ~ ~ A t .  7,uc 2 zu setzen. 
Es scheide~ sich jetzt der Factor A, ~ ab, and wit erhal~n wiederum 
eine Gleichtmg vierten Grades. Von dieser kSnnen wir aber jetzt, in 
dem Falle, w o e  ~ I~ eine Wurzel yon vorn herein angeben, denn es 
ist nun die Gleichung der Curve 2. Classe der Schaar: ( A T ) u r  O, 

welche der Doppellinie ( A a ) a ~  2 - -  0 des Biischels (1) entsprieht, ein 
Quadrat geworden~ A ist also eine Wurzel der Gleichung: 

(ata~av)~Ttu,  2 . 7tv~ 2 - -  a ta ,?  . atav~(Ttmvr ~ = 0 

and es bleibt nur noch eine Gleichung drit ten Crragzz aufzulSsen, welche 
allein die beweglichen Schnittcurven beider Systeme angiebL 

Sei endlich der Kegelschnittbfischel in eine Invo lu t ion  yon Strahlen- 
paaren ausgeartet~ Dann wird auch A2 ~_ O, und es is~ 

a, at" ( a a ' u )  ~ --~ C~ 2 . uS e 

zu sekzen, wo Ct ~ die bin~re Form 2. Ordnung is~, deren Nullpunkte 
die Doppelelemente tier Involution aageben~ und ~ den Scheitel des 
S~rahlenbfischels vorstellt, welchem die Linienpaare derselben angehSren. 

Dutch Einffihrang dieser Voraussetzungen in die Gleichung (4) 
erh~lt man je t~:  

( e t a )  ~ . , ~ [ ( ~ , a ~ a ~ )  ~ - c .  , , , a 2 .  ,~,a,~] = o.  
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Es bleibt also nut noch eine quadratische Gleiehung fiir t~ entsprechend 
dem Werthe 2 der Charakteristik X. Diese Gleichung reducirt sich, 
sobald c ~ l wird, ebenfalls auf C , : ~  0, da der Ausdruck in der 
Klammer, der von ~ ganz unabt~ngig ist, alsdann die Form 

(a~a~) ~ - -  a 2 .  a ~  

annimmt~ und daher ffir jede Dopp-ellini% aber nieht ffir jedes Linien- 
paar identiseh verschwindet. 

Das Kegelschnittsystem (2) hat also mit jeder Involution yon Punkte- 
paaren oder Strahlenpaaren nut  deren 1)oppele~mente gemein. 

iEs ist ersichtlich, dass eine Theorie, welche den Begriff tier eigent- 
lichen L6sung des Charakteristikenproblems yon der Beweglichkeit der- 
selben abh~ingig macht, den Charakteristiken )~ und iV eimes vierfach 
ausgedehnten Systems die einfache Deutu~g, welche dieselben hivr ge- 
funden haben, wenigstens allgemein n i ch t  geben kann, da die Involution 
yon Strahlen- und t)unktepaaren gerade soTzhe Systeme vo~ Kegel- 
schnitten sind, fiir welche, - -  soferne man sie iiberhaupt zulassen will 
-- der Chasles'sche Satz in der Auffassung jener Theorie "~ne allgemeine 
Geltung mehr hat. 

Le ipz ig ,  im Juli 1885. 


