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UBER DIE APPROXIMATION EINER STETIGEN FUNKTION
DURCH EINE GANZE RATIONALE FUNKTION.

Von Edmund Landau (Berlin).

Adunanza del 26 gennajo rgo8.

EiNLEITUNG.

Bekanntlich hat WEIERSTRASs *) zuerst den Satz bewiesen :
(d4). Wenn eine fir a L x b stetige reelle Funktion f(x) und eine positive Grosse
S gegeben ist, so gibt es eine ganze rationale Funktion G(x) derart, dass fir a L x Zb

) — G <8

WEIERSTRASS hat auch den entsprechenden Satz fir Funktionen mehrerer Varia-
beln bewiesen. Seitdem sind fiir diese Sitze eine Reihe anderer Beweise verdffentlicht
worden *). Ich werde in § 1 fir den Fall einer Variabeln und in § 2 fir den Fall
mehrerer Variabeln eine neue Beweisanordnung angeben, welche der urspriinglichen
WEeiersTRASS schen am dhnlichsten, aber in einem wesendichen Punkte einfacher ist.
Auf den von mir benutzten Diskontinuititsfaktor bin ich bei einem anderen, leichteren
Problem durch die kiirzlich veréffentlichte Korrespondenz von Hermite und Stiertjes %)
aufmerksam geworden. STIELTJES machte in einem Briefe vom 12. September 1893
eine kurze, jenen Faktor erwihnende Andeutung iiber den Beweis eines Satzes, welchen
Herr LercH *) schon vordem — ohne dass es StiertjEs bekannt war —aus dem

ist.

Yy Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkirlicher Functionen einer reellen Verdinderli-
chen {Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang
1885, S. 633-639, 789-8051; Uber die analytische Darstellbarkeit sogenanmier willkirlicher Functionen
reeller Argumente [Mathematische Werke, Bd. 11l (1903), S. 1-37]. Derjenige Teil der Arbeit, welcher
den Satz far mehrere Variable beweist, ist erst in den Werken (Bd. III) als N° 2 auf S. 27-37 gedruckt
worden.

?) Die genaveren Literaturangaben und eine vergleichende Darstellung dieser Beweise siehe in
Herrn BoreL’s Buch: Legons sur les fonctions de variables réelles et les développements en sérvies de poly-
nomes (Paris, 1905), S. 50-66.

3) Correspondance d’HERMITE et de Stievtjes, Bd. II (Paris, 1905), S. 337-339.

4) O hlavni vété theorie funkct vytvotujicich [Rozpravy Zeské Akademie cisate Frantika Josefa pro
védy, slovesnost a uméni v Praze, I. KL, Bd. I (1892), No. 33, S. 1-7], S. 6-7. Herr LERCH hat seine
damalige Untersuchung in der Arbeit wiederaufgenommen und fortgesetzt: Sur un point de la théorie
des fonctions génératrices d’ABEL (Acta Mathematica, Bd. XXVII (1503), S. 339-351].
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WEIERSTRASS'schen gefolgert hatte ®); im § 3 werde ich in Stierrjes’ Sinn diesen di-
rekten Beweis genauer ausfiihren.

§ 1.

Es sei f(x) eine fir 2 2 x 2~ b definierte reelle stetige Funktion und 3> o. Der
WEeIERSTRASS’sche Satz sagt aus: Es gibt eine ganze rationale Funktion G(x) derart,
dass fir aZLx Lb
i(slt) o f(x) — G <3

Beim Beweise darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden,
dass o <<a< h<1 ist ©). Ferner darf angenommen werden, dass f(x) fir o £LxZ£1
definiert und stetig ist 7).

Ich behaupte, dass alsdann fir @ £ x £ b bei ganzzahligem *), ins Unendliche
wachsendem 7 die Gleichung

o IO — @) de
= 2‘/:(1 — uw)'du
besteht und dass der Ausdruck
S (x — G—=y)'dz

2fx(x — w)'du
sich im Intervall a £ x £ b gleichmii:sig fir # = oo dem Grenzwert f(x) nihert.

Damit ist dann offenbar der WEIERsTRAsS’sche Satz bewiesen. Denn fur festes n
ist der Ausdruck (3) eine ganze rationale Funktion von x, da der Integrand eine ganze

©) =f(x)

(3)

rationale Funktion von x mit stetigen Funktionen von 7z als Koeffizienten ist 9); fiir
jedes hinreichend grosse = erfiillt also die durch (3) definierte Funktion G(x) die Re-
lation (1).

Ich beweise nun folgendermassen die Gleichung (2) und zwar, wie erforderlich,
ihre gleichmissige Giltigkeit fiir a £ x £ b.

5) Ubrigens war STIELTJES nicht zu den schénen Anwendungen gelangt, welche Herr LErcu
von diesem Satze gemacht hat.

6) Deon durch eine Substitution
x= A+ By
lasst sich dies stets erreichen.

7) Denn man kann ja f(x) = f(a) fir o Lx<a und f(x) = f(b) fur b<{x L 1 definieren.

8) Ein Blick auf den folgenden Beweis zeigt, dass auch das stetig ins Unendliche wachsende =
diese Eigenschaften hat; doch brauche ich das nicht.

9) Bei dem WEIERSTRASS'schen Beweise seines Satzes war der Integrand fir jeden Wert des
Parameters eine ganze transzendente Funktion von x, und es bedurfte einiger besonderer Uberlegungen,
um festzustellen, dass das Integral eine ganze transzendente Funktion von x ist (welche alsdana durch
eine ganze rationale Funktion approximiert wird).
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Es ist ) fur n 1

’ Y du V—!:—I—uznd N 1/‘: I "d I 1 \*
@ [a—wres [T a—wydes [ (1= Yo (1)
und, wenn o < e <1 ist,

‘/“(I —u?)du éfx(l — ) du < (1— &%),
also in Verbinduhg mit (4)
fl(I —u'Y'du

<ro— (=) )

Man wihle nun g so, dass fir o Lx 1
(6) FEN<Lg
Ist.

8> o sei eine beliebig gegebene positive Grdsse. Zu beweisen ist: Es existiert ein
von x unabhingiges v —=v(9) derart, dass fir ¢ L x £ b und alle n X\ v

ST —G—xy)dz

T — f(x )
2] (1 —uw)ydu f=) <

@

ist ).
Man wihle, was wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f(x) fir o L x L1

moglich ist, ein positives ¢ = ¢(3) so, dass
o<la—e<lb+e<1
oLx L1, oL x L1, [x— x| Le

ist und dass fir

die Beziehung 3

® 1) — FE <=

besteht. Dann ist fir a L x £ b
o<l{x—e<x-+¢e<1,

19) Die bekannten Tatsachen, dass

I
f(r—-u’)"du: 24 ...2n
o}

3.5 ... 2n+41)
und
1
im¥r [ (1 —wydu=""
N=00 o 2

ist, gebrauche ich nicht.
1y Ubrigens wirde es far meinen Zweck geniigen, zu konstatieren, dass (7) fur ein n = n(3)
erfallt ist.
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also
I= / FR(r—x—=))"dx
= [T Vit | (Yt [ Q)&
(9) =LAt

Hierin ist nach (6) zunichst
@) 12 [Te(—@—)di=g [ G—wrde<g [ —wyiu
(0 é/ g(1— (xR — %) )dy :gf (1 — wydu <gf (1 — wydu.

Ferner ist

L—2f() [ (G —wydu
:./:Ef@(l — R —xy)"dz — 2f(x) f:(l — WY du — 2f(x)/j(1 Wy
:,/:f(x + w0 —w)du —f(x) :(1 — wydu — 2f(x)./;x(1 Wy du
= [ et D —r@) @ — s — i) [ = wyan

also mit Ricksicht auf (6) und (8)
|I—2f(x)‘/ (1 — w)dd] < [e(l—u)du 2gf(1—u)du
:af(l_u)du+zgf(1-—u)du

(12) <3/ (1 —wYydu -+ 2g/ (1 —w)du
Aus (9), (10), (11) und (12) folgt
lz_ zf(x)j (- — wydul £ |L]+ 1| + lfz—-zf(x)f (1 — wydu

<g[(1 —u2)"du+g[(1 —u’)”du—-}—Sl/:(I —uz)"du—{—zgf:(i — W) du
= 3[(1 —u’)"du—}—z;gfs‘(l — wYyds,
f (1 —uw*ydu

f (1 — u) du J (1 —u)du .
Die rechte Seite von (13) ist von x unabhingig und nach (5) ist fir alle nX\v(?)
ihr zweites Glied << —;— , also

|
lz‘f:(x — u'Y'du

womit (7), also (2) gleichmissig, also der WEIERSTRASS’sche Satz (4) bewiesen ist.

(13) —f()< + 2¢

<3,

— )
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WEIERSTRASS legte seiem Beweise die Identitit zu Grunde:
im—— ) ) du = f(x),
k=0 ~1/‘7‘&' 8

in der f(x) eine fiir jedes reelle ~ definierte; reelle und stetige Funktion bezeichnet,
deren absoluter Betrag eine endliche obere Grenze hat, und in der % eine positive
Grosse ist. WEIERSTRASS betonte ausdriicklich, dass diese Identitit **) bekannt war;
neu war, dass sie den « WEIERSTRASS'schen Satz » (4) liefert.

Ebenso ist die von miir berutzte Identitit

. [ @G —G—#y) iz
= 2~ wyds

nicht neu; z. B. entwickelt StieLTjES in seinem Briefe an HermiTE vom 27. November

(2)

= f(x)

1891 ’3) im Anschluss an LapLace eine Formel, welche sie als ganz speziellen Fall
enthilt. ‘Dagegen ist mir in der Literatur nicht die Bemerkung begegnet, dass (2) fiir
a L x Lb woo<a<b< 1 ist, gleichmissig gilt und infolgedessen zum Beweise
des WEIERSTRASS’schen Satzes benutzt werden kann. Diese Tatsache hervorzuheben
und in einer fir Vorlesungszwecke handlichen Form darzustelln war der Zweck

des § 1.
§ 2.

Dieselbe Methode gestattet, den WEeIERSTRASS’schen Satz fiir Funktionen mehrerer
Variabeln zu beweisen, d.h. den Satz:

(B). Die reelle Funktion f(x,, ..., x,) sei fir a, Zx, b, ..., 2, Lx, L0,
stetig. Dann gibt es nach Annahme einer positiven Grisse d eine ganze rationale Funktion
G(x,y -, x,) derart, dass fir a, £ x, Z b, ..., apéxpébp

fley ooy %) — Glx,y oy 2] <8

Zum Beweise ist es hinreichend nachzuweisen: Es gibt eine ganze rationale Funktion
von X,

(14) (—Pm(‘fz7 Sty xp)x’iﬁ_!— e +(Px(xz7 ey xp)xx +?o(xz’ AR xp)7

deren Koeflizienten fir o, 2 x, L5, ..., 4, L%, L b, definierte stetige reelle
Funktionen von x,, ..., x, sind, derart, dass fir

(15) 8, Lx, Lb, ..., a4 2% 2b
(16) R P X SO, B3

1st.

123y Er stellt ibr eine Klasse analoger Idehtititen zur Seite.
13) Vergl. S. 185-186 des in Anm. 3) zitierten Bandes.
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ist; denn die wiederholte Anwendung dieser Reduktion gestattet, die gegebene Funktion
durch eine ganze rationale Funktion von x,, x,, ..., x, zu approximieren.

Ferner darf ich annehmen, dass 0 <{a, <(b, <1 ist und dass f(x,, ..., x))
fur
(17) Oéx!él, azéxzébz)"'7apéxpébp
definiert, reell und stetig ist.

Ich setze

I= ff((, Xyy ooy xp)(I — ({—xx)’)"d(
und werde nachweisen, dass im Gebiete (15) fir n N\ v ="v(9)
I

I
‘2] (1 —w)'du
o
ist; damit wird offenbar (16), also der WEiersTRASS'sche Satz (B) bewiesen sein, da
bei festem n=o, 1, 2, ...

(18) _f(xxa ) xp) <8

I
zfot(l — uw)'du

von der Gestalt (14) ist.
g sei so gewihlt, dass im Gebiete (17)

(19) If(xx7 Xyz oo xp)l'ég
ist. Ein positives &==¢(8) sei, was wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von
f(x,,x,, ..., x,) im Gebiete (17) méglich ist, so gewihlt, dass

o<la —e<lb +eL1

ist und dass fiir
oLx L,oLx Ly, |x, —x|Le,a, Lx, Lb,...,a, Lx, b
, 3
|f(xx7 Xyy »oey x_c>—f<xx7 Xy9 ooy xp)l<—2—

ist.
Dann ist fir a, L x, L b,

o<xx-—a<xx+8<17
I=_/‘x!_sf((a Xyy oy %) (I —(Z—xl)z)nd("l' xﬁef(?) Xyy e Xp) (I —(Z—x’)z)"d(

% —€

[ @ 5y s 1) (1 — =)

xy+E

=Ix +Iz+I3‘
Hierin ist nach (19)

Lz [e(—a—xy)ar<e [T —wyds
Lz [ e(—@—=y)dz<e [ G—wyis

xy+8
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L—2f(s, %5y %) [ (Y du= x:}((’ %,y 1) 1—(2—5,) )z

—af(x, 7y %) f (=Y du—af(x,, %,y 5) f (1—uydu

= [ (bt 2y 2 o 2y 2O di3fC, 22 %) [ Yt
‘12-_ 21 (., X,y s xp)/c: (1— wy du| < sfo (r — u?Y'du+ ng'(x — wydu.

Also ist

1]—2f(xx, %,y e xp)/o“(l — @y du

<{[o—wmwu+4g[u~wrw,

I f (1 —u*)du
2fx(1—u’)"du f(I——u)du
was fiir 7\ v(9) kleiner als 3 ist. Damit ist (18), also der allgemeine WEIERSTRASS’sChe
Satz (B) bewiesen.

—f(xx’ xz? ) < + g

§ 3

Herr LercH hat aus dem WEIERSTRASS’schen Satze (4) die Folgerung gezogen und
von ihr wichtige Anwendungen gemacht:

(C). Eine fir ™) o L x L 1 stetige reelle Funktion y (x) erfille fir alle ganz-
zahligen v X\ o die Gleichung

(20) /f!x"x(x)dx = o.

/o
1 (x) =o.
Herr LercH bewies *°) dies so: Wire y (x) nicht identisch o, so wire

JAAGEESRS
also eine Zahl 3 so wihlbar, dass
f (x (%)) dx

(21)
fuwwx

ist. Eine ganze rationale Funktion G(x) werde nun so gewihlt, dass fir o L x L1
() — G <3
x(®) = G(x) + %3,

Dann ist identisch

ist, d. h.

14) Natiirlich ist es keine Einschrinkung der Allgemeinheit, das Intervall (a ... b) gleich (o0... 1)
anzunehmen, was im § 3 geschieht.
I5) Vergl. die in Anm. 4) zitierten Abhandlungen, S. 6-7 bezw. S. 346-347.
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wo

Bl=@) <1
ist. Die Voraussetzung (20) heisst, modern ausgedriickt: y(x) ist zu x* fur jedes
v=o0, I, 2, ... orthogonal. y(x) ist also zu jeder ganzen rationalen Funktion ortho-

gonal ; speziell ist

[ 1@ 6@dz=o,

also

fox ( () dx = [IX(x)(G(x)+38)dx
— Sllx(x):dxés‘/ollx(x)uir{dx <3fol!x(x)ldx,

(1 () dx
LSX(_))__ < 3,
INAGLEE
was der Relation (21) widerspricht.

StierTjEs ') deutet nun einen direkteren Beweis des Satzes (C) an, indem er
darauf aufmerksam macht, dass '7), wenn & eine Zahl zwischen o und 1 ist und

1@ >o

ist, das Integral

(22) ./O“(I — (x — E)’)"x(x)dx

fur hinreichend grosse ganzzahlige n positiv ist, wihrend es nach (20) o sein miisste.
Streng durchgefithrt lautet dieser StievTjEs’sche Beweis des Satzes (C) etwa folgen-
dermassen.

Wire nicht identisch
x(x) = o,

so gibe es eine positive Zahl p und ein Intervall (§ — ¢ ... £ 4 <) derart, dass
o<l —e L4

und fiir £ —e Lx LEF¢
1(x) > p

ist. Es sei g > o so gewihlt, dass fir o L x L1
x(@>—¢

16) Vergl. die in Anm. 3) zitierte Stelle.
17y Ich indere die Bezeichnungen der Einheitlichkeit wegen.
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ist. Dann ist

/; l(1—(x—E)z)ﬂ)(.(x)dx
R N R (O e Y (e PO
[} £Ee Etve N
E—e E-re 1
>—g [ (1 —ydets fa (i) g fs ey
>—2g(1—*)"}-2p f (1—u*Y'du
>—2g(1—s’)"—|—zp‘/t:l(1—u’)”du—2p‘/:x(1—u’)"du

Vu
>2p f (1—u*Y'du—2g(1—¢")"—2p(1—2")"

I

(23) >ap (1= ) — G+ 2n0 = oy

n

Die rechte Seite von (23) ist fiir hinreichend grosses # positiv; also wire bei passender
Wahl einer ganzern positiven Zahl #

fo' (1 — (x — EY) 1. ()dx> o,

wihrend das Integral (22) nach Voraussetzung o ist.

Ubrigens hat kurzlich Herr PrracmEN **) einen einfachen Beweis von (C) ange-
geben, welcher auch den WEeiErsTRASS’schen Satz nicht benutzt, sondern sich auf einen
—von Herrn von Kocr bei anderen Untersuchungen eingefithrten — transzendenten
Diskontinuititsfaktor stiitzt; doch ist die Anwendung des StIELT]ES'schen rationalen
Diskontinuititsfaktors noch einfacher als jene Beweisanordnung.

StieLTJES gab a.a. O. ™) noch einen anderen, viel transzendenteren Beweis von
(C) an, welcher sich auf einen Satz HermiTe’s aus der Theorie der Funktdonen kom-
plexen Argumentes stiitzt.

Berlin, den 11. Januar 1908.

Epmunp Lanpavu.

18) Sur une extension d'un théoréme classique de la théorie des fomctions [Acta Mathematica,
Bd. XXVIII (1904), S. 351-368], S. 361-363.
19) Vergl. die in Anm. 3) zitierte Stelle,

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXV (1° sem. 1908), — Stampato il 25 febbrajo 1g08. +“



