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UBER DIE APPROXIMATION EINER STETIGEN FUNKTION 
DURCH EINE GANZE RATIONALE FUNKTION. 

Von Edmund Landau (Berlin). 

Adunanza del :*6 gennajo t9o8. 

E I N L E I T U N G .  

Bekanntlich hat WEIERSTRASS x) zue r s t  den Satz bewiesen: 
(d).  Wenn eine fiir a / x  Z b  stetige reelle Funktion f ( x )  und due positive Grbsse 

8 gegeben ist, so gibt es eine gan~e rationale Funktion G(x) derart, dass fiir a L x ~ b 

F ( x ) -  G( )I < 
ist. 

WEIERSTRASS hat auch den entsprechenden Satz ffir Funkfionen mehrerer Varia- 
beln bewiesen. Seitdem sind f~r diese SStze due Reihe anderer Beweise ver6ffentlicht 
worden ~). Ich werde in ~ I f~r den Fall einer Variabeln und in ~ 2 ffir den Fall 
mehrerer Variabein eine neue Beweisanordnung angeben, welche der ursprfinglichen 
WEI~RSTRaSS'schen am ~ihnlichsten, abet in einem wesentlichen Punkte einfacher ist. 
Auk" den yon mir ~oenutzten Diskontinuit~itsfaktor bin ich bei einem anderen, leichteren 
Problem durch die kfirzlich ver6ffentiichte Korrespondenz yon HERMITF. und STIEr.TJES a) 
aufmerksam geworden. STIELTJES machte in einem Bries vom i2. September 1893 
eine kurze, jenen Faktor erwShnende Andeutung fiber den Beweis eines Satzes, welchen 
Herr LERCrt r schon vordem--ohne  dass es STIELTJES bekannt w a r ~ a u s  dem 

I) Ober die analytische Darstellbarkeit sogenannter willk~rlicber Functionen einer reellen Ver~nderli- 
chen [Sitzungsberichte der K6niglich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 
I885, S. 633-639, 789-805]; Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willk~rlicber Functionen 
reeller Argumente [Mathematische H/erke, Bd. III (I9O3) , S. 1-37]. Derjenige Teil der Arbelt, welcher 
den Satz f~r mehrere VariabIe beweist, ist erst in den Werken (Bd. III) aIs N ~ 2 aufS. 27-37 gedruckt 
worden. 

~) Die genaueren Literaturangaben und eine vergleichende DarsteUung dieser Beweise siehe in 
Herrn BOREL'S Buch : Lefons sur les fonctions de variables r~elles et les d~veloppements en s~ries de poly- 
nomes (Paris, r9o5) , S. 50-66. 

a) Correspondance d'HERmTE et de S'rlELTjES, Bd. II (Paris, r9o5) , S. 337-339- 
4) O blavnt v~t~ theorie funkct vytvo~'u]iclcb [Rozpravy ~esk~ &kademie c/sa~e Franfigka Josefa pro 

v~dy, slovesnost a um~nf v Praze, II. KI., Bd. I (I892), No. 33, S. I-7] , S. 6- 7. Herr LERcra hat seine 
damalige Untersuchung in der Arbeit wiederaufgenommen und fortgesetzt: Sur un point de la th~orie 

des fomtions gln*Sratrices d'ABEL [Acta Mathematica, Bd. XXVlI (~9o3), s. 339-35x]. 

R*nd. Circ. Mat*re. ~al~r~o, t. XXV ( l  o sere. t9o8 ). - -S tampa to  il 4 febbrajo x9o8. 43 



338 E D M U N D  L A l q  D A U .  

WEIERSTRASS'schen gefolgert hatte ~); im w 3 werde ich in STIELTJES' Sinn diesen di- 
rekten Beweis genauer ausffihren. 

S I .  

Es sei f(x) eine f~r a L x L b definierte reelle stetige Funktion und 8 >  o. Der 
WElsSSTaXss'sche Satz sagt aus: Es gibt eine ganze rationale Funktion G ( x )  derart, 
dass ftir a L x L b  
O) V(~) -- G(')I < ~ 
ist. 

Beim Beweise daft ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit angenommen werden, 
dass o ~ a  ~ b ~ I ist 6). Ferner darf angenommen werden, dass f(x) ffir o / x L  I 
definiert und stetig ist 7). 

Ich behaupte, dass alsdann ffir a / x / / 7  bei ganzzahligem s), ins Unendliche 

wachsendean n die Gleichung 

(2) ---f(x) 
f ' (  ) " - =  2 I - -  U 2 " d g  

besteht und dass der Ausdruck 

(3) 

sich im Intervall a L x / b  gleichmlissig ffir n = 00 dem Grenzwert f(x) niihert. 
Damit ist dana offenbar der WEIERSTRASS'sche Satz bewiesen. Denn ftir festes n 

ist der Ausdruck (3) eine ganze rationale Funktion yon x, da der Integrand eine ganze 
rationale Funktion von x mit stetigen Funkfionen yon Z als Koef[izientea ist 9); ftir 
jedes hinreichend grosse n erffillt also die dutch (3) definierte Funktion G(x) die Re- 
lation (I).  

Ich beweise nun folgeadermassen die Gleichung (2) und zwar, wie erforderlich, 
ih.re gleichmlissige Giltigkeit ffir a / x L b. 

S) 0brigens w a r  STIELTJES nicht zu den sch6nen Anwendungen gelangt, welche Herr LERca 

yon diesem Satze gemacht hat. 

o) Detm durch eine Substitution 
x = A + B y  

Lisst sich dies stets erreichen. 
7) Denn man katm ja f (x)=f(a) ff~r oL~x~,* und f(x)=f(b) ('fir b<xL_Lz definieren. 

a) Ein Blick auf den folgenden Beweis zeigt, dass auch das stetig ins Unendliche wachsende n 

diese Eigenschaften hat; doch brauche ich das nicht. 
~) Bei dem WEIZRSTRASS'schen Beweise seines Satzes war der Integrand f~r jeden Welt  des 

Parameters eine ganze trmaszendente Funktion yon x, and es bedurfte einiger besonderer Oberlegungen, 

um festzusteUen, dass das Integral eine gauze transzendente Fanktion von x ist (welche alsdanu dutch 

eine gauze rationale Funkfion approtimlert wird). 



OBER DIE APPROXIMATION EINER STETIGEN FUNKTION D U R C H  EINE GANZE~ ETC. 339 

Es ist ,o) f~r n ~ I 

-- --~o x 

und, w e n n  o < ~  < I ist, 

f f (~ - -  . ' ) o d .  _L 0 - -  e y d .  < (~ - -  e ? ,  

also in Verbindutlg mit (4 )  

f ' ( I  - -  . ')" d .  ( < f~-(~ - -  e)- ~ 
n 

fo' 0 -- . ')" a,, 

O) l i r a .  ~ "]''(~ - . , ) " a ~  = o 

" : ~  jo' 0 - -  ~')-a~ 
Man w~ihle nun  g so, dass for  o . ~  x ~ I 

(6)  V(x)[ __L g 
1st. 

n n 

~ o sei eine beliebig gegebene positive Gr6sse. Zu beweisen ist: Es existiert ein 

yon x unabh~ingiges v = ~ (~) derart, dass for  a L x L b und akle n ~ 

(7) f(x) 

ist "'). 
Man w~hle, was wegen der vorausgesetzten Stetigkeit yon f(x) for  o L x ~ I 

m6glich ist, ein 'posifives ~ - - ~ ( ~ )  so, dass 

o < a - - , < b + , < i  
ist und dass s 

o L x L I ,  o L x ' L I ,  
die Beziehung 

(8) If (x)  - -  f (x ' ) l  < - -  
2 

besteht. Dann ist ffir a L x L b 

o < x - - , < x + , < I ,  

~o) Die bekannten Tatsachen, dass 

fo ' ( i  _ 2 . 4  . . .  = n  u~)n ~ u 
3.5 .- .  (2n--}- I) 

tmd 

lim ( I  - -  u2) n d u = ~ 
t t ~ o  2 

ist, gebrauche ich nicht. 
xx) Ubrigens w0rde es ~r  meinen Zweck genfigen, zu konstatieren, dass (7) ffir ein n = n(~) 

erffillt ist. 
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a[so 

jo?(:)((:-)) a: I - =  1_ x 2 "  

= i?(~>(:-~-<,:+s163 
(9) = I,+z2+,~. 

Hierin ist nach (6) zun~ichst 

(:o7 II, i / g(:  - -  ( : - -  x)= "dz = g : - - u = y d u < g  : - - u ' y c l u ,  

( : : )  II~l~ . g ( : - - ( z - - ~ ) ' ) " g < = g . , ,  O - - u g " d u < . g  (: --  ~,9"du. 
Ferner ist 

)fo~( 
I= - -  2 f ( x  I - -  u~)" d u 

- -  (:--(:--x))dz--2f(x) ( : - - u ' - ) " d u - - 2 f ( x )  ( : - - u ' ) " d u  

17 J_? / = (x + . ) ( :  - -  ~, ' )~ - f ( x )  : - . 9 " d .  - -  2 f ( x )  (: - . ' ) " e ~  

f / = q ( x . +  ~ ) - / ( x ) ) ( :  - - : ' ) " a . -  2f(.~) (: - .')"a., 

atso mk Racksicht a~  (6) und (8) 

i " '  a f_[ u=) " f ' ( 1  u~)"d 

/"( f - -  ~ : - -  u*)"du + 2g (I "---- u*)"du 
~ o  

(:9 < a 0 -- ~')"a. + ~g (: - -  .')"d., 
.io 

Aus (9), 0o),  ( : : )  und (:2) s 

'-"<~'>Jo ~: -">'~" ~-'*,' + '~' + I" -"<~1> f.'(~- "> ~'i 
I" J.' fo' f. < g  (: - -  u') 'du--~-g (: u')"du + 8 (: u')"du-J-- 2g - -  

/ f = ~  ( : - - - T e - + 4 g  ( : - - ' Y ~ . ,  

(:3) I - - / ( x )  < y +  ~ g j ] ( :  ~)-a 

2 f [ ( :  - ~)"d~ --  ,, 

Die rechte Seite von (13) ist yon x unabh~ingig und nach (5) ist for alle n~.v(8) 
o also ihr zweites Glied ~ - 7  

I 

womk (7), also (2) gleichmissig, also der WEI~.RSTmtSS'sche Sate (A t bewiesen ist. 
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WE, IERSTRASS legte seinem Beweise die Identit~it zu Grunde: 

lim f (u )  e- ;-I d u .= f (x ) ,  

in der f ( x )  eine (fir jedes reelle x definierte~ reelle und stetige Funkfion bezeichnet~ 
deren absoluter Betrag eine endliche obere Grenze hat, und in der k eine positive 
Gr6sse ist. WmERSTRASS betonte ausdrficklich, dass diese Idenfit~it *~) bekannt war; 
neu war, dass sie den cc WEIERSTRASS'SChen Satz,  (A) liefert. 

Ebenso ist die yon mir beflutzte Identit~it 

(2) Jim i ' f ( < )  (I - -  (Z - -  x ) : ) n / l ( . , f ( x )  

f ' (  "W 
nicht neu; z.B. entwickelt STtELTJES in seinem Bries an HERmTE vom 2 7. November 
I891 '*) im Anschluss an LAPLACE eine Formel, weiche sie ais ganz spezielien Fail 
enth~flt. Dagegen ist mir in der Literatur nicht die Bemerkung begegnet, dass (2) f~r 
a / / x  L b, w o o  ~ a ~ b ~ i i s t ,  gleichmiissig gilt und infolgedessen zum Beweise 
des WEIERSTRASS'schen Satzes benutzt werden kann. Diese Tatsache hervorzuheben 
und in einer ffir Vorlesungszwecke handiichen Form darzustellen war der Zweck 
des ~ I. 

2. 

Dieselbe Methode gestattet, den WEIERSTRASS'schen Satz for Funkfionen mehrerer 
Variabeln zu beweisen, d.h. den Satz: 

(B). Die reeUe Funktion f ( x  , . . . ,  x~) sei far a, ~ x ~  ~ b ,  . . . ,  a ~ x p ~  bp 
stetig. Dann glbt es nach Annahme einer positiven GrOsse 8 eine ganze rationale Funktion 
G ( x ,  . . .  , xp) derart, dass far a t ~/ x i . . / b ,  . , .  , ap . / x p  ~ bp 

If(x,, . . . ,  xo ) - -  G(x , . . . ,  xp) L < 
ist. 

Zum Beweise ist es hinreichend nachzuweisen: Es gibt eine ganze rationale Funktion 
von x x 

0 4 )  ~m(Z, �9 . - ,  xp)x~" + . . .  + ~,(x~, . , . ,  xp)x + Vo(X2, . . .  ~ ~p), 

deren Koeffizienten ffir ai L / x2 / b~, . . .  , ap ~ x ~ / "  b 0 definierte stefige reeUe 
Funktionen yon x,,  . . . ,  x0 sind, deran, dass ffir 

(I5) a z" x, ~ b ,  . . . ,  a o.7" x~ ~. bp 

(I6) ~(X , ... , Xp)-- 2'%(X'' ..., Xp) Xl.I < 
l,~-a 

x2) Er stelk ihr eine Klasse analoger Ideiatitaten zur Seite. 
~a) Vergl. S. I8~-I86 des in Anm. a) zitierten Bandes. 
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ist; denn die wiederholte Anwendung dieser Reduktion gestattet, die gegebene Funktion 
dutch eine ganze rationale Funktion yon x ,  x 2, . . . ,  xe zu approximieren. 

Ferner daft ich annehmen, class o ( a .~ b ( I i s t  und dass f ( x ,  . . .  , xe) 
for 
(17) o . /  x I x ,  a=. /  x . /  b , . . . ,  ae / x e /  b P 

definiert, reeU und stetig ist. 
Ich setze 

i z =  f(~, x ,  . . . ,  x e ) ( 1 - ( ~ - x y ) " e ~  

und werde nachweisen, dass im Gebiete (IS) s n ~ ~ = ~ (~) 

(18) ' ( I  - -  u~)"du - - f ( x ~ ,  x, ,  . . . ,  xo) < 

ist; damit wird offenbar (I6), also der WEmRST~ASS'sche Satz (B) bewiesen sein, da 
bei festem n - - o ,  !, 2, . . .  

I 

2 I - -  u~)"du 

yon der Gestalt (14) ist. 
g sei so gew~ihlt, dass im Gebiete (17) 

(19) ]f(x~, x,,  . . . ,  xe)].~/g 

ist. Ein positives * - - * ( ~ )  sei, was wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von 
f ( x ,  x~, . . . ,  x o ) i m  Gebiete (17) m6glich ist, so gew~hlt, dass 

o < a - - ~ < b . + ~ < I  
ist und dass ftir 

o / x  / ~ I ,  o ~ x ; ~ I ,  Ix - - x : [ ~ e ,  a . / x x / b ,  . . . ,  a e . / x e ~ b  e 
8 

I f (x , ,  x, ,  . . . ,  x ~ ) - - f ( x ' , ,  x~, . . . ,  xe) t < T 

ist. 
Dann ist ftir a, ~ x ~ b 

o < x , - - ~  < x .  + ~  < I, 

=I.+I2+I, .  
Hierin ist nach (19) 

11,1 _L "-,+[g (1 - (~ : -  ,~ )')" d~: < g / '  (1 - . ' ) " , . ,  
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( s )( ) I ~ - - 2 f ( x ,  G , ' " ,  xe) (I--U=) "du--  Z, x=,..., x o I--(Z--x,)  = "da~ 
�9 x l - - g  

, fo'  , D - ' >  - - 2 f ( x  , G ' " "  xo I - -u*)"du--2 f (x  , x , . . . ,  x 0 

' . .  ( I - - . ~ ) " d . ,  = x + u ,  G , . " ,  xp)--C(G,  x=, , x o I - -U*)"du- -2 f ( x ,  G , . . . ,  x o 
- -g  

- -  2 f ( G ,  x=, ..., xe) ( I -  u=) " < a ( I  - - / ~ 2 ) " d -  -3 I- 2g  ( I  - -  u=)ndu. 

Also ist 

I - -  2 f ( x  , x ,  . . . ,  xe) f o ' ( I  - -  u=)"du < ~  f o ' ( I  - -  U=)"du-~ - 4g s  

z a f O  - ~9"a,, 

..., x,) < v +'.To7 2~oI( I u 2 ) n d  l~ ' 

was ftir n ~  v(~) kleiner als ~ ist. Damit ist (18), also der a11gemeine WEIERSTRASS'sche 
Satz (B) bewiesen. 

$ 3 .  

Herr LERCH hat aus dem WEIERSTRASS'schen Satze (A) die Folgerung gezogen und 
yon ihr wichtige Anwendungen gemacht: 

(C).  Eine f i ir  z,) o L x L I stetige reelIe Funktion Z(X) erfMle f i ir  alle ganv  
zabligen v ~ o die Gleicbung 

( so )  ~ / ' x ~ z ( x ) d x  = o. 
*fO 

Dann ist identiscb 
z (x)  = o. 

Herr LERCH bewies ~s) dies so: W~ire Z(x) nicht identisch o, so w~ire 

fo ' tZ (x)] dx > o ,  

also eine Zahl ] so wShlbar, dass 

oo  o < ~ <J[" 
(Z(x))'ax 

f [  [z (x)l a x 

ist. Eine ganze rationale Funktion G (x) werde nun so gew~hlt, dass ffir o L x L I 

ist, d.h. k ( x )  - -  G(x)l < a 
z (x) = ~ (x) + ~ a, 

~4) Natfirlich ist es keine Einschr~mkung der Allgemeinheit, das Intervall (a ... b) gleich (o ... I) 
anzunehmen, was im ~ 3 geschieht. 

*S) Vergl. die in Anm. r zitierten Abhandlungen, S. 6- 7 bezw. S. 346-347. 
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WO 

ist. Die Voraussetzung (20) heisst, modern ausgedrfickt: Z(x)  ist zu x ~ far jedes 
- - -o ,  I, 2, . . .  orthogonal. ;((x) ist also zu jeder ganzen rationalen Funktion ortho- 

gonal ; speziell ist 

f o '  z ( ~ )  G(x)  dx  = O~ 
also 

+ 

= ~ f ' z ( x ) ~ d x  d ~fo'IZ(x)lN dx < ~fo~lz(x)ld x, 
I 

fo' Iz (x)l d 

was der Relation (21) widerspricht. 
STIELTJnS i6) deutet nun einen direkteren Beweis des Satzes (C)  an, indem er 

darauf aufmerksam macht, dass ,7), wenn ~. eine Zahl zwischen 0 und I ist und 

z (~) > o 
ist, das Integral 

(22) fo~(I - -  (X  - -  ~ ) 2 ) n Z ( x ) d x  

ffir hinreichend grosse ganzzahlige n positivist, wlihrend es nach (2o) o sein mfisste. 
Streng durchgeffihrt lautet dieser STIELTJZS'sche Beweis des Satzes (C)  etwa folgen- 
dermassen. 

Ware nicht identisch 
Z (x) = o, 

so gSbe es eine positive Zahl p und ein Intervall (~ - -  ~ . . .  ~ + ~) derart, dass 

und ffir ~ . - - ~ L x L ~ + ~  
z (x) > p 

ist. Es sei g > o so gew~ihlt, dass far o . ~  k L t 

z (x) > - g 

i6) Vergl. die in Anm. a) zitierte Stelle. 
i7) Ich ~ndere die Bezeichnungen der Einheitlichkeit wegen. 
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ist. Dann ist 

fo x( -(x-4y)"z(x)dx 
#~--E # 6 + *  ,~x 

I - -  x - - ~  2 " d x - -  I - - ~  ~ "dx > - g  - e) ax+H ( ( ) )  g 
d ~-e 

> - - 2 g 0 - - e  ) "  - - u  a . 
t / o  

> . . . .  2 g ( I - - , ' ) "  ~ '"  u '"  

t__L.. 

~ ' o  

(23) > 2 p ~  i - -  (2g + 2/,)(~ . 
~/n n 

Die rechte Seke yon (23) ist ft~r hinreichend grosses n poskiv; also w~re bei passender 
Wahl einer ganzeri positiven Zahl n 

wiihrend das Integral (22) nach Voraussetzung 0 ist. 
Ubrigens hat k~rzlich Herr PHRAGM~N ~S) einen einfachen Beweis yon (C)ange-  

geben, welcher auch den WEIERSTRASS'schen Satz nicht benutzt, sondern sich auf einen 
- - y o n  Herrn voN Koch bei anderen Untersuchungen eingefi2hrten- transzendenten 
Diskonr2nuit~ttsfaktor sttitzt; doch ist die Anwendung des STIELTJES'schen rationalen 
Diskontinuk~itsfaktors noch einfacher als jene Beweisanordnung. 

STIELTJES gab a. a. O. ~9) noch einen anderen, viel transzendenteren Beweis yon 
(C) an, welcher sich auf einen Satz HERMITE'S aus der Theorie der Funktionen kom- 
plexen Argumentes StCltZt. 

Berlin, den Ix. Januar t9o8. 

EDMUND LANDAU. 

xS) Sur une extension d'un thdorkme classique de Ia th~orie des foncfions [Acta Mathemstica, 
Bd. XXVIII (I9O4), S. 351-368] , S. 36t-363. 

xg) Vergl. die in Anm. a) zitierte Stelle. 
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