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Ei n l e  i t u n g .  P r o b l e m s  t e l l u n g .  
Die Annahme, daO die Spezialbewegungen der Fixsterne 

das Gesetz der zufa l l igp  Fehler oder Maxurellsche Ge- 
schwindigkeitsverteilungsgesetz befoIgen , wurde nach den  
Kapfeynschen Untersuchungen von '4 .  S. Eddington ') durch 
seine sogenannte Zweischwarmhypothese ersetzt, nach der 
das System der Fixsterne aus zwei Schwarmen besteht, die 
einander wie zwei Gase durchdringen, wobei in jedem Schwarm 
die Spezialgeschwindigkeiten nach den1 M a x u d s c h e n  Gesetz 
verteilt sind. Ilieser dualistischen Ansicht stellte K. Srhu,arz- 
.schi/d ') eine unitarische Hypothese gegenuber, welche die 
(iesetzmaoigkeiten in den Eigenbewegnngen der Fixsterne 
ebenso gut darstellt wie die Eddingtonsche. Schu~ar~sch i l~  
setzt die Anzahl der Sterne, deren Spezialgeschwindigkeits- 
komponenten zwischen U und U+d Z< Y und V+d I( lV 
und it'+ d L f 7  liegen, nach dem verallgemeinerten Maxu~ell- 
schen Gesetz gleich 

und sucht aus reinen Abzahlungen der Sterne nach dem 
Positionswinkel ihrer Eigenbewegung die in  diesem Ansatz 
vorkommenden Konstanten zu bestimmen, wobei er noch die 
vereinfachende Annahme B = C macht, also das  Geschwin- 
digkeitsverteilungsellipsoid A lT2+H Y'+ CIV' = I von vorn- 
herein als Rotationsellipsoid voraussetzt. 

Im folgenden sol1 der  Versuch gemacht werden, mit Hilfe 
desselben Materials die Konstanten im Falle des dreiachsigen 
Ellipsoids zu ermitteln. Die Hypothese des dreiachsigen 
Ellipsoids wurde allerdings schon von C. 6'. L. CharZier3) und 
seinen Schiilern S. D. JfGckseZl') und IT. Gz'llenberg ') behandelt, 
aber unter Zugrundelegung eines ganzlich verschiedenen Ma- 
terials. Diese Astronomen betrachten nanilich die Sternge- 
schwindigkeiten als Kollektivmaflgegenstande und setzen daher 
die Anzahl der Sterne mit den Geschwindigkeitskomponenten 
CT, J :  Hi gleich 

d 17d  P'd It' d (  ' 2 - B p - C - r p  
d N  -= h7 e- 

d f l =  Ke--4lr7-(\)'-R( r'- ~ ~ ) ) ' - c ( ~ f ' - ~ f ~ ) '  d[,7dL'dLV 
+ hohere Glieder 

wobei C,, I ; ,  I t ;  die Mittel sanitlicher Geschwindigkeits- 
komponenten C y  I ;  I f ;  d.  h. die Komponenten der negativen 
Sonnengeschwindigkeit bedeuten. Nach dieser Auffassung 
ware also die Ellipsoidhypothese eine erste Naherung in der  
allgemeinen statistischen Theorie der Eigenbewegungen der 
Fixsterne. Ein weiterer, wichtiger Unterschied zwischen der 
Chnrlierschen und der vorliegenden Arbeit liegt in der  Ver- 

wendung des zugrunde liegenden Materials a n  Eigenbewegun- 
gen. Charlier verwendet die Eigenbewegungen in beiden 
Koordinaten, Rektaszension und Deklination, wahrend wir ini 
folgenden nur die Bddingtonschen Abzahlungen der Sterne 
nach dem Positionswinkel ihrer Eigenbewegung, also nur die 
Richtungen der Eigenbewegungen, benutzen wollen, um die 
Schu,arzsrhildschen Grundlagen vollstandig beizubehtilten. 

I. V e r  t e i l u n  g s  f u n  k t i  o n  d e r  S p e  zi  a l g  e s c h w i n d  i g k e i  t e n. 
Wir setzen also die Anzahl der Sterne, deren Spezial- 

geschwindigkeiten, auf ein bestimmtes, vorlaufig noch unbe- 
kanntesKoordinatensystem bezogen, zwischen r; und lT, +d l;,  
I ;  und L>+dVl, I55 und bVl+dIl; liegen, gleich 

. ( ' 1  diV = h7'p-A1C712-Bi 171'- c.1 If;' d [< d V1 d I f ;  

Unsere Aufgabe ist e s ,  die Lage dieses Koordinatensystems 
gegenuber dem gebrauchlichen astronomischen und ebenso 
die Konstanten K, Al, B,, Cl zu bestinimen. Zu diesem 
Zwecke transformieren wir den  Ausdruck ( I )  mittels der 
Gleichungen der Koordinatentransformation auf das gewohn- 
liche astronomische Koordinatensysteni, dessen iY-L4chse nach 
dem Fruhlingspunkt, dessen Y-Achse nach dem um 90' daron  
abstehenden Punkt des Aquators und dessen Z-Achse nach 
dem Nordpol weist. Wir erhalten in diesem zweiten Ko- 
ordinatensystem 

wobei f = A3 U2'+B2 l,i2+C2 lC>'+ zU2 Ff,; f zE, Ui l ;  
+ z f i 2  li, & und die Richtungskosinus der Winkel zwischen 
den Achsen der beiden Systeme durch die Tabelle 

d N  = Ke-f d LG d b> d 1% ( 2 )  

1 0; K2 I 6 2  
(7 ' 811 812 813 

~ .- 

(3)  y: ~ 821 823 8 2 3  

r% &31 &32 &33 

gegeben sind. 

als Geschwindigkeitsellipsoid bezeichnen, so brauchen wir nur 
das Ellipsoid f= I auf seine Hauptachsen ZLI reduzieren, 
um sofort die  Groflen'. Al, Bl, C, und die Lage des ersten 
Koordinatensystems gegenuber dem zweiten zu erhalten. P i e  
weitere Aufgabe besteht daher darin, die Konstanten der  
Gleichung f = I zu berechnen. 

Zu dem Ende  greifen wir, wie Eddingfon und Schu~orz- 
srhild, auf der '  Sphare sieben Regionen heraus, die Polkalotte 

Wenn wir also mit Schwnrzschild die Flache 
A 1  U,2+B, & 2 +  c, I&' = I 

') d .  S. Eddingfon. The Systematic Motion of the Stars, Monthly Notices of the Koy. Astr. Society Bd. 67, S. 34, 1907. 
') K. .Schzru~zsc/riZd. Uber die Eigenbewegungen der Fixsterne, Gottinger Nachrichten I 907, S. 614. 
") C. I-. L. C'harZier. Studies in Stellar Statistics, Meddelanden frBn Lunds Astr. Obs., Serie I1 Nr. 8, 1912 und Nr. 9, 1913. 
') S.,D. IflicRseZZ. The general characteristics of the frequency function of stellar movements as derived from the proper motions of 

the stars, Medd. frLn Lunds Astr. Obs., Serie I1 Nr. 12, 1915. 
") LK GjdZenenderg. Stellar velocity distribution as derived from observations in the line of sight, Medd. frHn 1,unds Astr. Obs., Serie I1 
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-bis zu d = +70° und die nach Rektaszensionsstunden i n  
sechs gleiche Teile geteilte, Zone von d = +70" bis zu 
d = +38". Die Mittelpunkte dieser Regionen, die wir mit 
-4, B, C, D, E, F, G bezeichnen, sind also 

"i : d =  +90° 
R: a =  oo, d = + 5 4 '  E:  r r = 1 8 0 ~ , ' d = + 5 4 "  
C: r ( =  60°, 6 = + 5 4 O  P: r r=240°,  d = + 5 4 "  
D :  r (=12oo ,  d = + 5 4 '  G: rc=300° ,  6 = + 5 4 "  

In jeder dieser Regionen hat Eddin~yton die Sterne des  
Groombridge-Kataloges nach dein Positionswinkel ihrer Eigen- 
bewegung abgezlhlt. Fur  jede Region transformieren wir nun 
das zweite Koordinatensystem in das folgende dritte: die X- 
.Achse sol1 parallel zum Ayuator weisen und zwar positiv im 
Sinne wachsender Rektaszension, die Y-Achse darauf normal 
(positiv gegen den Nordpol) und d ie  Z-Achse im Visionsradius 
zuni Mittelpunkt der betreffenden Region. Die Positionswinkel 
wollen wir von der positiven ,Y--4chse zur positiven Y-Achse 
hin zahlen, also, von der Erde aus gesehen, positiv im Sinne 
des Uhrzeigers. In  der Region A werden die Richtuiigen 
der ,Ti- und Y-Achse unbestimmt,; die positive A'-Achse sol1 
daher per defiditionem parallel zurn Stundenkreis rr = 90' 
und die positive Y-Achse parallel zurn Stundenkreis r* = 180" 
weisen. Eu'di~zgto~olz und Schwavzschild zahlen die Positions- 
winkel ebenfalls von der positiven -41- Achse an, aber entgegen 

A 
R 
C 
D 
3 
F 
G 

dem Sinne des Uhrzeigers. Die hier 

0.000 

0.000 

-0.866 
-0 .866 

c 0 . 8 6 6  
+0.866 

0.000 

bewegungen, sondern nur ihre Eigenbewegungen, d .  h. ihre 
relativen Geschwindigkeiten bezuglich des Sonnensystems, ge- 
geben sind. Dieses bewegt sich, wie aus genauen spektro- 
skopischen Beobachtungen bekannt ist, mit einer Geschwindig- 
keit h = 2 0  km/sec gegen einen bestimmten Punkt der Sphare, 
den sogenannten Apex. Wenn also x den Winkelabstand des 

I Sterns vom Apex, Y und 9 GroDe und Positionswinkel seiner 
Eigenbewegung bedeuten, so ist die Komponente der Sonnen- 
geschwindigkeit normal Zuni Visionsradius 

und daher, wenn a0 ihr  Positionswinkel ist, 
IN = h s i n x  (8) 

19) 
US = r c o s 9 + w  c 0 s 9 ~  
& = r sin$+@ . 

Wir fuhren diese Ausdrucke in  die Formel (6) ein, indem wir 
o und a0 als Konstante betrachten, was darin seine Recht- 
fertigung findet, daD Gleichung (6) nur fur eine unendlich 
kleine Umgebung des Punktes (a ,  d) strenge gilt. Es folgt 

dfl, = K ~ ~ ( r r / c ~ ) . e - ( Q ) I " ~ + 2 r ~ . ' + Q ) ~ ~ 2 )  r d r d 9  (10) 

Dabei bedeutet 
@ = a c o s 2 9  - 2 c c o s 9  s i n 9  + b s i n 2 9  
C D O  = a c o s 2 ~ o - ~ c c o s . S L , s i n ~ o + b s i n 2 ~ o  ( 1 1 )  

r = (acosSI-csin9)  c o s a 0 + (  -ccos$+bsin$) sin$o 

Y l 2  

- 1.000 

- 0.809 
~ 0.404 
+ 0.404 
+0.809 
fo .404 
- 0.404 

qewahlte Orientierui 

YlS  

des dritten Koordinatensystems stimmt mit der von 5KckseZZ 
und Gyllenberg benutzten iiberein. 

Die Richtungskosinus der Winkel zwischen den einzelnen 
Achsen der Systeme sind gegeben durch 

Y11 Y E  71.3 (4)  

wobei, wenn rr und'd Rektaszension und Deklination des Mittel- 
punktes der betreffenden Region sind, die Gleichungen gelten 

jI1 = -sinrr yI2 = -cosn sind 'y13 = cosa cosd  
1 y21 = cosrr yzz = - s i n a  s in8  y23 4 s i n a  cosd 

Y31 = 0 Y32 = cosd y.73 = s ind  

+ 2 0 3  & IV, + 2E3 I$', O', + 2 F 3  U3 & . 

Der Exponent. von e wird jetzt 
f = & q j 2 + 2 ? 3 L ; 2 + c ? J q ?  

( 5 )  
Dabei sind die Spezialgeschwindigkeitskomponenten 

W8 = Ae 
die  wirklichen linearen Geschwindigkeitskomponenten in  Rekt- 
aszension, Deklination und Radiusvektor. 

In  der folgenden 'I'abelle sind die numerischen Werte 
der y fur die oben erwahnten sieben Kegionen angegeben. 
Dabei wurden ;die Richtungskosinus der Region A direkt 
nach der Definition der Achsen dieses Gebietes bestjmmt, 
weil fur den Mittelpunkt, den Nordpol, a unbestimmt wird. 

l<< = e cosd J r r  K3 = e & 

11. V e r t e i l u n g  b e z u g l i c h  d e s  P o s i t i o n s w i n k e l s  
d e r E i g e n b e  w e g u  n g e n. 

I>a wir ini folgenden nur Beobachtungen von Bewegungen 
normal zurn Visionsradius verwerten wollen, so haben wir die  
GI eichung d AT = Ke- f  d & d 5; d 15% 
wobei f durch ( 5 )  gegeben ist, iiber alle Radialgeschwindig- 
keiten W3 von --OO bis +a zu integrieren. Dies ergibt 

+m 

dil; = K$r-fdK%*dZr3dI- ,  

( 6 )  

( 7 )  

--m 

= K V ' ( Z / C ~ ) * ~  - iari , ' -zcCi , / ,+61;2)dLJ,  d r5 . 
Dabei ist c, n = -4, c, - &? 

c, b = R, Cd -D32 
cq c = 0 3  E3 -- C3 Rs . 

Es handelt sich also darum, a, 6,  c fur jede Region aus den 
Beobachtungen zii ermitteln, da  die Kenntnis der GroOen As, 
B3, C,, D;, E3, F3 zur Berechnung von A,, B,, C,, D2, E2, F2 
notwendig ist. 

Jetzt mussen wir darauf Rucksicht nehmen, daO das  
Bezugsystem, von dem aus wir die Fixsternbewegungen be- 
trachten, selbst in  Bewegung ist und uns daher  nicht die 
absoluten Bewegungen der Sterne, die sogenannten Spezial- 
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2 5  3 503 1 

5 6  
5 5  
5 4  
5 5  
5 5  
5 5  
5 4  
6 6  
8 6  
8 8  
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\Veil das der Abhandlung zugrunde gelegte Material 
nur Sternabzahlungen nach dem Positionswinkel enthalt, so ist 
der Ausdruck (10) noch einnial zu integrieren, und zwar uber 
alle r von o bis 00, sodaD wir mit Verwendung der Substi- 

ein und erhalten daher fur die der Beobachtung zugangliche 

dLZ', bedeutet die Anzahl der Sterne in einer unendlich kleinen 
Umgebung des Punktes (w, d), deren Eigenbewegungen einen 
Positionswinkel zwischen 9. und 9 + d 9  haben, wenn. fur w 
und a0 die Werte im Punkte (a, d) gewahlt. werden. Wir 
hatten also zur Erzielung moglichster . Strenge die Sphare 
in sehr kleine Gebiete teilen sollen und konnten jetzt die 
Formel ( I  5 )  strenge auf jedes Gebiet anwenden, wenn ( g ,  d) 
seinen Mittelpunkt bedeutet. Dabei wurde aber die Sternzahl 
in jedem Gebiete so klein ausfallen, daO die folgenden Rech- 
nungen zu ungenauen Resultaten fuhren oder sogar praktisch 
undurchfuhrbar wurden. Der hloglichkeit ihrer praktischen 
Durchfuhrung wegen haben , wir mit Xddington und Schu~urs- 
schild die fruher erwahnte Einteilung gewahlt und wollen 
daher die Formel auf Gebiete anwenden, die in Hinblick 
auf die Genauigkeit der folgenden Rechnungen nicht mehr 
als unendlich klein zu bezeichnen sind. 

Eddhgton wahlte d 9  = 1q0, teilte also den Vollkreis 
in 36 Teile und zahlte darnach fur jede Region die Sterne 
ab. Gemat3 der , fruheren Festsetzung uber die Zahlung der 
Positionswinkel ergibt sich aus diesen Abzahlungen folgende 

GroOe dN2 = '/2 (A/@). (M- N') . ( 1 5 )  
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Die Zahlen in den Spalten A, B, C, D, E, F, G bedeuten 
die Anzahl der Sterne, deren Eigenbewegungen Positions- 
winkel zwischen 9- 5' und 9 . t  5 O  haben. 

111. R e r e c h n u n g  g e w i s s e r  Hi l f sgroOen.  
Um nun fur jede Region a, I;, c zu bestimmen, rer- 

wenden wir folgenden, von SchularzschiCd herruhrenden Kunst- 
griff: Bei einer Vermehrung von 9 um I 8eo bleiben rP und Jf 
ungeandert, wahrend 5, r und N' ihre Zeichen wechseln. 
Wenn also dN,' den Wert von dN2  fur 9.i-180" bedeutet, 
so gilt dN2 = '/z (A/ rP) * (N-- A") 

d&' = '/? ( / I / @ ) .  ( M t N ' )  
daher d N z ' t d N 2  = A. MI@ 

dN2'-dNz = A*N' /@ 
also (dN,'-dlv,)/(dN,'+dN;L) = N'/M = N ( 5 )  . 
Da dN2 und dN2' l3eobachtungsg;ofien sind, so lafit sich aus 
dieser Gleichung mit Hilfe einer von. Srhu~arzschi-ild konstru- 
ierten Tafel fur N 5 und atis dieser Groi3e mittels einer Bhn- 
lichen Tafel M fiir jeden Positionswinkel berechnen. 

(.I6) 

Wir setzen nun 
e2 = (I/M).(dIV:,'+dlL;) ( 1 7 1  

und s = Q c o s 9  y = Q sin9 . 
Dann liegen die fur jeden Positionswinkel 9 berechneten 
Punkte ( x , ~ ' )  gemaf3 (11) auf der Ellipse 

wenn wir noch 

einfuhren; denn nach ( r6 )  und . (  1 7 )  ist 

a'xz- zc'xy+b'y2 = I (18) 

a = a'd b = 6 ' A  c = G'A (19) 

(2.)  1 p2 @ = A .  
17" 
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95 
105  
1 1 5  

1 2 5  
I35  
145 
1 5 5  
165 
I 7 5  

Die Einfuhrung von d = e/$ (2 1 )  
und x' = GCOSQ y'= c is in3  
liefert uns Punkte ( d r y ' ) ,  die nach (11) auf der Geraden 
( a ' s - c ' y ) ~  1 2 . c o s Q 0 + (  -c'x-t-b'y) w VL,/.sin80 = I ( 2 2 )  

-0.37 
-1.17 

-~-3.04 
-3.97 
-- 4.56 
-4.81 
-4.76 

11-4.56 

- 2 . 2 0  

liegen, weil bl'rr, = V'A' nach ( 1 2 ) ~  ( IS ) ,  ( 2 0 )  und ( 2 1 ) .  

Die fur jede Region auf diese Weise berechneten 
Koordinaten x ,  y und x', y' sind in der folgenden Tafel 
enthalten. 
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- 8 7 . 7  
- 78.9 
- 50.7 
- 66.5 
-- 79.3 
- 162.3 
- 1 7  1.8 
+ 209.0 
f 13.8 
- 9.4 
- 16.3 

2 2.4 
- 29.6 
- 35.6 
- -  62.4 
- 43.6 
- 46.0 
- 55.8 

- 

W l ' d i  

0 . 7  - 

+ 0.9 
+ 5.5 
+ 9.1 
+ 51.6  
+ 19.8 
+ 33.5 
+ 43.4 
- -  147.3 
+ 159.3 

- 89.8 
-~ 5 7 . 2  

- 28.0 

- 13.5 
7.4 

- 5.6 
2.7 
0.9 

+ 249.0 

.- 

- 

- 

I; 

+ 0.3 3 
+ 0.94 
+ 1.54 

+ 2.7  7 
t 3 . 3 5  
+ 3.9 I 
+ 4.4 2 

t 4 . 7 8  
t 4 . 9 8  
+ 5.39 
+ 5.' 5 
+ 5.04 
+ 4.0 5 
+ 2.96 
+ 1.95 
+ 1.03 
f o . 3 3  

G 
+0.69 
f 2 . 1  I 

+ 3.5 5 

+6.34 

+7.36 

t 2 . 1 0  

+5.12 

+6.96 

+7.80 
+7.9I 
+7.42 
-1-6.70 
+6.25 
+ 5.47 
f 4 . 6 2  
+ 3.94 
+ 3.05 
+I.97 
+ 0.68 

C' 

f 3 . 7 6  
f3 .51  
+ 3.29 
f2 .95  
+ 2.7 7 
f 2 . 3 5  
+ 1 . 8 2  

+ 1 . 2  1 

f O . 4 2  

- 0.44 
- 1.44 
- 2.40 
- 3.55 
- 4.05 
-4.22 
--4.18 
- 3.84 
- 3.76 

3- 7.90 
t 7 . 8 9  
t 7 . 6 1  
f 7 . 3 1  
f 6 . 3 4  
+ 4.88 
+ 3.44 
+ 2.09 
t o . 6 9  
- 0.65 
- 1.79 
- 2.92 
- 3.50 
- 4.62 
- 5.62 
- 6.54 
- 7.36 
- 7.82 

D 
+ 12.5 
+ 13.6 
+ *  9.5 
+ 7.8 
+ 6.6 
+ 5.0 

+ 2.4 
+ 1.0 

- 1.4 
8.8 

- 14.4 
- 32.6 
- 33.0 
+ 79.5 
+ 16.9 
+ 1 2 . 7  

+ 10.3 

+ 3.8 

- 

5 
I 5  
25  
35 
45 
55 
65 
7 5  
85 
95 
105 

1 1 5  
1 2 5  

135 
I45  
1 5 5  
'65 
1 7 5  

5 
' 5  
2 5  

35 
45 
5 5  
65 
7 5  
85 
95 

105  
1 1 5  

t 4 . 1 0  
t 4 . 3 8  
+3.98 
+3.66 
f3 .32  
+ 2.80 

+ 2.04 
+ 1 . 2 1  

+0.38 
-0.38 
- 1.06 
- 1.7 3 
-- 2 . 2 8  

- 2.64 
-3.18 
- 3.38 

- 330 
3.9 2 

+0.36 
t 1 . 1 7  

+ 1.86 
+2.56 
f3 .32  
+3.99 
+4.39 
f 4 . 5 3  
+4.3 I 

+ 4.3 5 
t-3.95 
+3.7 I 
+3.26 
+ 2.64 
+2.23 
+ 1.58 
+ 1.05 
+0.33 

- 5.26 , + 2.45 
-6.33 ~ + I . 7 0  

-6 .75!+0.55  
L 

t o . 6 9  
+ 1.95 
t 2 . 9 6  
'3.77 
4 4 . 2 4  
'4.58 
+4.50 
f- 4.1 9 
+4.52 
+ 4.9 7 
'4.75 
+4.51 
f4 .27  
+3-45 
+ 3.64 
t 3 . 1 6  
+ 1-91 
+0.70 

c 
t o . 3 8  
+1.18 
+I .79  
t 2 . 5 3  
+3.08 
t 3 . 3 4  

+ 7.89 

+6..35 
+ 5.38 
'4.24 
+3.2 I 

+ 2 . 1 0  

+ 1 . 2 8  

t o . 3 9  
-- 0.43 
- 1 . 2 7  

- 2.99 
- 3.45 
- 5.19 
-6.79 
- 7.36 

1 7 . 2 8  

- 2 . 1 0  

-8.08 

7.7 

- 23.7 
- 46.6 
-- 79.3 

-- 368.3 
t 7 8 o . o  

+ 106.0 
+ 60.9 
+ 48.0 
+ 42.2 

- 

2 1 . 1  - 

-231.7 

+ 158.2 

+ 35.6 
+ 43.7 
+ 20.3 
+ 12.3 
+ 4.9 

$0 

E 
f4 .79  
t 4 . 6 2  
f 4 . 1 4  
+ 3.45 
t 2 . 7 0  

t 2 . 1 8  
+ 1.45 
+0.86 
+0.30 
-- 0.29 
-0.90 
- 1.64 

+ 9.0 
+ 11.6 
+ 12.4 
+ 9.6 
+ 7.3 
+ 9.9 
+ 14.6 
+ 17.4 

+ 5.8 
m 

+ 41.0 

00 

+0.42 
+ 1.24 

+ 2.42  

f3 .12  
+3.12 

+ 1.93 

+ 2.7 0 

f 3 . 2  I 

f3 .45  
+3.30 
+3.34 
f3.5 I 

5 
1 5  
2 5  
35 
4 5  
55 

t 4 . 3 0  
+ 3.94 
+ 3.84 
+ 3.6 I 
+ 3.08 
+2.34 

Der Ausgleich der Ellipsen- und Geradengleichungen 
mittels der Methode der kleinsten Quadrate liefert fur die 
sieben Regionen folgende Werte yon a', b', c', wb',_1 und 9,: 

a' b' 1.' w V ' J  a0 
d + 0 . 0 2 1 1  +0.0553 -0.0011 1.79 1 7 0 0 1  
H i-0.0151 fo .0444 +o.ooo6 2.86 147.6 

b' 
C fo .0439 i-0.0492 --0.0092 1.96 I O I ~ O  

D i-0.0603 +o.0516 + O . O I Z O  2 . 2 0  50.0 

E +0.0418 + 0 . 0 8 7 2  o.oooo 1.37 2.6 
P +0.0656 +0.0385 --o.o188 0.37 338.1 
G t 0 . 0 1 6 5  t-0,0179 f0 .0044  1.01 1 7 5 . 2  
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IV. B e s t i m m u n g  d e s  Apex.  
Die jetzt bekannten Positionswinkel 90 des Apex er- 

lauben uns, den Apex nach der BesseZ-KoboZdschen Methode 
zu bestiniinen. Im allgemeinen werden sich die durch diese 
Positionswinkel auf der Sphare bestimmten groDten Kreise, 
die sich im Apex schneiden sollten, nicht genau in -einem 
Punkte schneiden. Wir wahlen daher als Apex einen Punkt 
der Sphare von der Eigenschaft, daO die Quadratsumme der 
Sinus seiner Abstande von den groDten Kreisen ein Minimum 
ist. Wir bestimmen also fur jeden groiSten Kreis seinen Pol 
3 l ( n , d )  nach den Formeln 

sind = , c o s B c o s ~ o  

cosdsin (u -a )  = sin 9, 
cosdcos(rr-a) = - s i n d c 0 s 9 ~  (23) 

nnd dann den Apex A(rl ,D) aus der Bedingung 
2 sin2=l A' = Z ' C O S ~  N A  

= E[s inds inD+cosdcosD cos(A-cz)I2 = Min. (24) 
Ilas Harzcrsche. Verfahren lost dieses Problem in fol- 

gender Weise: Wir setzen 
COSDCOS,~ =S cosdcosa = x A = 2-2 I) = 2y.z 
c o s I I s i n A =  E' c o s d s i n a = y  R=zv' E = B z x  ( 2 5 )  

s i nD = Z s i n d = z  C=Z? I ; = I x v  
wobei die Summen fiber alle sieben Regionen zu erstrecken 
sind. Dann gilt 

mit der Nebenhedingung S'+ F'+Z2 = I .  Die Losung 
ist daher nach der Lapangeschen Multiplikatorenmethode 
gegeben durch die Gleichunger 

S ( . T S + ~ Y + Z Z ) ~  = Min. (26) 

(+a) S+FY+BZ = 
E'St (R- i3 , )Y+DZ = 0 ( 2 7 )  
E X + D I ' + ( C - a ) Z  = o 

wenn 1. eine passend gew2hlte Wurzel der Gleichung 
A-1" F 

1 2,' B-j. ; (28) 
I E  D c-a 

ist. Die Aufgabe ist daher identisch mit der Bestimmung 
der Hauptachsen eines Ellipsoids, dessen Gleichung 

A g2i-i3Q2+ Cga+'2B Q g + z E g g +  2 J i z Q  = I 

lautet. 
ellipsoid genannt. 

von a, d, .T, y, 2 :  

Dieses Ellipsoid wurde von S. .O$penheim Momenten- 

Die Durchfuhrung der Rechnung ergibt folgende Werte 

a d .T Y a 

rl 35001 o'lo t 0 . 9 8 5  - 0 . 1 7 2  0.000 

B 321.8 -29.8 t o . 6 8 2  -0.536 -0.496 
C 339.0 -- 6.4 t o . 9 2 8  -0.356 - 0 . 1 1 2  

D 355.8 + 2 2 . 2  +0.924 -0.068 +0.378 
E 3.2 +36.0 t o . 8 0 7  t o . 0 4 5  +0.587 
P 33.6 +'33.0 t o . 6 9 9  t o . 4 6 4  +0.545 
G 294.1 -35.8 t o . 3 3 1  -0.740 -0.585 

Weil u fur A unbestimmt wird, so wurde der Pol fur diese 
Region nicht aus den Formeln ( 2 3 ) ,  sondern direkt aus seiner De- 
finition bestimmt, und zwar so, daD er, wie bei allen ubrigen Regi- 
onen, auf der linken Seite des entsprechenden groOten Kreises 
liegt, wobei die Orientierung dieser Kreise der angenommenen 
Zahlung der Positionswinkel entsprechend gewahlt wurde. 

Die kubische Determinantengleichung ( 2 8 )  lautet 
?w3-6 .99312+~~.07  )b-o.80 = o . 

Aus ihr ergeben sich folgeade drei Punkte: 
a, = 4.60 ~ az = 2 . 3 2  ?v:3 = 0.07 

A, = 168?5 A? = 86?6 A, = 25300 

Der dritte Punkt ist der Apex; seine Koordinaten kommen 
den richtigen (A = 2 7  oo, D = + 30") ziemlich nahe. Sclitimrz- 
schdu' erhielt bei graphischer Durchfiihrung dieser Methode 

D = +41". 
Die, Bedeutung der beiden anderen Punkte soll am Schlusse 
der Abhandlulng besprochen werden. 

Die Kenntnis des Apex gestattet uns jetzt, die unbe- 
kannte Konstante A fur jede Region zu ermitteln. Iler Winkel- 
abstand x des Mittelpunktes der Region voni Apex ergibt sich 
namlich aus der Gleichung 

cosx = sin B sinD+cos d cos D cos ( A  - N.) (29) 
daher 01 aus (8) w = h sin x (h  = 2 o kni/sec ist bekannt nus 
spelitroskopischen Messungen), also endlich J aus den be: 
kannten Werten von w V d f  und w .  Die folgende Tafel ent- 
halt die Werte von x, w ,  A' fur alle Kegionen. 

x 4901 7007  9003 8201 5107 1701 35?6 
0) 15.12 18.88 20.00 19.82 15.70 5.88 11.64 
/f o.0141 0 . 0 ~ 2 9  0.0096 0.0123 0.0076 0.0040 0.0076. 

V. B e r e c b n u n g  d e r  K o n s t a n t e n  
d e s  V e r t e i l u n g s e l l i p s o i d s .  

DI = - - 5 . 2  f?. = +49.5 D3 = f 4 0 . 9  . 

A = 2 5 9 "  

A B C D E' P G 

Jetzt konnen wir an die Berechnung der GroDen A, 
B2, C,, Dy, E2, F2 schreiten. Wir wollen im folgenden niit 
den groaen lateinischen Buchstaben die Elemente, mit den 
groOen deutschen die entsprechenden Unterdeterminanten der 
Determinante 

A =  F B D I :  ::I 
bezeichnen. .Der Stellenzeiger soll sich auf das Koordinaten- 
system beziehen. Nach dieser Festsetzung ist also 

a =  BC--2 5D = EIF---AD 
@ = FD-BE (30) % =  CA-EE' 

Q=AB--li2 g = D E - C F  
und zwar gelten diese Gleichungen entsprechend den beiden 
Koordinatensystemen I1 und I11 fur die Stellenzeiger 2 und 3. 

Die Gleichungen ( 7 )  lassen sich jetzt schreiben 
C 3 a =  B3 C3b = G3c=  By. (31) 

Weil d als orthogonale Invariante in beiden Koordinaten- 
systemen denselben Wert hat, so ergibt sich aus bekannten 
Determinantensatzen und den Gleichungen ( I 9) und (3  1 ) 

folglich 
also 

3C3 = a 3 % 3 - 3 3 7 = =  C32(,b-cr") 

8, = (<I/> 1 ) .  b'/(a'b'-c'S) 
B3 = (J/A) .cz'/(u'Y-P) (32) 8, = ( J / z f )  *c'/(a'b'-c'?) . 

233' = ( I / A )  *a'/(a'b'-c'?) = !&/&I (33) 
83' = ( I /A)  * c'/ (u'n' - 1 2 )  = & / A  

G3 = -I/(czb-cc?) = d / [ > f a  (a'b'-P)] 

Die GroDen as' = ( I /A).  b' / (a 'b ' -P)  = a3/. 1 

sind also fur alle Regionen bekannt. 
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Es ist 8 2  82 @2 

g2 m2 %)% 
1 @2 9 2  G2 

= Y .  
, 

uhd J‘d2 = + 9 7 . 1 0 ~  J’D2= - 6 8 . 1 0 ~  
* fB2  = + ‘98.105 J‘& = + ‘8- 1 0 5  
J ~ C ~ . =  + I O ~ . I O ~  A’& = -14.10~. 

VI. B e s t i m m u n g  d e r  H a u p t a c h s e n  
d e s  V e r t e i l  ung  sell  i p so i  ds. 

Die Reduktion der Ellipsoidgleichung auf die Haupt- 
achsen geschieht mittels der kubischen Gleichung IA2--” 3 2  ~. 

F2 B 2 - x  D, = 0 (38) c2 - x 
deren Wurzeln x l ,  xz,  x3 die reziproken Hauptachsenquadrate 
oder die GroDen Al, Bll C, sind. Die Richtungskosinus q1, 

f12, q3 der ersten Hauptachse sind durch das Gleichungs- 
system (A2-q) &11+2$ &12+& 813 = 0 

1 ; 2 E 1 1 + ( B 2 - % 1 ) & 1 2 + D ~ & 1 8  = 0 

&112-!7&1%’3+&13- = I 

( A 2 - x 2 )  &*1+F, &22+& 8 2 3  = 0 
F2 €z1.+(B2-x2)&22+D2&~3 = 0 

&212+&222+f23% = I 

(39) 
EZ&ll+DB&l2+(C2--X1)81~= 0 

gegeben, die der zweiten Hauptachse durch 

E2 8 2 1 + 0 2 & ~ ~ + ( C 2 - X 2 ) 8 2 3  = o 

und die der dritten durch 
( A ? - ~ 3 ) ~ 3 1 + F 2  ~ 2 + E 2  833 = o 
3 2  % 1 + ( ~ 2 - % ) & 3 : ! + D 2 ~ 3 3  = 0 
E? &31+D2 832 +( Cz--~a) 635 = 0 

& 3 1 ~ + & 3 2 ~ 2 + & ~ g 2  = I . 

Wenn wir daher I %’ 8‘2‘ ’ @z‘ 
J’= 1 8 2 ’  232‘ %2’ 

I @2‘ 3 2 ‘  &2’ 

(36) 
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vom wahren und teilweise such, die der Gleichungen (35) fiir 
die sieben Regionen unterejnander, Mit Riicksicht auf die 
manchmal ziemlich grofle Verschiedenheit derjenigen rechten 
Seiten der Gleichungen, welche gemafi der linken Seite eigent- 
lich gleich sein sollten, ist die  Ausgleichung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate kaum berechtigt. Vielleicht ist aber 
auch aus dieser groDen Verschiedenheit, die ja fast nicht 
mehr durch die Ungenauigkeit von 5 erklart werden kann, 
zu schlieflen, daO das Verteilungsellipsoid nicht in allen Teilen 

Aus den t erhalten wir die Richtungen (a l ,  dl),  (a2, &), 
(a3,  6,) der Hauptachsen rnit Hilfe der Gleichungen 

cos 6, sin nl = e12 
cos 6, cos 1x1 = 611 cos 82 cos a2 = 621 cos 63 cos a3 = &3l 

cos 6, sin ct2 = eZ2 cos 6, sin as = e332 
sindl  = el?, sin 6, = eZ3 sin$ = F ~ ~ .  

Jetzt ist noch die Konstante K zu bestimmen. Zu 
diesem Zwecke integrieren wir die Gleichung ( I )  uber alle 
Geschwindigkeitskomponenten 9, F>, IVl von --OO bis +a 
und erhalten, wenn N die Gesamtzahl der  beobachteten Fix- 
sterne bedeutet, 

+a 

N = ffs d N  = Kz8la/ V'(Al Bl 
-52 

daher K = NVF(A1 B1 C,) * x--a'a (40)  

A? = 1,"(Al €I1 c1/7r3) .. 

oder, wenn y ( ul, lZl, Lt{) = Ke-A1c712-E1 r 7 L 2 - c ~  "'I2 die 
relative Haufigkeitsfunktion bedeutet und deshalb N =  I zu 
setzen ist, 

Wir erhalten 
X 3 -  I 3  1 .  10-5 %"47 5 * I 0-9 X - 4 3 9 .  I 0 - 1 3  = 0, daher 

A l = 7 6 3 . ~ o - '  B 1 = 4 0 8 . 1 0 - ~  C,= 1 4 7 . 1 0 - "  
i/t'Al = 3 6 . 2  I /b '?& = 49.5 I / ~ ' - C ~  = 8 ~ . 6 k m / s e c  

a1 = 286?3 Cl2 = 189?9 Clg = 8400 
8, = f45.6  8z = t I O . 7  d3 = f 4 2 . 5  

und wegen N =  4315 
oder fur N =  I K =  0.00000121. 

K =  0.00525 

genauere Resultate zU erwarten a h  beim dreiachsigen, soda0 I 
wahrscheinlich auch in diesem Fall bei einer genaueren Rech- 
nung mit dem Schufarzschildschen Vertex identisch wird. 

, Ferner ist ein Unterschied in  der Behandlung des 
vorliegenden Themas vorhanden, auf den wir schon in der 

' Einleitung aufmerksam gemacht haben , indem die beiden 
Schiiler Charliers dessen statistische Untersuchungen fort- 
gesetzt, wahrend wir die Schurarzsrhildsche Hypothese er- 
weitert haben. 

des Raumes dasselbe, mithin die unserer ganzen Kechnung 
zugrunde liegende Annahme desselben Ellipsoids in allen Teilen 
des Raumes nicht richtig ist. In  diesem Falle waren selbst- 
verstandlich die einzelnen kegionen getrennt zu behandeln 
und daher die Berechnung der  sechs Ellipsoidkonstanten un- 
moglich, weil dazu nur drei Gleichungen in jeder Region 
zu Gebote standen. 

B e d e u t u n g  d e r  e r h a l t e n e n  R e s u l t a t e .  
Die drei Hauptachsen des Ellipsoids der Geschwindig- 

keitsverteilung bestimmen drei Punkte der Sphare, deren Be- 
deutung wir jetzt besprechen wollen. 

Vergleichen wir zuerst .unsere kesultate mit den 
Schzrarzsch;ldschen, so sehen wir, daD der  Vertex in deni 
S h e ,  wie ihn Schwarzschild definiert, ini Fall des drei- 
achsigen l?)lipsoids iiberhaupt nicht existiert. Denn nach 
Schularzschik;f ist der Vertex der Schnittpunkt der Richtungen 
der groDen Achsen der Ellipse 

a [ F - z c [ r y - i - h F 7 ' ?  = I 
der sqqenannten SchwarzschiZdschen Geschwindigkeitsellipse, 
auf der Sphare. Nun I a O t  sich allgemein beweisen, daD diese 
Richtungen einander dann und nur dann in einem Punkte 
schneiden, wenn das Geschwindigkeitsellipsoid ein Rotations- 
ellipsoid ist, und, daO in diesem Fall die Richtung zum Schnitt- 
punkt rnit der Richtung der Rotationsachse des Ellipsoids 
identisch ist. Die Geschwindigkeitsellipse hat, nebenbei be- 
merkt, auch eine geometrische Bedeutung. Legt man namlich 

Damit ist das zu Beginn des vorliegenden Aufsatzes gestellte 1 a n  das  Geschwindigkeitsellipsoid einen Tangentialzylinder 
.Problem vollstandig gelost. derart, daD seine Achse mit den] Visionsradius zusammenfallt, 

~~~d~ wir die Bedeutung der erhaltenen Resultate be- i so ist der Normalschnitt dieses elliptischen Zylinders die 
sprechen, wollen wir ein paar Bemerkungen uber die Ge- I Geschwindigkeitsellipse. 
nauigkeit der durchgefuhrten Rechnungen machen. Mit Riick- , Unsere drei Hauptachsenrichtungen stimmen ferner 
sicht darauf, daD die vorliegende Arbeii eine Erweiterung der : .  ziemlich schlecht mit den drei analogen Richtungen, die 
Srhwarzsfh&'schen Hypothese bringen sollte und sich daher 1 IT7ckseZl"und GvZlezbeYg gefunden haben, iiberein. IVickseII 
ganz an das Schufnrzschildsche Material anschlofi, wurde die ~ erhielt n&nlich die Richtungen 

schen Abhandlung, also im allgemeinen rnit drei geltenden 1 
Ziffern durchgefuhrt. 61 = - 1 2  d, = +24 6, = +62 

Rechnung rnit derselben Genauigkeit wie in der  SchwarzschiZd- I I1 I11 
irl = 274' a2 = 189" a3 = 339' 

also I identisch mit dem Schummhildschen Vertex (a = 2 7.3', Infolpe der Verwendung der  Schuiar,-sc/Zi(&chen Tafeln " u 

fur M u n d  N wurde die GroDe 5 nur bis auf zwei Dezimal- 
stellen, daher 6 = e/g mit einer geringeren Genauigkeit als e 
erhalten; folglich sind die  Koordinatep x', 3'' der Geraden 
ungenauer als die der Ellipsen. Dies ist deutlich aus einer 

6 = -6") und I1 rnit dem Pol der  MilchstraDe ( a  = I ~ I ' ,  

d = +27' ) ,  wahrend in der vorliegenden Abhandlung I rnit 
dem Apex und I1 mit dem Pol der MilchstraOe ubereinstimmt. 

Die Ursachen diirften wahrscheinlich in  den folgenden 
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Darin ist 

also sind 01, 62, 63 die Streuungen der drei Geschwindigkeits- 
komponenten. Vergleichen wir diesen Ansatz mit unserem 

so ist also 

Nb12 = BU2 i V O Z ~  = H?'2 Nb32 = BW2 

( q r: i f i r )  = 1. B~ C J ~ ~ ) .  e-Al c"--fi, P -  c-1 W' 

61 = r / l . '~zA,  = 25.6 
q = I/P'zR, = 35.1 cr3 = r / t / z C l  = 58.5 

wahrend 2ficlzseM = 29, u2 = 1 7 ,  cr3 = 19 erhielt. 

Vom Standpunkt der Kollektivmafllehre wurde also unser 
Ansatz folgende Bedeutung haben : 

I )  Die Sterne bewegen sich im Fixsternsystem so, 
daO sich ihre Geschwindigkeitskomponenten nach den drei 
Koordinatenachsen eines beliebigen rechtwinkligen Koordi- 
natensystems im Mittel aufheben. 

2 )  Die Quadratmittel der Geschwindigkeitskomponenten 
01.' = 2 U'IN, 622 = 2 V2/& ~ 3 '  = 2' W2/N sind jedoch 
nicht fur alle Richtungen gleich, wie bei den Geschwindig. 
keiten der Gasmolekule in der kinetischen Gastheorie, sondern 
ellipsoidisch verteilt, es sind also drei Richtungen in1 Raum, 
die Hauptachsen des Verteilungsellipsoids, ausgezeichnet. Von 
diesen weist die erste zum Sonnenapex oder Scku~arzsckildschen 
Vertex, die zweite zum galaktischen Pol und die dritte steht 
auf den beiden ersten normal. Nach IKcksell herrscht die 
groDte Streuung in I, die kleinste in 11; nach unseren Re- 
sultaten die groOte in 111, die kleinste in I. Die Streuungen 
sind von der GroDenordnung der Sonnengeschwindigkeit. 

3) Die hoheren Glieder in der Entwicklung der Ver- 
teilungsfunktion (Schiefe, ExzeD 11. s. w.) verschwinden nach 
uiiserem Ansatze, die Geschwindigkeiten befolgen also mit 
Ausnahme der in 2 )  angefuhrten Einschrankungen das Gesetz 
der zufalligen Fehler. 

Ein interessanter Vergleich bietet sich uns dar, wenn 
wir die Ergebnisse der neuesten Arbeiten S. O$$enkeims in 
Betracht ziehen. Oppenkeim ') nimmt an, dat3 die Fixsterne 
ein den Kleinen Planeten analoges System bilden und sich 
uin ein ideales Zentrum in mehr oder minder von einer ge- 

Wien, 1919 im Oktober. 

meinsamen Bahnebene abweichenden Babnen bewegen, unter 
ihnen unsere Sonne, sodafl wir die Bewegungen der Fixsterne 
von einem bewegten System, ahnlich wie die der Kleinen 
Planeten von der Erde aus, beurteilen. Eine Entwicklung 
der Eigenbewegungen nach Kugelfunktionen ergab als Ko- 
ordinaten des Zentrums a = Z I O ,  6 = +36", wahrend die 
mittlere Bahnebene so ziemlich mit der Milchstrane zu- 
sammenfallt. 

O$$enhei??i fand durch eine der Ckavlierschen Methode 
ganz analoge statistische Untersuchung der Kleinen Planeten 
das Resultat, daO die Richtungen der Hauptachsen des Ge- 
schwindigkeitsverteilungsellipsoids der Kleinen Planeten nach 
drei Punkten der Sphare weisen, und zwar nach dem Apex der 
Erdbewegung, dem Pol der Ekliptik und der Sonne. Nach 
denselben Punkten weisen aber gem@ den Ojpnkeinzschen 
Rechnungen auch die drei Hauptachsen des Momenten- 
ellipsoids der Kleinen Planeten. Diese identische Orientierung 
von Momenten- und Verteilungsellipsoid ( Oppenlzeim nennt 
letzteres Streuungsellipsoid) war bei den Fixsternen nicht mehr 
festzustellen. Es treten hier vielmehr bedeutend kompliziertere 
Verhaltnisse auf, fur die Oppenhirn in einer Keihe von Ar- 
beiten ') eine Erklarung versucht hat. 

Interessant ist nun, dan sich die von Oppenheim bei den 
Kleinen Planeten konstatierte Identitat in der Orientierung der 
beiden Ellipsoide bei unserm Material auch im Falle der Sterne 
deutlich .zeigt, wie ein Blick auf folgende Zusamnienstelluiig 

Momentenellipsoid 
u1 = 253:o  a2 = 16805 a3 = 8676 
61 = +40.9 6 2 -  - - 5 . 2  6, = +49.5 

Verteilungsellipsoid. 
a1 = 286?3 a, = 18909 a3 = 84?0 
dl = +45.6 6, = t 1 0 . 7  6, = t 4 2 . 5  

Ein weiteres Eingehen auf diese Frage ist jedoch nicht Zweck 
vorliegender Arbeit, die ja nur zeigen sollte, daO die Sckwni-z- 
schzldsche Methode in entsprechender Erweiterung auch auf 
das dreiachsige Ellipsoid angewendet werden .kann, ohne dat i  
dazu die KolIektivmaOlehre herangezogen werden muflte. 

lehrt : I It I11 

J. Lense. 

') S. 0p)enheim. Uber die Eigenbewegungen der Fixsterne, Denkschriften der Wiener Akadernie: I. Mitteilung 191 I (Kritik der Zwei- 
schwafmhypothese). - 11, Mitteilung 19 15 (Entwicklung nach Kugelfunktionen). - 111. Mitteilung 1916 (Kritik der Ellipsoidhypothese). 

') S. Oppenheim. Uber die Eigenbewegungen der Fixsterne, AN 188.137. - Versuch einer Bestimrnung der Bahnebene der Sonne, 
AN 201.241. - Harmonische Analyse der Radialbewegungen der Sterne, insbesondere der Spezialgruppe der B-Sterne, AN201.417. - 
Uber die Bahnebene der Sonne, AN 202.89. - Uber die Bahnebene der Sonne und ihr Verhaltnis zur Ebene der Milcbstrafle, 
AN 204.417. - Eine Erweiterung der Airyschen Methode der Apexberechnung, AN 209.149. 

~ .~ - ~- ~ ~- . 

Meteor. 
1919 Dez. 9 I 1 ~ 3 4 m o  M. Z..Gr. beobachtete ich bei teilweise bedecktem Himniel ein helles Meteor. Ort des Auf- 

leuchtens: n = 15o"rt, h = 35", Dauer der Erscheinung bis zum Verschwinden unter dem Horizont (bei a = 1 3 0 O i )  
etwa 3s-45. Die gelbe Sternschnuppe z m  nahm bald die Helligkeit und Farhe der Wega an, wurde in der Helligkeit des 
Sirius blaugrun und verschwand in deutlich roter Farbung am Horizonte rnindestens .in Venusglanz. Kein Schweif, keine 
Detonation. Bergedorf, 1920 Jan. 2 .  K. Gyaj: 

I n h a l t  zu E r .  5031. 7. Lense. Die Ellipsoidhypothese in den Spezialbeweghngen der Fixsterne. 249. - K. Graf .  Meteor. 263. 
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